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El Algebra Lineal estudia la estructura de los espacios vectoriales y las aplicaciones
lineales entre ellos. Las lecciones que vamos a desarrollar constituyen una iniciaciéon a
dicho estudio. Una continuacion natural de estas lecciones es la teoria del endomorfismo,
caracterizando la semejanza de matrices, obteniendo las formas candnicas y la dimensién
de los subespacios fundamentales. Estos temas se desarrollan en Lecciones de Algebra
Multilineal.

Si a un espacio vectorial se le dota de un producto escalar, pasa a ser un espacio
métrico y objeto central de la asi llamada Algebra Geométrica por E. Artin, cuyo texto
sigue siendo atractivo a lo largo de los anos.

Concluidos estos estudios preliminares, puede abordarse el estudio del Espacio Afin,
que puede verse como un conjunto de puntos sobre el que actia un espacio vectorial. La
estructura y transformaciones de dicho espacio subyacente, tienen implicaciones en las del
espacio afin asociado. Parte importante de la Geometria Afin es el estudio del Espacio
Afin Euclidiano, cuyo espacio vectorial subyacente posee una métrica euclidiana.

Desde un punto de vista mas aplicado, podemos citar la Teoria de Codigos correctores
de errores y especialmente de los cédigos lineales de longitud dada n, que son los subespa-
cios del espacio vectorial F™, donde F es un cuerpo finito. De acuerdo con la frase de R.
Hill en su texto introductorio a la teoria de codigos, la estructura de un cuerpo finito se
encuentra entre las mds bellas de la estructuras matemdticas. Por otra parte los cddigos
ciclicos de longitud n sobre un cuerpo finito F, son simplemente los ideales del anillo co-
ciente F[z]/(x™ —1). Estos temas se encuentran en las Lecciones de Elementos de Algebra.
Aplicaciones, de forma que, mediante dicho desarrollo, se pueden realizar algunos de los
conceptos basicos introducidos en Algebra Lineal.

Muchas mas son las aplicaciones del Algebra Lineal, ademas de las ya citadas en el

entorno matematico. Fisicos, quiimicos. ingenieros.. la utilizan muy frecuentemente.



Leccion 1. Preliminares

Consideraremos la nocién de conjunto como primitiva, es decir no intentaremos dar
una definicién de éste concepto, nos contentaremos con la idea intuitiva que del mismo
tenemos. Algo parecido sucede con los conceptos anejos fundamentales, elemento de un
conjunto o pertenecer a un conjunto.

Si E es un conjunto, escribiremos a € FE para indicar que a es un elemento del
conjunto E. Para describir un conjunto, utilizaremos la notacién E = {a,b, ¢} para sig-
nificar que F tiene exactamente los elementos a,by ¢ o E = {a,b,...} para indicar que
E se compone de los elementos a,b y otros. Otra forma de describir un conjunto es
E = {x|proposicién acerca de z }, para indicar que E es el conjunto de los elementos x tales
que la proposicion acerca de z es correcta.

Atn cuando la nocién de conjunto es primitiva, convendremos que conjunto y elemento
estan sometidos a las siguientes reglas:

a) Un conjunto F estd bien definido o determinado cuando se posee un criterio que
permita afirmar si un objeto a pertenece o no al conjunto F.

b) Un mismo ente matemdtico no puede ser a la vez un conjunto y un elemento de
ese conjunto, es decir no es valido escribir a € a.

c¢) La coleccion de todos los conjuntos no es un conjunto.

d) Igualdad de conjuntos. Se entiende que dos conjuntos son iguales si tienen los
mismos elementos.

e) La clase () que no contiene nigin elemento es un conjunto.

Aplicaciones

(1.1) Definicién: Dados dos conjuntos A y B, una aplicacién f : A — B es
un criterio que permite asociar a cada elemento de a € A un unico elemento b € B.
Escribiremos b = f(a) y diremos que b es la imagen por f de a y que a es una antiimagen
por f de b. A se dice conjunto inicial de f y B conjunto final. Si A; C A, se denota
f(A1) = {f(a1)lar € A1}. Por convenio f()) = (), donde () representa al conjunto vacio.

En particular f(A) es llamado el conjunto imagen y es denotado frecuentemente por Im

f.



Si By C B, denotamos por f~1(By) = {a € A|f(a) € B1}. Por convenio, f~1(0) = 0.
Al conjunto f~1(Bj) se le llama imagen inversa de B;.

(1.2) Definicién: Dos aplicaciones f,g se consideran iguales si tienen el mismo
conjunto inicial, el mismo conjunto final y ademds f(a) = g(a) para todo a del conjunto
inicial.

(1.3) Definicién: Una aplicacién f : A — B es suprayectiva si f(A4) = B.

(1.4) Definicién: Una aplicacién f : A — B es inyectiva si siempre que a # a’ se
sigue que f(a) # f(a’).

(1.5) Definicién: Una aplicacién f : A — B es biyectiva si es a la vez inyectiva y
suprayectiva. Una aplicacion biyectiva de A en si se dice una permutaciéon de A. Dada
una aplicacién f : A — B biyectiva, la aplicacién g : B — A dada por g(b) = a tal
que f(a) = b se dice aplicacién inversa de f y se escribe f~1

(1.6) Definicién: Dada una aplicacién f : A — B y un subconjunto A; de A a la
aplicacién f; : Ay — B, dada por fi(a) = f(a),Va € A;, se le llama restriccién de f a
A; y la denotaremos por f|4,.

(1.7) Definicién: Dadas dos aplicaciones f : A — By g : B — C, queda definida
una aplicacién h : A — C mediante h(a) = g(f(a)),Va € A. Esta aplicacién h recibe el
nombre de compuesta o composicion de f y g y se denota por go f o bien fg.

Ejercicio: La composicién de dos permutaciones del conjunto A es una permutacién
de A.

Llamaremos par ordenado (a,b) a una coleccién de dos objetos a y b donde a estd
senalado como primero y b como segundo. Es decir (b,a) # (a,b) en general. Dados dos
conjuntos A, B, el conjunto de pares ordenados (a,b) tales que a € A y b € B se llama
producto cartesiano . Se denota por A X B .

Relaciones.

(1.8) Definicién: Una relacién binaria R entre A y B es una ley o criterio que
permite senalar ciertos pares ordenados en A x B. Las propiedades mas frecuentes que
puede tener una relacién binaria sobre A, es decir entre A y A, son:

i) Reflexiva: aRa,Va € A.

ii) Simétrica: Si aRb, entonces bRa.



iii) Transitiva: Si aRb y bRc, entonces aRc.

iv) Antisimétrica: Si aRb y bRa, entonces a = b.

Una relaciéon sobre un conjunto A se dice de relacion de equivalencia si tiene las
propiedades i),ii) y iii). Una relacién sobre un conjunto A es una relacién de orden si
tiene las propiedades i), iii) y iv).

Dada una relacion de equivalencia sobre un conjunto A y a € A, la clase de equiva-
lencia de a estd dada por el conjunto {b € A[bRa} := [a]. Notar que el conjunto A
puede expresarse como union disjunta de sus distintas clases de equivalencia. Observar
que aRb < bRa. Es importante comprender que aRb < [a] = [b)].

Dado un conjunto A sobre el que hay definida una relacién de equivalencia R, lla-
maremos conjunto cociente de A por R y lo denotaremos por A/R al conjunto cuyos
elementos son las clases de equivalencia de A bajo la relacién R.

Ejemplos. 1) Si f : A — B es una aplicaciéon de A en B, queda definida una
relacién de equivalencia sobre el conjunto A por el siguiente criterio: Si a,a’ € A, entonces
aRa si f(a) = f(d)

2) Definimos en Z la relacién de congruencia, es decir: dos elementos a,b € Z son
congruentes médulo n > 0 y lo escribiremos a = b (n), cuando a — b = n (multiplo de n).
La congruencia es una relacién de equivalencia. La clase de equivalencia definida por un
entero cualquierea a es [a] :== {bla =b(n)} = {b|b = a + zn, para algin z € Z}:= a + nZ.
Las clases de equivalencia son llamadas clases de congruencia. Se suele emplear la
notacién a para [a].

(1.9) Definicién: Diremos que un conjunto A es ordenado (parcialmente orde-
nado) si existe una relacién de orden R sobre él.

Usualmente escribiremos < para una tal relacion. El conjunto A se dice totalmente
ordenado, cuando A es ordenado y cumple ademas que dados dos elementos cualesquiera
a,b € A, se tiene que a < b 6 b < a. A un conjunto totalmente ordenado también se le
llama cadena.

Dado un conjunto ordenado aparecen los siguientes elemento notables:

i) Un mayorante 6 cota superior de B C A: es un elementoa € A > b < a,Vb € B.

ii) Un minorante 6 cota inferior de B C A es un elemento a € A > a < b,Vb € B.

6



iii) El maximo de A es un elemento a € A > x < a,Vx € A.

iv) El minimo de A es un elemento a € A > a < z,Vx € A.

v) Un maximal de A es un elemento a € A tal que si existe b € A tal que a < b
entonces a = b.

vi) Un minimal de A es un elemento a € A tal que si existe b € A tal que b < a
entonces a = b.

vii) El supremo de B en A es la menor cota superior (si existe) de B en A.

viii) El infimo de B en A es la mayor cota inferior (si existe) de B en A.

(1.10) Lema de Zorn: Si A es un conjunto ordenado, no vacio, en el que cada cadena

de A tiene una cota superior en A , entonces A posee al menos un elemento maximal.

(1.11) Lema: Sea n # 0 un entero positivo. Para cualquier a € N existen niimeros
naturales ¢, con 0 < r < n tales que a = ng +r.

Demostraciéon: Lo probaremos por induccién sobre a.

Si a = 0 tomar ¢ = 0 = r. Por la hipdtesis inductiva, existen g1, r; tales que a — 1 =
g1n+7ry,con 0 <ry < n. Portanto,a =qgn+(r1+1)yrm+1<n. Siri+1<n,
tomar g =q1,7 =71+ 1. Sir; +1=n, tomar ¢g=¢q; + 1,r = 0.

(1.12) Teorema: Sea n # 0 un entero positivo. Para cualquier a € Z existen enteros
unicos ¢,7 con 0 < r < n tales que a = n.q + .

Demostracion: Probamos en primer lugar la existencia.

Si a > 0 estd probado en el lema anterior. Si a < 0, entonces , por el lema —a =
qg-n~+7ry, asi que a = —q1.n —ry. Sir; =0 tomar ¢ = —q1,7 = 0. Si 0 < r1, entonces
a=—-n—q.n+(n—ry)y bastarfa tomar ¢ = (-1 —¢1),r =n — 1.

Unicidad: Supongamos que existan dos descomposiciones : a = n.q1 + 71, y a =
n.qga + 12, con 0 < r; < n. Entonces se tiene que 0 = n(g2 — q1) + ro — r1. Supongamos
ahora r; # ro. Siry < ro, entonces 0 < 79 —r; < n, lo que contradice a la igualdad
n(q1 — q¢2) = r2 — r1. De modo andlogo encontrariamos una contradiccién en el caso
ro < T1.

(1.13) Corolario: Sea n # 0 un entero . Para cualquier a € Z existen enteros tunicos
g, con 0 < r < |n| tales que a = n.q + r.

Demostracién: Sin > 0, el resultado es cierto por (1.12).
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Sin < 0, por (1.12) se tiene que a = (—n)g+rconr=060< r < —n = |n|.

Supongamos que existan dos descomposiciones : a = n.q; + r1, y a = n.qz + ro, con
0 <r; < |n|. Supongamos ahora r; # ro. Sir; < ry, entonces 0 < ro — 11 < |nf, lo
que contradice a la igualdad n(g; — g2) = r2 — r1. De modo anélogo encontrariamos una
contradiccién en el caso ro < 1.

Luego debe ser r; = 19 y se sigue que 0 = n(g2 — ¢1) y por tanto ¢ = g2 como se
queria demostrar.

(1.14) Definicién: Dados dos enteros a,b un méximo comun divisor de a y b es un
entero d que cumple:

i) d divide a a y a b;

ii) si d’ es otro entero que divide tanto a a como a b, entonces d’ divide a d.

Observacién : Sean a, b dos enteros no nulos, por (1.13) existe r tal que a = ¢1b+r;
,con 0 < ry < |b]. Siry # 0 existe ro tal que b = gory + 13 con 0 < ry < 7y, ..., asi si
ri—1 # 0 existe r; tal que r;_o = ¢;.7;_1 +1; con 0 < r; < r;_1, por tanto debe existir un
n tal que r,—1 = @ny17n + 0. Hemos obtenido asi una sucesiéon de ntimeros naturales 7;
que verifican : |b| =rg > 71 > ... > 1, con ry|r; , 1 = 0,1,..,n — 1. En particular r,[b y
por tanto a a.

(1.15) Teorema:(Identidad de Bezout): Sean a, b dos enteros no nulos, entonces existe
d maximo comun divisor de a y b. Ademas existen enteros s, t tales que d = s.a + t.b.

Demostracién: Con la notacién de la observacion anterior, tenemos: vy = 1.a — ¢1 b,
suponiendo probado que hasta el indice ¢ existen enteros s;, t; tales que r; = s;.a +t;.b, de
la expresiéon 7,41 = 7;—1 — r;qi+1, se obtiene la existencia de elementos s;;1,%; 11 tales que
riv1 = Si+1.0 + t;41.b. Por lo tanto, existen elementos s,t tales que r,, = s.a + t.b. Para
concluir la demostracion basta observar que r,, es méaximo comun divisor de a y b, ya que
sabemos que r,, divide a a y a b; ademds, de la expresién r, = s.a + t.b, es claro que si d’
divide tanto a a como a b, tambien d’ dividird a r,,.

Recapitulando r,, es maximo comun divisor de a y de b y se verifica la identidad
enunciada. Usualmente escribiremos m.c.d(a,b) 6 incluso simplemente (a,b)

Consecuencias:

i) Dado un entero positivo n hay exactamente n clases de congruencia.
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Las clases de congruencia son las diferentes progresiones aritméticas de razon n ilim-
itadas en ambos sentidos, esto es:

0={..,—2n,—n,0,n,2n...5;[1]={...,1-2n,1—n,1,1+n,14+2n...},

mn—1={..,—n=-1,-1,n—1,n—14nn—-1+2n...}.

ii) En N la relacién de divisibilidad es relacién de orden, pero con ella N no es
totalmente ordenado.

iii) En Z la divisibilidad no es relacién de orden. No es simétrica.

iv) Si A es cualquier conjunto, en el conjunto P(A4) = {X|X C A}, llamado el conjunto

de las partes de A, la relacién de inclusién es una relacién de orden.



Leccion 2. Leyes de Composicion.

Dado tres conjunto A,B y C' una ley de composicién binaria u operacién binaria es
una aplicacién f : A x B — C.

(2.1) Definicién: Dado un conjuntos A # (), una operacién binaria interna (o ley
de composicién interna ) sobre A es una aplicaciéon f : A x A — A. La imagen f(a,b)
del par (a,b) se acostumbra a escribirla utilizando un simbolo (por ejemplo *), poniendo
a*ben vez de f(a,b) y el elemento a b de A se dice resultado (o compuesto) de a por b
mediante la operacién *. Ejemplos: 1) x : N x N — N, dada por a xb =a + b.

2) Sea F un conjuntoy A = F(E, E) = { aplicacionesde Een E}, entonces fxg = go f
es una operacion binaria interna.

(2.2) Definicién: Sea A un conjunto con una operacién binaria interna * y sean
B y C dos subconjuntos no vacios de A. Se llama compuesto de B y C' al subconjunto
{bxclbe B,ce C} =BxC.

Queda asi definida una operacién binaria interna en P(A) — {0}, y por ello distinta
de la anterior, aunque también la sigamos denotando con el mismo signo.

(2.3) Definicién: Una parte B de A se dice estable (o cerrada) para la operacién x,
si Bx B C B, es decir, si siempre que: a € By b € B, se sigue axb € B. En tal caso B
aparece dotado de una operacién binaria interna que es la restriccién de x a B (6 a B X B)
y que no hay inconveniente en designarla con el signo x*.

(2.4) Definicién: Sea A un conjunto dotado de una operacién binaria % y B otro
dotado de una (.) . Entonces en A x B queda definida una nueva operacién interna « ,
escribiendo (a,b)a(a’,b') = (a * a,b.b’), que se dice operacién producto de * y ..

El caso més interesante es cuando A = B y (x) = (.), obteniéndose en este caso la
extensién de x a A x A.

Un conjunto A con una operacion binaria interna * se denomina grupoide.

Una ley de composicién interna * sobre A puede tener una 6 varias de las propiedades
siguientes:

(2.5) Definiciones

a) Asociativa: Va,b,c€ A:ax (bxc) = (a*b) *c.
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Sobre el conjunto de los nimeros reales no nulos la operaciéon producto es asociativa,
sin embargo la operacién cociente no es asociativa.

b) Conmutativa: Va,b€ A:axb=bx*a.

Sobre el conjunto de los niimeros reales no nulos la operacién producto es conmutativa,
sin embargo la operacién cociente no lo es.

(2.6) Definicién: Elementos notables respecto de una operacién binaria in-
terna:

Un elemento a € A: es simplificable 6 regular, a izquierda si la igualdad a xb =
a x ¢ implica que b = ¢

simplificable a derecha: si la igualdad b * a = ¢ * a implica que b = ¢

Un elemento e € A es neutro a izquierda, si Va € A es e x a = a. Analogamente
se define elemento neutro a derecha. Un elemento e € A es neutro, si Va € A es
exa=axe=a.

Si una operacién interna * posee un elemento neutro, este es tinico.

En una operacién interna con elemento neutro, dos elementos a y a’ se dicen simétri-
cos si cumplen: a xa’ = a’ *a = e. Si la notacién es multiplicativa, se dicen inversos.

Si en una operacién asociativa un elemento a posee simétrico, este es tnico.

Si a es un elemento en un conjunto con una operacion binaria interna asociativa,
entonces se escribe a * ...P xa := a?,p € N — {0}. Se sigue que Vp,q € N, af x a9 =
aPte (aP)9 = aP4. Si (A, *) posee elemento neutro e, por convenio serd a’ = eVa € A. Sia

1 entonces a? tiene simétrico (a~1)? que escribiremos

posee simétrico que denotamos por a™
a~P. Con los convenios anteriores, es facil comprobar que Vp,q € Z, a? xa? = a?*9, (aP)? =
aP?. Si ademds la operacién * es conmutativa se tiene que (a * b)? = a? x b’ p € Z

Si en (A, *) existe elemento neutro e, un elemento a € A es nilpotente si existe un
n € N — {0} tal que a™ = e.

Un elemento a € A es idempotente si a x a = a.

(2.7) Definicién: Dado un conjunto A con dos operaciones internas * y ., se dice que
(.) es

distributiva respecto de (*) a izquierda si cumple: Va,b,c € A, a.(b*c) = (a.b)*(a.c)

distributiva respecto de (%) a derecha si cumple: Va,b,c € A, (a*b).c = (a.c) x (b.c)
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distributiva respecto de (x), si lo es a izquierda y a derecha.

(2.8) Definicién: Operacién binaria externa sobre un conjunto A, con dominio
de operadores a derecha K es una aplicacion e : A x K — A. La imagen por e del par
(a, k) serd usualmente denotada por ak.

Operacién binaria externa sobre un conjunto A, con dominio de operadores a izquier-
da K es una aplicacién e : K x A — A. La imagen por e del par (k,a) serd usualmente
denotada por ka.

(2.9) Definicién: Una parte B de A es estable (6 cerrada) respecto de la operacién
externa e, con dominio de operadores a izquierda K si es aplicacién | xp : K xB — B,
es decir, si cualesquiera que sean los elementos t € K y b € B se verifica que teb € B

Andlogamente definiremos parte estable para una operacién externa con dominio de
operadores por la derecha.

(2.10) Definicién: Supongamos que sobre el conjunto A hay definida una relacién de
equivalencia R y una operacién interna x. Diremos que * es estable respecto de R si se
cumple: aRa’ y bRV = (a xb)R(a’ x 1').

(2.11) Teorema: Si la operacién * es estable respecto de la relacién de equivalencia
R la asignacién ([a], [b]) — [a * b] es una aplicacién de A/R x A/R — A/R y por tanto
una operacién binaria interna sobre A/R . Dicha operacién binaria hereda las propiedades
de la inicialmente definida sobre A

Demostracién: Basta probar que la clase [a x b] es unica, independientemente de los
representantes de [a] y de [b]. Si tomamos otros representantes a’ € [a] y b’ € [b], entonces,
(@' * b")R(a * b) ya que la relacién R es estable para . Luego [a * b] = [a’ * '].

(2.12) Definicién: La operacién interna cuya existencia asegura el teorema anterior
se llama operacién inducida por * en A/R.

(2.13) Definicién: Supongamos que sobre el conjunto A hay definida una relacién
de equivalencia R y una operaciéon externa e con dominio de operadores a izquierda K.
Diremos que e es estable respecto de R si se cumple: Vi € K aRad’ = (t e a)R(t e a’).
También se dice entonces que R es estable para e. (La definicién andloga a la derecha).

(2.14) Teorema: Si la operacién e es estable respecto de la relacién de equivalencia

R la asignacién (t,[a]) — [t ® a] es una aplicacién de K x A/R — A/R y por tanto una
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operacién binaria externa sobre A/R con dominio de operadores a izquierda K que se dice
inducida por la operacién e.

Demostracién: Basta probar que la clase [t ® a] es Unica, independientemente del
representante de [a] : Si tomamos otro representantes a’ € [a], entonces (t e a’)R(t ®a) ya
que la relacién R es estable para e. Luego [t e a| = [t e a/].

(2.15) Definicién: La operacién interna cuya existencia asegura el teorema anterior
se llama operacién inducida por e en A/R.

Ejemplos: Sea n un entero positivo. En el conjunto Z de los niimeros enteros hay
definidas dos operaciones + y (.). Ambas son estables respecto de la relacién de congruencia
moédulo n. Por (2.11), en el conjunto cociente Z/nZ hay dos operaciones internas inducidas

por + y (.) respectivamente, definidas de la siguiente forma [a]+[b] = [a+b] v [a].[b] = [a.b].
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Leccion 3. Grupos

(3.1) Definicién: Un grupo es un conjunto no vacio G dotado de una operacién
binaria interna . que es asociativa, de forma que existe e € G verificando:

i) para cada z € G : e.x = x.e = x.

ii) Para cada = € G existe y € G tal que x.y = y.x = e.

Ejemplos:i) Grupo simétrico sobre un conjunto Q2 # () 6 grupo de todas las per-
mutaciones de €2

i)(Z,+),(Q,+), (R, +),(Q",.), (R*,);

iii) El cuatro-grupo de Klein, V; o K .

iv) El grupo de los movimientos de un cuadrado Dg, conocido como el grupo diédrico
de orden §;

v) El grupo cuaternio de orden 8, Qg es el conjunto {+1, +i, -5, £k} cuya tabla de
multiplicacién, basada en las reglas i2 = j2 = k?> = —1,i.j = k,j.k =i, ki = j.

Damos a continuacion las tablas de los grupos Qs, Vi, Dsg:

T]-1]i|jlk|-1]-]-k 1 (1,3) (2,4) (1,3)(2,4)
1 -1f il j| k|-l - -k 1 1 (1,3) (2,4) (1,3)(2,4)
-1 - T{-i|-j-k| i| j| k (1,3) (1,3) 1 (1,3)(2,4) (2,4)
i i) - -1] k[-j11]-k| j (2,4) (2,4) (1,3)(2,4) 1 (1,3)
Jli k-1 k|- ](1,3)(24)](1,3)(2,4) (2,4) (1,3)
klk|-k|[j]-i]-1]-]i|1
o T O I I O O I
S0 k(o f-if-k|-1]1i
-k [-k| k [-j] i jl-i]-1
1 (1,3) (2,4) (1,3)(2,4) | (1,2)(3,4) | (1,4)(2,3) | (1,2,3,4) | (1,4,3,2)
1 (1,3) (2,4) (1,3)(2,4) | (1,2)(3,4) | (1,4)(2,3) | (1,2,34) | (1,4,3,2)
,3) (1,3) 1 (1,3)(2,4) (2,4) (1,4,3,2) | (1,2,34) |(1,4)(2,3)](1,2)(3,4)
4) (2,4) (1,3)(2,4) 1 (1,3) (1,2,3,4) | (1,4,3,2) |(1,2)(3,4)|(1,4)(2,3)
)(2,4) | (1,3)(2,4) (2,4) (1,3) 1 (1,4)(2,3) | (1,2)(3,4) | (1,4,3,2) | (1,2,3,4)
)(3,4)1(1,2)(3,4) | (1,2,3,4) | (1,4,3,2) |(1,4)(2,3) 1 (1,3)(2,4) (1,3) (2,4)
(2,3) 1 (1,4)(2,3) | (1,4,3,2) | (1,2,3,4) |(1,2)(3,4) | (1,3)(2,4) 1 (2,4) (1,3)
3,4) | (1,2,3,4) | (1,2)(3,4) | (1,4)(2,3) | (1,4,3,2) (2,4) (1,3) (1,3)(2,4) 1
3,2) | (1,4,3,2) | (1,4)(2,3) | (1,2)((3,4) | (1,2,3,4) (1,3) (2,4) 1 (1,3)(2,4)

Ejercicio.: Si A y B son conjuntos biyectivos entonces los correspondientes grupos

14




simétricos son isomorfos.

Una vez probado el ejercicio anterior, denotaremos por >, al grupo de todas las

permutaciones de un conjunto de n elementos.

(3.2) Lema : Sea G un grupo. Entonces para a,b € G existen dnicos elementos

x,y € G tales que:

a.x =b,y.a =b.

Demostracion: Sea z € G tal que a.z = e = z.a, entonces
a.(z.b) = (a.z).b=e.b =0,

as{ basta tomar x = 2.b. Para la unicidad, si a.xz = a.7’, tenemos x = e.x = z.a.x =

z.a.x' = e.x’ = a'. Para y tomar y = b.z y realizar las mismas comprobaciones.

(3.3) Teorema : Sea G un conjunto con una operacién binaria multiplicativa asocia-
tiva, y supongamos que existe e € GG con las propiedades:

i) z.e = z,Vx € G,

ii) Para cada x € G existe y € G tal que z.y = e.

Entonces G es un grupo.

Demostracién: Veamos que e.xz = x y que y.z = e. Usando ii) encontramos z con
yz = e, y se tiene: x = z.e = x.(y.2) = (x.y).z = e.z luego : y.x = y.(e.z) = (y.e).z =
y.z = e. Ahora e.x = (z.y).x = z.(y.x) = v.e = x.

En lo sucesivo, si no hay confusion, denotaremos con 1 al elemento neutro del grupo.
Dado un elemento x € G denotaremos con ! al inverso del elemento .

(3.4) Definicién : Un subconjunto H # () de un grupo G es un subgrupo de G si es

cerrado bajo la multiplicacién de G y forma un grupo con respecto de dicha multiplicacion.

(3.5) Lema : Sea G un grupoy ) # H C G un subconjunto. Suponer que z.y~ ' € H
para todo par de elementos z,y € H. Entonces H es un subgrupo de GG. En particular,
cualquier subconjunto no vacio de GG que sea cerrado para la multiplicacion y la formacién

de inversos, es un subgrupo de G.
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Demostracién: Tomar h € H. Entonces 1 = h.h™' € H, por la hipétesis. Para

=1y ' € Hysitambién z € H, z.y = z(y~1)~! € H, asf la multiplicacién

ye H,y~
en G define una operacién interna en H que sera también asociativa y puesto que 1 € H

y que y~' € H siy € H, H pasa a ser un grupo con dicha operacién.

(3.6) Corolario: Sea H una coleccién de subgrupos de un grupo G y sea D =
ﬂHeHH’ entonces D es un subgrupo de G.

Demostracion: Como 1 € H, para cualquier H € H, se tiene que 1 € D y asi D # (.
Ahora, si z,y € D, entonces x,y € HVH € H,yasi z.y ' € H,VH € 'H, luego z.y~* € D.

Si X C G, podemos considerar la familia H de subgrupos de G conteniendo a X,

(G € H). El subgrupo mHeHH se llama subgrupo generado por X y se denota < X >.

Se caracteriza por dos propiedades:
1. X C< X >,
2.Si X CHy H <G, entonces < X >< H.
Asi < X > es el menor subgrupo de G conteniendo a X.

(3.7) Lema : Sea G un grupo y X C GG. Entonces < X > es el conjunto de todos los
productos finitos uy . .. u, de elementos u; en G tales que u; 6 ui_1 estd en X. (Entendiendo

el 1 como el producto vacio 6 con n = 0).

Demostracién: Sea S el conjunto de dichos productos. Notar que S # () (incluso si

X =10). S es claramente cerrado por multiplicacién y

ot es,

(g ...up)" ' =,

luego S < G. Como X C S, tenemos que < X >< Sy como < X >< G que contiene
a X y < X > es cerrado por multiplicacién e inversos, se sigue que S << X >. Luego

coinciden.

Un caso particular muy importante es cuando |X| = 1. Un grupo G se dice ciclico
si existe g € G tal que < g >= G. El siguiente resultado es inmediato a partir del lema

anterior:

(3.8) Corolario: Sea g € G, entonces < g >= {g"|n € Z}.
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(3.9) Lema: Sea < g >= G. Sea H < G y sea n el entero positivo mas pequeno tal

que g" € H, entonces:
i) param € Z, g™ € H & n|m.
i) H=<g" >.
Demostracién: i) Si njm , m = n.q,q € Z asi g™ = (¢")? € H. Reciprocamente,

si g™ € H, escribir m = n.q+r con 0 < r < n, entonces: g™ = g™t = ((g)")9.9", de

donde ¢g" € H, asi, debe ser r = 0.

ii) Es claro que < ¢" >< H y si h € H, entonces h = ¢g™ con n|m por i), asi

gr =91 = (9" e<g" >
(3.10) Corolario: Cada subgrupo de un grupo ciclico es también ciclico.

(3.11) Definicién: Sea G un grupo y g € G. Llamamos orden de g al menor natural

no nulo n tal que g = 1. Si no existe, se dird que g es de orden infinito.
(3.12) Lema: Sea g € G con o(g) = n < oo. Entonces:
i) g™ =1< nim.
ii) g™ = ¢g' & m=i(n).
ii) | <g>|=n.
Demostracién: i) Aplicar el lema anterior a < g > con H = 1. ii) se sigue de i).

iii) Por ii), los elementos de < g > estdn en correspondencia biunivoca con las clases

de restos de los enteros modulo n y existen exactamente n clases.

(3.13) Teorema: Sea G un grupo finito ciclico de orden n. Entonces para cada divisor

d de n, existe un unico subgrupo de orden d.

Demostracién: Sea G =< g >. Sea e = n/d, entonces (g¢)? = g" = 1, asi o(g°)|d,
por otra parte si 0(g®) = [ es g*! = 1, asi n = e.d|e.l luego d|l, luego debe ser o(g¢) = d.
Asi por iii) del lema anterior | < ¢¢ > | = 0(¢°) = d. Sea H < G, con |H| = d, por el
corolario (3.10), H =< ¢ >, para algin entero m, que divide a cualquier otro entero s
con g° € H. Como ¢g" =1¢€ H,m|ny n=m.. Luego m = n/l, pero hemos visto antes

que | < g™t > | =1,1luego I =dy m =n/d, por tanto H =< ¢g° > .
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Se define la funcién de Euler ¢, asociando a cada entero positivo n,
en)={reZl <r<n,(r,n) =1}

(3.14) Teorema: Sea G un grupo ciclico de orden n, entonces G contiene exactamente
©(n) elementos de orden n que son los de la forma ¢ tales que 1 < r < n, (r,n) = 1 siendo

g cualquier elemento de orden n en G.

Demostracién: Se trata de probar que o(g") = n < (r,n) = 1. Notar que en general
o(g") = n/(n,r), ya que si o(g") = s, como (g")"/(»") = 1 = s|n/(n,r). Por otra parte,
(¢")° =1, asi n|r.s luego n/(n,r)|(r/(n,r)).s y asi n/(n,r)|s. Por tanto s = n/(n,r).

(3.15) Definicién: Un grupo G es abeliano si z.y = y.z,Vz,y € G.

Sig € G, sedefinen Cq(g) ={x €Glr.g=g2x} ysi X CG, Cq(X)={y € Glyx =
x.y, Ve € X},

Es sencillo comprobar que Cg(g) v Ca(X) son subgrupos de G. Denotaremos por
Z(G) := Cg(G) llamado centro de G.

Notar que Z(G) es un grupo abeliano y que G es abeliano < G = Z(G). Puede

suceder que el centro de un grupo sea trivia, por ejemplo: Z(X3) = 1.

Homomorfismos de Grupos .

(3.16) Definicién: Una aplicacién ¢ : G — H donde G y H son grupos, se dice
que es un homomorfismo de grupos si p(z.y) = ¢(z).¢(y),Vx,y € G.

Un homomorfismo inyectivo se dird monomorfismo. Un homomorfismo suprayectivo
se dird epimorfismo. Un homomorfismo biyectivo se dird isomorfismo.

Si G = H el homorfismo se llamarda endomorfismo. Un automorfismo es un
endomorfismo biyectivo

Ejemplos: a) Sean (C*,.) y (R™,.), ¢ : C* — R dada por a — |al.

b) (Z,+)y ({1,-1},.), ¢ : Z — {1,—1} dada por ¢(n) = 1sinespary p(n) = -1

si n es impar.
¢) El homomorfismo trivial ¢, : G — H dado por ¢,(g9) = 1g,Vg € G.
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d) Si G es un grupo abeliano, la aplicacién ¢ : G — G dada por p(z) = 22,Vz € G
es un endomorfismo, pero en general no es automorfismo.

Ejercicio.: Probar que G es abeliano si y sélo si la aplicacién ¢ : G — G dada por
-1

¢(a) =a~" es un homomorfismo.

(3.17) Lema: Sea ¢ : G — H un homomorfismo, entonces:

i) (1) =1, p(z71) = p(x)~ L, Vo € G.

ii) N = {g € Glp(g) = 1} es un subgrupo de G. Ademds N =1 si y solo si ¢ es un
monomorfismo.

iii) Si S es un subgrupo de G, ¢(5) es un subgrupo de H.

iv)SiV<H=¢p Y (V)<Gy N<e (V).

Demostracién:i) (1) = ¢(1.1) = ¢(1).¢(1), asi que p(1) = 1. Ademdas 1 = ¢(1) =
p(z).p(z7") luego p(z7) = p(z) ™"

ii) Como 1 € Nes N #0. Six € N,p(z™!) = px)™ =1, asf 271 € N y si
z,y € N,p(z.y) = ¢(x).0(y) =1, luego z.y € N, por lo que N < G. Ademss si g1, 92 € G,
©(91) = ¢(go) si y solosi g1g; ' € N,y por tanto N = 1 si y solo si ¢ es un monomorfismo.

iii) Sean hi, hy € ¢(S), entonces existen s1,so € S tales que p(s;) = h;,i = 1,2. Por
el apartado i) se tiene: hi.hy ' = @(s1).9(s5 ") = @(s1.55 ") € ©(9).

iv) Sean g1,92 € ¢~ 1(V). Entonces existen vi,vo € V tales que ¢(g;) = v;,1 = 1,2.
Como V es subgrupo de H, v1.v;* € V. Luego ¢(g1)¢(g92)"" = v(g1.95 ") € V. Por tanto
g1.95 "+ € p (V).

Al subgrupo N se le llama niicleo del homomorfismo ¢ y se denota por Ker .

Para los ejemplos anteriores, se tiene:

a) Ker ¢ es el conjunto de los niimeros complejos de médulo 1.

b) Ker ¢ = 27Z.

c) Ker ¢ = G.

Si ¢ : G; — G2 es un isomorfismo de grupos, es sencillo probar que ¢(Z(G1)) =
Z(Gs).

Un subgrupo H de G con la propiedad de que ¢(H) = H para cada automorfismo

¢ de G, se dice caracteristico en G y se escribe H car G. Un ejemplo importante de
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automorfismo de G es el automorfismo interno de G inducido por un elemento g € G
dado por ¢, (z) =129 =g la.g.

SiH<G,HY:={h9 he H} <G, pues H9 = p,(H).

El conjunto Aut (G) de todos los automorfismos de G es un subgrupo de X(G) y el

de los automorfismos internos Int (G) es un subgrupo de Aut (G).

Vamos a introducir ahora uno de los conceptos mas importantes en teoria de grupos:

(3.18) Definicién: Un subgrupo N de G se dice normal en G y se escribe N4G si
N9 = N,Vg € G. En otras palabras, los subgrupos normales de un grupo son exactamente,
los subgrupos fijados por los automorfismos internos de dicho grupo.

Ej.: Probar que si NaG y |N| =2 entonces N < Z(G).

Notas: a) Si ¢ : G — H es un homomorfismo, entonces N = Ker ¢ es un subgrupo
normal de G.

b) N es un subgrupo normal de G si y solo si existe un grupo H y un homomorfismo
mde G en H, tal que N = Kerm

(3.19) Lema : Sea H < (. Suponer que H9 C H,Vg € G, entonces H4G

Demostracion: Debemos demostrar que H9 = H,Vg € G. Como HY C H,Vg € G,
tenemos H = (H9)9  C HY ',Wg € G y asi, en particular H C H9 )" = HY y por
tanto H = HY.

Ejercicio.: Si G es un grupo, probar que Int (G)<Aut (G).

Nota: Sea H < G, entonces H =H 'y
hH=Hh=H&hcH

(3.20) Lema: i) Suponer H, K < G entonces HK := {h.k € H,k € K} es un subgrupo de
Gsiysélosi HK = KH.

ii) Sean H < K < Gy L < @G, entonces:
KNHL=H(KnNL) (identidad de Dedekind).

Demostracién: i) Suponer HK < . Puesto que 1 € H, es K C HK y de forma
anadloga H C HK, asi KH C HK, pues HK es cerrado para la multiplicacién. También,
siz € HK entonces v~ € HK asi 7 = (h.k)™! = k='h.7! perteneciente a K H.
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Supongamos ahora que HK = KH. Veamos que HK < G-

Sean z,y € HK, entonces x = hiki,y = koho por tanto z.y~! = hlk:lh;lk;;l y
kihy ' = haks luego z.y~' = hihsksk, ' € HK.

i) HHKNL) C KNHL. Sea ahora k € KN HL, entonces k = h.l,h € H,l € L, luego
l=h'keKyasike HUKNL).

Ejercicio.: Si NGy H < G, entonces NH < G.

(3.21) Definicién 19: Sea H < G. Si g € G, entonces los conjuntos:
Hg = {h.glh € H},

gH = {g.h|h € H}

son respectivamente la clase a derecha y a izquierda de H determinada por g.

Como g € gH y g € Hg, es claro que G es unién de todas las clases a derecha (a

izquierda) de cualquiera de sus subgrupos .
(3.22) Lema: Sea H < G:
i) HtNHy # (0 = Hx = Hy.
i) eHNyH # 0 = xH = yH.

Demostracion: Notemos que Hh = H,Vh € H. Asi:

H(hz) = (Hh)x = Hzx

por tanto, si g € Hx N Hy tenemos Hg = Hx,Hg = Hy y en consecuencia Hx = Hy.

Anélogamente se prueba ii).

(3.23) Corolario: Sea H < (G. Entonces G es unién disjunta de las distintas clases a

derecha (a izquierda) de H.

(3.24) Lema: Sea H < (G. Para cada g € G, tenemos

lgH| = |H| = |Hg|
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(3.25) Lema: Los conjuntos de clases a izquierda y a derecha de H en G son biyectivos.

1

Demostraciéon: Establezcamos la asignacion gH — Hg™" .entonces:

g H = goH < Hgy ' = (g1 H) ™ = (92H) ™t = Hgy !

asi la aplicacion esta bien definida y es inyectiva. Es claro que es suprayectiva.

Como consecuencia, puede definirse el indice de H en GG como el cardinal de cualquiera
de esos conjuntos y lo denotaremos por |G : H]|.

Ejercicio: Si H < Gy |G : H| =2, entonces H4G .

(3.26) Teorema (Teorema de Lagrange): Sea H < G, entonces |G| = |H||G : H|. En
particular si G es finito, |[H| divide a |G| y |G : H| = |G|/|H].

Demostracién: G es la union disjunta de |G : H| clases a derecha de H en G, cada

una de las cuales es de cardinal igual al de H.
(3.27) Corolario: Sea G un grupo finito y g € G, entonces o(g) divide a |G| y g/¢! = 1.

Demostracién: Sabemos que o(g) = | < g > | y este divide al orden de G por el

teorema de Lagrange.
Ejercicio.: Si H < K < G probar que |G : H| = |G : K||K : H|.

Si HaG usamos la notaciéon G/H para denotar {Hg|lg € G}. Recordar que Hg =
gH Vg € G.

(3.28) Teorema: Sea H<G se define en G/H:

(Hg1)-(Hg2) = Hg192,

91,92 € G. Con dicha operacién G/H pasa a ser un grupo cuyo elemento neutro es H y

(Hzx)~' = Hx~!. A dicho grupo se le llama grupo cociente de G por H.

Demostracion: Veamos que la operacién esta bien definida. Si Hgy = Hgy y
Hgs = Hgo , entonces glgl_l e Hy 92§;1 € H. Veamos Hgigo = Hgi1g2 es decir

que g192(g1g2) "1 € H, pero ello es claro ya que

9192(5132) " = 919205 '37 " = 91(9295 Vg1 'g197 ' € H
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pues H <G.

El resto es sencillo de comprobar
(3.29) Nota: Si H < (Z,+) entonces H es ciclico y viene generado por un entero

positivo, asi H = nZ y aparece el grupo cociente Z/nZ =< 1+ nZ > con o(1 + nZ) = n.

(3.30) Definicién: Dado un subconjunto X de G, se llama normalizador en G de X
a Ng(X):={ge€G|X9=X}

(3.31) Lema: Dado un subconjunto X de G, el normalizador N (X) es un subgrupo
de Gy si X <G, entonces X < Ng(X).

b) Ca(X)aNg(X)

(3.32) Definicién: Dado un grupo G, dos elementos z,y € G se dicen conjugados

en G si existe un elemento g € G tal que y = 29 = g lzg .

La relacion de conjugacién es una relaciéon de equivalencia sobre GG. Las clases de
equivalencia bajo esta relacion son llamadas clases de conjugacién de G. Por tanto el

grupo G queda expresado como union disjunta de sus clases de conjugacion.

Si N<G, se define 7 : G — G/N, por w(g) = Ng. Como Ngh = Ng.Nh, 7 es
un homomorfismo que se llama homomorfismo canédnico, y Ker 7 = N. Con esta

observacion obtenemos:

(3.33) Teorema: Sea ¢ : G — H un homomorfismo suprayectivo y N = Ker ¢,
entonces H = G/N. De hecho, existe un isomorfismo canénico ¢ : G/N — H tal que

w1 = ¢, donde 7 es el homomorfismo canénico de G sobre G/N.

Demostracién: Puesto que ¥ va a verificar m) = ¢, definamos ¥(Ng) = ¢(g),
Vg € G. Veamos que 9 estd bien definida. Si Nz = Ny, sabemos que ¢(z) = ¢(y).
Por otra parte »(Nz.Ny) = ¥(Nzy) = ¢o(x.y) = ¢(z).0(y) = Y(Nz)p(Ny), asi ¢ es
homomorfismo. Finalmente, si ¥/ (Ng) = ¢(g) = 1 entonces g € N , luego Ng = N y Ker
¥ =1, luego por (3.17) ii), 1 es inyectiva. Adfemds, como ¢ es suprayectiva, asi lo es 1).

(3.34) Corolario: Salvo isomorfismo, los tinicos grupos ciclicos son Z y Z/nZ para
enteros positivos n.

Demostracién: Sea G =< g >, se define: ¢ : Z — G por p(n) = ¢g". Es

n

homomorfismo de grupos pues p(n—+m) = g"*" = ¢g".¢™. Evidentemente es suprayectivo.

23



Por el teorema anterior, G = Z /Keryp, ahora bien, Ker ¢ es ciclico, luego Ker ¢ =< n >.

Como < n >=< —n >, podemos tomar n > 0 si Ker ¢ no es trivial.

(3.35) Nota: a) Sea N <G, entonces cada subgrupo de G/N es de la forma T'/N para
algin subgrupo 7" de G con N < T.

En efecto, si T es un subgrupo de G/N y 7w : G — G/N el epimorfismo canénico,
N<7 Y T)=T<G,asi T ={aN|a €T} =T/N.

b) Por otra parte, si U < G entonces 7(U) < G/N y n(U) = UN/N (notar que
UN < G pues N <QG).

Los grupos Simétrico y Alternado .

Recordemos que dado un conjunto €2, el grupo de todas las aplicaciones biyectivas de €2
en si (permutaciones de §2) se denota ¥(€2) 6 3q y se llama grupo simétrico sobre Q y queda
definido por |Q2]. En lo que sigue 2 se considerara finito con n elementos Q = {1,2...,n}y
al grupo simétrico correspondiente lo denotaremos por ¥,, que se llamara grupo simétrico
de grado n.

(3.36) Definicién : Se llama ciclo de longitud & a toda permutacién de la forma:

= 21222k2k+12n

1903 <. 11 Gkl «--0n )
que se expresara abreviadamente en lo sucesivo ¢ = (iy, 42, ...,1). Si k = 2 el ciclo se

dice trasposicion.

Ejercicios:1) Dos ciclos que operan (no trivialmente) sobre partes disjuntas de 2 son

permutables.
2) Si ¢ es un ciclo de longitud k, entonces o(c) = k.
3) Probar que si ¢y ¢ son ciclos disjuntos, se tiene:< ¢ > N < ¢ >=1.

Si « es una permutacion, a veces denotaremos también la permutacion o como la la
n-tupla imagen (a(1),...,a(n)).
(3.37) Teorema : Toda permutacién o # 1 se puede expresar como producto de

ciclos disjuntos.

Demostracién: Como « # 1, sea i; un elemento de 2 tal que (i) = i3 # 41. Tomar

a(iz) =iz, .... Enidy,ig, ... 0p41,..., sea i, el primer elemento que se repite. Entonces
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ir41 = 11 pues si i,41 = i3 por ejemplo, a(iz) = i3 = a(i;) = ir41, lo que implica i, = ia,

contradiccion.

Sir =n osilos elementos de Q — {iy, ..., 7.} quedan fijos por «, se concluye que « es
un ciclo. En otro caso, existe j; € Q — {i1,...,4,} tal que a(j1) = j2 # j1 y volveriamos a
hacer el proceso anterior. Asi, como ) es finito se llega a que a = cy.co. .. .. cn, donde los

¢; son ciclos disjuntos.

(3.38) Teorema: La descomposicién de una permutacién « # 1 como producto de

ciclos disjuntos es unica salvo el orden.

Demostracion: Paso 1. Si ¢ y ¢ son ciclos que mueven la cifra ¢ de €2, tales que
(i) = /*(i) Vt, entonces ¢ = ¢, pues si ¢ es un ciclo de longitud r que mueve la cifra i,
entonces ¢ = (i,c(i),...,c" " 1(3))

Paso 2. Si la permutacién « no fija una letra ¢, y admite una descomposiciéon como
producto de ciclos disjuntos a = ¢j.ca....c, existe un unico ciclo ¢s tal que (i) =
ct(i),vt € N.

Paso 3. Conclusién. Si « tuviera dos descomposiciones como producto de ciclos
disjuntos a = ¢y.co. . ... Ccp = M.To..... T € 1 es una letra no fijada por ¢;, entonces por
el paso 2, at(i) = ¢! (i), Vt. Otra aplicacién del paso 2 nos permite afirmar que existe un
ciclo de la segunda descomposicién, que podemos suponer 7 tal que of(i) = 74 (i), Vt, asf
que por el paso 1 se tiene que ¢; = 7, y reiterando este proceso obtenemos la conclusion.

(3.39) Nota. Si o = cj.co..... cn y li,la, ..., 1, son las longitudes respectivas de los
ciclos, entonces o(a) = m.c.m(ly,la, ..., 1) = m:

En efecto, a™ = (cica...cp)™ = c'cy’ ... =1y sin = o(a), entonces n|m, pero

a” =1=c{cy...c} =1, luego ¢ = 1,Viy asil;|n luego m|n y por tanto m y n coinciden.
(3.40) Corolario: Toda permutacién es producto de transposiciones.
Demostracién: Observar que (i1,...,%) = (ir,tr—1)(ir—1,0r—2) ... (i2,11).

(3.41) Definicién: La paridad de una permutacion 7 de ¥,, es la paridad de n—c(r),
donde ¢(7) es el nimero de ciclos en la estructura de ciclos de , incluyendo los ciclos de
longitud 1. La signatura de m es (—1)"¢(7),

Notas: Una transposicion es de clase impar y de signatura —1.
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1 tiene clase par y signatura 1.

(3.42) Teorema: Si 7T es una trasposiciéon y a una permutacién, entonces c(art) =

cla) £1.

Demostracién: Paso 1: Si 7w = (i1,...,9%,...,0,...,3.) y T = (ig, 3;), entonces
T = (’il,...,’ik_l,’it,...,Z'T)(Z'k,’ik+1,...,’it_1).
Paso 2: Sim = (i1, .-y 0ky- e yipr, )y T2 = (J1,--yJty-- -, Jry) son dos ciclos disjuntos

y 7 = (ig, j¢), entonces,

TITT = (D05« vy By Jty Jtdds - v oy Jros Ty e v oo Jtols Bhy ooy py )

Paso 3: Conclusién. Por el teorema (3.38), la permutacién « se descompone de modo
tnico (salvo el orden), como producto de ciclos disjuntos. Si 7 es la transposicién (i, j),
entonces existen uno o dos ciclos disjuntos de la descomposiciéon de « en que intervengan
las cifras 4, j. Si existe un sélo ciclo 7 que las contiene a ambas, entonces o = o’.7, con o’
el producto de los restantes ciclos y ¢(ar) = c¢(d/ (7)) = ¢(a) + 1.

Si existen dos ciclos w1 y 72, cada uno de los cuales contiene una de las letras, entonces
a = a.(m.m3), y por el paso 2, c¢(ar) = c(a . (m1.712.7)) = ¢(ar) — 1.

(3.43) Teorema: Sea T una transposicién y « una permutacién cualquiera, entonces
sig (ar) = — sig («).

Demostracion: Por el teorema anterior,

sig (a7) = (—1) ("D = (L1)n—e(@) (1)L = sig ().

(3.44) Teorema: Si « es un producto de r trasposiciones, entonces sig (o) = (—1)"

Demostracion: Sea a = t.t5 ... .t,, entonces

SigOé = —Slg (tl.tg P -tr—l) = (—1)(—1)Slg (tl.tg ce -tr—2) = (—1)T

(3.45) Corolario: sig (ay.az) = sig(aq)sig(az).
Asi, si consideramos %, y el grupo ciclico , {1, —1}, entonces ¢: ¥,, — {1, —1} dada
por ¢(a) = sig(a) es para n > 2 un homomorfismo de grupos suprayectivo y a Ker ¢ le

llamaremos grupo alternado de grado n, y sera denotado A,. Notar que por tanto

Yn/An, ={1,—1} =2 (5. En consecuencia |3, /A,| = 2. .
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Leccion 4. Anillos.

Primeras propiedades.

(4.1) Definicién: Un anillo es un conjunto R no vacio dotado de dos operaciones
internas + y . de forma que:

i) (R,+) es un grupo abeliano; ii) (.) es asociativa y es distributiva respecto de (+) ;

iii) Si ademds . es conmutativa el anillo se dice conmutativo.

iv) Sien R hay un elemento neutro respecto de . el anillo se dice unitario, con unidad
6 con identidad que denotaremos por 1 6 1g .

Un elemento a € R, anillo unitario, se dice una unidad 6 elemento inversible, de
R si existe b € R tal que a.b =b.a = 1r

Ejercicio: El conjunto de la unidades en un anillo unitario forma un grupo con la
operacioén (.).

(4.2) Definicién : Un elemento a # Or,a € R se dice divisor de cero a izquierda
(respectivamente a derecha) si existe b # Or,b € R tal que a.b = Or (respectivamente
b.a = 0R).

(4.3) Definicién : Un anillo R es un dominio de integridad si es un anillo con-
mutativo con identidad 1g # Or y sin divisores de cero. Un anillo de divisién es un
anillo con identidad 1r # Ogr en el que cada elemento distinto de cero es una unidad. Un
cuerpo es un anillo de division conmutativo.

(4.4) Proposicién: Sea R un anillo, entonces se verifican:

i) 0.a = a.0 = 0,Va € R; ii) (—a).b = a.(=b) = —(a.b),Va,b € R; iii)(—a).(=b) =
a.b,Va,b € R.

(4.5) Definicién 5: Un homomorfismo de anillos es una aplicaciéon f:R; — R

verificando:
i) fla+0) = fla) + f(b);
ii) f(a.b) = f(a).f(b), Va,b € Ry.
(4.6) NOTA: Si Ry y Rs son anillos con identidad y f : Ry — Rs es un homomor-

fismo de anillos, no es cierto, en general que f(1lr,) = lr,, basta considerar el cuerpo R
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de los numeros reales y el homomorfismo f : R — M (2,R) que asocia a un elemento a

de R la matriz 2x2 sobre R cuyo tnica entrada no nula es la (1,1) que es igual a a.
Sin embargo dicha propiedad es cierta bajo algunas condiciones:

(4.7) Proposicién : i) Sea f : R; — Ry un epimorfismo de anillos con identidad,
entonces f(1g,) = 1g,.
ii) Si f: Ry — Ry es un homomorfismo de anillos con identidad y u es una unidad

de R; tal que f(u) es unidad de R, entonces f(1r,) = 1r, vy f(u™!) = f(u)~L

Demostracién: i) Dado ay € Ry es de la forma f(a;) para algun a; € Ry, ten-
dremos f(1r1).a2 = f(1r1)-f(a1) = f(1r1.a1) = f(a1) = a2, andlogamente se obtiene
que as.f(1r1) = f(a1).f(1r1) = f(a1) = a2, y asi f(1r1) = 1R,.

i) u = wlgr, = Ir,.uy ast f(u) = f(u)f(Ir,) = f(Ir,)-f(u) y como f(u) es
unidad, es f(1r,) = 1gr,. Ahora f(u).f(u™!) = f(u™1).f(u) = f(1r,) = 1R, , por tanto
flw™) = flu)=

(4.8) Definicidén : Sea (R, +, .) unanilloy ) # S C R, se dice que S es un subanillo
de R si dados a,b € S cualesquiera, se tiene que tanto a + b como a.b son elementos de S

y S con ambas operaciones es un anillo.

Un subanillo I de R se dice ideal de R si dados a € Ry x € I, se tiene que a.x €1y

z.a € 1.

(4.9) Ejemplos: i) Z(R) = {a € Rla.z = x.a,Vx € R} es subanillo de R pero no

necesariamente ideal.

ii) Si f: Ry — Ry un es un homomorfismo de anillos Ker f = {a € Ry|f(a) = Or, }

es un ideal de R;.

iii) En (Z,+,.) , n.Z es un ideal de Z.

(4.10) Proposicién: Sea R un anillo y ) # S C R, entonces S es un subanillo de R
si y solo si:

i) a,b € S implicaa—beSy

ii) a,b € S implica a.b € S.

(4.11) Proposicién : Un subconjunto ) # I C R es un ideal de R si sélo si
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i) a,b € limplicaa—bely
ii)a e,z € Rimplicaa.z € Iy z.a € L

(4.12) Definicién : Sea X C R, denotaremos con (X) a la interseccién de todos los
ideales de R que contienen a X. Dicha interseccién es un ideal de R que se dice generado
por X. Si R es un anillo conmutativo y con identidad y a € R, el ideal generado por {a}

es (a) = {z.a|lz € R} = {a.y|ly € R}, que se dice un ideal principal.

Si I es un ideal del anillo R, considerar el conjunto R/I definido como {z + Iz € R},
donde z + I = {z + m|m € I}, llamaremos al conjunto anterior cociente de R médulo I

oporl

(4.13) Teorema: Sea I un ideal del anillo R. Entonces el conjunto cociente R/I con
las operaciones internas:

(+D+@y+I)=(+y) +1

(x+D).(y+1I) = (zy)+1

es un anillo que serd llamado anillo cociente de R mdédulo I o por 1.

Demostracion: Veamos que el producto esta bien definido: Suponer x +I1=2a2'+1y
y+I=9y'+1asia’ =z+a,a €I,y =y+b,b €l en consecuencia 2’y = (x+a).(y+b) =
x.y + x.b+ a.y + a.b por tanto, 'y’ + I = xy + I. Es rutinario comprobar el resto de las
condiciones para que R/I pase a ser anillo.

Observacién: Como nZ es un ideal de Z, se sigue que Z/nZ es un anillo, que ademés
es conmutativo y con identidad. Ademas,

(4.14) Proposicién : El grupo de las unidades U,, de Z/nZ es el {r + nZ|1 < r <
n, (r,n) = 1}. Por tanto el orden de este grupo es ¢(n).

Demostraciéon: Si (r,n) = 1, existen, por la identidad de Bezout, enteros «a, 5 tales
que a.r+fB.n =1, por lo tanto, 1+nZ = (a.r+nZ) = (a+nZ).(r+nZ). Reciprocamente,
si r + nZ es una unidad de Z/nZ, existe un entero s tal que (r + nZ)(s +nZ) = 1+ nZ,

luego r.s — 1 = n, por tanto, si d = (r,n) debe ser d = 1.
(4.15) Teorema : Sea f: R — R’ un homomorfismo de anillos, entonces:
i) f(R) es un subanillo de R’.
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i) Existe un isomorfismo de anillos f : R/Ker f — f(R) dado por : f(a+XKer(f)) =
f(a)
Demostracién: i) Es sencillo; ii) Se comprueba que la aplicacién anterior es un

homomorfismo de anillos inyectivo y suprayectivo.

Ejercicios: i) Sean I y J ideales de un anillo R, con I C J, entonces J/I es un ideal

de R/Ty R/I/J/I es isomorfo a R/J.
ii) Sea B un subanillo de R e I ideal de R. Se define

B+1:={a+blaecB,becl},

entonces B + I es un subanillo de R y B +I/TI es un anillo isomorfo a B/B N 1.

(4.16) Definicién : Un ideal M de un anillo R se dice un ideal maximal de R si
M # R y cualquiera que sea el ideal N de R tal que M C N C R se tiene que N =M ¢
N =R.

(4.17) Teorema : En un anillo R # 0 con identidad, existen siempre ideales maxi-

males. De hecho cada ideal I de R, I # R, esta contenido en un ideal maximal.

Demostracién: Sea I ideal de R con I # R . Consideremos & = {Jidealde R|J #

R,ICJ}, S# 0 puesI € S. Se ordena S parcialmente por inclusién: J; < Jo si J; C Jo.

Para aplicar el lema de Zorn debemos probar que cada cadena de S tiene cota superior
en S. Sea {J;}icr una cadena de S y J = U;e1J;, entonces J es ideal de R. En efecto,
si a,b € J, existen 7 y j tales que a € J;,b € Jj ycomoJ; CJ; 6J; C J;, aybse
localizaran a la vez en uno de ellos, sea J;. Como J; es ideal de R, a—b e J; C J .
Ademaés a.r € J; C J,Vr € R y andlogamente r.a € J; C J,Vr € R. Como J; # R, se
tiene que 1r ¢ J;,Vi, luego 1g ¢ J y asi J # R. Ademas I C J, luego J € S es cota
superior de la cadena. Por el lema de Zorn existe al menos un elemento maximal en S,

que serd un ideal maximal de R y contiene a I.

(4.18) Definicién: Un ideal P de R se dice primo si P # R y cualesquiera que sean
a,beR,siabePesacP bbeP.

(4.19) Teorema: Sea R anillo conmutativo y con unidad 1 # 0 y P un ideal de R.

Entonces P es primo si y sélo si R/P es un dominio de integridad.
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Demostracién: Sea P primo, entonces R/P tiene identidad 1+ Py 1+ P #0+ P
pues 1 ¢ P ya que P # R, ademds R/P es anillo conmutativo y no tiene divisores de
cero, pues si (a + P).(b+ P) = P, entonces a.b € P lo que implicaria a € P 6 b € P luego
a+P=Po6b+P=P.

Reciprocamente, si R/P es un dominio de integridad 1 + P # 0 4+ P asi P # R.
Ademds si a.b € P, sertaa.b+ P =P ,luegoa+P=P6é6b+P=PyasiacP 6becP.

(4.20) Teorema : Sea R un anillo conmutativo con unidad 1 # 0 y M un ideal de
R. Entonces M es un ideal maximal de R si y sélo si R/M es un cuerpo.

Demostracién:=):Sea M un ideal maximal, entonces 1 + M # 0+ M, pues 1 ¢ M.
Ademéds, si a + M # M, es decir, si a ¢ M se tiene R = M + (a), luego existen m € M y
reRtalesque l=m+rayasil+M=ra+M=(r+M)(a+M).

<): Si R/M es cuerpo, 1 + M # 0+ M luego M # R. Si M C N C R con N ideal
de R y suponemos M # N, existe a € N — M, luego a + M es una unidad, por tanto
existe b + M tal que (a + M).(b+M) =1+ M, de donde a.b—1 € M C N, luego 1 € N
y de ahi se sigue N = R.

Notar que en esta implicacién sélo se utiliza que R/M es un anillo de division.

(4.21) Definicién : Sea F un cuerpo. Consideremos el elemento 1g en el grupo aditivo
(F,+). Llamaremos caracteristica de F al orden de 1g. Si el orden de 1y es infinito, se
dice que la caracteristica de F es 0..

Ejemplos: 1) Son cuerpos de caracteristica cero: Q,R, C.

2) Si p es un primo, Z/pZ es un cuerpo de caracteristica p.

(4.22) Proposicidn : La caracteristica de un cuerpo F es cero 6 un primo p. Ademas,
en el segundo caso pa =0, Va € F.

Demostracion: Sea 0 % n = carF. Si n no es primo, entonces n = pi.p2, con
1 < p; < n, lo que conduce a p;.1g = 0 6 po.1g = 0, contradiccion.

Si la caracteristica de F = p, entonces p.a =a+a+..P+a=a(lp+..P 4+ 1p) =

a.(p.1g) = 0.

En lo que sigue de la lecciéon R serd un dominio de integridad.
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(4.23) Definiciones : i) Diremos que a # 0 divide a b y lo expresaremos al|b si existe

c € R tal que b = a.c.
ii) a es asociado a b y lo expresaremos a ~ b si similtaneamente a|b yb|a.
Las unidades de R son los asociados con 1R.
iii) a es irreducible si :a # 0,a % 1 y si bla entonces b~ a 6 b~ 1.
iv) a es primo si: a # 0,a ¢ 1 y si alb.c entonces alb 6 alc.

v) a es un maximo comun divisor de ) # X C R, denotado a = m.c.d(X) si:

alx Vo € X y si c|z,Vx € X entonces cla.

vi) a es un minimo comin miultiplo de ) # X C R, denotado a = m.c.m(X) si:

zla,Vr € X y si z|c,Vx € X entonces alc.
Son inmediatas las siguientes afirmaciones:

a) La divisibilidad es reflexiva y transitiva; b) La asociacién es una relacién de equiv-

alencia
¢) Siay a sondosm.cd (X), 0 # X C R entonces a ~ a’.

d) alb < (b) C (a).

e)ar~be (a)=(b).

f) u es unidad de R < (u) = R.
g) a primo < (a) es un ideal primo no cero.
h) a es divisor propio de b ( es decir alb pero a # 1,a # b) <(b)C (a) C R.
i) a ~ b < a = b.u con u unidad.
(4.24) Proposicién: Sea R un D.I (abreviatura para dominio de integridad), entonces

todo elemento primo es irreducible.

Demostracién: Sea a primo, asi a # 0,a ¢ 1. Si bla, entonces existe ¢ € R tal que

a = b.c, por tanto alb.c = albdalc. Sialb = a ~ b. Sise da lo segundo b ~ 1.

(4.25) Proposicién : Sea R un D.I.P., es decir un dominio de integridad cuyos ideales

son todos principales. Si R no es un cuerpo, son equivalentes:

i) a es irreducible .
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ii) (a) es maximal .
iii) (@) es primo no cero .
iv) a es primo .

Demostracién: Sabemos que ii) = iii) (ya que 0 no es un ideal maximal salvo que

el anillo sea un cuerpo); iii) < iv) = i). Asi basta demostrar que i) = ii).

Supongamos que a es un elemento irreducible, entonces (a) C R. Suponer que (a)
no es un ideal maximal, entonces existird I ideal de R, con (a) C I C R y como R es un
D.IL.P., existirda b € R tal que I= (b), luego (a) C (b) y por tanto bla y como (a) # (b) ,

debe ser b ~ 1, luego I= (b) = R, contradiccién.

En la leccion primera, habiamos probado la existencia de maximo comun divisor y la
validez de la identidad de Bezout en el anillo Z de los niimeros enteros. En la siguiente

proposicién obtendremos esos resultados para un dominio de ideales principales arbitrario.

(4.26) Proposicién : Si R es un D.I.P. dos elementos a,b € R tienen un maximo
comun divisor y un minimo comun multiplo. En un D.I.P. vale siempre la identidad de

Bezout.

Demostracién: Considerar (a) + (b) que es un ideal de R asi, debe existir d € R
tal que (a) + (b) = (d), entonces (a), (b) C (d) y por tanto d|a y d|by si c|a y c|b entonces
(a) € () y (b) € (¢) y ast (d) = (a) + (b) € (c) luego c|d.

En consecuencia d es un méximo comun divisor de {a, b} .

Anélogamente, considerar (a) N (b) = (m), entonces (m) C (a) y (m) C (b), luego
m es un multiplo comin de a y b y si m’ es otro miltiplo comin de a y de b, entonces
(m') C (a) y (m') C (b) luego (m') C (a) N (b) = (m), y asi m|m’. Por tanto m es un
minimo comin miltiplo de {a, b}.
Matrices sobre un anillo.

(4.27) Definicién: Una matriz n x m con entradas 6 elementos en un anillo R es

un cuadro de elemetos de R dispuestos en n filas y m columnas

ail cee Q1m
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Una matriz 1 x m se dice una matriz fila y una n x 1 se dice una matriz columna.
Una matriz n X n se dice matriz cuadrada . La diagonal principal de la matriz n x n
(ai;) es la sucesion de los elementos a;;,7 € [1,n]. Una matriz triangular superior es la
que tiene nulos los elementos por debajo de la diagonal principal (i.e a;; = 0, si i > j).
Una matriz es triangular inferior si tiene nulos los elemento por encima de la diagonal

principal. Una matriz diagonal tiene nulos todos los elementos que no estan en la diagonal,

a veces la escribiremos A = diag[ai1,...,an,]. Si se senalan indices de filas i1,...,4, ¥y
otros de columnas ji,...,jg, entonces la submatriz cuyas filas son a;j, , aj,, - - -, ai;, con
i € {i1,...,ip} se le llama submatriz de A. Una submatriz cuyos indices de filas y de

columnas son consecutivos se dice un bloque o caja de A. Los bloques mas notables son
los bloques fila A; o bloques columna A*.

Llamaremos descomposicion de A en bloques a una particién de A en bloques:
Ay oo A
A=
Apt ... Apg
de forma que bloques en una misma fila tengan el mismo numero de filas y bloques en una
columna tengan el mismo ntimero de columnas. Si en la descomposicién anterior h = k y
todos los bloque A;;,% # j son ceros, se dice que A es suma diagonal de submatrices A;; y
se escribe A = [A11,..., Appl-

(4.28) Definicién: Si A es n x m, la matriz m X n, cuyo elemento (j,7) es el (i,7) de
A se dice traspuesta de A y se escribe A 6 A’. Es claro que (A?)! = A. Si A= A la
matriz A se dice simétrica y en ella a;; = a;;. Si para todo ¢,j es a;; = —a;; la matriz A

se dice antisimétrica.

(4.29) Proposicién: Sea R un anillo. El conjunto Mat (n x m, R) de las matrices
n X m con entradas en R es un grupo abeliano con la operacion suma definida por:

Si A= (a;;) y B = (bij), entonces A+ B = (a;; + b;;).

Demostracion: Facil.

(4.30) Definicién: Sea R un anillo. Si A = (a;;) es una matriz n x m y B = (b;;)
es una matriz m x k ambas sobre R, se llama matriz producto de A por B a la matriz

n x k sobre R cuyo elemento (i,7) es a;1b1; + ai2baj + ... + Qim by
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(4.31) Teorema: Sea R un anillo. El conjunto Mat (n x n, R) ( denotado también
como M (n, R)) de las matrices n X n con entradas en R, es un anillo con la suma y
producto definidos anteriormente. Si R tiene unidad, la unidad de Mat (n x n, R) es la
matriz identidad I,, = diag[1,...,1]. Dicho anillo no es en general conmutativo.

Demostracién: Por (4.29) M (n, R) es un grupo abeliano.

El producto es una operacién binaria interna. Es asociativa:

Sean A = (a;;), B = (bij),C = (cij), denotamos por P = (p;;) = AB , Q = (¢;j) =
BC, entonces p;; = iairbrj Y Qij = ib“’o”j- Ahora, el elemento (h, k) de PC' es

r=1 r=1

n

thrcrk = Z(Zahtbt’r’)c’r’k = Z Zahtbtrc’r’k Z Zahtbtrcrk
r=1 t—1

r=1 t=1 r=1 t=1 r=1

n n n
Zaht (thrcrk) = Zathtk
t=1 r=

que es el elemento (h,k) de AQ. Asi que el producto es asociativo.
En cuanto a las leyes distributivas:

a) El elemento (i, ) de (A+ B)C es

n

Z(azr -+ bzr er Zawcm + Zb rCrj,
r=1

que es el elemento (z j) de AC + BC’ Luego (A+ B)C = AC + BC.
b) El elemeto (i, 7) de A(B + C) es

Zazr brj + er Zazrbm + Zazrcm
que es el elemento (z j) de AB n AC

Las afirmaciones restantes son evidentes.
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Leccion 5. Polinomios sobre un anillo.

(5.1) Definicién: Sea R un anillo, un polinomio con coeficientes en R es una
sucesion (ay),n > 0 con a, € R y sélo un numero finito de elementos a,, son distintos de

cero. El polinomio (a,, a1, ...,a,,0,...,0,...) serd denotado como a,+aix+...+a,z" =
n

E a;x' donde las potencias de un misterioso x se usan de un modo meramente formal

1=0
para senalar las posiciones que ocupa cada a; en la sucesion. Los elementos a; de R son
n

los coeficientes del polinomio 5 a;z". a, es el coeficiente 6 término constante y el
=0
ultimo miembro no nulo de la sucesiéon a,,, si existe, es el coeficiente director y n es el
grado del polinomio. Por convenio, el grado del polinomio cero (0,0,...,0,...) es —c0.
Denotaremos con R[z] al conjunto de todos las polinomios con coeficientes en R.
En R][z] definimos las operaciones:

Suma: (an) + (b,) = (¢y), donde ¢, = a,, + by, , es decir

max (n,m)

iaixi + ibjxj = Z (a; + bi)fﬂia
i=0 j=0

=0

Producto: (ay).(b,) = (¢k) , donde ¢ = Z a;.b;j es decir

i+j=Fk
n m
Zaixi.z bjr! = Z Z (ai.bj)z.
i=0 §=0 k>0 i+j=k
(R[z],+) es evidentemente un grupo abeliano cuyo elemento neutro es el polinomio

cero. Es facil comprobar las leyes distributivas. Se comprueba que el producto es asociativo
utilizando induccién y las leyes distributivas. Asi (R[z],+,.) es un anillo, llamado anillo
de polinomios sobre el anillo R

(5.2) Teorema. i) Si R tiene identidad también la posee R[z]. Si R es conmutativo
también lo es R[z]. Si R no posee divisores de cero lo mismo ocurre con R[z]. Por tanto
si R es un D.I., lo mismo ocurrird con R[z]. Pero nunca R[z] es un anillo de divisién.

ii) La aplicaciéon : R — R]z| dada por a — (a,0,0,...) es un monomorfismo de
anillos.

Demostracién: i) Si 1 es la identidad de R entonces (1,0,...,0,...) es la identidad

de Rlz].
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Si R es conmutativo también lo es R[z] pues (ay,).(by,) = (cx) donde ¢, = Z a;.b; =
i+j=k

> bjai. Asf (an).(bn) = (bn).(an).
iti=k
Si R no tiene divisores de cero y (ao,a1,...), (by,b1,...) son dos polinomios distintos

del polinomio cero en R[z], siendo r el menor indice tal que a, # 0y s el menor indice tal

que bs # 0, entonces se tiene :
(ao,a1,...).(boyb1,...) =(0,...,0,a..bs,ar.bsy1 + Gry1.bs,...)

y si este producto fuera el polinomio cero, tendriamos a,..bs = 0, lo que implicaria a,, = 0
6 by =0, una contradiccién. Finalmente, es claro que si R es un D.I. también lo es R[z].
Sin embargo R[z] no es anillo de divisién, pues si lo fuera, necesariamente R|[x] tendria
identidad, pero el elemento (0,1,0...,0,...) no tiene inverso en R|x].

ii) Es claro.

Via dicho monomorfismo se puede identificar R con su imagen isomorfa en R|[z], lo que
haremos en lo sucesivo. Por ello, usando esta identificacion, si a € R, cuando escribamos

a.(ag,a,...) entenderemos que es el elemento (a,0,...)(a,,a1,...) = (a.ap,a.aq,...).

Si R tiene identidad 1y z se identifica con el polinomio (0, 1,0,...) de R[z], entonces
" = (0,0,...,1+1 0, .. ), vn > 0.

En efecto: es cierto para n = 0, 1; supongamoslo cierto para n y comprobémoslo para
n+ 1:

"t =g =(0,...,1+1 0,...).(0,1,0,...) =

=(0,...,1*2 0,..)).

Nota: A partir de ahora supondremos que R tiene identidad, por tanto si
a€R,az”=(0,...,a™D 0,...) =z".a.

Un polinomio se dice moénico si tiene coeficiente director igual a 1.

Nota: Si denotamos con d(f) al grado del polinomio no nulo f(x) se cumplen las

afirmaciones: §(f + g) < max{d(f),d(g9)} vy 6(f.g9) <o(f)+d(g)

(5.3) Teorema : (Algoritmo de la divisién). Sea R un anillo f y g polinomios no

nulos sobre R. Supongamos que el coeficiente director de g es una unidad de R. Entonces
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existen dos tnicos polinomios ¢ y r tales que: f =g.gq+rconr=06r # 0y grado (r) <

grado (g).

Demostracion: Sean f = ag+a1x+...+a,z2",a, 0y g=bo+biz+...+bpx™, by,

unidad.

Haremos la demostracién por induccién sobre n. Si n = 0 y grado(g) > 0 tomamos
q=0yr=f. Sin=0ym=0tomamos r =0y q = bo ‘ag. Asi, podemos suponer
n > 0y grado(g)< grado(f), pues si grado(g)> grado(f), podemos tomar ¢ =0y r = f.

Considerar gz~ ™b,, !

an que sera un polinomio de grado n y coeficiente director a,.
Asi f = gz by, tan + fi con fi = f — gz ™by, ta, y por tanto f1 =06 f1 #0y
grado(f1)< n. En el segundo caso, por hipétesis de induccién existen ¢ y ri tales que
fi=g.q1 +71 con r; =0 6 grado(r;)<grado(g), por tanto f = gz by, ta, + g.q1 + 1,

luego f = g(x”_mbmflan +q1) + 7.

Probemos ahora la unicidad: Suponer dos descomposiciones f = g.q1 +7r1 = g.q2 + 12,

con . = 0 6 grado(r1)< grado(g) y r2 = 0 6 grado(rz)< grado(g). Asi g(g1 —q2) = ra—ri.

Si ry = ro debe ser q; = ¢o, pues en otro caso el coeficiente director de g que es una

unidad por el coeficiente director de (¢; — ¢2) darian producto cero, lo que no es posible.

Siry # o, entonces q1 # q2 y grado(g(q1 —g2))= grado(g)+ grado(q1 —qg2)=grado(rs —

r1), pero grado(re — 1)< grado(g), una contradiccion.

Un caso importante del resultado anterior es cuando el anillo de coeficientes es un

anillo de division. En este caso el tnico requerimiento para g es que éste sea no cero.

Recordar que un D.I.P es un dominio de integridad en el que cada ideal es principal.

(5.4) Teorema : Si F es un cuerpo entonces Flz| es un D.I.P..

Demostracién: Sea I un ideal de F[x]. Para demostrar que I es principal podemos
suponer I # (0). Entonces I contiene elementos no cero. Elijamos f € I,f # 0, de grado
el menor posible entre los elementos no nulos de I. Es claro que (f) C I y afirmamos que
(f) =1. Sea g € I, g no nulo, entonces por el algoritmo de la divisién g = f.g+7 conr =0

6 r# 0y grado(r) < grado(f). La tnica alternativa posible es que r =0y asi g € (f).
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(5.5) Corolario: Sea F un cuerpo y f(x),g(x) € F[x] dos polinomios no nulos.
Entonces existe méximo comin divisor y minimo comun miiltiplo de f(x), g(z) . Ademés
se cumple la identidad de Bezout.

Demostracién: Es consecuencia inmediata de (5.4) y (4.26).

Observar que dados dos polinomios no cero f(z), g(x) existe un tnico méximo comun
divisor ménico. Nos referiremos a €l cuando hablemos del maximo comun divisor d y lo
denotaremos d = (f, g).

(5.7) Teorema: Sean f,g,h € F[z], con F cuerpo. Supongamos que (f,g) = 1. Si
flg.h , entonces f|h.

Demostracién: Por (5.5) existen polinomios «(z),B(x) € F[z], tales que 1 =
a(x) f(z) + B(z)g(x). Luego

h(z) = Lh(x) = (a(x)f(x) + B(z)g(x))h(z),

que es un multiplo de f(x).

Nota: Si F es un cuerpo, las unidades de F[z], son los polinomios constantes distintos
del cero. Por tanto los polinomios irreducibles sobre F ( es decir los elementos irreducibles
de F[x] ) tienen grado mayor 6 igual que 1.

(5.8) Teorema: Si F es un cuerpo, todo polinomio de grado > 1 se factoriza como
producto de polinomios irreducibles.

Demostracién: Por induccién sobre el grado n de f(x). Si n = 1 la afirmacién es
trivial. Supongamos n > 1 y la afirmacién cierta para polinomios de grado menor 6 igual
que n — 1. Si f(x) es irreducible la afirmacién es obvia. Si f(x) no es irreducible existe
un polinomio g(z), no constante, que divide a f(x) y es de grado inferior. Tenemos ahora
f(z) = g(z)h(x) conmo producto de dos polinomios de grado inferior. De la hipétesis
inductiva se sigue la tesis.

Ejercicio. Probar que la descomposicion de un polinomio de grado > 1 como pro-

ducto de polinomios irreducibles, de la que se habla en el teorema anterior, es tinica salvo

el orden y la multiplicacién por constantes.

(5.9) Teorema : Sean R y S anillos conmutativos ¢ : R — S un homomorfismo de
anillos con p(1g) = lg, entonces queda definido un tnico homorfismo ¢ : R[z] — S tal

que ¢lr = ¢y p(x) = s € S previamente fijado.
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Demostracién: Dado f =a,+a1z+...+ a,z", definimos @(f) = p(a,) + p(ar)s+
oo+ play)s™ Sig = byg+biz+ ...+ bupx™, ¢(g) = b + b1z + ... + bpx™) =
©(bo) +(b1)s+ ...+ @(bm)s™, luego ¢(f + g) = &(f) + @(g) pues ¢ es un homomorfismo
de anillos. Calculemos ahora ¢(fg). Para obtenerlo, recordar que fg = > ¢,z", donde

Cr = Z a;bj, por tanto ¢(c,) = Z @(ai)p(bj), asi la imagen del producto fg serfa
i+j=r i+j=r
plco) +p(er)s+ ... +p(e)s’ = plao)p(bo) + (p(ar)p(bo) + ¢(ao)e(b1))s + ... que por la

conmutatividad de S es el producto de las imagenes ¢(g).9(f).

Es claro que pjr = ¢ y ¢(z) = s.
Si ¢ : Rlz] — S es otro homomorfismo de anillos verificando g = ¢ y ¥ (z) = s,

entonces th(ap + a12 + ... + anz") = P(ao) + P(ar)(x) + ... + ¢(an)¥(a") = ¢(ao) +
ola1)s+ ...+ ¢(ap)s™ = @lag + a1z + ... + az™).

El homomorfismo ¢ se dice evaluaciéon 6 sustitucion y se utilizara sin que a veces

se cite expresamente.

(5.10) Corolario: Sea ¢ : R — S un homomorfismo entre anillos conmutativos

tal que p(1g) = 1g. Entonces la aplicaccién ¢ : Rlz] — S[z| dada por @(Z aiz') =
i=0
ng(ai)xi es un homomorfismo de anillos. Ademds Ker ¢ = {f(x) = Zaixﬂcp(ai) =
i=0 1=0
0,Vi =0,...,n}. Si p es un isomorfismo, entonces también lo es @.
Demostracién: Sea a el monomorfismo de S en S[z|, dado por «(s) = (s,0,...,0,...)

basta aplicar el teorema anterior al homomorfismo awo ¢ : R — S[z] tomando s = z. El

resto de la demostracién es pura comprobacién.

(5.11) Definicién: Si f(z) :Z a;xz' € Rlz] y b € R escribiremos f(b) ::Z ab’.
i=0 i=0

Diremos que b es una raiz de f (x)?:uando f(b) =0

(5.12) Corolario: Sea R es un anillo conmutativo y a € R. Entonces la aplicacién
va : Rlz] — R dada por ¢, (f(z)) = f(a) es un homomorfismo de anillos.
Demostracién: Si f(x) = a, + a1.x + ... + a,.2", entonces por (5.9) la aplicacién

vq dada por ¢, (f) = a, +ai.a+ ...+ ay.a™ es un homomorfismo
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(5.13) Teorema : Sea R un anillo conmutativo y f € R[z|, f # 0. Entonces a € R

es raiz de f siy sélo si x — a divide a f.

Demostracién: Podemos hacer uso del algoritmo de la divisién. Asi f = (x —a)g+r
conr=006r+#0y grado(r)< grado(x — a)= 1. Por el resultado anterior podemos hacer

la sustitucién de x por a de forma que f(a) = 0.q(a) + r(a).

Si a es raiz de f, entonces r(a) =0, asi r =0y x — a divide a f. Si reciprocamente

x — a divide a f, entonces f = (x —a)q y asi f(a) = 0.

(5.14) Teorema: Sean R y S dominios de integridad con R € Sy f € R|z] un

polinomio de grado n > 1. Entonces f tiene a lo sumo n raices distintas en S.

Demostracién: Sea ci,co, ... raices distintas de f en S. Sabemos que f(z) = (z —
c1)q1(x); por el homomorfimos de sustitucién es f(ca) = (c2 — ¢1)qi(c2) = 0 asi que
q1(c2) = 0, luego = — ¢y divide a ¢1(z) y f(z) = (v — c1)(z — ¢c2)g2(x). Si razonamos
inductivamente, probaremos que si ¢q,..., ¢, son raices distintas de f en S, g,,(x) =
(x —c1)(x —ca)..... (r — ¢p) divide a f(x), pero grado(gm,(z)) = m y m < n, asi el

numero de raices distintas esta acotado por n.

Ejercicio (5.14) es falso sin la condicién de que S sea dominio de integridad. Tomar
R =S =Z/8Z y el polinomio 2% — 1

Para obtener el siguiente corolario, que es de gran interés, utilizaremos:

Ejercicio: Sea G un grupo de orden n. Supongamos que para cada d|n existen a lo
sumo d elementos g € G verificando ¢g¢ = 1. Entonces G es un grupo ciclico.

(5.15) Corolario: Si F es un cuerpo y G es un subgrupo finito de F — {0} , entonces
G es ciclico.

Demostracién: Sea n = |G|. Para cada d|n, existen a lo sumo d raices en F del
polinomio x¢—1. Por tanto, para cada d|n existen a lo sumo d elementos g de G cumpliendo
que g¢ = 1. En consecuencia G es ciclico.

En particular, si p es un primo, (Z/pF — {[0]},.) es un grupo ciclico.

Notar que la irreducibilidad de polinomios depende del cuerpo, por ejemplo z2 + 1 es

irreducible sobre R pero no sobre C.
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El siguiente resultado, que damos sin demostracion, es conocido como teorema funda-

mental del Algebra.

Teorema: Todo polinomio de grado mayor o igual que 1, con coeficientes en el cuerpo

de los nimeros complejos tiene al menos una raiz en C.

(5.16) Corolario : En CJz] los tinicos polinomios irreducibles son los de grado 1.

Demostracién: Es evidente que los polinomios de la forma x — a € C[z] son irre-
ducibles. Reciprocamente, si f(x) € Clz] es irreducible necesariamente tiene que ser de
grado 1, ya que en otro caso, como tiene una raiz a en C, f(z) es divisible por z —a , y

f(z) = (z —a)g(x) con g(x) de grado mayor o igual que 1, luego f(z) no serfa irreducible.

(5.17) Proposicién : Los polinomios irreducibles sobre el cuerpo R de los niimeros
reales son de grado 1 6 2.

Demostracién: Sea f(z) = ag + a1 + ...+ a1 + a,x™ un polinomio irreducible en
R. Si f(x) tiene una raiz real a, entonces f(x) = (x — a)g(z) y como f(x) es irreducible
serfa f(x) = ay(x — a). Podemos suponer que f(x) no tiene raices reales y que n > 1.
Por el corolario (5.10), la conjugacién compleja de C en si se extiende a un homomorfismo
de Clx] en C[x] definido por g(z) = b, ™ + ... + bix + by indicando por b al conjugado
complejo de b y siendo g(z) un polinomio con coeficientes en C. Visto el polinomio f(z)
en Cl[z] se puede descomponer, por el teorema (5.8) y el corolario (5.16), en la forma
f(x) =an(xr—ai)...(x—ay), por tanto f(z) = f(z) = an(z—a1)...(x—a,), luego si a;
es raiz de f(x), entonces &; es también raiz de f(z). Agrupando con cada factor (x — «;)
el factor (z — &;) obtenemos un factorizacién de f(x) que, salvo constantes, es un producto
de polinomios de la forma 22 + p;x + ¢;, con p;, q; reales. Como f(z) es irreducible, se

sigue que, salvo constante, f(x) = 22 + pix + q; es decir f(z) tiene grado 2.
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Algunos criterios de irreducibilidad

Observacion : Si F es un cuerpo, un polinomio no cero p(z) € F[z] es irreducible en

F[z] (o polinomio irreducible sobre F) si grado(p(z)) > 1 y no existe una factorizacién
p(z) = f(x).g(x) en F[x] con grado(f(x)) < grado (p(z)) y grado(g(x)) < grado (p(z)).
Se trata en esta leccion de encontrar criterios para que un polinomio sea irreducible,

concretamente estamos interesados en criterios de irreducibilidad sobre Q de polinomios

con coeficientes en Z.

(5.18) Definicién : Un polinomio (a,, ay,...) € Z[z] se llama primitivo si el maximo

comun divisor de sus coeficientes es 1.

(5.19) Lema (Gauss): El producto de dos polinomios primitivos f(z) y g(z) es

también primitivo.

Demostracién: Suponer f(z).g(x) = (3, aixi)(zj bjzl) = >, cxz® no primitivo,
asi que existe p primo divisor de cada ci. Sea i el indice tal que p no divide a a; pero p
divide a ay, si k < ¢. Andlogamente sea j el indice tal que p no divide a b;, pero p divide a
by sil < j. Entonces como a;.b; = ¢iyj — (aobitj + ... +ai—1bjp1 +aip1bj—1+...+ai4;b,)
y cada término de la derecha es divisible por p, se sigue que pla;b; luego pla; 6 p|b;,

contradiccién.

(5.20) Lema : Cada polinomio no cero f(z) € Q[z] tiene una tnica factorizacién
f(z) =c(f).f*(z) donde c(f) € Q es positivo y f* € Z[x] es primitivo.

Demostracién: Sea f(z) = (ao/b,) + (a1/b1)x

x

boby ... by ast b.f(x) € Zlz], f(x) = (1/b)g(x), 9()
(coeficientesde g(z)) (el signo se elige para hacer (b'/b) positivo), asi f(z) = c(f)f*(z)

donde c(f) =¥ /by f*(x) = (b/V')f(x) .

Sea ahora f(z) = d.h(z) una segunda factorizacién, asi f*(z) = r.h(z) con r = d/c(f)

+ ...+ (an/by)z" € Q[x]. Sea b =
€ Z[z]. Sea ahora b = +m.c.d

un racional positivo. Escribir r = u/v con u, v positivos primos entre si. Entonces v f*(x) =
u.h(z) expresion en Z[x|, los coeficientes de u.h(x) tienen a v como divisor comun y asi v
dividird a los coeficientes de h(x). Pero h(zx) es primitivo de ahi que v = 1. Un argumento

similar llevaau=1,asir =1y d = c(f), f*(z) = h(x).
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(5.21) Lema : Si f(z) € Q[z] factoriza como f(x) = g(z)h(x), entonces c(f) =
c(g)e(h) y f*(x) = g™ (z)h*(x).

Demostracion: f(z) = g(z)h(z) = (c(g9)g"(x))(c(h)h*(x)) = c(g)c(h)g” (z)h" (z).
Como ¢(g)c(h) es racional positivo y el producto de primitivos es primitivo, la unicidad de
la factorizacién del lema anterior implica ¢(f) = c(g)e(h) y f*(z) = g*(x)h* ().

(5.22) Teorema : Sea f(x) € Z[z| de grado positivo. Si f(x) es irreducible en Z[z],
entonces f(z) es irreducible en Q[z]. Si f(x) es primitivo, también vale el reciproco.

Demostracién: Suponer que f(z) no es irreducible en Q[x], entonces existen poli-

nomios g(x) y h(x) de grados positivos tales que f(x) = g(x)h(x) en Q[z],por tanto

f(x) = c(g)e(h)g” (z)h* (z)

donde ¢g*(z) y h*(z) en Z|x], pero c(g)c(h) = ¢(f) € Z pues f(x) € Zlx], asi f(x) =
(c(f)g*(x))h*(z) es una factorizacién en Z[x], contradiccion.

(5.23) Teorema : (Criterio de Eisenstein) Sea f(z) = a,+ai1x+...+a,z" € Zz],n >
1. Si p es un primo en Z dividiendo a a;, Vi < n pero no dividiendo a a,, y p? no divide a
a,, entonces f(x) es irreducible sobre Q.

Demostracién: Como f(x) = c(f)f*(x), f*(x) primitivo en Z[z] y ¢(f) es una
unidad de Qlz], bastard probar que f*(x) es irreducible en Q[z|. Por tanto podemos
suponer quie f(z) es primitivo. Veamos que f(z) es irreducible en Z[z]. Los tunicos
divisores constantes de f(z) son 1y -1. Suponer que b, + b1z + ... + by,x™ € Z[x], con
1 <m < n, es un divisor de f(z). Entonces existe ¢, + iz + ...+ cpz® € Z[z], k < n, tal
que: f(z) = (bo+biz+...+bpz™)(co+c1x+...+cxz®). Como pla, = b,c,, entonces plb,
6 pleo, pero como p? fa,, p sélo dividira a uno de ellos. Supongamos p|c, pero p fb,. El
coeficiente director a,, = b,,cx no es divisible por p, asi p fci. Sea ¢, el primer coeficiente
no divisible por p. Como r < n entonces p|a, y boc, = a, — (b1cr—1 + ... + brc,) divisible
por p, luego plb,c,, lo que es una contradiccién. Asi los unicos divisores de f(z) en Z[z]
son unidades o asociados a f(z), y por tanto f(x) es irreducible en Z[z|. Por el teorema
anterior concluimos que f(z) es irreducible en Q[z].

Ejercicios: 1. Sea p € Z un primo. Considerar el homomorfismo canénico ¢ : Z —

Z/pZ. Utilizando (5.10) probar que si f(x) € Z[z] es ménico y ¢(f(z)) es irreducible en
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Z/pZ]x], entonces f(x) es irreducible en Z|x].
2. Sea f(x) = ap, + a1z + ...+ apx™ un polinomio con coeficientes enteros. Sea r/s
una raiz de f(x) en el cuerpo de los nimeros racionales con (r,s) = 1. Probar que r|a, y

slay,.
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Leccién 6. Espacios vectoriales.

(6.1) Definicién: Dado un cuerpo K se llama espacio vectorial sobre K 6 K-
espacio vectorial a un conjunto V', no vacio, cuyos elementos se llaman vectores, dotado
de una operacién binaria interna + y una externa . con dominio de operadores a izquierda
K de forma que:

i) (V,4+) es un grupo abeliano.

ii) La operacién externa cumple:

Vt,s € K,Va,beV :

a)t.(a+b)=ta+1tb;b)(t+s)a=ta+s.a;c)(ts).a=1t.(s.a);d) lx.a=a.

Los elementos de K se dicen escalares.

Consecuencias de la definicién:

12) 0.a = 0,Va € V. En efecto: 0.a = (0 + 0)a = 0.a + 0.a,= 0.a =0,Va € V.

28) —q = (—1).a,Va € V, pues a + (—1)a = (1 + (—=1)a) = 0.a = 0.

32)t.0=0,Vt € K, pues t.0 =¢.(0+0) =¢t.0+t.0 = ¢t.0 = 0.
2

W

Sita=0=t=06a=0,puest #0=0=1t"1.(t.a) =l.a = a.

Ejemplos: i) K con la suma y producto del cuerpo y dominio de operadores el propio

ii) El conjunto K™ = {(t1,...,t,)|t; € K}, con las operaciones :
(tl,...,tn) + (81,...,Sn) = (tl —f—Sl,...,tn +Sn), y t.(tl,...,tn) = (tth...,ttn).
iii) K[z] con la suma de polinomios y el producto t.(a, + a1z + ... + a,z™) = ta, +

tarx + ...+ ta,x™.

En lo sucesivo V' denotard un espacio vectorial sobre K. En general omitiremos la

notacion . tanto para la operacion externa en V' como para el producto interno en K.

(6.2) Definicién: Se llama subespacio vectorial de V' a un subconjunto no vacio S de
V', que cumple: sia,b e Sysit e K, entoncesa+b e Syt.aeSyS esespacio vectorial

con la restriccién de ambas operaciones.

(6.3) Proposicién: Una parte no vacia S de V es subespacio vectorial de V siy
s6lo si cumple:

i) Cualesquiera que sean a,b de S, a —b € S.
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ii) Cualesquiera que sean a € Sy te€ K, t.a € S.

Demostracién: Si S es un subespacio vectorial de V', en particular (S, +) es subgrupo
de (V,+), asi se verifica i). Evidentemente se verifica ii).

Reciprocamente, supongamos que S es un subconjunto no vacio de V' verificando i) y
ii), entonces S es un subgrupo de (V,+) y considerando la operacién externa restringida
a K x S se cumpliran todas las propiedades, para afirmar que S con las operaciones + y .

es un subespacio vectorial de V.

(6.4) Teorema: Sea V un espacio vectorial y S un subespacio de V. Se define en V'
una relacién R mediante: a R b si y sélo si a — b € S. Dicha relacién es de equivalencia.
Ambas operaciones + y . son estables para R. Denotamos al conjunto cociente por V/S.
Por los teoremas (2.11) y (2.14), el conjunto cociente con las operaciones inducidas :

+:V/SxV/S— V/S dada por [a] + [b] = [a + b] ¥

: K xV/S — V/S dada por t.[a] = [t.a]

pasa a ser un espacio vectorial sobre K llamado espacio vectorial cociente de V'
por S

Demostracién: R es de equivalencia pues aRa,Va € V; si aRb, es que a — b € S,
luego —a + b € S, asi que bR a; finalmente, si aRby bRc, esquea—be Syb—ce S,
luegoa—b+b—c=a—ce S yportanto aRc.

Notar que [a] = {blaRb} = {bla—b € S} = a+S. Probemos que las operaciones son
estables para la relaciéon de equivalencia:

i)Sifa]=[d]y[b]=[V]esquea—a’ € Syb—b € S. Por tantoa—a’ +b—0 € S,
es decir (a +b)R(a’ + V') y [a+ b] = [@’ + V']. Es sencillo probar que la suma de clases es
asociativa, que [0] es el elemento neutro y que —[a] = [—a]. Asi V/S es un grupo y como
[a] + [b] = [b] + [a],Va,b € V, es un grupo abeliano.

ii) Si [a] = [a/], entonces a —a’ € S, luego Vt € K, t(a —d') = ta —tad’ € S, en
consecuencia [ta] = [ta’].

Se cumplen las demas propiedades de espacio vectorial, pues Vs, t € K, y,b e V:
t([a] + [b]) = tla + b] = [t(a + b)] = [ta + tb] = [ta] + [tb] = t[a] + t[D];

(t+ s)|a] = [(t + s)a] = [ta + sa] = [ta] + [sa] = t[a] + s]al;
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(t(s[a]) = t[sa] = [t(sa)] = [(ts)a] = (ts)[a], ademads: 1[a]) = [1.a] = [a].

(6.5) Definicién: Una aplicacién f : V — W entre dos K-espacios vectoriales se
dice homomorfismo 6 aplicacién lineal si Va,b € VyVt € K:
fla+b) = fla)+ f(b), y f(ta) = tf(a).

Si ademés f es inyectiva, f se dirA monomorfismo. Si es suprayectiva se dird epi-

morfismo. Si es biyectiva se dird isomorfismo.

Suma e interseccion de subespacios. Suma directa

(6.6) Definicién: Dados r subespacios Sy, ..., S, de V, se llama suma lineal de ellos

al conjunto {a; + ...+ a.|a; € S;;i =1,...,r}, que serd denotado S7 + ...+ S,.

(6.7) Proposicién: La suma lineal S = Sy +...+.S, y la interseccién T'= S1N...NS,
son subespacios vectoriales de V.

Demostracién: Notar que tanto S como 7" son no vacios pues 0 € S,T. Sean a,b € S,
entonces existen elementos a;,b; € S; talesque a = a1 +...+a, yb=0b;+ ...+ b, en
consecuencia a —b=a; — by + ...+ a, — b, € S puesto que a; — b; € S; y cualquiera que
sea t € K se tiene que ta = tay + ...+ ta, € S pues ta; € 5;.

En cuanto a la interseccién: Sean a,b € T, entonces a,b € S;,Vi luego a — b € S;, Vi,

luego a—b € T. Ademas, cualquiera que sea t € K se cumple que ta € S;,Vi, luego ta € T.

Nota: Con andloga demostracién se prueba que la interseccién de un conjunto no

finito de subespacios de V' es de nuevo un subespacio de V.

(6.8) Definicién: La suma lineal S de los subespacios Si, ..., S, se dice directa y se

escribe S = S1 @ ... ® S, cuando cada elemento a de S puede expresarse de una tnica

forma comoa=a1+...4a,,a; €S;,i=1,...,7.
(6.9) Proposicién: La suma lineal S de los subespacios Sq, .. ., .S, es directa si y sélo
sia; +...4+a, =0implicaa; =...=a, = 0.

Demostracién: Sila suma es directa de la expresiones 0 = a1 +...+a, = 0+...4+0,

se sigue a1 = ... = a, = 0.
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Reciprocamente, si se cumple que a; +...+a, =0=a; = ... = a, = 0, supongamos

a=by+...+b.=c1+...+¢c,bi,c; €S;, entonces 0 = (by —c1) + ...+ (b, — ¢;), luego

bi—c;=0,Vi=1,....,ryasib; =c;,Vi=1,...,r. Luego la suma es directa.
(6.10) Definicién: Cuando la suma de los subespacios 51, ..., .S, es directa , se dice
que los subespacios S, ..., .5, son subespacios independientes.

(6.11) Definicién: Dos subespacios S y T' son suplementariossi V =S & T.

Ejercicio : Demostrar que dos subespacios S y T de un espacio vectorial V' son

suplementarios siy sélosi V=8+Ty SNT =0.
Clausura lineal. Dependencia e independencia lineal. Bases.

En este parrafo utilizaremos frecuentemente los términos de familia 6 sistema de vec-
tores para indicar una sucesion de vectores de V', en la que puede haber algin vector

repetido.

(6.12) Definicién: Sea (aq,...,a,,) una familia finita de vectores de un espacio vec-
torial V. Se llama combinacion lineal de dicha familia a cualquier vector a de V' que

pueda expresarse en la forma a = t1a1 + ...+ tam, t; € K.

(6.13) Teorema: El conjunto de todas las combinaciones lineales de (ay,...,an) es
un subespacio de V.

Demostracion: Denotemos por S a dicho conjunto. Notar que S # () pues a; € S, Vi.
Sia=ta +...+tmam, t; € K yb=s1a1+...4+ Snam, s; € K, entonces a — b =
(t1 —s1)a1 + ...+ (tm — Sm)am y sit € K, ta = (tt1)ay + ... + (ttym)am-

(6.14) Definicién: El subespacio S anterior se llama clausura lineal de (a;),i =
1,...,m. Tambien se dice que S estd generado por dicha familia y que ésta es un sistema

generador de S. Se escribe S = K(aq,...,a,,) 6 abreviadamente S = K (a;).

(6.15) Definicién: Un espacio vectorial V' se dice de tipo finito 6 finitamente

generado si posee un sistema generador finito.

(6.16) Teorema: Si una familia de vectores (b1, ...,b,) estd contenida en la clausura

lineal de otra K (a;), entonces K (b;) C K(a;).
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Demostracién: Sea b € K(b;), entonces b = t1by + ... +t,b,, pero como b; € K(a;),
se tiene que b; = s;j1a1 + ... + Sjmam, luego

b=t1(s11a1+...+S1mam) +ta(s21a1 4. ..+ Somam) +. ..+t (sr101 +. . .+ Spmam) =

(t1511 +taso1 + ...+ trSp1)ar + ...+ (t181m + t2Som + - - - + trSem)am € K(a;).

Esta es la propiedad transitiva de la dependencia lineal.

(6.17) Definicién: Dos familias de vectores (a;) y (b;) se dicen equivalentes si

Por el teorema anterior, dos familias de vectores son equivalentes si y sélo si cada

vector de una es combinacién lineal de los vectores de la otra.

Ejercicios : 1) K(aq,...,a;) es el menor subespacio que contiene a (ay,...,an).
2) La clausura lineal de una familia (a;) coincide con la interseccién de todos los

subespacios que contienen a la familia (a;).

3)a€ K(ay,...,am) < K(a,...,am,a) = K(a,...,an).

(6.13), (6.14), (6.16) y (6.17) se pueden ampliar a una familia no finita X = {z;|i € I}
entendiendo que un elemento a de V' es combinacién lineal de X si es combinacién lineal
de un subconjunto finito de X.

Por tanto, la clausura lineal de la familia (a;) es el conjunto S de todas las combina-
ciones lineales de cada subfamilia finita de (a;).

Volviendo al caso finito

(6.18) Definicién: Una familia o sistema de vectores de V', (a1, ...,ay,) se dice fa-
milia ligada (6 sistema ligado) si existe una combinacién lineal t1a1 + ... + tpam, = 0
con algun coeficiente t; # 0. A los vectores de la familia se les dice linealmente depen-
dientes.

En caso contrario, es decir si siempre que tia; + ... +tmam =0=1t; =ty = ... =0,

la familia 6 sistema se dira libre y los vectores linealmente independientes.

(6.19) Propiedades: 1) Cualquier familia que contenga al 0 es ligada.
2) Una familia (aq, ..., a,,) es ligada si y s6lo si existe un a; que es combinacién lineal

de los restantes.
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3) Suponer que (a;) C (b;). Entonces:
i) (a;) ligada = (b;) ligada;
ii) (b;) libre = (a;) libre.

Los conceptos de familia libre o ligada y las propiedades (6.19), pueden trasladarse al

caso de familias no finitas.

(6.20) Definicién: Una familia cualquiera de elementos de V' es ligada si alguna

subfamilia finita es ligada y es libre si toda subfamilia finita es libre.

(6.21) Definicién: Una K-base, 6 abreviadamente una base, de un espacio vectorial

V' es un sistema generador y libre de V.

Ejemplos: i) K[z] es un espacio vectorial sobre K . Una base de este espacio vectorial
es {1,z,2%,...}.

ii) K™ es un espacio vectorial sobre K. Una base de este espacio vectorial estd formada
por las n-tuplas (1,0,...,0),(0,1,...,0),...(0,0,...,1).

iii) Si V = Kx] y S = {23 f(x)|f(x) € K[z]}, una base de V/S estd formada por los
vectores {1 + S,z + S,z + S}.

Si (ay,...,a,) es una base de V y a € V, existen t1,...,t, € K de forma que
a=tyay +...+tpa,, ademas dichos escalares son tnicos, ya que si a = s1a1 + ...+ Spap,
entonces 0 = (t; — s1)a; + ... + (tn — Sp)an, luego t1 = s1,...,t, = s,. Por tanto
tenemos definida un isomorfismo: ¢ : V. — K™ dada por a —— g(a) := (t1,...,t,) si

a=tiaL+...+t,a,.

(6.22) Definicién: Al isomorfismo g anterior se le llama sistema coordenado aso-
ciado a la base (a;)de V. A la n-tupla imagen g(a), se le llama n-tupla coordenada de a

en la base (ay,...,a,) v a t; la i-ésima coordenada 6 componente de a en dicha base.

(6.23) Proposicién: Una familia finita (aq,...,a,,), donde a; # 0, para algin 1,
contiene una subfamilia finita que es libre y genera el mismo subespacio que (ay, ..., an,).
Demostracién: Si (ai,...,a,) es libre ya estd. En otro caso existe un a; que es

combinacién lineal de los restantes y K(a1,...,0m) = K(a1,...,0;—1,0i+1, -, Q). Si
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(ay...,0i—1,Q;41,.-.,0,) es libre estaria probado el resultado. En caso contrario se

reitera el proceso obteniéndose la tesis tras un ntmero finito de pasos.

(6.24) Corolario: Si V # 0 es de tipo finito, entonces V posee una base finita.
Demostracién: Basta tomar un sistema generador finito (aq,...,a,) de V' y aplicar

la proposicién anterior.

(6.25) Proposicién: Los vectores (aq, ..., am), con a; # 0 son linealmente dependi-
entes si y solo si existe alguno de ellos que es combinacion lineal de los anteriores.

Demostracién: <) Es claro por (6.19)(2).

=) Si los vectores (ai,...,am,), con a; # 0 son linealmente dependientes existen
t1,...,tm € K con algin t; # 0 tales que t1a1 + ... + t;nay, = 0. Sea r = max.{i|t; # 0}.
Notar que r # 1, pues si asi lo fuera t;a; = 0 implicaria que a; = 0, contra la hipétesis.
Asi tiaq + ...+ tra, = 0 y como t, # 0 existe t;l € K, luego t;ltlal +...+ t;ltra,, =0

y a, se puede expresar como combinacion lineal de los anteriores.

(6.26) Teorema: Si los vectores (aq,...,a,) forman un sistema generador de V' y V/
contiene r vectores by, ...,b, que son linealmente independientes, entonces r < n.

Demostracién: Considerar (by,a1,...,a,). Es un sistema generador de V' y es
ligado pues b; es combinacién lineal de (ag,...,a,). Como b; # 0, sabemos que exis-
te un vector combinacién lineal de de los anteriores. Supongamos que es a;. Entonces
V= K(bl, A1y ooy Qi—1,Q5474 - - - ,an). Considerar (bg, bl, A1y v ey Ai—15Aj415 .- ,an), €s liga—
do pues by es combinacién lineal de los restantes, y como by # 0y (b1, by) es libre, existe un

vector que es combinacién lineal de de los anteriores que debe ser un a;, asi se tiene que V' =

K(bz,b1,a1,...,ai—1,0i41,-..,0n) = K(b2,b1,a1,...,0i-1,0i41,...,0j-1,Gj41,...,0p).
Si r > n, llegarfamos reiterando el proceso, a V. = K(b1,...,b,). Pero en tal caso
(b1,...,byn,bpy1) es ligado, lo que va contra la hipdtesis. Luego r < n.

(6.27) Corolario: En un espacio vectorial V' # 0 de tipo finito todas las bases tienen
el mismo nimero de elementos. Dicho nimero n es la dimensién de V. Sera denotado
dim (V) (6 dim g (V) cuando sea necesario distinguir K). Por convenio, si V = 0, dim
(V)=0.

Demostracion: Por el teorema anterior dos bases cualesquiera de V son finitas.
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Sean (a1,...,an)y (b1,...,by) dos bases de V. Aplicando el teorema anterior a (a;) como
sistema generado y a (b;) como sistema libre, tenemos que m < n. Otra aplicacién del

teorema nos lleva a que n < m. Luego m = n.

(6.28) Definicién: Un sistema de vectores es libre maximal si es libre y no estd

contenido propiamente en otro sistema libre.

(6.29) Teorema: Sea V un espacio vectorial de tipo finito. Una base de V es un
sistema libre maximal y reciprocamente, todo sistema libre maximal es una base de V.

Demostracién: =) Sea (aq,...,a,) una base de V. Si un sistema la contiene propia-
mente, serd de la forma (a,...,a,,b1,...,bs) y no serd un sistema libre pues b; es com-
binacién lineal de (aq,...,a,).

<) Sea (ay,...,a,) un sistema libre maximal. Si anadimos a este sistema un vector
b distinto de los a; dicho sistema no puede ser libre, luego es ligado. Por lo tanto el ultimo

vector b es combinacién lineal de los anteriores. Es decir (a;) es un sistema generador libre

de V. Luego base de V.
Nota: (6.29) se mantiene vélido incluso cuando V' no es de tipo finito

(6.30) Corolario: Sea V un espacio vectorial de dimensién n. Si S es un subespacio
vectorial de la misma dimension, entonces S = V.

Demostracién: Una base de S serd un sistema libre maximal de V.

(6.31) Corolario: Sea V un espacio vectorial de tipo finito. Si S es un subespacio de
V, entonces S es de tipo finito, mas atn dim (5) <dim (V).

Demostracién: Sea n = dim(V'). Probaremos que S posee un sistema generador
finito, pues en tal caso estara demostrado el resultado ya que S tendra una base con r < n
elementos por (6.26):

Si S =0, el resultado es obvio. Si S # 0, tomar a; € S — {0}. Si S = K(a1), S estd
engendrado por un tnico elemento. En otro caso existe as € S—K(ay). La familia formada
por (aj,a9) es libre. Si S = K(ai,az), entonces S tiene un sistema generador (libre) de
dos elementos. Si tras la reiteracién de este proceso n — 1 veces no hemos obtenido que

K(ay,...,an—1) = S, entonces (ay,...,a,—1) es libre y existe a,, € S — K(ay,...,0,-1)
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asi que el sistema (ay,...,a,_1,a,) es libre y maximal, luego base de V. Por tanto S =V

y el corolario esta demostrado.

(6.32) Corolario: (Teorema de completar base). Si V' # 0 es un espacio vectorial
finitamente generado, entonces cada sistema libre de vectores puede completarse hasta
obtener una base.

Demostraciéon: Se trata de encontrar un sistema libre maximal que lo contenga.

(6.33) Teorema: Sea V un espacio vectorial de dimensién n. Un sistema F de n
vectores de V' es base si y sélo si cumple una de las siguientes propiedades:

1) F es libre;

2) F es generador.

Demostracién: =) Es claro.

<) Si se cumple 1), entonces F' es libre maximal y por tanto base. Si se cumple 2)
F' no puede ser ligado, pues en ese caso, V tendria un sistema generador de menos de n

elementos, lo que no es posible por (6.26).

(6.34) Definicién: Se llama rango de un sistema de vectores (aq,...,a,) de V ala
dimensién del subespacio K (a1, ..., an).

Corolario: Son equivalentes:

i) rango(ay,. .., ay) = rango(ay, ..., am,b);

i) K(ay,...,am) = K(ay,...,am,b);

iii) b es combinacién lineal de (ay,...,an).
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Dimensiones de subespacios.

En lo que sigue supondremos que V' es un espacio vectorial de dimension n.

(6.35) Teorema: Si partimos una base de V' en dos subconjuntos disjuntos B =
(a1,...,a.), B' = (ay41,...,a,) se tiene que K(B) & K(B') =V.

Demostracién: Es claro que V = K(B) + K(B’'), ya que si a € V, entonces a =
tiay + ...+ trap +try1 + ...+ thay, € K(B)+ K(B).

Ademsds si v € K(B)NK(B'), se tendrd que v = s1a1 + ...+ SpGp = Sp41Gr41 + ...+
SpQyn, por tanto sjay + ...+ 840y — Sp410pg1 — ... — Spa, = 0. Luego s; = 0,Vi = 1,...,n.

En consecuencia v = 0.

(6.36) Teorema: Todo subespacio S de V' posee un suplementario.

Demostracién: Si S = 0, es obvio. Supongamos S # {0}. Sea B una base de S,
sabemos que puede completarse con un subconjunto B’ de V hasta obtener una base de V.
Por el teorema anterior V- = K(B) @ K(B'), pero como S = K(B), entonces T' = K(B')

es un subespacio suplementario de S.

Nota: Dado un subespacio 0 # S # V siempre existen varios subespacios suplemen-

tarios de S.

(6.37) Teorema: (Férmula de Grassmann de las dimensiones) Sean S y T' dos subes-

pacios de V. Entonces
dim S+ dim7 =dim (S +7T) + dim (SNT).

Demostracién: La férmula vale trivialmente cuando S N'T = 0. Supongamos pues
que SNT # 0y sea (c,...,¢.) una base de S NT. La completamos por una parte
hasta obtener una base (ci,...,¢,a1,...,a;) de S y por otra hasta obtener una base
(c1,...,¢ryb1,...,by) de T. Entonces (c1,...,¢r,a1,...,a¢,b1,...,b,) €s un sistema gen-
erador de S + T'. Ademas es libre pues si tenemos una combinacién lineal

(1) tier + ...+ trer + 8101+ ...+ Spap +p1by + oo+ Dby =0, ti,s5,p € K

se tendria que

(2)tic1 4+ ...+ trer + 5101+ ..o+ spa = —(p1b1 + ...+ Pmbm) €SNT,
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Luego, existiran elementos l1,...,[, € K tales que p1b1+...+pmbmn = lici+...+1c;.
Pero como (¢1,...,¢r,b1,...,by) es libre, se obtiene en particular que p; = ... =p,,, = 0.

Volviendo a la expresion (2), obtenemos

t101—l—...—l—trcr—i—slal—i—...—i—stat:(_).

La independencia lineal de (cy,...,¢p,a1,...,a:) origina ahora que t; = 0,Vi y que
s; = 0,Vj . Resumiendo: ticiy + ...+ tpc, + 5101 + ... + sear + piby + ... + by, = 0,
= pr = 0,Vk,t; = 0,Vi,s; = 0,Vj. Por lo tanto (ci,...,¢r,a1,...,a¢,b1,...,by) €s una
base de S + T'. Luego

dm(S+T)=r+t+m=dimS+dim7T —dim (SNT).
(6.38) Corolario: La suma de dos subespacios S y T es directa si y s6lo si dim (S +
T)=dim S + dim 7.

Ejercicio : Si V es de tipo finito y S es un subespacio de V', entonces V/S es también

de tipo finito.

(6.39) Teorema: Si ([a1],...,[a,;]) es una base del espacio vectorial cociente V/S,

entonces K(ay,...,a,) ®S =V y (ay,...,a,) es libre.

Demostracién: Sitia; +...+...+t.a, =0, entonces [0] = [t1a1+...+...+tra,] =
=tla]+...+...+tfa ] =[0=t1 =...=t =0, asl (a1,...,a,) es libre.
Sea a € V, entonces [a| = ti]a1] + ... + ... + t,.[a,] para ciertos t; € K, asi [a] =

[tia1 + ... + ... + tra.], luego a — (t1a7 + ... + ... + tra,) = v € S, por tanto a =
(tya1 +...+...+tra,)+v € K(ay,...,a,)+ S. En consecuencia V = K(aq,...,a,)+ S.
Ademas la suma anterior es directa, pues si tya;+...+...+t.a, €S, entonces [t1a;+...+
...+ trar] = [0] = 0y/g, luego tifa1] + ...+ ... +t.[a;] = [0] y por tanto t; = ... =t, =0,
luego K(a,...,a,) NS =0.

(6.40) Corolario: dimV/S = dimV — dim S.

Ejercicio : S y T son suplementarios <= dimS +dim7 =dim (S +7T) = dim V.
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Expresiones coordenadas. Cambio de coordenadas.

A menudo es interesante, al menos desde un punto de vista formal, utilizar matrices
de vectores, es decir matrices cuyas entradas sean vectores de un espacio vectorial V' sobre
un cuerpo K y dar la siguiente definicion:

(6.41) Definicién: Llamaremos producto de una matriz m x n sobre K, A = (a;;)

por una matriz n x r sobre V, E' = (vpk), a la matriz m x r sobre V' cuyo elemento (3, j)
n

es el vector w;; = E @iy V.

r=1
Notacién Si X es la n-tupla (z1,...,x,) de elementos de K 6 de V indicaremos con
T
Xt para la matriz fila (z1,...,7,) y con X para la matriz columna X = - |. En
Tn

particular, si (vq,...v,) es una base de V' el vector v = zyv; +. ..+ x,v, podra ser escrito
mediante v = X*(v;)

Cambio de coordenadas

Sean (ay,...,an) y (b1,...,b,) dos bases del espacio vectorial V' sobre el cuerpo K.
Dado un vector a € V' se podra expresar de forma tinica como combinaciéon lineal de los
elementos de la base (a;) es decir, existe una dnica n-tupla (x1,...x,) de elementos de
K de modo que a = x1a1 + ...+ zpa, y una unica n-tupla (zi,...,Z,) de modo que
a = T1by + ...+ Tpb,. Es decir, matricialmente a = X*(a;) = X(b;).

Ahora bien, cada b; tiene la expresién tnica b; = tjia1 + ... +tjpan,j = 1,...,n,

luego matricialmente:

b1 t11 ti2 ... tin ai
by, th1  tno thn Qn,
Llamando
ti1 ti2 tin
p_ .
thi the ... tun

podemos escribir la ecuacién anterior como (b;) = P(a;), se tiene a = X*(b;) = X'P(a;)
y a = X%(a;) y como (a;) es base se sigue que X! = X'P que es la ecuacién del
cambio de coordenadas. P es la matriz de cambio de base 6 matriz de cambio

de coordenadas.
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Leccion 7: Aplicaciones lineales.

Recordemos el concepto K-homomorfismo 6 aplicaciéon K-lineal entre espacios vecto-

riales:

(7.1) Definicién: Una aplicacién f : V — W siendo V' y W dos K-espacios vecto-
riales se dice una aplicacion lineal u homomorfismo de espacios vectoriales si

fla+b)=f(a)+ f(b) y f(ta) =tf(a),Va,be V¥Vt € K

(7.2) Ejemplos.

a) Si S es un subespacio de V, la aplicacién de V al espacio cociente V/S dada por:
p:V—V/S

a — |al
es una aplicacién lineal llamada proyeccién canénica de V' sobre V/S

b) Las aplicaciones de V- x W en V, W dadas por: (a,b) — a y (a,b) — b respectiva-
mente, son aplicaciones lineales.

c¢) La aplicacién f : K — K dada por a — 5a :=a+ a+ a+ a + a es lineal.

d) Si V4, Vs, V3 son K espacios vectoriales y f : Vi, — Vo y g @ Vo — V3 son

aplicaciones lineales, entonces la composicion de ambas es una aplicacion lineal.

(7.3) Notas: a) Si f : V — W es una aplicaccién lineal, entonces

i) f(0) =0, pues £(0) = f(0+0) = f(0) + f(0), luego £(0) = 0;

ii) f(=a) = —f(a), pues —f(a) = (=1)f(a) = f((-1)a) = f(-a).

b) Si (a1,...,an) es ligado, entonces (f(a1),...,f(an)) es ligado, pues si existen
t1,...,tm, alguno distinto de 0 tales que 0 = t1aj + ... + G, se tiene que 0 = f(0) =
fltiar + ...+ tman) =t1f(a1) + ... +tmflam)-

c¢) La afirmacién anterior es equivalente a:

(f(a1),..., f(am)) libre implica que (a1, ..., a,) es libre.

Determinacion y existencia.

(7.4) Teorema: Si (ai,...,a,;) es un sistema generador de V' y (c1,...,¢y) €s un
sistema de vectores de W entonces existe a lo sumo una aplicacién lineal f : V — W tal

que f(a;) =c¢i,i=1,...,m.

58



Demostracién: Si existieran dos aplicaciones lineales f y g tales que f(a;) = ¢; y
g(a;) = ¢;,i = 1,...,m , entonces dado un elemento cualquiera a € V existen elementos
t1,...,tm € K, tales que a = tyay + ... + tyam, luego f(a) =t1f(ar1) + ...+ tmflam) =
ticr + ...+ tmem = tig(ar) + ... + timg(am = g(a), luego f = g.

(7.5) Teorema: Si (ai,...,ay) es base de V' y (c1,...,¢,) es un sistema de vectores
de W, entonces existe una y solo una aplicacion lineal f : V. — W tal que f(a;) = ¢;,i =
1...,n.

Demostracién: Sabemos por (7.4) que si existe es unica. Dado a € V, a determina
la n-tupla (x1,...,2,), tal que a = x1a1 +. ..+ xna,. Definimos f(a) = x1c1 4+ ...+ xncp.
Entonces f es lineal, pues si b = y1a1 + ... + ynan,, entonces f(b) = yi1c1 + ...+ yncp, por
otra parte, como a+b = (x1+y1)a1+. ..+ (Tn+yn)an, es f(a+b) = (z1+y1)c1+. ..+ (xn+
Yn)Cn = f(a) + f(b); ademds, para cualquier t € K es f(t.a) = f(txia1 + ...+ txpa,) =
tricy + ... +tepe, =tf(a).

Expresion coordenada de una aplicacién lineal

Sea f : V — W una aplicacién lineal, (a1, ..., a,) una base de V'y (by,...,b,,) una
base de W. Sea a € V, existe una unica n-tupla (z1,...,x,) de elementos de K, tales
que a = x1a1 + ...+ Tpa,. Andlogamente, como f(a) € W, existe una tnica m-tupla
(Y1, --,Ym) de elementos de K, tales que f(a) = y1b1 ...+ Ymbm. Por otra parte, como f
es lineal, se tiene que f(a) = z1f(a1)+...+x,f(a,). Vamos a relacionar las coordenadas
(z;) de a con las (y;) de f(a). Para ello tengamos en cuanta que f queda definida por
flar),..., f(an) y que f(a;) = tib1 + ...+ timbm,i = 1,...,n, lo que matricialmente se

expresa:

f(ar) tir tiz ... tim b1 b1

s

3

o
SRR
o

3

fa))  \twr oo
O maés brevemente, (f(a;)) = A(b;).
En cuanto a la relacién de coordenadas:
fla) = X*(f(a:)) = X' A(b;) = Y*(b)),
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luego como (b;) es base de W, se tiene que Y* = X*A (o equivalentemente Y = A*X),

es decir

11 tiz ... ltim
(11 Ym )= (1 ... Tp) : : :

tnl tn2 R tnm
Asi, A es la matriz cuya fila i-esima esta formada por las coordenadas de la imagen

del i-ésimo vector de la base, es decir, las coordenadas de f(a;) expresadas en la base

(b, .., b).

La matriz A es llamada la matriz coordenada de la aplicacién lineal f referida a

las bases (a;) de V'y (b;) de W.

(7.6) Nota: Dada cualquier matriz A = (¢;;), n x m, sobre el cuerpo K y dos espacios
vectoriales sobre K, V' de dimensién n, con base (ay,...,a,) y W de dimensién m y base
(b1,...,bn), existe una dnica aplicacién lineal f : V — W que tiene a A como matriz

coordenada en esas bases, a saber la aplicacién definida por f(a;) = t;101 + ... + timbm.

Como consecuencia, tenemos definida una aplicacién:

Y : Hom(V, W) — M(n x m; K)
dada por
f — A = Matriz coordenada de f en las bases (a;), (b;).

Por el teorema anterior, la aplicacion 9 es inyectiva y por la nota la aplicacion v es

suprayectiva.

Imagenes y antiimagenes en una aplicacién lineal.

Sea f : V — W una aplicaciéon lineal.

(7.7) Teorema: a) Si S es un subespacio de V, entonces f(.S) es un subespacio de

b) Si T es un subespacio de W, entonces f~(T') es un subespacio de V.
Demostracion: a) f(S) # 0, pues 0 = f(0) € f(S). Sea wi,ws € f(S), entonces

existen elementos v1,vy € S tales que w; = f(v;), por tanto wy; — we = f(v1) — f(ve) =
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f(v1 —v2) € f(S). Ademas Vt € K, twy = tf(vi) = f(tv1) € f(5). Asi f(S) es un
subespacio de W

b) Recordar que f~H(T) = {v € V|f(v) € T}. Como 0 € f~Y(T), es f~1T) # 0.
Sean a,b € f~Y(T), entonces a —b € f~YT) ya que f(a—b) = f(a) — f(b) €T y Vt € K,
ta € f~1(T) puesto que f(ta) =tf(a) €T.

(7.8) Definicién: Se llama niicleo de una aplicacién lineal f de V' en W al subespacio

f~10} = {a € V|f(a) = 0}. Usualmente denotado por Ker f.

Observar que a —b € Ker f < f(a—b) =0< f(a) = f(b).

Asfmismo notar que f es inyectiva si y solo si Ker f = 0.

(7.9) Definicién: Se llama rango de la aplicacién lineal f y se escribe rang f a la

dimensién del subespacio Im f.

(7.10) Notas: 1) Si (ai,...,an) es una familia de vectores de V' se tiene que

1) F(K (a1, - am)) = K(F(@r), .-, f(am))

2) f es suprayectiva si y sélo si rang f= dim W.

3) Si (ai,...,an) es un sistema generador de V', rang f=rang (f(a1),..., f(am), ya
que, por la nota 1) f(V) = K((f(a1),..., f(am)).

(7.11) Teorema: Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) Ker f =0.

ii) Todo sistema libre de V' tiene por imagen un sistema libre de W.

iii) Para cualquier subespacio S de V, se tiene que dim S= dim f(S).

iv) Cualesquiera que sean aq,...,a,, de V, se cumple que :

rang (ay,...,ay)=rang (f(a1),..., f(am)).

Demostracién: i)= ii) Sea (aq,...,a,) un sistema libre de V, supongamos que
tif(ar)+...+tmf(an) =0, entonces f(t1a; +...+tmam) =0, luego t1as +. ..+ tpmam €
Ker f =0. Por tanto t; = ... =t,,, = 0, es decir (f(a1),..., f(am)) es libre.

ii) = iii) Es obvio.

iii = iv) rang (ay,...,a,) =dim K(ay,...,a,) = dim f(K(a1,...,any)) =

=dim K(f(a1),..., f(an)) =rang (f(a1),..., f(am)).
iv) = i) Si a # 0, entonces 1 =rang (a) = rang (f(a)), asi f(a) # 0 luego Ker f = 0.
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(7.12) Corolario: Dos K-espacios vectoriales V' y W son isomorfos si y sélo si tiene
la misma dimensidn.

Demostracién: Si existe f : V — W isomorfismo, entonces f(V) = W y Ker
f =0, asf que dim (V) =dim f(V) =dim W.

Reciprocamente, si dim (V') = dim W = n y sean (ay,...,ay), (b1,...,b,) son bases
de V y W respectivamente, existe una unica aplicaciéon lineal f : V — W cumpliendo

que f(a;) = b;,i € [1,n], y se verifica i) de (7.11). Por lo tanto f es isomorfismo.

Teoremas de isomorfia.
(7.13) Teorema: Sea f : V — W una aplicacién lineal. Entonces f : V/Ker f —

f(V) dada por [a] = a + Ker f +— f(a) es un isomorfismo de espacios vectoriales.

Demostracién: [a] = [)] <= a—b € Ker f <= f(a) = f(b). Asi f estd
bien definida y es inyectiva. Obviamente es suprayectiva, asi es una aplicacién biyectiva.
Ademds, f es lineal, pues:

f(la] + o)) = f(la+0]) = fa+b) = f(a) + f(b) = f([a]) + F(1b]); ¥
f(t[a]) = f([ta]) = f(ta) = tf(a) = t([a]).

Luego f es un isomorfismo de espacios vectoriales.

(7.14) Corolario: rang f = dim f(V) = dim V — dim Kerf.

(7.15) Teorema: Sean S y T subespacios de un mismo K-espacio vectorial V. En-
tonces los espacios cocientes S +71/S y T/S NT son isomorfos.
Demostracion: Como S C S+ T y ambos son subespacios de V', es S un subespacio

de S 4+ T y podemos considerar el espacio vectorial cociente S 4+ T'/S. Definamos
¢ : T — S+T/S mediante
b—b+ S

Notar que ¢ es una aplicacion lineal, pues es la restricciéon a T" de la proyeccién candnica
p:S+T — S+T/S. Ademés es suprayectiva, puessia € S,beT,a+b+S=b+S9,
pues (a+b)—b=a€S. Kerp={beTh+S=0+5=8}=5SNT.

Aplicando ahora (7.13) se obtiene que T7'/S NT es isomorfo a S+ T/S.
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El espacio vectorial de las aplicaciones lineales de un espacio en otro. El

algebra de los endomorfismos de un espacio vectorial.

Dados V' y W dos K-espacios vectoriales, denotamos por Homg (V, W) para el con-
junto de las aplicaciones lineales de V' en W.
(7.16) Teorema: Homp (V, W) dotado de las operaciones:

¢ : Homg (V,W)x Homg (V,W) — Hompg (V, W) mediante
(f,9) = f+yg
donde (f 4+ g)(a) = f(a) + g(a),YVa eV y

¥ Kx Homg (V, W) — Hompg (V, W) mediante
(t, f) —tf

donde (tf)(a) =tf(a), pasa a ser un K-espacio vectorial.

Demostracién: Observar en primer lugar que f + g es aplicacion lineal de V en W,
pues (f +g)(a+b) = fla+b)+g(a+b) = f(a)+f(b)+g(a) +9(b) = (f +9)(a)+ (f +9)(b)
y (f +9)(t.a) = f(t.a) + g(t.a) = tf(a) + tg(a) = t((f + g)(a)).

Andlogamente se comprueba que tf es lineal: (tf)(a +b) = t(f(a+ b)) = t(f(a) +
f) = tf(a) +tf(b) = (¢f)(a) + (L)) y (tf)(s.a) = tf(s.a) = t(sf(a)) = ts(f(a)) =
st(f(a) = s(tf)(a).

Notar que + es asociativa, conmutativa, existe un neutro hg : V — W dado por
ho(v) = Oy, Vo € V, el homomorfismo nulo. Ademds, dada f : V — W existe —f tal

que f + (—f) = ho, dada por (—f) := —f(a). El resto queda como ejercicio.

En particular, Homg (V, V) es un K-espacio vectorial que se designa por Endg (V).

Pero en Endg (V') hay otra operacién, la composicién de aplicaciones de forma que

(7.17) Teorema: Endg (V') es un anillo con unidad. Los elementos inversibles de este
anillo son los automorfismos de V.

Demostracion: La demostracion de la primera afirmacion es rutinaria.

Los elementos inversibles de Endg (V) son los f € Endg (V) tales que existe g €
Endg (V) verificando que fog = go f = 1y. Si la composicién de dos aplicaciones es
inyectiva, la que primero actiia es inyectiva y si la composicion es suprayectiva, la que
segundo actia es suprayectiva. Se sigue que los elementos inversibles de Endg (V') son

automorfismos de V. Reciprocamente, los automorfismos de V' son elementos inversibles
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de Endg (V), pues si f es un automorfimo de V, f es biyectiva, existe f~! la aplicacién

inversa que serad también lineal y se verifica fo f=1 = f=lo f = 1y.

(7.18) Definicién: Los automorfismo de un espacio vectorial forman un grupo que se

conoce como el grupo general lineal de V' y es denotado por GL(V').

(7.19) Definicién: Un élgebra asociativa sobre un cuerpo K es una estructura

(A, +,.,*) de modo que (A, +,.) es un K espacio vectorial, (A, +, %) es un anillo y
t.(a*xb) = (t.a)*b=axtbVte K, a,be A.

(7.20) Corolario: Endg (V) es una K-algebra asociativa.
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Leccion 8. Espacio vectorial dual de uno dado.
Seguimos considerando espacios vectoriales V' de tipo finito sobre un cuerpo K.
Consideremos a K como K-espacio vectorial.
(8.1) Definicién: Una aplicacién lineal de V' en K, se dice una forma lineal sobre
V' y al espacio vectorial Homg (V, K), se le llama espacio dual de V' y se escribe V*. Al

espacio vectorial (V*)* := V**  se le llama espacio bidual de V.

(8.2) Teorema: i) dim (V) =dim (V*); ii) La aplicacién ¢ : V — V** dada por
p(a) : V¥ — K donde ¢(a)(f) := f(a) es un isomorfismo de espacios vectoriales.

Demostracién: Sea (aj,...,a,) una base de V. Definamos f; € V* mediante
fila;) = 6;5,1 = 1,...,n. Veamos que (fi,...,fn) es una base de V*. Una forma lin-
eal f € V* queda determinada por f(ai) = ti1,...,f(an) = tn, t; € K. Considerar
la forma lineal ¢; f1 + ... + t,, fn, entonces (t1f1 + ... + tnfn)(a;) = t; = f(a;). Luego
f =tifi + ...+ tofn, por tanto, (fi,..., fn) es un sistema generador de V*. Ademds
(fi,--., fn) es libre, pues si existiera una combinacién lineal z1 f1 + ... + o, fn, = Oy+, se
tendria (z1f1 + ...+ Tnfn)(a;) = z; = Oy« (a;) = 0,Vi. Ast (f1,..., fn) es una base de V*
y por tanto dim (V) =dim (V*). A la base (f1,..., f,) de V* se le dice base dual de la
base (a;) de V.

ii) Definir:
e V. - vV
a +— ¢la) V*—- K

f= fla)
Notar que ¢(a) € V**, pues:

p(a)(f+9) = (f +9)(a) = f(a) + g(a) = p(a)(f) + ¢(a)(g)
pla)(tf) = (tf)(a) = tf(a) = te(a)(f).

Es facil comprobar que ¢ es lineal. Veamos que ¢ es inyectiva. Para ello analicemos
Ker (¢): si a € Ker ¢, entonces p(a) = Oy« asi que ¢(a)(f) = 0,Vf € V*, es decir,
f(a) = 0,Yf € V*. Si a no fuese 0, podriamos formar una base de V con a como primer
elemento . Considerando el primer elemento de su base dual, obtendriamos una forma lineal
f € V* tal que f(a) # 0, contradiccién. Luego Ker ¢ = 0 luego n = dim (V) = dim (V).
Por otra parte n = dim (V*) = dim (V**), luego (V) = V** y ¢ es un isomorfismo.
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Aplicacion lineal dual de una dada.

Sean V' y W K-espacios vectoriales con dim (V) =n y dim (W) = m.

Dada una aplicacién lineal h : V — W, queda definida h* : W* — V* mediante
h*(g) = g o h. Notar que h*(g1 + g2) = (91 +g2) ch =gioh+gaoh =h*(g1) +h*(g2) ¥
h*(tg) = (tg)oh = t(goh) = th*(g). Luego h* es una aplicacién lineal, y se dice aplicacién
dual de h.

(8.3) Lema : Sean (a;)? y (b;)T" bases respectivas de V'y W. Sean (f;)7 v (g;)1"
las correspondientes bases duales de V* y W*. Sea h una aplicacion lineal entre V' y W.
Entonces, la matriz coordenada de h* en las bases (g;)7" v (fi)T, es la traspuesta de la
matriz coordenada de h en las bases (a;)7 y (b;)7".

Demostracién: Sea A = (t;;) la matriz coordenada de h en las bases (a;) y (b;). Esto
significa que h(a;) = tjibi1+...+timbm, i = 1,...,n. Supongamos que h*(g;) = sj1f1+...+
sjifi + ...+ Sjnfn, evaluando h*(g;)(a;) segun esta expresién, tenemos h*(g,)(a;) = ;i
Por otra parte h*(g;)(a;) = (gj o h)(a;) = gj(h(a;)) = g;(ti1b1 + ... + timbm) = ti;. Luego
sji = tij. BEs decir, h*(g;) = ti;fi + ... + tnjfn, asi que la j-ésima fila de la matriz
coordenada de h* es la j-ésima columna de la matriz A. Por tanto, la matriz coordenada

de h* en las bases (g;) y (fi), es A".

(8.4) Lema: rang h = rang h*.
Demostracién: rang h* = dim(W*) — dim(Ker(h*)). Por otra parte,
Ker(h*) ={g € W*|goh =0y« } = {g € W*|g(h(v)) =0, Vv € V}.

Si (V) = {Ow}, entonces Ker(h*) = W* y en este caso rang h = rang h* = 0. Si
h(V) # {Ow}, sea (c1,...,c.) una base de h(V), que completamos hasta obtener una
base (¢1;...,¢r,Cry1,...,Cm) de W. Sea (g;)7" su dual en W*. Es claro que gr41,....9m
pertenecen a Ker(h*). Sea g € Ker(h*), entonces si g = t191 + ... +tmgm y 9(ci) = t; =
0, i=1,...,r. Sesigue que g = t,411Gr4+1 + - ..+ t;mgm. Luego dim(Ker(h*)) =m —r =
dim(W*) — dim(h(V)). Es decir, rang h = rang h*.

(8.5) Definicién: Sea A una matriz n x m sobre K. Se define el rango de filas de A

como rang (Aq,...,A,), donde A; representa la fila i-ésima de A considerada como vector
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de K™. Andlogamente se define el rango de columnas de A como rang (A!,..., A™)

donde A* es la columna i-ésima de A considerada como vector de K™.

(8.6) Teorema: Sean (a;)} y (b;)]" bases respectivas de los K-espacios vectoriales V'
y W. Sea f : V — W una aplicacién lineal de expresién coordenada Y! = X' A en esas
bases. Entonces: rango de filas de A = rang f

Demostracién: Por (7.10) (3), rang f = rang (f(a1),..., f(a,)). Sea g : W —
K™ el sistema coordenado de W asociado a la base (b;) de W. Recordar, (6.22) , que es
un isomorfimo de W en K™, que asocia a cada vector w € W su m-tupla coordenada, por
tanto g(f(a;)) = A;. En consecuencia, por (7.11) se tiene que rang (f(a1),..., f(a,)) =
rang (Ay,..., An).

(8.7) Nota: Como consecuencia de (8.6), si A y B son matrices coordenadas de una
misma [ : V — W, entonces rango de filas de A =rango de filas de B = rang f.

(8.8) Corolario: Para cualquier matriz A sobre un cuerpo K, se tiene que rango de
filas de A= rango de columnas de A. A dicho ntimero le llamaremos rango de A.

Demostracién: Sea A € Mat(n x m, K). Sean V y W K-espacios vectoriales de
dimensiones n y m respectivamente (considerar por ejemplo K™ y K™). Elegir bases (a;)
y (b;) de V' 'y W respectivamente. A define una aplicacién lineal, b : V' — W de expresién
coordenada Y* = X'A en esas bases. Por (8.6) rang h = rango de filas de A. Tomar (f;)
y (g;) bases de V* y W*, duales de las (a;) y (b;). Por (8.3) la matriz coordenada de
h* : W* — V* en esas bases es A!, cuyas filas son (A!,...  A™) las columnas de A. Por
(8.6) es rang h* = rang (Al,..., A™)= rango de columnas de A. Finalmente, por (8.4) es

rang h = rang h*. Luego rango de filas de A= rango de columnas de A.
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Leccién 9. Matrices
En la leccién 7 hemos probado que si V' y W son dos K-espacios vectoriales de
dimensiones n y m respectivamente, entonces los espacios vectoriales Homg (V, W) y

M(n x m; K) son biyectivos mediante la aplicacién
¢ Homg (V, W) — M(n x m, K)

dada por
f — A = Matriz coordenada de f en las bases (a;), (b;) := M(f, (a;), (b;)).

Es mas :

(9.1) Teorema. La aplicacién anterior es un isomorfismo de espacios vectoriales.

Demostracién: Sean f; € Homg (V, W), A1 = M(f1, (a;), (bj)) = (ti;), ello significa
que f(a;) = tiib1 + ... + timby, , fo € Homg (V, W) con Ay = M(f2, (ai), (b)) = (si5), ¥
t € K, entonces (f1 + fa)(a;) = (tix + si1)bi1 + -+« + (tim + Sim)bim y tf1(a;) = ttinby +
e+ ttimby Y2 =1,...,n , por tanto

M((f1 + f2), (@i), (b)) = (ti; + sij) = A1 + Az y M((Ef1), (as), (b5)) = (E.ti;) = tA;.

(9.2) Proposicién: Sean VW y Z espacios vectoriales de dimensiones n,m y t y
bases (a;), (bj) ¥ (ck) respectivamente. Sean f € Homg(V,W) y g € Homg (W, Z) con
A =M(f, (ai),(bj)) vy B=M(g,(b;),(ck)), entonces es AB = M(g o f, (a;), (ck))-

Demostraciéon: Si A = (t;;) € M(n x m,K) y B = (s;;) € M(m x t, K), entonces:

flai) =tiby + ... + timby, ¥y g(bj) = sjic1 + ... + sjice, luego

9(f(a;)) =ti1g(b1) + ...+ timg(bm) = tin(s11c1 + ...+ s1¢¢) + ..+ tim(Smicr + ...+
Smtct) = (ti1811 + - + timSm1)c1r + -« + (Li1S1e + -+« + timSme)ct, asi que la i-ésima fila
de la matriz coordenada de g o f en las bases (a;) y (ck) es

(ti1s11 4+ -« - F timSm1)s .-, (ti1S1t + - + timSmt)s

por tanto la entrada ij de M (go f, (a;), (cx)) es ti1s1j+...+timSm;j, que es la entrada
(i,7) de AB.

Nota: Si R es un anillo conmutativoy A € M(nxm,R)y B € M(m x t,R), entonces
(AB)! = B'A'. (En esta relacién es fundamental el que R sea conmutativo)

Operaciones elementales con matrices. Matrices elementales
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Recordar que si (ay,...,a,,) es un sistema de vectores en un espacio vectorial V', se
obtiene un sistema equivalente mediante cualquiera de las operaciones siguientes:

1) permutacién de dos vectores del sistema.

2) sustitucién de un vector a; por a; +taj, t € K.

3) sustituciéon de a; por sa; siendo 0 # s € K.

Dada una matriz A € M(n x m, K) se pueden considerar el sistema de vectores
(Ay,...,A,) de K™ de las filas de A y el sistema de vectores (A!,..., A™) de K™ de
las columnas de A.

(9.3) Definicién: Las operaciones 1,2 y 3 aplicadas a las filas de A 6 a las columnas
de A reciben el nombre de operaciones elementales realizadas en A.

Notar que las operaciones elementales no alteran el rango de una matriz.

La razon de definir aqui estas operaciones se debe a que la matriz obtenida realizando
en A una tal operacién, se obtiene también multiplicando A por una matriz cuadrada.
Notacién: Con E;; denotaremos a la matriz n x n con entrada ¢j igual a 1 y las restantes

entradas iguales a cero.

(9.4) Definicién: Se llama matriz elemental a una matriz cuadrada del tipo:
1

Pl'j =

= O e
O =
s
—~
~
~—

I
—
~

Qi(s) = 1 ,8#0

1
Escritas de otra forma: Pz'j = In — E’LZ — Ejj + Eij + Eji; sz(t) = In + tEij; QZ(S) =

In — E“ -+ SE”

(9.5) Teorema: Mat(n x n, K) es una K-algebra asociativa isomorfa a Endg(V),

siendo V un K-espacio vectorial de dimension n.
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(9.6) Definicién: Las matrices regulares 6 elementos inversibles del anillo Mat(n x
n, K) forman un grupo llamado grupo general lineal GL(n, K). Dicho grupo es isomorfo

con GL(V'), siendo V' un espacio vectorial de dimensién n sobre K.

(9.7) Proposicién: Sea (a;)} una base de un K-espacio vectorial V' y P € Mat(n x
n,K). Sea (bj) = P(a;) y f : V — V el endomorfismo de V' definido por f(a;) = b;,i =
1,...,n. Entonces son equivalentes:

i) f es automorfismo

ii) (b;) es base de V'

iii) P es regular.

Demostracién: i) = ii) Como f es un automorfismo, es en particular una aplicacién
inyectiva, luego (by,...,by) es libre por (7.11) ii), por tanto es base de V.

i1) = 1ii) Existe @ € Mat(n x n, K) tal que (a;) = Q(b;). Por tanto se tiene

(ai) = Q(b;) = QP(a;) = I, = QP
(bj) = P(a;) = PQ(b;) = I, = PQ.

ii1) = i) Si P es regular, existe @) € Mat(n x n, K) tal que PQ = I,, = QP. Sea g
el endomorfismo que tiene por matriz coordenada @ en la base (a;) y 9 la aplicacién que
hace corresponder a un endomorfismo su matriz coordenada en la base (a;). Entonces se
tiene:

V(f)d(g) = PQ = QP =¢(9).4(f) = In

Luego (g o f) = ¥(f o g) = (1) ¥ se sigue que go f = fog = 1y, asf [ es una
unidad de Endg (V), es decir, es un automorfismo de V.

(9.8) Corolario: Las matrices elementales son regulares.

Demostracion: Basta observar que el efecto que producen al multiplicar por ellas
los elementos de una base es: permutar dos vectores de la base; 6 sustituir un vector a; de

la base por a; + t.a;; 6 sustituir a; por s.a;,s # 0.

Ejercicio : Sea A € Mat(n x m, K). Probar:

1) El producto P;;A es la matriz resultante de intercambiar las filas i y j de A. El
producto AP;; es la matriz resultante de intercambiar las columnas i y j de A.

2) El producto P;;(t)A, es el resultado de sustituir la fila ¢ de A por la suma de la fila
iy t por la fila j de A. El producto AP;;(t), es el resultado de sustituir la columna j, por
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la suma de ¢ por la columna ¢ a la columna j.
3) El producto Q;(s)A ( el producto AQ;(s) ), es la matriz resultante de multiplicar

la fila (columna) ¢ por el producto de s por la i.
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Equivalencia de matrices.

Sean V' y W K-espacios vectoriales de dimensiones n y m respectivamente. Definire-
mos una relacién de equivalencia sobre el conjunto Mat(n x m, K). Probaremos que dos
matrices son equivalentes si y solo si son matrices coordenadas de un mismo homomor-
fismo de V' en W (naturalmente, en distintas bases). Probaremos que dos matrices son

equivalentes si y sélo si tiene el mismo rango.

(9.9) Teorema: Sea f : V — W una aplicacién lineal. Sea A € Mat(n x m, K) la
matriz coordenada de f en las bases (a;)} y (b;)7* de V' y W respectivamente. Entonces, el

conjunto de todas las matrices coordenadas de f es {PAQ|P € GL(n,K),Q € GL(m, K)}.

Demostracién: Sea B la matriz coordenada de f en las bases (a;) de V y (b;) de
W. Esto significa que: (1) (f(a;)) = B(b;).

Supongamos que el cambio de bases en V esta dado por (a;) = P(a;) y que el cambio
en W es (bj) = Q(b;), entonces,

(2) (f(a:)) = P(f(a:)) = PA(b;) = PAQ(b;),

por tanto, como (b;) es base de W, se tiene que B = PAQ.

Reciprocamente, si P € GL(n,K) y Q € GL(m, K), por (9.7) podemos asegurar que
(a;) = P(a;) y (bj) = Q~*(b;) son bases de V' 'y W respectivamente y asi PAQ es matriz
coordenada de f.

Nota Si f : V — V es un endomorfismo y A es la matriz coordenada de f en la
base (a;) de V, entonces {PAP~!|P € GL(n, K)} es el conjunto de todas las matrices
coordenadas de f, en las diferentes bases de V. En efecto, si (a;) es una nueva base de
V, serd (a;) = P(a;), con P regular, asi (f(a;)) = P(f(a;)) = PA(a;) = PAPY(a;), y

reciprocamente.

(9.10) Teorema: Sean A € Mat(nxm, K), P € GL(n,K)y Q € GL(m, K). Entonces
rang A = rang PAQ.

Demostracién: Sean V' un espacio vectorial con dimg (V) = n y base (a;) y W otro
con dimg (W) = my base (b;) ysea f : V — W la aplicacién lineal de ecuacién (f(a;)) =
A(bj). Por (9.9) Ay PAQR son matrices coordenadas de f. Por (8.6) es rang (4A) =
rang (f) = rang (PAQ).
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(9.11) Definicién: Dos matrices A, B € Mat(n x m, K) son equivalentes si existen
P e GL(n,K) y Q € GL(m, K) tales que B = PAQ.

Observacidén: Por el teorema (9.9) dos matrices son equivalentes si y sélo si son
matrices coordenadas de un mismo homomorfismo. Por el teorema (9.10) si dos matrices

n x m sobre K son equivalentes, entonces tienen el mismo rango.

(9.12) Teorema: Si A € Mat(n x m, K) tiene rango r > 0, entonces A es equivalente

I, 0
0 0)’

donde I, indica la matriz identidad r x r.

a la matriz n X m suma diagonal

Demostracién: Sea A = (a;;) # (0). Por cambio de filas y columnas, podemos
suponer que aj; # 0, incluso usando las matrices @;(s), podemos obtener una matriz
equivalente con la A cuya entrada (1,1) sea 1. A continuacién, usando matrices del tipo

P;;(t) se puede obtener una matriz equivalente con A de la forma:

1 0
0O * ... * 0
... B ...
0O * ... % 0

Si la submatriz B es nula habriamos llegado al resultado. Las operaciones elementales
hechas sobre B no alteran la primera fila ni la primera columna. Se llegaria con este
proceso a obtener un 1 en el lugar (2, 2), asi hasta obtener matrices Pi,..., Ps,Q1,... Q¢

elementales tales que

I, 0
Ps ..... Pl-A-Ql ..... Qt:(o O)

Como las matrices elementales son regulares, se obtiene la tesis. Notar que el rango

se mantiene a lo largo de todo el proceso.

Ahora podemos dar
(9.13) Corolario: Dos matrices A, B € Mat(n x m, K) son equivalentes si y sélo si

rang (A) = rang (B) = r (y ambas son equivalentes a (% 8) )

(9.14) Corolario: Sea A € Mat(n x n, K). Son equivalentes las afirmaciones :

i) A es regular;
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ii) rang (A) = n;

iii) A es producto de matrices elementales.

Demostracién: i) = ii) Como A = A.1,,.1,, si A es regular A es equivalente a I,, y
por tanto tiene rango n.

ii) = iii) Si rang (A) = n, por el teorema anterior existen matrices elementales

Py,...,P;,Qq,...Q; tales que Ps..... PAQ,.. ... Q¢ = I,,. Luego

Notar que las matrices inversas de matrices elementales son también elementales.

iii) = i) Como las matrices elementales son regulares se sigue que A es regular.

(9.14) Teorema: El rang (A) es igual al mdximo orden de las submatrices regulares
de A.

Demostracién: Supongamos r = rang (A) y s = max {¢{|3una submatriz regular ¢ x
t de A}.Sea B una submatriz s x s regular de A. Supongamos que i, ..., is son los indices
de las filas de B. Considerar la submatriz C' de A formada por las filas 4;,,..., A4;, de A.
Tiene s columnas independientes (las s columnas de B), asi las s filas de C' son linealmente
indepedientes. Luego r > s.

Reciprocamente, como r = rang (A), existen r filas de A linealmente independientes,
asi que la submatriz D de A formada por esas filas tiene rango r, luego D tiene r columnas
linealmente independientes. La submatriz » x r de A formada por esas filas y esas columnas

tiene rango r, luego s > r.

74



Leccion 10. Formas multilineales. Determinantes

(10.1) Definicién: Dados r + 1 espacios vectoriales Vi,..., V., W sobre un mismo
cuerpo K, se llama aplicacion r-lineal de V; x ... x V. en W a una aplicacién

f:Vix...xV,— W que para cada ¢ cumple:

a) f(v1,.- 30 + Uiy, vp) = fU1,00 0,050 00) + flUr, oo, Diy ooy 0p),

b) f(vr,...,tv;, ... vp) =tf(v1, ..., 0500 0p).

Nota: Ambas propiedades equivalen a

flor, ...ty + 804, ... 00) =tf(v1, .o 0o 0e) FSF(V1, 0 Uiy e e Up).

El concepto de aplicacién lineal es un caso particular para r = 1.

(10.2) Definicién: Se llama funcién (o forma) r-lineal sobre V' a una aplicacién
r-lineal de V" en K.

(10.3) Teorema: El conjunto M(V", K)de las formas r-lineales sobre V, es un K-

espacio vectorial con las operaciones:

(f+9)(v1,...,0.) = f(vr,...,00) + glvr, ..., v0); (Ef)(v1, ..oy 00) = Ef (01,00, 0).

Expresion coordenada de una forma r-lineal

Comenzaremos estudiando el caso r = 2 y dimg (V') = 3. Si (a1, az, a3) es una base de
V, v = 2101 +Ti0a2 +i3a3,1 = 1,2, entonces f(vy,v2) = f(r11a1 +T1202 + 71303, T21a1 +
Toaas + wa3a3) = f(x1101, %2101 + Tooas + Tazaz) + f(r12a2, T2101 + w2202 + T2303) +
f(x13a3, 2101 + Ta2az + xo3a3) = f(r1101,72101) + f(21101, T2202) + f(T1101, T2303) +
f(w12a2, w2101) + f(T1202, T2202) + f(Z1202, T2303) + f(T1303, T2101) + f(T1303, T2202) +
f(x13a3, ro3as) = Z x1;x2; f(a;,a;), donde (4, j) recorre todos los pares posibles, dando

(4,9)

a ¢ valores 1,2,3 y lo mismo a j.

Sidimg(V)=n,yv; =zpna1 4+ ... +ximap ysi f : V' — K, serd f(vy,...,v.) =

Z T1j; T2 - - - Irjrf<aj1,aj2, c.. ,ajr), donde (jl, . ,jr) € B, con £ = {1, . ,n}. Es
jl:“',jT‘
claro que f queda determinada por las imégenes f(a;,,aj,,...,a;, ), donde (ji,...,Jr)

recorren {1...,n}.

Para lo que sigue es conveniente recordar:
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1) Si a € 3., entonces a puede expresarse como un producto de trasposiciones.
2) Si a es un producto de m trasposiciones, entonces sig(a) = (—1)™.

3) Si t es una trasposicion, entonces sig (t.«) = — sig («)

Aplicaciéon trasformada por una permutacién.
Sea f : V" — K arbitraria y a € X, se llama aplicacion transformada de f por «
ag: V" — K dada por g(vi,...,v:) = f(Vaq1),---,Va@)) ¥ se escribe g = af.

Propiedades:
1. Si f es r-lineal, entonces a.f también es r-lineal:

Supongamos que v; = v+ U y que «(j) = i, entonces

af(vi,...,v+0,...,0:) = f(Va@1), -V F+T0yern Vo)) =
i J
= f(va(l),...,’U‘,...,Ua(r))—l— f(va(l),...,@?...,va(r)) =
J J
=af(vy,...,v,...,v.)+ af(vy, ..., 0,...,0.)
1 1

Andlogamente se demuestra la segunda propiedad.A

2. La aplicaciéon M(V", K) — M (V", K), dada por f — «f es una aplicacién lineal.

3. Sia, 3 €X,,setiene: a(Bf) = (aofB)f, pues

a(Bf)(vr,...,v) = Bf(Va@), -+ Va()s s Va@y) = (Bf)(wi,...,w;, ..., w,), donde
W1 = V(1) -+ > Wi = Ug(i), - - - » Wy = V(). Por tanto,

B (wr, ... wiy .. we) = f(wgay, -y W), PETO Wg(5) = Vaop(i), lUELO

a(Bf)(v1,..., ) = f(Vao(1)s -+ > VaoB(i)s - - - » Vaop(r)) = (o B) f(v1,...,vp).

(10.4) Definicién: La aplicacién f : V" — K se dice simétrica si Va € 3, es
af = f. Una aplicacién f : V7 — K es antisimétrica si Va € ¥, es af = e, f, donde
eq €s la signatura de a.

(10.5) Teorema: La aplicacién f es antisimétrica si y sélo si para cualquier trasposi-
ciont € ¥, estf = —f.

Demostracién: =) Inmediata.

<) Sea a € X, recordar que « = t; 0...01t, y sig « = (—1)™. Ahora bien,

af =(t1o...0ty)f=(t10...0tym_1)(—f) y asi hasta af = (—=1)"f =e,f.
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(10.6) Definicién: La aplicacién f : V' — K se dice alternada si siempre que

v; = v; con i # j, se tiene que f(v1,...,v,...,0;,...,0,) =0.

(10.7) Teorema: Sea K un cuerpo con con car K # 2. Una forma r-lineal f : V" —

K, es antisimétrica si y sélo si es alternada.

Demostracién: =) Se tiene f(vi,...,vj,...,0;,...,0;) =
(6, 9)f(v1,.. 500,005,000 0p) = —f(vr, .00, 04,000, 05, ..., 0p), luego si v; = v; con
i # j, entonces 2f(vy,...,0i,...,05,...,0,) =0, luego f(v1,...,v,...,05,...,0,) =0,

<) Supongamos que f es alternada. Situando en los lugares 4, j la misma suma v + o,
serfa f(vy,...,v 4+ 0,...,v +0,...,v.) = 0. Pero, f(vi,...,0+0,...,04+0,...,0,) =
flor,.coyv, oo v, 00) + f(U1,00 0,000, 0y U )+

+f(v1, e, Uy 0y 0p) F (1,0, Ty o) = 0, luego

flor,.oyv,0 00,00 000) + f(ur, .o, 0,000 0,0 0p) = 0, es decir
flog, .o v, 0, 0p) = —f(U1, 00y 0y Uy )
Nota: Sila familia (vq,...,v,.) es ligaday f es una forma r-lineal alternada, entonces:
f(v1,...,v.) =0.

Funcion determinante.

(10.8) Definicién: Dado un espacio vectorial V' con dimg (V) = n se llama funcién

determinante sobre V' a una forma n-lineal y alternada sobre V.

(10.9) Teorema: La expresion coordenada de una funcién determinante D, respecto

de la base (a1,...,a,) de V es : (siendo v; = injaj)
j=1

Demostracion: Veamos en primer lugar el caso n = 3. Sabemos que

D(v1,v2,03) = Y 15,725,735, D(ay,, aj,, aj,),
J1,J2,73

donde ji1, j2,73 van recorriendo de 1 a 3. Pero como D es alternada, cada vez que co-

incidan dos de los indices ji, jo, j3 serd D(a;,,a;,,aj,) = 0. Suprimiendo las ternas con
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un elemento repetido, sélo nos quedaran las ternas 123,132,213, 231, 312, 321, es decir, las

permutaciones de {1,2,3}. Por tanto se tiene:

D(vi,v9,v3) = Z T10(1)T20(2) T30(3) D(Ca(1) Ca(2) Qa(3)) =
OCEZS

= D(a1,az,a3) Z T1a(1)T20(2)T30(3)Ca-
aEXs
En el caso general,

D(Ul,..., Z Iljl.....’L‘njnD(Cle,...,CLjn),

~dn

donde ji,...,J, van recorriendo de 1 a n. Pero como D es alternada, cada vez que
coincidan dos de los indices ji, ..., j, serd D(aj,,...,a;,) = 0. Suprimiendo las n-tuplas
con un elemento repetido, s6lo nos quedaran las permutaciones de {1,...,n}. Por tanto

se tiene:

D(’Ul, N ,Un) = Z xla(l) ce ana(n)D(aa(l), NN ,aa(n)) =

aEX,

a17 ceey @ E Lia(1) « - Tna(n)Ca
acX,

(10.10) Corolario: Si para una base (a;) de V es D(ay,...a,) = 0, entonces para
cualquier eleccién de (v1,...,v,) es D(v1,...,v,) = 0. Es decir D es la funcién determi-

nante nula si y sélo si para una base (a;) de V' es D(aq,...a,) =0.

(10.11) Corolario: Si D y D son dos funciones determinantes, no nulas, sobre V, en-
tonces son proporcionales, ya que si (a;)} es una base previamente fijada de V, ¥(v1, ..., v,),

se tiene,
D(vi,...,v,)/D(ay,...,a,) = D(vy,...,v,)/D(ai,...,ay).

(10.12) Teorema: Dada una base (a;) de V, la aplicacién D : V" — K dada por
D(vy,...,v,) = CZ €aTia(l) - - - Tna(n), donde v; = Tij1a1 + ... + Tina, y ¢ un escalar fijo,
es una funcion determinante.

Demostracion: Para probar que D es n-lineal basta observar que en cada sumando

de la expresion E €aTla(l) - - - Tna(n), aparece una coordenada y sélo una de v;.

[e%
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Veamos que D es alternada. Sea o una trasposicién. Entonces oD(vy,...,v,) =
D(vo(1), -+, Von)) = CZ €aTo(1),a(1) - - - To(n),a(n)- Reordenemos:
el primero ;) gparece cuando o(i) = 1, luego i = o~ }(1) = o(1) y Tia@) =
T1,a00(1)> €l sS€gUNdO T3 o(j) = T2,000(2), - - - ¥ asi queda,
oD(vy,...,v,) = CZ €aT1,000(1) - -  » Tn,a00(n)-
Pero e, = —€n0s ¥ cuando « recorreaEn también « o o recorre ¥, , asi:

0D<Ulv s ,’Un) = CZ(_eaOo‘)xl,aoa(l) -+ s Ty aoo(n) =

[e%)os
= —c Z €ST15(1) -+ » Tno(n) = —D(V1,...,0p).
d=aoo
Notar que D(aq,...,a,) = c.
(10.13) Corolario: ( existencia y unicidad) Dada una base (a;) de V' y un escalar
¢ € K existe una y sélo una funcién determinante D tal que D(ay,...,a,) = c.
Demostracion: Por el teorema anterior, es claro existe una. Que sélo existe una, se

sigue de que la expresion coordenada en la base (a;) estd univocamente determinada por

D(ay,...,an).

(10.14) Corolario: Una familia (vi,...,v,) de vectores de V es ligada si y sélo si
D(vy,...,v,) =0, para alguna funcién determinante D # 0.

Demostracién: =) Basta tener en cuenta la nota siguiente a (10.7).

<) Si la familia (v;) no es ligada, entonces es base de V' 'y como D(vy,...,v,) =0, D

seria nula. Contradiccién.
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Leccion 11. Determinante de una matriz cuadrada. Propiedades

Sea K un cuerpo. Aplicaremos los resultados de la lecciéon anterior y en espe-
cial el teorema (10.12) para definir una funcién n-lineal alternada sobre K™, D tal que
D(ey,...,e,) =1, donde (e;) es la base candnica de K™.

(11.1) Definicién: Dada una matriz A = (¢;;) € Mat(n x n, K), se llama determi-
nante de Ay se escribe det A, D(A) 6 |A| al escalar Z Catia(l) - tha(n)-

aEX,
(11.2) Teorema: det(A) = det(A?).
Demostracién: Cémo el elemento (i, j) de la matriz A" es el elemento ¢;; de la matriz

A, se tiene:

det(At) = Z eata()1-ta2)2 - ta(n)n = Z eat1ia-1(1)-12a-1(2) - - - -Tna-1(n)-
a€X, aEX,
Ahora bien, como sig (a) =sig (a™1), se tiene:

det(AY) = Z €a-1t1a-1(1)t2a-1(2) - - - tna—1(n) ¥ PUesto que si a recorre ¥, también
aEX,

lo recorre a1, queda: det(A?) = Z eolio(1) - - tno(n) = det(A).
OEY

Nota: Observar que det(A) = det(A?) = Z eata(1)1-ta(2)2 - - ta(n)n-
acEX,

Las propiedades principales de los determinantes, se siguen del hecho siguiente:

(11.3) Teorema: La aplicacién D : (K™)" — K dada por D(Ay,...,A,) = det(A4),

donde A es la matriz cuyas filas son Aq,..., A,, es una funciéon determinante, no nula,
sobre K.
Demostracién: Considerar la base canénica o natural de K™, eq,...,e,. Sabemos

que los elementos de una n-tupla A; son sus propias coordenadas en dicha base. Asi
la funcién determinante D sobre K™ tal que D(ey,...,e,) = 1 es precisamente la del

enunciado.

Propiedades de los determinantes de matrices.

Sea A € Mat(n x n, K):
12) Si las filas de A son (A1,...,A4; + A;, ..., A,), entonces:
det(A) == D(Al,...,Ai,...,An) -l-D(Al,,Al,,An)
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Andlogamente con columnas.

22) Sj una fila (o columna) de A se multiplica por un escalar ¢, el determinante de la
nueva matriz es t.det(A).

32) Si dos filas ( o dos columnas) se permutan entre si, el determinante de la nueva
matriz es —|A|.

42) Si dos filas (o columnas) de A son proporcionales, entonces det(4) = 0. En
general, la familia de las filas ( o la de las columnas) es ligada si y sélo si |A| = 0.

52) Si una fila (o columna) de A se sustituye por la que resulta de sumarle una
combinacion lineal de las demas, entonces el determinante de la nueva matriz es tambien
|Al.

Demostracién: Las propiedades 12) y 22) se siguen de que la funcién determinante
es n-lineal. La 32) se sigue de que D es alternada. La 42) es consecuencia de (10.14) . La

52) es consecuencia de las propiedades 12),22 y 42),

Como consecuencia de la propiedad 42), se sigue:

Nota: Una matriz A es regular si y sélo si det(A) # 0.

(11.4) Teorema: Sean A, B € Mat(n x n, K). Entonces det AB = det(A)det(B).
Demostracién: Sean A = (a;;) y Bi,..., B, las filas de B. Sabemos que la entrada
ij der la matriz AB es a;1b1; + ... 4+ ainby;. Luego la fila i de AB es :
(a;1b11 + ... + @inbn1, ai1bia + ...+ ainbna, - -, @101 + o oo+ Qinbpn),
que puede ser reescrita como:
ai1(b11 bia... bin) +as2(bor bao... bap) 4+ ...+ @in(bn1 bpa... bpp) =
=a;1B1+appBs+ ...+ a;,B,.

Asi, las filas de la matriz producto AB son

(> a1, By > anj, B,

19
Ji1=1 Jn=1
Luego det(AB) = D(Z allejl, ey Z anjnBjn) =
Jji=1 Jn=1
== Z a15,02j5, - - - anjnD(le, ce 7Bjn) = D(Bl, N ’B”)Z eaala(l) e ana(n) =
jl,'-'aj'n o

= det(B)det(A) = det(A)det(B), pues K es conmutativo.
Desarrollo por los elementos de una linea.
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Sea A = (t;;) y (1) |A| =) eatiaq) - tna(n)-

Fijemos un i. Cada sumando contiene una y sélo una entrada, la t;(;) en la fila
i. Agrupamos los términos de esta suma que contengan t;;, expresamos la suma de es-
tos sumandos sacando ¢;; cémo factor comun como t;;A;1. Hacemos lo mismo con los
sumandos que contienen t;s,...,t;,. De esta forma, tenemos

|A] = tinAin + tinAio + ...+ tinAin.

(11.5) Definicién: El escalar A;; que aparece en la expresién anterior es el adjunto
6 cofactor de ¢;; en el determinante de A. La expresién anterior se dice desarrollo de
|A| por los elementos de la fila i-ésima. Andlogamente se obtiene el desarrollo por

los elementos de una columna.

(11.6) Definicién: Dado un elemento ¢;; de A, se llama menor complementario
de t;; al determinante de la submatriz de A que resulta de suprimir de ella la fila i y la
columna j. Se escribe D;;.

(11.7) Teorema: A;; = (1) D;;.

Demostracién: Si i = j = 1, entonces los términos de (1) en que entra t;; son

aquellos para los cuales a(1) = 1. Asi Ay = Z at2a(2) - - - tna(n)- Ahora bien,
€S, a(l)=1
una permutacién « € ¥, tal que a(l) = 1 da origen a una permutacién g € ¥,_1,

mediante 3(2) = a(2),...,8(n) = a(n), es decir 8 = a|(2,... n}, ademds eg = e, ya que la

descomposicién de o como producto de trasposiciones es la misma que la de 3. Por otra

parte, toda permutacién de {2, ...,n} puede describirse como una permutacién {1,...,n}
que fija el 1. Asi A1 = Z egtap(2) - - - tngn)- Luedo A1 = Di;.
ﬁezn—l

Caso general: Dado t;;, escribamos

tij ti1 ... j coo tin

tlj tin .- .. ... tin
A =| -

P

tni tnl e ee oer ton

donde £, /4 indica que faltan la fila i y la columna j (las cuales estdn en primer lugar).

Un modo de obtener A* es aplicar i — 1 trasposiciones de filas a la matriz A (la i-ésima
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con cada una que la precede), seguida de j — 1 trasposiciones de columnas (la j-ésima con
cada precedente), asi |A*|=(-1)""7|A| . Ahora bien, desarrollando |A| y |A*|, el coeficiente

de ¢;; en el primer miembro es D;; y en el segundo es (—1)t+ Ajj.

(11.8) Teorema: La suma de los productos de los elementos de una linea por los
adjuntos de una paralela es igual a cero.

Demostracion: Consideremos las filas ¢ y k con i # k. Sea A* la matriz que se
obtiene sustituyendo la fila k por la i. Cémo A* tiene dos filas iguales, es |A*| = 0. Pero
desarrollando |A*| por los elementos de la fila k-ésima, se tendra: |A*| = t;1 Ak1 + tioAka +
coit tinAgn = 0.

(11.9) Corolario: t;1 Aj1+tioAjo+. .. +tinAjn = 0i;]|A|. Andlogamente por columnas:
t1i A +toiAg; + ...+ i Anj = 0i5] A

Nota: Llamando matriz adjunta de A a la matriz que tiene por entrada (7, j) al
adjunto de t;;, entrada (i, ) de A, el corolario anterior puede enunciarse escribiendo

(11.9 bis) Corolario: A(adj(A))" = (det(A))I.

Por tanto, si det(A) # 0, se obtiene que la inversa de A es A~1 = (1/det(A))(adj(A))t.

Nota: Podemos definir el determinante de una matriz A € Mat(n x n,R), donde R
es un anillo conmutativo y con identidad, como se hizo en (11.1). En tal caso conservan
su validez (11.2) y las propiedades generales. Para matrices sobre R no es cierto que una
matriz sea regular si su determinante es distinto de cero. Se mantendran validos:

(11.4), el desarrrollo de un determiante por los elementos de una linea, (11.5), (11.6),

(11.7), (11.8),(11.9), asi como la relacién A(adj(A))* = (det(A))I.

La expresién para la inversa serd valida en el caso en que det(A) sea una unidad de
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Leccion 12. Sistemas de ecuaciones
Deseamos encontrar las soluciones a un sistema de ecuaciones lineales con coeficientes

en un cuerpo K. Dado el sistema:

t1ir1 + ... F timTm = b1
t211’1 + ...+ tQmZZJm = bQ
(1)

se puede considerar la aplicacién lineal f : K™ — K" dada por
(1131, e 7.I‘m) — (tuxl + ...+ tlmxm, e ,tnlxl + ...+ tanBm)

y asf encontrar las soluciones al sistema equivale a encontrar f=1(by,...,b,).

Si (b1,ba,...,b,) = (0,0,...,0), entonces el conjunto de soluciones es Ker(f). Si
(b1,b2,...,b,) & Im(f), entonces no hay solucién al sistema. Cuando (b1,be,...,b,) €
Im(f), existe solucién y si (a1, as, ..., a,) es una de ellas , entonces el conjunto de todas las
soluciones al sistema estd formado por la clase (a1, az, ..., an,)+Ker(f) (por la observacién
que sigue a (7.8)).

El sistema anterior se puede expresar matricialmente como AX = B donde

b
tll e tlm '1 1
A= tor ... tom . B— Y
tnl ... tom b'n -

A es la matriz de coeficientes y (A|B) es la matriz ampliada.

Observar que la matriz coordenada de la aplicaciéon f en las bases canonicas de K™
y de K™ es A'.

(12.1) Teorema: (Rouché-Frobenius) Si AX = B es un sistema de n ecuaciones con

m incégnitas, existe alguna solucién si y sélo si rang (A) = rang (A|B).

Demostracién: El que exista una solucién (ay, ..., a,,) equivale a que
11 t12 tim by
o1 tos tom
ai + as + ...+ Ay = ,
tnl tn2 tnm bn
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es decir, existe solucion si y sélo si
BeK(A',...,A™) «— K(A',...,A™)=K(A',...,A™ B) <—

<= rang (A) =rang (A|B).

Notas: i) Observar que Ker(f) es un subespacio de K™ de dimensién m — rang (A).
ii) Un sistema homégeneo con AX = (0) con n ecuaciones y n incégnitas tiene solucion

no trivial si y sélo si det(A) = 0.

Regla de Cramer

(12.2) Teorema: Un sistema de Cramer es un sistema AX = B de n ecuaciones

y n incégnitas, con det(A) # 0.

tiizr + ... + tipnxn =0by
tglxl + ... + thlL‘n = bg
thizi + ... + tonxn =Dby,

Este sistema posee una solucién tnica dada por:

i)

t11 oo br Lty

to1 v bo Lo to,
x; = 1/|A]

tn1 R

donde se toma el determinante de la matriz que resulta de sustituir la columna i-ésima de
A por la columna B.

Demostracién: Multiplicar la j-ésima ecuacion por Aj;:

Aptiizr + ..+ Aytinz, = Apb
Agitorxy  + ... +  Agitopxy, = Agibo
Anitnlxl + ...+ Anitnnxn = Anzbn

recordando que t1;A1; + t2;A2; + ... + tn;An; = 0i;|A|, obtendremos al sumar dichas

ecuaciones:
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t11 A bl . tin
to1 e bg e, ton
tni cer by o tam

Nota: A la hora de calcular las raices de un sistema de ecuaciones lineales, se pueden
intercambiar dos ecuaciones 6 puede sustituirse una ecuacién por ella mas t por otra, con
t € K, 6 puede sustituirse una ecuacién por ella multiplicada por t € K, t # 0.

Por tanto se le pueden aplicar a la matriz ampliada operaciones elementales sobre las

filas hasta obtener una matriz triangular.
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Leccion 13. Valores y vectores propios de un endomorfismo.

Sea h un endomorfismo de un K espacio vectorial de dimension n. Sit € K, entonces
(h—t.1ly) : V — V dado por (h—t.1y)(v) = h(v) — t.v es un nuevo endomorfismo de V.
Si la matriz coordenada de h en una cierta base es A, entonces la matriz coordenada de
(h —t.1y) es A —t.I,. Recordar que B es otra matriz coordenada de h si y sélo si existe
P € GL(n, K) tal que B = PAP~!. Por tanto det(B) = det(P)det(A)det(P~!) = det(A).
Asi tiene sentido definir el determinante de un endomorfismo / como el determinante

de cualquiera de sus matrices coordenadas.

(13.1) Definicién: a) Un elemento ¢t € K es un valor propio de hsirang (h—t.1y) <
n. Un elemento ¢ € K es un valor propio de A € Mat(n x n, K) si rang (A —t.1,) < n.
b) Un vector v # 0 (respectivamente una n-tupla no nula (z1,...,x,) de elementos de K)
es un vector propio para h (respectivamente para A € Mat(n x n, K) si existe un t € K

tal que h(v) = t.v (respectivamente, X*A = tX?).

Nota: Un elemento t € K es valor propio de h si y solo si es valor propio de alguna
de sus matrices coordenadas. En efecto, si A es la matriz coordenada de un endomorfismo
h en una base (a;) de V, entonces la matriz coordenada de (h —t.1y) es (A —t.1,,) y por
(8.6) rang (h —t.1y) = rang (A —t.1,,).

(13.2) Proposicién: Son equivalentes:

1) t es un valor propio de h.

2) Ker(h —t.1y) # 0.

3) Existe v € V, v # 0 tal que h(v) = t.v.

Demostracién: 1)=- 2) Como h —t.1y € Endg (V), rang (h —t.1y) + dim(Ker(h —
t.1y)) = dim(V), luego si rang (h —t.1y) < n, entonces dim(Ker(h —t.1y)) > 0y Ker(h —
t.1y) #0.

2) = 3) Si Ker(h — t.1y) # 0, existe 0 # v € Ker(h — t.1y), luego h(v) = t.v.

3)=1) Cémo 0 # vy h(v) = t.v, se tiene que Ker(h—t.1y) # 0, luego rang (h—t.1y) <

Nota: Cuando se cumpla h(v) = t.v. para un v # 0 en V, diremos que v es vector

propio asociado al valor propio t 6 que el valor propio t es asociado al vector propio
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(13.3) Proposicién: Son equivalentes:

1) t es un valor propio de la matriz A.

2) det(A — t.I,,) = 0 6 equivalentemente det((A* —¢.1,,)) =0

3) Existe una n-tupla no nula (z1,...,,) de elementos de K, tal que X*A = tX".

Demostracién: 1) = 2) Trivialmente, si rang (A —t.1,) < n , entonces A — tI,, no
es regular, luego det(A — tl,,) = 0.

2) = 3) Sidet(A—tl,) = 0, entonces det((A—tI,)") = 0 = det(A* —t.1,,). Por la nota
ii) al teorema de Rouché-Frobenius, existe una n-tupla X no nula tal que (A —¢.I,,)X =
(0), luego A*X = tX y por tanto trasponiendo se tiene X*A = tX*.

3) = 1) Por la nota ii) al teorema de Rouché-Frobenius, se tiene que det((A—t.1,,)") =

0, luego det(A — t.1,,) = 0 6 equivalentemente, rang (A —t.1,,) < n.

(13.4) Definicién: Llamaremos polinomio caracteristico de A € Mat(n x n, K) al

polinomio det(x.I, — A).

Observaciones: 1) El polinomio caracteristico de una matriz A € Mat(n x n, K), es
el determinante de una matriz cuyas entradas estédn en el anillo de polinomios K|z].

2) Es un polinomio de grado n, ya que sélo un sumando, en la expresién del deter-
minante, tiene grado n, precisamente el sumando que aparece cuando tomamos todos los
términos de la diagonal principal. Notar ademaés que es un polinomio ménico.

3) Si B= PAP~! con P € GL(n, K) , entonces det(z] — B) = det(x] — PAP™!) =
det(P.xl.P™' — PAP™1) = det(P(xl — A)P™!) = det(zI — A). Por tanto, dos matrices

semejantes tiene el mismo polinomio caracteristico.

Como consecuencia de la observaciéon 3) podemos dar la siguiente
(13.5) Definicién: Si h € Endg(V), llamamos polinomio caracteristico de h al

polinomio caracteristico de una de sus matrices coordenadas.

(13.6) Teorema: Sea h un endomorfismo de V', un K espacio vectorial de dimensién

n. Los valores propios de h son exactamente las raices en K del polinomio caracteristico
de h.

Demostracién: Sea A una matriz coordenada de h en alguna base (a;) de V.
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t es valor propio de h <= rang (h —t.1y) =rang (A —t.I,) =rang (t.I, — A) <n
<= det(t.I,—A) =0 <= t esraiz del polinomio caracteristico de A, que es el polinomio
caracteristico de h.

(;Se utiliza algin resultado significativo para obtener la tltima equivalencia?)

(13.7) Definicién: Si h : V — V es un endomorfismo y ¢ es un valor propio para
h, llamaremos subespacio fundamental y lo denotaremos S(¢,h) = {v € V|h(v) = tv}.

Evidentemente es un subespacio vectorial de V' ya que S(t,h) = Ker(h —t.1y).

(13.8) Teorema: Sean vy, ..., v, son vectores propios de h, asociados a valores propios
ti,...,t,, donde t; # t; si i # j. Entonces vy,...,v, son linealmente independientes.

Demostracién: Por induccién sobre r. El resultado es obvio si r = 1 ya que un vector
propio es distinto de cero. Supongamos que r > 1 y que el resultado es valido para r — 1
vectores. Si sjv1+82v2+...+8,v, = 0, entonces 0 = (h—t1.1y)(s1v1 + 8202 +. . .+ 8,0,) =
s1(h—t1.1y)(v1)+s2(h—t1.1y ) (v2)+. . .48, (h—t1.1v ) (v,) = sa(ta—t1)va+. . .+8-(tr—t1) v,
Por la hipétesis inductiva s;(t; —t1) = 0,4 = 2,...,7 y como (t; — t1) # 0, se sigue que
s; =0,i=2,...,r y por tanto también s; = 0.

(13.9) Corolario: Los subespacios fundamentales de un endomorfismo son indepen-
dientes.

(13.10) Definicién: Un endomorfismo h de V se dice diagonalizable si tiene una
matriz coordenada diagonal.

Una matriz A € Mat(n x n, K) se dice diagonalizable si es matriz coordenada de un
endomorfismo diagonalizable, esto es si A es semejante a una matriz D diagonal.

Notas: 1) Es claro que h es diagonalizable si y sélo si V' tiene una base de vectores
propios para h. Equivalentemente, h es diagonalizable si y sélo si existen d; € K yr > 1
tales que V = S(dy,h) @ ... ® S(d,, h).

2) Si h es diagonalizable y D es una matriz coordenada diagonal de h, entonces pol.
r — dl Ce 0

car. (h) = |zl — D| = =(x—dy)..... (x —dy)
0 ... T —d,
(13.11) Definicién: Si ¢ es un valor propio para el endomorfismo h de V', llamaremos

multiplicidad algebraica de t en h a la multiplicidad de ¢ como raiz del polinomio

caracteristico de h, es decir al mayor entero positivo m tal que (x —t)™|det(xI — A), siendo
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A una matriz coordenada de h. La denotaremos m.a(t). Llamaremos multiplicidad

geométrica de t a dim(S(¢, h)).

(13.12) Teorema: Sea A € Mat(nxn, K). Supongamos que |z — A| se factoriza como
producto de factores de grado 1 en KJz]. Sea h : V — V un endomorfismo que tiene a
A por matriz coordenada. Sean tq,...,t, los distintos valores propios de h. Entonces:

i) h es diagonalizable <= V = S(t1,h) & ... ® S(t,, h).

ii) h es diagonalizable <= m.a(t;) = m.g(t;), Vi=1,...,r.

iii) Si todos los factores de grado 1 de |zI — A| son distintos, entonces A es diagonal-
izable.

Demostracién: De la nota se sigue 1i).

ii) Si h es diagonalizable y m.a(t;) = m, entonces t; aparece m veces en la diagonal
de D, una matriz coordenada diagonal de h, asi dimg (S(t;, h)) =dimg (Ker(h — t;1y)) =
n—rang (D —t;I) =n— (n—m) =m.

Reciprocamente, como la suma de las multiplicidades algebraicas de los diferentes
T

”
valores propios es n, se tiene: Zm.g.(ti) = Zm.a.(ti) = n, luego por i) y (13.9), h es
i=1 i=1
diagonalizable.

iii) En este caso habra t, ..., t, valores propios distintos entre si, luego necesariamente

es dim(S(t;, h)) = 1,Vi y asi m.g.(t;) = m.a.(t;),Yi =1,...,r y se aplica ii).
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