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1. Sistema lineal de EDO con coeficientes constantes

dx(t)
dt

= Ax(t)+f(t), A ∈ RN×N , f(t),x(t) ∈ RN (1)

Supondremos que A es diagonalizable, con valores propios {λk}N
k=1 y vectores pro-

pios {yk}N
k=1 : Ayk = λkyk, k = 1...N.

Tres métodos de resolución. Cada uno tiene un interés especial según las carac-
teŕısticas del problema que debamos resolver.

1.1.
dx

dt
= Ax : Valores propios no degenerados

Interesa cuando: No se dan conds. iniciales, i.e., x(t) en función de N ctes.
arbitrarias {ck}N

k=1.

x(t)=
N∑

i=1

ci exp(λit)yi (2)

1.2.
dx

dt
= Ax : x(t) en función de conds. iniciales x(t0) = x0

¿Cómo evoluciona el vector de conds. iniciales x0?

x(t) = x0 +
∫ t

t0

Ax(s)ds

Sol. × iteraciones (Picard): x(n)(t)

x(0)(t) = x0

x(1)(t) = x0 +
∫ t

t0
Ax(0)ds = [I + A(t− t0)]x0

x(2)(t) = x0 +
∫ t

t0
Ax(1)ds = x0 +

∫ t

t0
A [I + A(s− t0)]x0

=
[
I + A(t− t0) +

1
2
A2(t− t0)2

]
x0

...

Solución:
x(t) = exp [A(t− t0)]x0

1
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1.3.
dx

dt
= Ax + f(t)

x(t) en función de conds. iniciales. Sin pérdida de generalidad: t0 = 0. Sol.:
”complementaria+particular”

x(t) = xc(t) + xp(t)

dxc

dt
= Axc

dxp

dt
= Axp+f(t)

x(t) = exp [At]
{
x0 +

∫ t

0
exp [−As] f(s)ds

}

(3)

2. Ejemplo:

{
ẏ = z + 2
ż = y + 2

Siendo y(0) = 1, z(0) = 1, determinar la solución en t = ln 2. Notación: x(t) =(
y(t)
z(t)

)
, x0 =

(
1
1

)
. Solución:

x(t) = exp
(

0 t
t 0

) {(
1
1

)
+

∫ t

0

ds exp
[
−

(
0 1
1 0

)
s

](
2
2

)}
(4)

Utilizamos la serie de Taylor para la func. exponencial exp At = I+At+A2t2/2!+. . .
Encontramos además A2 = I. Ergo: exp At = I cosh t + A sinh t en este caso.
∫ t

0

ds exp
[
−

(
0 1
1 0

)
s

]
=

∫ t

0

ds

(
cosh s − sinh s
− sinh s cosh s

)
=

(
sinh t 1− cosh t

1− cosh t sinh t

)

Por tanto, (6)

x(t) =
(

cosh t − sinh t
− sinh t cosh t

){(
1
1

)
+

(
sinh t 1− cosh t

1− cosh t sinh t

)(
2
2

)}

= [3 exp(t)− 2]
(

1
1

)
≡

(
y(t)
z(t)

)

Solución: y(ln 2) = z(ln 2) = 4.

¥

3. Exponencial de una matriz

La resolución de (1) puede requerir el cálculo de exp(At). Notación: exp(At) ≡
exp B. Autovalores: Byk = βkyk, k = 1...N. Ec. caracteŕıstica: |B − βI| = a0 +
a1β + ... + aNβN ≡ P (β) = 0 =⇒ N ráıces

Th. Cayley-Hamilton: P (B) = 0

Consecuencia: P (B) = 0 =⇒ BN =
N−1∑
k=0

bkBk

Ergo: exp B =
∞∑

k=0

1
k!

Bk =
C−H

d0 + d1B + ... + dN−1B
N−1 ; ¿{dn}N−1

n=0 ?
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En general: f(B) =
N−1∑
k=0

fkBk ; ¿{fn}N−1
n=0 ?

Tenemos el resultado abstracto siguiente: {Bn}N−1
n=0 constituye una base de

matrices en la cual expresar f(B) y corresponde hallar los coefs. {dn}N−1
n=0 .

4. Ejemplo: exp

(
a b
b a

)

Encontramos:

exp
(

a b
b a

)
=

1
2

(
exp(a + b) + exp(a− b) exp(a + b)− exp(a− b)
exp(a + b)− exp(a− b) exp(a + b) + exp(a− b)

)

= exp(a)
(

cosh b sinh b
sinh b cosh b

)

(5)

¥

5. Ejemplo:

{
ẏ = z + exp(−t)
ż = y

Siendo y(0) = 1, z(0) = 1, determinar la solución en t. Notación: x(t) =(
y(t)
z(t)

)
, x0 =

(
1
1

)
. Solución:

x(t) = exp
(

0 t
t 0

){(
1
1

)
+

∫ t

0

ds exp
[
−

(
0 1
1 0

)
s

] (
exp(−t)

0

)}
(6)

Utilizando (5) con a = 0, b = −s encontramos

∫ t

0

ds exp
[
−

(
0 1
1 0

)
s

](
e−t

0

)
=

∫ t

0

ds

(
cosh s
− sinh s

)
e−s =

1
4

(
1 + 2t− e−2t

1− 2t− e−2t

)

Por tanto, (6)

x(t) =
(

cosh t − sinh t
− sinh t cosh t

){(
1
1

)
+

1
4

(
1 + 2t− exp(−2t)
1− 2t− exp(−2t)

)}

=
1
4

(
5 exp t− exp (−t) + 2t exp (−t)
5 exp t− exp (−t)− 2t exp (−t)

)
≡

(
y(t)
z(t)

)

¥
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6. Caso general 2× 2: exp

(
a b

c d

)

Podemos escribir
(

a b
c d

)
=

a + d

2
I +

(
a−d

2 b
c d−a

2

)
≡ a + d

2
I + A (7)

y por tanto

exp
(

a b
c d

)
= exp [(a + d)/2] exp

(
a−d

2 b
c d−a

2

)
= exp [(a + d)/2] exp A (8)

Los autovalores de la matriz A en (7) son ± [
[(a− d)/2]2 + bc

]1/2 ≡ ±µ. Entonces
resulta

exp
(

a b
c d

)
= exp[(a + d)/2]

[
I cosh µ +

sinhµ

2µ

(
a− d 2b

2c d− a

)]
(9)

Que podemos escribir de forma compacta:

exp
(

a b
c d

)
= exp[(a + d)/2]

[
I cosh µ +

sinhµ

µ
A

]
(10)
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