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Leccion 1. Grupos nilpotentes. Estructura de los grupos finitos abelianos.

Definicién 1. Un grupo G se dice nilpotente si posee una serie de subgrupos:
G = GppGip..pG, =1

tal que G;/Giy1 < Z(G/Giz1) Vi 0<i<n-—1.

Los grupos nilpotentes son resolubles y los grupos abelianos son nilpotentes.

Notar que G;/Gi11 < Z(G/Gi+1) & [G/Git1,Gi/Giy1] = 1 < [G,G;]Giy1/Giy1 =
1< [G,G;] < Gy Vi

Una serie de subgrupos normales Ng < N7 < ... < N, de un grupo G se dice central
si: Nit1/N; < Z(G/N;) Vi. Asi un grupo G sera nilpotente si posee una serie central que
contiene a G y a 1.

En cualquier grupo G se pueden construir dos series centrales: 1 = Zy(G) e inducti-
vamente se define Z;(GQ) por Z,(G)/Z;—1(G) = Z(G/Z;—1(Q)).

Dado que si H/KcarG/K y KcarG se sigue que HcarG, se obtiene asi una serie de
subgrupos caracteristicos en GG, que se conoce como la serie central superior de G.

De forma andloga se define : G = I';1(G) e inductivamente I';11(G) = [G,T;(G)]. Se
obtiene asi una serie de subgrupos caracteristicos de GG, que se conoce como serie central

inferior de G.

Teorema 2. Sea G un grupo y n > 1. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) I'41(G) =11i) Z,(G) =G.

Adema&s G es nilpotente si y solo si i) y ii) se cumplen para un cierto n > 1.

Demostracién: Ciertamente si se cumple i) 6 ii) G es nilpotente.

Supongamos ahora que G es nilpotente. Si 1 = Ny < N7 < ... < N, = (G es una serie
central veamos que:

a) I';(G) < Ny_;y1 Vi. Notar que I''(G) = G = N,_141. Supuesto que I';(G) <
Ny_iy1, tenemos: I';11(G) = [G,T(G)] < [G, Ny—i+1] < Ny—;. En particular ', 11 (G) =
1.

b) N; < Z;(G) Vi. Se tiene que : 1 = Ny < Zy(G) = 1. Suponer que N; < Z;(G).
Existe un epimorfismo ¢ : G/N; — G/Z;(G) dado por ¢(zN;) = zZ;(G). Como

Ni+1/Ni S Z(G/N@) se Sigue que Nz+1Zz(G)/ZZ(G) § Z(G/ZZ(G)) = Z+1(G)/ZZ(G),
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por lo tanto N;y1 < Z;41(G). En particular Z,.(G) = G.

Veamos ahora que i) y ii) son equivalentes.

i) =>ii). Sea Ng =T',,11, I',(G) = Ny, .., N,, =T'1(G) = G. Por lo probado en b) se
tiene que Z,(G) = G.

i1) = i). Sea N; = Z;(G) Vi. En particular N,, = Z,,(G) = G y por lo probado en
a) se tiene que I'y, 1 (G) = 1.

Si G es nilpotente, al menor n tal que Z,(G) = G, se le llama clase de nilpotencia

de G
Ejemplo. Sabemos que SL(2,3)/Z(SL(2,3) = A, por lo tanto

Z(SL(2,3)/Z(SL(2,3)) = Z(A) = 1

, asi Z3(SL(2,3)) = Z(SL(2,3)), por lo que SL(2,3) es un ejemplo de grupo resoluble con

centro no trivial pero no nilpotente.

Teorema 3. Sea G nilpotente y H < G, entonces H < Ng(H)
Demostracién. Como H < G existe i tal que I';11(G) < H pero I';(G) £ H.
Entonces : [[';(G), H| < [I(G),G] =T141(G) < H. Asi T;(G) < Ng(H).

Teorema 4. Sea G nilpotente y 1 # N<G, entonces i) [G, N] < N ii)N N Z(G) # 1.

Demostracién: Construyamos la serie: Ny = N | Ny = [G, N],.., N;11 = [G, N;].
Como N; < T';(G) Vi y existe m tal que I',,,(G) = 1, se tendrda que N, = 1. Asi Ny =
[G,N] < N, pues en caso contrario N; = N Vi y se llegarfa a contradiccién con que
1 # N. Sea k tal que Ny = 1 pero Np_1 # 1. Se tiene que [G, Ny_1] = Ny = 1 luego
14 Ny_y < NN Z(G).

En cuanto a las propiedades de la clase de grupos nilpotentes es sencillo probar que
todo subgrupo y todo cociente de un grupo nilpotente es también nilpotente. Veamos

ahora que la clase de los grupos nilpotentes tiene la Z-propiedad.

Teorema 5. Si G/Z(G) es nilpotente entonces G es nilpotente.

Demostracién. Como G/Z(G) es nilpotente existe una serie central

G/Z(G) = Hy/Z(G) > ... > H,/Z(G) = 1
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por lo tanto [G/Z(G),H;/Z(G)] < Hi11/Z(G) Vi, asi [G, H;] < H;11. Considerar la
serie:

G=Hy>..>H.=Z(G)>1
para afirmar que GG es nilpotente.

Teorema 6. Todo p-grupo finito es nilpotente.

Demostracion: Por induccion sobre el orden de G. Suponer G # 1. Sabemos que
Z(G) # 1. Como G/Z(G) es un p-grupo de orden estrictamente menor que el de G, por
hipétesis de induccién se tiene que G/Z(G) es nilpotente y por la Z-propiedad se sigue que

G es nilpotente.

Ejercicio. Comprobar que la clase de nilpotencia de Dg y de Qg es 2.

Teorema 7. Si G1,Gs,...,G, son grupos nilpotentes entonces G; x Go X ..G,, es
nilpotente.

Demostracién: Bastara probarlo para el caso n = 2.

Sea G = H x K, con H, K nilpotentes. Existen series centrales.
1=Hy<H,<..H,=H

1=Ky <K, <. K,=K
verificando que [H, H;] < H;—1 y que [K, K;] < K;_; respectivamente. Repitiendo
términos si es necesario, podemos suponer que n = m y se tiene :
1:H0><K0§H1><K1§....§Hn><Kn:H><K
Como [H x K,H; x K;] = [H,H;] x [K,K;] < H;_1 x K;_1, se concluye que H x K
es nilpotente.

En el caso de grupos finitos, algunas de las propiedades anteriormente citadas carac-

terizan la nilpotencia del grupo.

Teorema 8. Si GG es finito, son equivalentes:
i) G es nilpotente
ii) Si H < G entonces H < Ng(H)



iii) Cada subgrupo maximal de G es normal en G.

iv) Cada subgrupo de Sylow de G es normal en G

v) G es producto directo de p-grupos para algunos primos p.

Demostracién: i) = ii) Demostrado en el Teorema 3 para grupos nilpotentes
cualesquiera.

i1) = i1i) Si M < .G como M < Ng(M) necesariamente Ng(M) = G.

iii = iv) Si P € Syl,(G) y Ng(P) < G, sea M < .G tal que Ng(P) < M. Sabemos
que entonces M = Ng(M) = G, lo que es una contradiccién.

iv) = v) Notar que en tal caso G es producto directo de sus subgrupos de Sylow.

v) = i) Basta aplicar los Teoremas 6 y 7 para concluir que G es nilpotente.

Teorema 9. Sea G finito G = MN M, N<G. Si M, N son nilpotentes, entonces G
es nilpotente.

Demostracién: Sea P € Syl (G). Sabemos que P = (PN M)(P N N). Por el
teorema anterior P N MaM y PN N<dN. Maéas aun dichas intersecciones son subgrupos
caracteristicos de M y N respectivamente, por lo tanto son subgrupos normales de G.
Concluimos que P<4G y que por el teorema anterior G es nilpotente.

Como consecuencia del resultado anterior si GG es finito se define el mayor subgrupo

normal nilpotente de G, al que se denota por F(G) y se llama subgrupo de Fitting de
G.

Para probar el teorema de estructura de grupos finitos abelianos, probaremos previa-

mente el siguiente resultado.

Teorema 10. Si GG es un p-grupo finito abeliano y C' es un subgrupo de G ciclico del
orden mayor posible, existe un subgrupo B de G de forma que G = C x B.

Demostracion: Podemos suponer que C' < G y elegir x € G — C de orden el menor
posible. Como z # 1 o(zP) < o(x), asi 2P € C. Si < 2P >= C serfa | <z > | = p|C|, lo
que no es posible por la eleccién de C'. Si C =< ¢ >, existe m tal que zP = ¢™ y por lo

/

NP Llamemos y = ™,

anterior necesariamente p|m. Sea m = m/p. Se tiene que P = (c
entonces y € C , ay ' # 1y ay~ !t ¢ C. Ademés (zy~1)? = 2P(y?)~! = 1. Por la eleccién

de x tenemos que : o(x) < o(zy~!) = p, asf que o(z) = p. Sea X =< x >. Considerar el
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homomorfismo canénico ¢ de G sobre G/X = X. Como |X| = p se tiene que X NC =1
y ¢(C) = C = CX/X = C, luego C es ciclico de igual orden que C. Si G tuviera un

subgrupo ciclico < § > de orden mayor que C, se tendria:
|<g>|=o0(9) 20(g) =|<g>|>|C|=I[C|

lo que es una contradiccién. Asi C es un subgrupo ciclico de G de orden méximo.
Trabajando por induccién, como |G| < |G|, se concluye que C' es un factor directo de
G, es decir que existe B < G tal que G = C x B siendo B = B/X. Asi G = OB,
CXNB=X(CNB)=X,luegoCNB<XNC=1yG=CxB.

Teorema 11. (Teorema de estructura de los grupos finitos abelianos). Si G es un
grupo finito abeliano, G es producto directo de grupos ciclicos.

Demostracion: Por induccion sobre el orden de G. Como G es nilpotente, por
el teorema 8, GG es producto directo de sus subgrupos de Sylow. Si el orden de G es
divisible por al menos dos primos distintos, por hipotesis de induccién cada uno de los
correspondientes subgrupos de Sylow se expresara como producto directo de ciclicos y por
tanto también G. Debemos suponer que G es un p-grupo para algin primo p. Por el
teorema anterior G = C' x B, siendo C' un subgrupo ciclico de orden maximo como tal. Si
B =1, G es ciclico. Si B # 1 se expresara como producto directo de ciclicos y por tanto

también G.



Leccion 2. Los subgrupos de Fitting y de Frattini de un grupo finito

En toda la leccion los grupos considerados son finitos.
Definicién 1. El subgrupo de Frattini de un grupo G, denotado por ¢(G), es la

interseccién de todos los subgrupos maximales de G.

Notas. Como consecuencia de la definicién se tiene:

a) ¢(G) es un subgrupo caracteristico de G.

b) G #1 = ¢(G) < G.

c)Si H<GyG=Ho(G), se sigue que G = H.

En efecto, si H < G existe M < .G tal que H < M. Asi G = M¢(G) = M, lo que no
es posible.

d) Si N<@G, se tiene que ¢(G)N/N < ¢(G/N)

Un subgrupo maximal de G/N es de la forma M/N con M < .G, por lo tanto
¢(G)N/N < ¢(G/N).

e) Si N4 se tiene que: ¢(N) < ¢(G).

En efecto, si existe M < .G tal que ¢(N) £ M, G = ¢(N)M luego N = NNG(N)M =
d(N)(NNM)=NnM,luego N < M, que es una contradiccion.

Teorema 2. Son equivalentes:

i) G es nilpotente.

ii) G/¢(G) es abeliano.

iii) G/¢(G) es nilpotente.

Demostracién: i)= ii).5i M < .G, por el Teorema 8 de la Leccién 1 sabemos que
M<G, luego G/M tiene orden primo y por tanto G' < M, luego G’ < ¢(G) y G/¢(G) es
abeliano.

Es claro que ii)= iii).

iii) = i) Basta probar que cualquier subgrupo maximal de G es normal en G. Sea

M < .G. Como M/¢(G) < .G/d(G) es M/p(G)<G/d(G), asi que M<G.
Ejercicio. Demostrar que si n > 2 se tiene que ¢(%,,) = 1.

Teorema 3. Sea N<G y ¢(G) < N. Entonces N es nilpotente si y solo si N/¢(G) es

nilpotente.



Demostracién: Si N es nilpotente sabemos que también lo serda N/¢(G). Suponer

ahora que N/¢(G) es nilpotente. Sea P € Syl (N), entonces:

Po(G)/9(G) € Syl (N/o(G))

luego Po(G)/p(G)< N/¢p(G), por lo tanto:

Po(G)/¢(G)carN/¢(G)aG/H(G)

luego Pp(G)<G. Por el argumento de Frattini se tiene: G = P¢(G)Ng(P) = Ng(P)
y por el Teorema 8 de la Leccién 1, se sigue que N es nilpotente.

Como consecuencia del resultado anterior ¢(G) es nilpotente y por tanto que ¢(G) <

F(G).

Corolario 4. F(G/¢9(G)) = F(G)/¢o(G).

Demostraciéon: Como todo cociente de un grupo nilpotente es también nilpotente,
F(G)/9(G) < F(G/p(G)). Por otra parte si F(G/p(G)) = H/d(G), por el Teorema
anterior H serd subgrupo normal nilpotente de G, luego H < F(G).

Teorema 5. Si G es resoluble y N.<G, existe p primo tal que N es p-elemental
abeliano.

Demostraciéon: Como N’ < N y N'carN<4G, es N'<G y por la minimalidad de
N se tiene que N’ = 1, luego N es abeliano. Sea p||N|. Consideremos el conjunto
{xz € N|zP = 1}. Dicho conjunto es un subgrupo caracteristico de N luego normal de G y

como no es trivial, debe coincidir con N. Asi N es p-elemental abeliano.

Observar que si G # 1 es resoluble, se tiene que ¢(G) < F(G). En efecto basta tomar
N/¢(G).<«G/d(G). Por el Teorema anterior N/¢(G) es abeliano luego nilpotente. Por el
Teorema 3 N es nilpotente luego ¢(G) < N < F(G).

Teorema 6. a) Si G es resoluble Co(F(G)) < F(G) (G es N-constricto).

b) Si N.<4G se tiene que F(G) < Cg(N).

Demostracién. a) Si Cq(F(G)) £ F(G) A= Cq(F(G))NF(G) < Ca(F(Q)). Sea H
minimal en cuanto a ser un subgrupo normal de G' contenido en C¢(F(G)) y conteniendo

propiamente a A. Entonces H/A.<G /A, luego, por el Teorema 5, es abeliano. Asi H' < A
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y [H,H, H| = 1, por lo que H es nilpotente luego H < F(G). Por lo tanto H < A, lo que
es una contradiccién.

b) [N,F(G)] < NNF(G). Si NNnF(G) =1, F(G) < Cg(N). En otro caso N N
F(G) = N luego N < F(G) y por el Teorema 4 de la Leccién 1 N N Z(F(G)) # 1, luego
N < Z(F(Q)) y también F(G) < Cg(N).

Teorema 7.(Gaschiitz) G' N Z(G) < ¢(G).
Demostracién: Suponer que existe M < .G tal que G’ N Z(G) £ M. Entonces
G=(G'NZ(G))M, luego M<G y por tanto G’ < M, lo que es una contradiccion.
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Leccion 3. Grupos actuando sobre grupos. Producto semidirecto.

Definicién 1. Se dice que un grupo H actia sobre un grupo K, cuando existe un
homomorfismo de grupos ¢ : H — Aut(K).
Dado k € K y h € H, escribiremos k" para denotar a ¢(h)(k).

Ejemplos

i) Si H < Aut(K), considerar la inmersién de H en Aut(K).

ii) Si K<H, considerar la accién de H sobre K via conjugacién, es decir el homomor-
fismo

¢ H— Aut(K)

dado por ¢(h) = ¢y, siendo ¢y, (k) = k", cualesquiera que sean h € H y k € K.

En particular si H < G, Ng(H) actia sobre H via conjugacién , siendo el nicleo de
tal accién el Cq(H).

iii) Dados dos grupos H, K, siempre existe una accién de H sobre K, que es la accién

trivial, considerando el homomorfismo trivial de H en Aut(K).

Teorema 2. Sea H actuando sobre K via ¢. Entonces el conjunto de los pares
ordenados (h,k) con h € H'y k € K, adquiere una estructura de grupo, con la siguiente
operacién interna:

(h, k1) (ha, ko) = (hihg, k2 ky)

Demostracion: Si hy,ho,hs € H y ky, ko, k3 € K, se tiene
(h1, k1)[(ha, k2)(ha, k)] = (ha, k1) (hohs, k52 ks) = (hahohs, k12" ky® ks)

(R, k1) (ha, k2))(ha, k3) = (hiha, k2 k2) (hs, k3)
= (h1hohs, (KI2ky) "3 ks) = (hihohs, k22 kDo k)

por lo que la operacién es asociativa. Es sencillo comprobar que el neutro es (1,1) y
que (h, k)~ = (™}, (k)"
Dicho grupo se conoce como producto semidirecto de H por K via la accion ¢ y

se denota por H x4 K.
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Si consideramos a Aut(K) actuando sobre K en la forma natural, al producto semidi-
recto resultante se le conoce como holomorfo de K: Hol(K). Mads generalmente , si
H < Aut(K), el correspondiente grupo semidirecto se conoce como un holomorfo rela-
tivo de K.

Si A es un grupo abeliano tal que b # 1, para algin b € A, se definen : A — A
mediante n(a) = a~! Va € A. Entonces n € Aut(4) , n # 1 y al holomorfo relativo se le
llama grupo diédrico generalizado asociado a A y se denota por Dih(A).

Si consideramos a H actuando trivialmente sobre K, el producto semidirecto asociado

a dicha accién es el producto directo H x K.

Teorema 3. Sea H actuando sobre K via ¢ y G = H x4 K. Si consideramos
H={(h,1)lhe H} y K = {(1,k)|k € K}, se tiene que :

)A<G KaG, G=HE, ANEK = 1.

i) HYHyK~K.

iii) Tras las correspondientes identificaciones, la accién de H sobre K, es la restriccién
a H de la accién por conjugaciéon de G sobre K.

Demostracién: Dada la sencillez de i) y ii), comprobaremos tinicamente iii).

(h,1)"Y(1,k)(h,1) = (R~1,1)(1, k) (h, 1) = (R~ Y, k) (R, 1) = (1, k")

Definiciéon 4. Si K< G, se dice que G se escinde sobre K, si existe H < G tal que
G=HK y HNn K =1. Dicho H se dice que es un complemento de K en G.

Teorema 5. i) Sea H actuando sobre K via ¢ y G = H x4 K. Entonces G se escinde
sobre K con complemento H.

ii) Sea K<1G. Suponer que G se escinde sobre K con complemento H. Considerar la
accién ¢ de H sobre K via conjugacion, entonces G = H x4 K.

Demostracién: i) Vista en el teorema anterior.

ii) Notar que cada elemento g de G es expresable de forma tnica como g = hk, con

h e Hy k € K. Definamos la siguiente aplicacién:

OéIG—>H><¢K
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dada por a(g) = (h, k), supuesto que g = hk. Es sencillo probar que es un homomorfismo

de grupos. En efecto:

a(hikihoks) = a(h1hok??ks) = (hiha, kM2 ky) = (hy, k) (ho, k2)

Es claro es un isomorfismo de grupos.
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Leccion 4. Los teoremas de Baer, Zenkov y Lucchini.

Los grupos considerados son finitos.

Teorema 1 (Baer). Sea x un p-elemento de un grupo G. Son equivalentes:

i) x € Op(G)

ii) < 2,29 > es p-grupo, cualesquiera que sean h, g € G.

Demostracion: Seguiremos la demostraciéon de Alperin y Lyons.

Es claro que i) = 1), ya que O,(G)<G.

ii) = i). Sea G un contraejemplo y C = z¢ la clase de conjugaciéon de z en G.
Sea P € Syl,(G). Si C C P entonces < C' >< Py como < C > 4G se tendria que
z €< C >< 0,(G) y G no serfa contraejemplo. Podemos afirmar que C' — P # (), asi que
existe @ € Syl,(G) tal que (CNQ)— (CNP)#0D.

Sea M = {(P,Q)|CNP # CNQ}, que por lo anterior no es vacio. Elijamos (P, Q) € M
con |[C'N PN Q)| lo mayor posible. Sea D =< CNPNE >, notar que < CND >= D, ya
que es claro que < CND >< D ycomo CNPNQ CCND,setiene que D << CND >.
Sea g € G tal que P9 = @, entonces (CNP)9 =CNQ,ast |CNP|=|CNE|y como
CNP#CNQ,setiene que CNP L Q,asi CNP L D, yaquesi CNPC D se tendria

que CNPC<CNP><D<Q, que no es posible. Consideremos la serie:
D=F<P<..<P,=P

con |P;/P;_1| = p para todo i. Como C NP, £ D pero CN Py C D, sea i el
menor posible tal que CN P, D (i > 1). Seau € (CNP;) —D. Como u normaliza a
CNP,_1 =CnND, también normaliza a < CND >= D. Asi

ue (CNPNNg(D)—D

De igual forma existe

ve(CNQNNg(D)-D

Como por la hipdtesis < u,v > es p-grupo, también < u,v > D es p-grupo, luego

existe R € Syl (G) tal que < u,v > D < R. Asi

CNPNROCNPN<u,v>D2(CND)U{u}
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y por tanto :
ICNPNR|>|CND|>|CNPNQ|

luego por la eleccién de (P, Q) se concluye que (P, R) & M, es decir que CNP =CNR.

Un argumento analogo lleva a que CNQ =CNR,asi CNP=CNAE, lo que es una
contradiccion.

Corokario 2. Sea t una involucién de un grupo G. Sit ¢ O2(G) existe un 2’-elemento
h # 1 tal que ht = h=1.

Demostracion: Por el teorema anterior existe g € G tal que < ¢,%9 > no es 2-grupo.
Asi como t~(#t9)t = t9t = (t9) "1t~ = (#t9) 1, t invierte a cada elemento de < tt9 >, que

no es un 2-grupo ya que si lo fuera, < t,t9 >=<t,tt9 >=<t >< tt9 > seria 2-grupo.

Teorema 3 (Zenkov). Sean A, B subgrupos abelianos de un grupo G. Si M es
minimal en el conjunto {A N BY|g € G}, entonces M < F(G).

Demostracién: {ANBY|g € G}, es el mismo que si sustituimos B por un conjugado
suyo arbitrario, asi que puede suponerse que M = AN B. Veamos por induccién sobre el
orden de G que M < F(G).

Supongamos que G =< A, B9 >, para algin g € G. Como A y BY son abelianos,
ANBY < Z(G) y por tanto (ANB9)9 ' = ANBI < Bluego ANBI < ANB =M y por
la minimalidad de M es M = AN BY < Z(G) < F(G).

Podemos por tanto suponer que < A, B9 >< (G para cualquier g € G. Para probar
que M < F(G) basta razonar que si P € Syl,(M) se tiene que P < F(G), para cualquier
p € (M), o lo que es lo mismo que P < O,(G). Por el teorema de Baer basta con probar
que < P, P9 > es p-grupo para cualquier g € G.

Dado g€ G,sea H =< A, B9 >< Gy C=HNB. Si he H se tiene:

ANC"=AnN(BNH)"=AnNnB"nH=AnB"

en particular M = AN B = AN C es minimal en {ANC"|h € H}. Por hipétesis de
induccién P < M < F(H), es decir P < O,(H). Como P9 < B9 < H, P9 normaliza a
Op(H), asi P90,(H) es p-grupo, que contiene a Py a P9, asi que < P, P9 > es p-grupo,

como queriamos probar.
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Observar que si GG es un grupo con p-subgrupos de Sylow abelianos, por el teorema
de Zenkov existe g € G tal que PN PJ < Op(G), siendo P € Syl (G). Por tanto PN PY =
O,(G) y ast O,(G) se puede expresar como la interseccién de Py P9, ambos subgrupos

de Sylow de GG. Este resultado se conoce como teorema de Brodkey.

Corolario 4. Sea A < G # 1, A abeliano . Suponer que |G : A| < |A|. Entonces
ANF(G) # 1.

Demostracion: Podemos suponer que A < Gy que por tanto AAY # G, ya que si
G=AA9 g=abconac Aybe A9, asi gb-' =ay A9 = (49)" " = A% = A, lo que no
es posible pues A < G.

Si g€ G |A||A%] =|A]? > |A||G : A] = |G|. Por lo tanto:

G| > [AA9| = [A]|A9]/|[AN A9| > |G|/|A N AT]
luego AN A9 # 1 y por el teorema de Zenkov con B = A, se sigue que AN F(G) # 1.

Se ha probado que si A < G # 1, A abeliano con |G : A| < |A|, entonces A contiene
un subgrupo subnormal no trivial de G, es decir un subgrupo de G que forma parte de una
serie normal de G. Si A es ciclico, probaremos a continuaciéon que A contiene un subgrupo
normal no trivial de G.

Teorema 5 (Lucchini). Sea A un subgrupo ciclico propio de un grupo G y K =

coreg(A). Entonces :

A: K| <|G:A]

En particular si |G : A] < |A], se sigue que K # 1.

Demostracién: Por induccién sobre el orden de G. Si K # 1, como A/K es subgrupo
ciclico de G/K y coreg,x(A/K) = 1, por hipétesis de induccién se tendria que [A/K| <
|G/K : A/K| = |G : A|. Podemos por tanto suponer que K = 1 y probaremos que
|A| < |G : Al. Suponer que |G : A| <|A|. Como A < G, G no es trivial y por el Corolario
anterior A N F(G) # 1, en particular F(G) # 1. Sea N.<G, N < F(G). Sabemos que
N < Z(F(G)) luego N es p-elemental abeliano para algin primo p. Ademdas N normaliza
a ANF(Q)), ast ANF(G))<AN y como K =1 debe de ser AN < G.

Sea G = G/N y M = coreq(A) = M/N < AN/N < G/N. Entonces AM = AN. Por
hipétesis de induccién se tiene que : |A: M| < |G : A| luego |AN : M| < |G : AN|.
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Sea B = AN M, se tiene:
|AN : Al = |AM : A|=|M : AnM|=|M : B|

asi:

|AN : M| =|A: B

y se concluye que:
IM : B|=|AN : A|=|G: A|/|G: AN| < |G : A|/|AN : M| =

=|G: A|/|A: B| < |A]/|A: B| = |B]|

Suponer que M es abeliano y ¢ : M — M dada por ¢(x) = zP. Se tiene que
N CKer(¢p)y N <M < AN,asique M = NBy ¢(M) =¢(B) < B < A. Como M<G es
d(M)<G. Asi (M) =1 pues K = 1. Por lo tanto ¢(B) =1y como B es ciclico, debe ser
|B| <py |M/B| < |B| <pycomo M/B es p-grupo, se sigue que M = B, luego M < A
y como K =1, debeser M =1y N =1 lo que no es posible.

Como consecuencia M no es abeliano y dado que M /N es ciclico debe ser N £ Z(M),
asit NN Z(M) < N,luego NNZ(M) =1y Z(M) = Z(M)N/N ciclico. Por el resultado
anterior como B es subgrupo abeliano de M y |M : B| < |B| se tiene que BN F (M) # 1.
Ahora bien F(M) < F(G) asi N centraliza a F'(M) y BN F(M) es un subgrupo no trivial
central de BN = M. Puesto que Z(M) es ciclico, BN F(M)car Z(M)< G, por lo que

BN Z(M) es un subgrupo normal no trivial de G contenido en A, lo que no es posible.

Corolario 6. (Horosevskii). Sea 0 € Aut(G), G # 1, entonces o(o) < |G|.

Demostracion: Considerar el producto semidirecto < ¢ > x;G. Por el teorema
anterior se tiene que | < o >: K| < | <0 > x;,G:< 0 > |, con K = corecosx,qg < 0 >.
Como KNG << 0 > NG =1, cada elemento de K centraliza a cada elemento de G, luego

K=1yo(o)=|<o>|<|G|.
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Leccion 5. El teorema de Schur-Zassenhaus.

Los grupos considerados son finitos.

La busqueda de complementos de subgrupos normales de un grupo tiene una gran
importancia en la teoria de grupos. El teorema de Schur-Zassenhaus afirma la existencia
y conjugacién de tales complementos si se cumple que (|N|,|G/N|) = 1. Comenzamos
analizando el caso N abeliano.

Previamente recordar que si G actia sobre un conjunto 2, a € 2 y g € GG se tiene que
GY9 = Gaqg. Asi si la accién es transitiva, todos los estabilizadores son conjugados en G.
Ademas si NaG y N actia transitivamente sobre €2, dados a € 0y g € G existe n € N
tal que ag = an luego gn~' € G, es decir g € NG, por lo tanto G = NG,,.

Sea S el conjunto de todos los transversales de N en G. Si R, S € S, definamos:
R|S =TNrs™ (€ N)

donde (r,s) € Rx Sy Nr = Ns.
Notar que como N< G no hace falta distinguir entre transversal a izquierda o a derecha.
Ademas en la definicién de R|S, no importa el orden de los factores, dado que N es abeliano.
Para R, S, T € S se tiene:
1) (R|S)"! = S|R
2) (R|S)(S|T) = RIT
SiReSygeG, entonces gR € S. En efecto si x € G, existen r € Ry n € N tales

1

que * = rn = g(g~trn) = gr'n’ siendo g~ !N =1'N, v’ € R. Ademés si grN = gr'N se

sigue que rN = r'N luego r = v’ y G es unién disjunta de las clases gr N cuando r recorre

R. Asi puede definirse una accién de G sobre el conjunto S :
p:G— X(S)

siendo p(g)(R) = g ' R. Es sencillo comprobar que p es un homomorfismo de grupos.
3) Sin € N se tiene:
nR|S = nl®NIR|S

Como zR|zS = Nzrs~lz=! = 2(R|S)x ™1, se tiene:
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4) Si x € G se tiene: R|S=1< zRjzS =1

Supongamos ahora que ademads (|N|,|G/N|) =1 y definamos o : N — N dada por
a(n) = nl@Nl es claro que a es un homomorfismo y como existen enteros z, 2’ tales que
1 = z|N| + /|G : N| se tiene que n = n* 15Nl luego si nl%N| = 1 se tiene que n = 1. Asi
a € Aut(N).

5) Dados R, S € S sea n = a~}((R|S)™!), entonces

nR|S = nl9N RIS = a(a" (R|S)"HR|S =1
6) Sine€ Ny R|S=1=nR|S entonces:
1 =nR|S =nlNIR|S =nl®N = p =1

Las afirmaciones 1) a 6) son necesarias para probar el siguiente resultado.
Teorema 1. Sea N<G, N abeliano, tal que (|N|,|G/N|) = 1, entonces N tiene
complemento en GG y dos complementos cualesquiera de N en GG son conjugados en G.

Demostracién: Se define en S la relacién:
R~ SsiR|S=1

Por 1) y 2) dicha relacién es de equivalencia. Sea [R] la clase de equivalencia de R y

S/ ~ el conjunto de dichas clases. Se define una accién de G sobre dicho conjunto :

p:G— X(S/~)
en la forma 5(g)([R]) = [¢7 ! R]. Notar que por 4):
[R]=[S] = RIS=1eg ' Rlg7'S=1s[g"'Rl=[g""5]

Es claro que p es un homomorfismo de grupos.

Por 5) dados [R],[S] existe n € N tal que p(n~t) = [nR] = [S], es decir que N
actia transitivamente sobre &/ ~. Veamos el estabilizador en N de un elemento de
dicho conjunto. Suponer que existe n € N tal que p(n)([R]) = [n"'R] = [R]. Entonces
R|R =1 =n"'R|R. Por 6) se tiene que n = 1 y por tanto dicho estabilizador es trivial.

Asi el estabilizador de [R] en G es un complemento de N en G.
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Sea ahora H un complemento de N en G. H es un transversal de N en G. Como
hH = H Vh € H se tiene que hH|H = 1 luego p(h~')([H]) = [hH] = [H] es decir H es un
subgrupo del estabilizador de [H] en G y necesariamente deben coincidir.

Finalmente, sabemos que todos los estabilizadores en GG son conjugados en G.

Pasamos a demostrar el caso general.

Teorema 2 (Schur-Zassenhaus).

a) Sea NaG tal que (|N|,|G/N|) =1, entonces N tiene complemento en G.

b) Si ademds N 6 G/N es resoluble, dos complementos cualesquiera de N en G son
conjugados en G.

Demostracion :

a) Sea G un contraejemplo de orden minimal.

1) N es nilpotente.

Sea P € Syl,(N). Por el argumento de Frattini se tiene que G = NNg(P). Si
N¢g(P) < G, NNN¢g(P) tendria complemento D en Ng(P) y |D| = |Ng(P)/Na(P)NN| =
|G /N| por lo que D seria complemento de N en G, lo que no es posible. Asi que Ng(P) =G
y por el Teorema 8 de la Leccién 1 se sigue que N es nilpotente.

2) N es abeliano.

Si N’ # 1, como |G/N’| < |G|, sea M/N' un complemento de N/N’ en G/N’. Asi
|M/N'| = |G/N'/N/N'| = |G/N| y |[M| = |[M/N'|[N'| = |G/N||N'| < |G| pues N" <
N. Por tanto existird un complemento de N’ en M de orden |G/N| y llegarfamos a
contradiccién. Asi N es abeliano y aplicando el Teorema 1 llegariamos a la contradiccion
final.

b) De nuevo podemos suponer que G es un contraejemplo de orden minimal.

Si N es resoluble se tiene que N’ < N. Si N’ = 1, N es abeliano y basta aplicar el
Teorema 1 para llegar a una contradiccién. Si N’ # 1 sean D1, Dy complementos de N en

G. Se tiene:
|D;N'/N'| = |D;/D; N N'| = |D;| = |G/N| = |G/N'/N/N'|

luego los D;N’/N’ son complementos de N/N', luego son conjugados y existe x € G tal
que DoN' = (D1N’)* = DfN’ y como D7 y D son complementos de N en DyN' y
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|DoN'| < |G|, se sigue que son conjugados en DoN’, asi Dy = (D7)Y = D7Y, que es una
contradiccion.
Si G/N es resoluble sea M/N.<G/N. Si M < G como M = M N D;N = N(M N D;)
y M/N es resoluble existird © € M tal que Do N M = (Dy N M)* = DY N M. Podemos
suponer que Do N M = Dy N M = H # 1. Entonces D; < Ng(H)i = 1,2y Ng(H) =
Di(Na(H) N N)y
Ne(H)/H = (Di/H) (Ng(H) N N)H/H

con D;N(Ng(H)NN)H = H, luego los D;/H son complementos y como |Ng(H)/H| < |G|

y

Ne(H)/H/(Na(H) 0\ N)H/H = Ng(H)/(Ne(H) 0 N)H = Ng(H)/Ne(H) 0 HN =

>~ Ng(H)N/HN = Ng(H)N/N/HN/N

que es resoluble, se seguiria que los D; son conjugados en G, lo que no es posible.
Si M = G es que G/N es simple y resoluble, luego G/N = C,, para algin primo p
y como p f|N|, los complementos son p-subgrupos de Sylow de G, que sabemos que son

conjugados en G, lo que es la contradiccién final.

Como (|V],|G/N|) =1 alguno de los érdenes es impar, luego, por el teorema de Feit-
Thompson, N 6 G/N es resoluble, por lo que en la parte b) del Teorema anterior podria

suprimirse dicha condicién.
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Leccion 6. Accion coprima.

Para facilitar la exposicion, supondremos que los grupos considerados son finitos.
Sea G un grupo sobre el que actia un grupo A (G es un A-grupo). Se definen dos

subgrupos de G en la forma siguiente:
(G, Al =<[g,allg € G,a€ A>

siendo [g,a] = g~ '¢*,

Ca(A) ={9€Glg" =g, Vac A}

Es sencillo probar que [G, A] es un subgrupo normal A-invariante de G. En efecto, si

r €l
(g9 =2 g g"r =2 g g = (ga) M (gw)"(z 7 a®) ! € [G, A]
Sia € A:

(g—lga)al — g—algaal — g—algg—lgaal — (g—lgal)—lg—lgaal c [G,A]

Es claro que Cg(A) es A.invariante, pero no necesariamente normal en G. Basta

pensar en < « > actuando sobre Y3 en la forma
a((1,2,3)) = (1,3,2),a((1,2)) = (1,2)

entonces Cy, (< o >) =< (1,2) > que no es normal en Y.
Si G es un A.grupo y N<G , es A-invariante, queda inducida una acciéon de A sobre
G/N en la forma siguiente:
b:A— Aut(G/N)

¢(a)(zN) = z°N.
Diremos que A actia coprimamente sobre G cuando (|4],|G|) = 1.
Pasamos a demostrar un primer resultado sobre accién coprima que tiene muchas

aplicaciones y que es una consecuencia del teorema de Schur-Zassenhaus.
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Teorema 1 (Lema de Glauberman). Sea 7 un conjunto de nimeros primos, A
un 7-grupo actuando sobre un 7’-grupo G (A 6 G resoluble). Suponer que ambos actian
sobre un conjunto €2 de forma que:

a) (ag)a = (aa)g®, cualesquiera que sean a € ), g € G,a € A.

b) G es transitivo sobre €.

Entonces A fija algiin elemento de Q2 y C(A) actia transitivamente sobre el conjuntom
de elementos fijados por A.

Demostracién: Sea I' = [G]A el producto semidirecto de G por A bajo la accién

dada. Definimos una accién de I' sobre 2 en la forma:

a(ag) = (aa)g

En efecto, es una accion de I' sobre €2 ya que :

(a(a191))(az2g2) = ((aar)gi)az)ge = ((aai)az)gy?)gz = (a(a1az2))gy* ge

a(aig1)(az292) = a(aia297” g2) = (a(aiaz))gi® g2

Sea v € Qy H=T,, entonces:
Q=G :Gyl=|G:GNT,|=|G:GNH|=|T":H|

pues la accion de I' sobre €2 serd también transitiva.

Como GNH<H<TI'yGNH <GXT, se sigue por lo anterior que
|A|=I':G|=|H: HNG|

y como HNG< H, por el teorema de Schur-Zassenhaus existe D complemento de H NG en
H. Como |D| = |A] serd D complemento de G en I' y de nuevo aplicando dicho teorema,
D sera conjugado con A en I'. Asi existe g € G tal que A = D9. Por tanto A < H9 =T,,.

Veamos ahora la accién transitiva de C(A) sobre el conjunto de elementos fijados
por A. Sean 3,7 elementos de 2 fijados por A. Por b) sabemos que existe y € G tal que
By = v por lo tanto A, AY <T', <T = [G]A, luego I', = G,A = G, AY y por tanto A y
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1

AY son conjugados en I',, luego existe z € G tal que A* = AY asi yz~" normaliza a A.

Como consecuencia tenemos:

[<yz ' > A <ANG =

ast que yz= ! € Cq(A) y Byz~t =zt = 1.

El siguiente resultado viene a decir que si A actia coprimamente sobre G (A 6 G
resoluble) y N es un subgrupo normal A-invariante de G, los puntos fijos de G/N por la

accion inducida provienen de los puntos fijos de G.

Teorema 2. Si A actia coprimamente sobre G (A 6 G resoluble ) y N es un subgrupo

normal A-invariante de GG, entonces:
Ca/n(A) = Cg(A)N/N

Demostracién: sea Q = {Nz|x € G}. G actia transitivamente sobre 2 y A actia

en la forma inducida comentada en la introduccién, de forma que:
(Nz)ga = (Nzg)a = N(zg)" = Naz“g* = (Nz)ag*

Por el lema de Glauberman sabemos que A fija algin elemento de 2 y que C(A) actia
transitivamente sobre el conjunto de puntos fijos por A. Asf al considerar N € Cg/n(A)

y hacer actuar Cg(A), recorremos todos los puntos fijos por A de G/N.

Corolario 3. Si A actia coprimamente sobre G (A 6 G resoluble) se tiene que
G =Ce(A)G, A

Demostracién: Considerar a A actuando sobre G/[G, A]. Como x~ 1z € [G, A,

cualesquiera que sean x € G,a € A, A fija a cada elemento de G/[G, 4], luego
G/|G, Al = Cgy16,41(A) = Ca(A)[G, A]/|G, A]

luego G=C¢(A)[G, A].

Ejercicio. i) Si A, B < G se tiene que: [A, B]J<x < A, B >. ii) Si 4, B, C son subgrupos
de un grupo Gy B < Ng(A) N Ng(C), entonces: [AB,C] = [A, C][B, C].
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Corolario 4. Si A actia coprimamente sobre G (A 6 G resoluble) se tiene:
|G, A, A] =[G, 4]

Demostracién: [G, A] = [[G, A]Ca(A), A] = [[G, A], A].

Teorema 5. Si A actia coprimamente sobre G y G es abeliano entonces:
G =[G, A] x Cg(A)

Demostracién: Basta probar que [G,A] N Cg(A) = 1, para lo cual construiremos
un endomorfismo ¢ de G tal que ¢(z) = = para cada x € Cg(A) y ¢(z) = 1 para cada
x € |G, A].

Sea |A| = n, como (n,|G|) = 1, la aplicacién que asocia a cada elemento x € G el
elemento z”, es un automorfismo « de G. En efecto, como G es abeliano (zy)"™ = x"y",
para cualesquiera x,y € G. Adema&s existen s,t € Z tales que 1 = sn + t|G|, luego si

2" =1, x = z*" Gl = 1. Considerar a~! y definir
p:G— G

en la forma:

6(x) = a~'( 1 2%

a€A
Es claro que ¢ es un endomorfismo de G. Ademas si x € Cg(A) se tiene que ¢(x) =
a Ha(z)) = x y si a; € A se tiene: ¢(z¥) = a~1( I_IAa:ala) = ¢(x), luego ¢([z,a1]) =
ac
oz tx®) = ¢(x) " to(x®) = 1, asi ¢(y) = 1 para cualquier y € [G, A].

Ejercicio. (Lema de los tres subgrupos). Sean A, B,C subgrupos de un grupo G.
Demostrar que si [4, B,C] =1 = [B,C, A] entonces [C, A, B] = 1.

(Ayuda: usar la identidad de Hall-Witt: [a,b~% ¢]’[b,c™1, a][c,a™t,b]* = 1, cua-
lesquiera que sean a,b,c € G.)

Teorema 6 (El P x Q- lema de Thompson). Sean P, X p-grupos,Q p’-grupo
siendo X un P x @Q-grupo. Si [Cx(P),Q] =1 entonces [X, Q] = 1.

Demostracién: Suponer que [X,Q] # 1 y sea Xy minimal en el conjunto de los

subgrupos Y P x @Q-invariantes de X que verifican [Y, Q] # 1.
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Como Xy y P son p-grupos, el producto semidirecto [Xo]P también lo es y por los
Teoremas 3 y 6 de la Leccion 1 se tiene que [Xo, P[< [Xo, [Xo]P] < Xo y por la eleccién
de Xy se sigue que [Xo, P,Q] =1y como [P,Q, Xo| = 1, por el lema de los tres subgrupos
se sigue que [@, Xo, P] = 1 luego [@Q, Xo] < Cx(P) y por la hipétesis [Xo,Q,Q] = 1y por

el Corolario 4 se concluye que [Xo, Q] = 1, lo que es una contradiccion.

Corolario 7. Si P es un p-subgrupo de G, se tiene:
Op (Na(P) < Ca(0p(G))

siendo O,/ (N¢g(P) el mayor p’-subgrupo normal de G.

Demostracién. Considerar X = O,(G),Q = Oy (Ng(P)) y el p-subgrupo P.
Como se verifican las hipétesis del P x Q-lema, y [Co,(q)(P),Op (Na(P)] < O,(G) N
Op (Ng(P) =1, sabemos que [Oy(G), O (Ng(P)] = 1.

Lema 8. Sea P un p.subgrupo de G y K un p’-subgrupo normal de GG. Entonces:
Nex(PK/K) = Na(P)K/K

Demostracién: Es claro que Ng(P)K/K < Ng/x(PK/K) = U/K. Ahora bien,
como PKaU y P € Syl,(PK), por el argumento de Frattini se tiene que:

U = PKNy(P) = KNy(P) < KNg(P) = No(P)K

A continuacién probaremos que si G es resoluble puede obtenerse un resultado mas

fuerte que el obtenido en el Corolario 7.
Teorema 9. Sea G resoluble y P un p-subgrupo de G. Denotar con C' = Cg(P) y
con N = Ng(P). Entonces
Op (C) = Oy (N) < Oy (G)
Demostracién: Como O, (C)carCadN es Oy (C) <Op (N). Ademés [Oy (N), P] =
1, asf que Oy (N) < C'y por lo tanto Oy (N) < O, (C).
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Veamos ahora que uno de tales subgrupos es subgrupo del p’-radical de G. La de-
mostracién serd por induccién sobre |G]|.

Si K = Oy (G) # 1, se tiene que |G/K| < |G| y por hipétesis de induccién se tiene
que:

Op (Na/x (PK/K)) < Op (G/K) =1

Por el lema anterior sabemos que Ng,/x(PK/K) = Ng(P)K/K, asi que
O (NG(P)K/K < Oy (Ne(P)K/K) = 1

por tanto Oy (Ng(P)) < K = Oy (G).

Suponer ahora que K = 1. Asi F(G) = O,(G) y como G es resoluble, por el Teorema

6 de la Leccién 2 sabemos que C(0,(G)) < O,(G). Por el Corolario anterior se tiene que
Op’(NG(P)) < CG(OP(G)) < OP<G>

y asf Op (Ng(P)) = 1.
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Leccién 7. Preliminares del p®¢’-Teorema de Burnside.

Teorema 1. Sea P un p-grupo que a lo mas tiene un subgrupo de orden p. Si p = 2
suponer ademas que P es abeliano. Entonces P es ciclico.

Demostracién: Por el Teorema 11 de la Leccién 1 (Teorema de estructura de los
grupos finitos abelianos) se sigue que si P es abeliano, necesariamente P sera ciclico, por
lo tanto podemos suponer que |P| > p3. Procederemos por induccién sobre |P.

Si |P| = p* , supongamos que P no es ciclico, luego P no es abeliano (luego p impar),
asi que P/ = Z(P) = C, y P/Z(P) = C, x Cp, luego P/Z(P) = X/Z(P) x Y/Z(P) con
|X/Z(P)| = |Y/Z(P)| = p. Ambos X,Y tienen por tanto orden p?, luego serdn ciclicos.
Sea X =< x>, Y =<y >, entonces X NY =< 2P >=< yP >= Z(P), el tinico subgrupo
de orden p de P. Como y~P = (xP)"™ = (2™)P para algin m,1 < m < p, podemos suponer
que zPy? = 1. Como [z,y] € P’ = Z(P) se tiene que [z,y] = 1 6 o([z,y]) = p. Sabemos
que:

(wy)? = 2Py [y, PP~/

Como p es impar 2|p—1 luego (xy)? = 1, pero zy ¢ X NY lo que es una contradiccién.

Pasamos al caso general. Sea N.< P. Entonces N < Z(P) y |N| = p. Considerar P/N
y suponer que existen dos subgrupos de orden p: R/N y S/N. Supongamos, sin pérdida
de generalidad que R/N < Z(P/N), entonces RS es un subgrupo de P de orden p® con
un unico subgrupo de orden p y ademas, si p = 2, es abeliano. Por la parte anterior,
sabemos que RS es ciclico, luego tiene un tnico subgrupo de orden p?, asi R = S lo que
no es posible. Ahora, por hipétesis de induccién, P/N es ciclico, luego P/Z(P) es también

ciclico, por lo tanto P es abeliano y por la hipdtesis es ciclico.

Es una consecuencia inmediata que un p-grupo P no ciclico de orden impar contiene

un subgrupo isomorfo a C), x Cp, pues Z(P) siempre contiene un elemento de orden p.

Lema 2. Sea P p-elemental abeliano no ciclico actuando sobre un ¢g-elemental abeliano
(). Entonces existe g # 1,9 € P tal que Cg(g) # 1.
Demostracién: Supongamos sin pérdida de generalidad que |P| = p?, es decir que

P = (C, xC,. P tiene p? —1/p—1 subgrupos de orden p y P = UP; donde P; recorre tales
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subgrupos. Consideremos a @) como Z/qZ-espacio vectorial. Suponer que la tesis es falsa,
asisil# g€ Pyx €@ tal que 29 = x entonces x = 0 (utilizamos notacién aditiva en Q).

Sea O£y € Qyl#he P, entonces

Oy =>yh=> "y

geP geP geP

luego Z y? = 0. Lo mismo sucede para P; en lugar de P, i=1,...,p+ 1, asi:

gePrP
p+1
0=> v=> (> v)—py=—py
geP i=1 geP;

pero como o(y) = q, se sigue p = q. Entonces el producto semidirecto asociado G = [Q]P

es un p-grupo y sabemos que Q N Z(G) # 1, lo que no es posible.
Lema 3. Sean p,q primos tales que p # ¢ y sea P p-elemental abeliano no ciclico
actuando sobre un g-grupo Q). Si
n(Q) =< CoW)|W < P,|P:W|=p>
entonces @@ = 7n(Q). En particular

Q=<Co@)|l1#xecP>

Demostracién: Por induccién sobre |P| + Q).
Suponer primero que @ tiene un subgrupo normal P-invariante no trivial propio ).

sea W < P tal que |P : W| = p. Por el Teorema 2 de la Leccién 6 sabemos que :
Ca/qy(W) = Co(W)Qo/Qo

asi que 7(Q/Qo) < N(Q)Qo/Qo vy como |Q/Qo| < |Q], se sigue por hipétesis de induccion
que nN(Q/Qo) = Q/Qo y por tanto que Q = 1n(Q)Qy. Asimismo, como |Qy| < |Q] es
Qo = n(Qo) < n(Q), luego Q@ =n(Q).

Supongamos ahora que () no posee subgrupos P-invariantes normales distintos de 1

y de Q. Asi @ es caracteristicamente simple luego ¢(Q)) = 1 y por tanto @) es g-elemental
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abeliano. Por el lema anterior existe 1 # z € P tal que Cg(x) # 1. Como P es abeliano,
Cq(z) es P-invariante y por la hipdtesis es () = Cg(z). Podemos definir una accién en
forma natural de P = P/ < x > sobre Q.

Si P es ciclicoes |P|=py Q= Cq(x) <n(Q).

Si P no es ciclico, por hipétesis de induccién se tiene:
Q=<CqWM||P: W|=p><< Co(W)||P:W|=p>=n(Q)

Hemos probado que @) viene generado por los subgrupos de puntos fijos de los sub-
grupos maximales de P. Es claro que si 1 # =z € P, < x >< P, pues P no es ciclico
y existird M < .P tal que < ¢ >< M luego Co(M) < Co(< x >) asi en particular
Q=<Cq(x)|l #x € P >.

Lema 4. Sean p, g primos tales que p # ¢, ambos impares, P un p-subgrupo y () un
g-subgrupo de G = GL(2,¢). Si Q < Ng(P) entonces Q < Cg(P).

Demostracion: Notar que () actia coprimamente sobre P, asi por el Corolario 4
de la Leccién 6 : [[P,Q],Q] = [P, Q, Q] = [P, Q], luego bastara probar que @ centraliza a
Py =[P,Q|<PQ, Py < P. Es claro que Py < [G,G] < SL(2,q) ya que :

GL(2.4)/SL(2,q) = GF(q)" = C;,

Sea V un GF(q)-espacio vectorial 2-dimensional y consideremos a GL(2, ¢q) actuando
como es habitual sobre V. Supongamos que existen x € Py y v € V tales que v* = v # 0.

Sea (v,w) base de Vy X = <(1) Z
det(X)=1esb=1yasi X9=1luego z = 1 pues Py es ¢’-grupo. Por el Lema 2 Py no

) la matriz coordenada de z en dicha base. Como

contiene subgrupos elementales abelianos no ciclicos asi, por la nota posterior al Teorema
1, Py es ciclico. Como p||GL(2,q) = (¢*> — 1(¢*> — q) = q(¢ — 1)?(¢+ 1) y q # 2 se tiene
que p < q. Sea |Py| = p%, a > 1 entonces |AutPy| = p»1(p — 1) que no es divisible por
q. Como cada elemento de () induce un automorfismo de Py de orden potencia de g, se

concluye por el Corolario 4 de la Leccion 6 que:

[P0, Q] =1=[P,Q,Q] = [P.Q]
es decir Q < Cg(P).
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Lema 5. Sea g un primo impar, V' g-elemental abeliano y H un grupo de automor-
fismos resoluble de V. Suponer |H| impar y O,(H) = 1. Si h es un g-elemento de H tal
que |V : Cy(h)| < g entonces h = 1.

Demostracién: Podemos suponer que |V : Cy(h) = ¢ pues si |V : Cy(h)] =1
serfa h = 1. También podemos suponer que o(h) = ¢, ya que si o(h) = ¢*, a > 1

) =qy como Cy(h) < Cy(h?" ) <V, pues h?" " # 1, se

a—1 a—1

considerariamos hqa_l, o(h?
tendria Cy (h) = Cy (R ).
Sea H contraejemplo de orden minimal y @ =< h >. Como O4,(H) =1, F(H) es un

a—1

¢’-grupo. Como H es resoluble, por el Teorema 6 a) de la Leccién 2 Cy(F(H)) < F(H)
y existe p € w(H), p # ¢, tal que [Op(H),Q] # 1 (notar que también p es impar pues
|H| es impar). Sea P = O,(H), entonces Oy(PQ) = 1. Por la eleccién de H, debe de
ser H = PQ. Como @ no es un subgrupo normal de H tomamos z € H — Ny (Q), asi
Q@ y Q% son g-subgrupos de Sylow de H, Q # QF, luego también de < Q, Q" > y como
O4(< Q,Q% >) <QNQ* =1, de nuevo, por la eleccién de H, se tiene que H =< Q, Q" >.
asi Oy (H) = Cy(Q)NCy(QF) y :

V:Cyv(H)| <[V :Cv(QIV: Cv(QY)] = ¢

Como V es abeliano Cy(H)<dV. Ademéds H se representa fielmente sobre W =
V/Cy(H). En efecto si L = Ker(HsobreW), [L,LW] =1 = [L,V] < Cy(H) =
[L,V,L]=1= [V, LNP,LNP]=1=[V,LNP], por el Corolario 4 de la Leccién 6. Por
lo tanto LN P =1y |L| =|LP/P|, que divide a |H : P| = ¢, luego L < O,(H) = 1.

En consecuencia, H es isomorfo a un subgrupo de GL(2, q) y por el resultado anterior

es [P,Q] =1, lo que es una contradiccion.
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Leccién 8. Demostracién del p?¢’-Teorema de Burnside.

Teorema. Sea G un grupo de orden p®q®, p,q primos, entonces G es resoluble.
Demostracién: (Bender) Si G es contraejemplo de orden minimal, analizaremos su es-
tructura en varios pasos hasta llegar a que no puede existir dicho grupo.

1. GG es un grupo simple no abeliano cuyos subgrupos propios son todos resolubles.

En efecto G no es abeliano y si 1 # N < G, la eleccién de G fuerza a que tanto N
como G/N son resolubles luego G es resoluble, lo que no es posible. Ademés si H < G por
la misma razon H es resoluble.

Necesariamente p # ¢ y podemos suponer que p < ¢. En la demostracién {r, s}
denotard el par no ordenado {p, ¢}.

2. Si G tiene subgrupos A, B tales que G = AB y A # (G, entonces B no normaliza a
cualquier subgrupo no trivial de A.

Suponer que B < Ng(H) siendo 1 # H < A. Entonces:
1#£H=HP4=H*<A<G

donde H® denota la envoltura normal de H en G. Como H <G, esto no es posible por 1.

3. Si R € Syl,.(G) , R no normaliza a un s-subgrupo no trivial de G.

Sil# H < G es un s-subgrupo de Gy R < Ng(H), como existe S € Syl (G) tal que
H < Sy G = RS basta aplicar 2 para concluir que dicha suposicién no puede darse.

4. Si S € Syl,(G), 1 #YaR € Syl,(G), entonces G =< S,Y >.

En efecto, sea 1 # z € Y N Z(R). Considerar los subgrupos < S,z >y Cg(z). Como
R < Cg(z) es G =< S,z > Cg(z) y dado que Cgi(z) normaliza al subgrupo no trivial
< z>de < S,z >, concluimos por 2 que debe ser G =< S,z >=< S| Y >.

5. Sean M, H subgrupos maximales de G. Suponer que existen R r-subgrupo normal
de M y S s-subgrupo normal de M no triviales de forma que R x S < H, entonces:

) RXxS<FH)<M

i) M =H

Como M < Ng(R) < G, por la maximalidad de M y por 1 se sigue que M = Ng(R).
Andlogamente M = Ng(S).

32



Por otra parte:

S < Cu(R) < Cq(R) < Ng(R) = M

asi que S<Cp(R). Por el Teorema 9 de la Leccién 6 sabemos que:
0,/(Cit(R)) = On(Nu(R)) < Ops(H) = O, (H)

pues H es resoluble. Por tanto 1 # S < O4(H). Andlogamente 1 # R < O,(H). Asi
RxS<O.(H)xO4H)=F(H). Ademés O,(H) < Cg(S) < M y también : Oz(H) <
Ca(R) < M por lo tanto F(H) < M.

Considerando ahora que, segtin hemos probado, O,.(H) x Os(H) < M, intercambiando

los papeles de M y H se concluye que:
F(H) = OT(H> X OS(H) < F(M) <H

Finalmente repitiendo lo que hemos hecho al principio con R = O,.(M) y S = O4(M),
concluiremos que F(M) < F(H) y por tanto que:

Por tanto: M = Ng(F(M)) = Ng(F(H))=H

6. Sea M < .G, entonces F'(M) tiene orden potencia de un primo.

Supongamos que O, (M) # 1 # O4(M) y lleguemos a contradiccion.

Sean 1 # Ry = Z(O,(M)) y 1 # Sy = Z(O4(M)). Es claro que Ry, S, < Z(F(M)).
Sea 1 # x € F(M), entonces Ry < Cg(x) < Gy Sy < Ce(x) < G, asi existe H < .G tal
que Ry x Sy < Cg(x) < H < G. Por 5 sabemos que H = M, asi que

Colx) <M, V1#xzeF(M)

Veamos que Ry es ciclico. Si no fuera asi, por el Teorema 11 de la Leccién 1, existiria
T < Rp tal que T = C,. x C,..

Sea R € Syl,.(M). Como R < Ng(Sp), por 3 no puede ser R un r-subgrupo de Sylow
de G. Asi existe P € Syl (G) tal que R < P luego R < Np(R). Sea g € Np(R) — R.
Entonces g € M puessig € M, R << g > R, r-subgrupo de M, lo que no es posible. Asi:

T<Ry<R=RI<MI+M
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pues M = Ng(M). por lo tanto T normaliza a Sj<M9. Llamemos S = S§. Como T
es un r-elemental abeliano no ciclico actuando sobre S, que es un s-grupo, por el Lema 3

de la Leccién 7 sabemos que:
S=<Cs@)l1#zeT ><<Cq@)l#xzecT ><M

Ademds, como Ry < R, se tiene: Rj < R = R < M9 y M contiene a R} x S§<M?.
Por 5 se tiene que M = MY, lo que no es cierto.

Concluimos que Ry es ciclico y analogamente Sg es ciclico.

Concretando, Py = Z(O,(M) es ciclico. Suponer que |FPy| = p®, entoces |Aut(Fp)| =
p¢~ip—1). Sea Q € Syl,(M) actuando por conjugacién sobre . Como el grupo de
automorfismos de P, inducido por () es un ¢-grupo y p < ¢q dicho grupo debe ser trivial.
Asi @ centraliza a Py y Py x Qo < Ng(Q) siendo 1 # Qo = Z(O4(M)). Por 5 se sigue que
Ng(Q) < M. Por la cuestién 11 de Teorfa de Sylow, sabemos que @ € Syl (G), lo que no
es posible por 3, dado que Q < Ng(Fp).

7. Sea t un primo y E un grupo finito . Un ¢-subgrupo U de F se dice localmente
central en F si U < Z(T), siendo T algin t-subgrupo de Sylow de E. Notar que el
centro de cualquier t-subgrupo de Sylow de E es ejemplo de localmente central y que si
U es t-localmente central, Cg(U) contiene un t-subgrupo de Sylow de E. La existencia de
subgrupos localmente centrales no triviales en subgrupos maximales de G, suministrara
una informacién importante sobre la estructura de G.

8. (Matsuyama) Si M < .G contiene algin r-subgrupo no trivial Y localmente central
en G entonces F(M) es un r-grupo.

Supongamos que F'(M) no es un r-grupo. Por el paso 6, F'(M) es un s-grupo. Elijamos
un s-subgrupo de Sylow de G conteniendo a F(M) y sea Z su centro. Entonces: Z <
Ca(F(M)) < Ng(F(M)) = M, asi que: Z < Cpy(F(M)) < F(M), por ser M resoluble.
Sea

L=<ZYyeY >

entonces L < F(M) y por tanto L es un s-subgrupo normalizado por Y. Sea M el
conjunto de los s-subgrupos de G que satisfacen:

i) son normalizados por Y
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ii) estdn generados por G-conjugados de Z

Claramente 1 # L € M. Sea K maximal de M conteniendo a L y sea S un s-subgrupo
de Sylow de G conteniendo a K. Como Y es un r-subgrupo localmente central es normal
en el r-subgrupo de Sylow en cuyo centro esta contenido. Asi por 4 G =< S, Y >. Como
Y < Ng(K) debe ser S £ Ng(K), es decir Ng(K) < S luego Ng(K) < Ng(Ng(K)) y
podemos considerar x € Ng(Ng(K)) — Ng(K). Por tanto K # K* < N4(K). Como K”
estd generado por conjugados de Z, sea Z9 uno de ellos tal que Z9 £ K.

Recordar que Y es un r-subgrupo no trivial localmente central de G y Z es un s-
subgrupo no trivial localmente central de G, luego G = C(Z)Cq(Y). Seanu € C(Z),v €
Ca(Y) tales que g = uv. Entonces Z9 = Z% = Z". Sea

L*=<Z"yeY >=<Z"yeY >=L1L"

Es claro que L* es un s-subgrupo normalizado por Y y generado por ciertos conjugados
de Z, por tanto L* € M. Ademds como Y < Ng(K) y Z¥ = Z9 < K* < Ng(K) se tiene
que L* < Ng(K) , luego KL* es un s-subgrupo de G, KL* €¢ My K < KL* lo que esta
en contra de la maximalidad de K.

9. Un r-subgrupo localmente central Y # 1 de G no normaliza a un s-subgrupo no
trivial de G.

Supongamos que Y < Ng(S) siendo S un s-subgrupo no trivial de G. Entonces
N¢g(S) contiene a Y, que es un r-subgrupo localmente central no trivial y al centro de un
s-subgrupo de Sylow que contiene a S, que es un s-subgrupo localmente central no trivial
de G. Si Ng(S) < M < .G, por 8 sabemos que F'(M) es a la vez r-grupo y s-grupo, luego
F(M) =1, lo que no es posible pues M es resoluble (ver la nota que sigue al Teorema 5
de la Leccién 2).

10. G tiene orden impar.

Recordar que como consecuencia del Teorema de Baer (Corolario 2 de la Leccién 4)
sabemos que si t es una involucién de un grupo G 'y t € O2(G), existe un 2’-elemento
1# h e G tal que ht = h=1.

Suponer que 2||G|. Sea t una involucién del centro de un 2-subgrupo de Sylow de G,
como O2(G) = 1, por el resultado anterior < ¢ > normaliza a un 2’-subgrupo de G no

trivial (es decir a un g-subgrupo no trivial de GG), lo que no es posible por 9.
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11. Si E es un p-grupo, Q(E) denota el subgrupo de E generado por los elementos de
orden p.

Sea Rg un r-subgrupo no trivial de G tal que Cg(Rp) < L < G. Ademads sea Ry <
R; < Ry con Ry € Syl,.(L) y Re € Syl,.(G). Entonces :

a) F(L) = O,(L)
b) Z(Ry)) < AZ(0,(L)))

¢) Ca(UZ(0r(L)))) es un r-grupo

En efecto:

a) Como 1 # Z(Rs2) < Ce(Ry) < Ly Z(R3) es un r-subgrupo localmente central de
G, por 9 se sigue que O4(L) = 1. asi F(L) = O,(L).

b) Como O,(L) < Ry < Ry se sigue que Z(Ry) < Cr(F(L) < F(L) pues L es

resoluble.

Por tanto Z(R3) < Z(0O,.(L)) y de ahi que Q(Z(R3)) < Q(Z(0,(L)))

c) Si S € Syl,(Ce(QUZ(0,(L))))), por b) se tiene que [S,Q(Z(R2))] = 1 y como
Q(Z(R2)) es un r-subgrupo localmente central de G, por 9 se sigue que S = 1 y asi
Ca(QUZ(0,(L)))) es un r-grupo.

12. Sea Py un p-subgrupo de G no trivial, entonces Ng(F) tiene g-subgrupos de
Sylow ciclicos.

En particular si F'(M) es p-grupo, siendo M < .G, M = Ng(F(M)) tiene g-subgrupos
de Sylow ciclicos

Suponer que sucede lo contrario y sea V' = Q(Z(F)). Por la consecuencia del Teorema
1 de la Leccién 7, dichos g-subgrupos de Sylow contendran un subgrupo del tipo C; x Cy
y como Ng(Py) < Ng(V), este ultimo contendrd un tal subgrupo.

Sea N el conjunto de pares (A, V) que satisfacen:

i) A=C, xCy

ii) V es un subgrupo no trivial p-elemental abeliano A-invariante maximal de G

Por lo anterior, N no es vacfo. Sea (A4,V) € N con |Cy (A)|, lo mayor posible.

Podemos afirmar que :

Cy (A) <V
Para ello, consideremos Y = Q(Z(0,(Ng(V)))). Apliquemos 11 con Ry = V' y

36



L = Ng(V), entonces Cg(Y') es p-grupo. Y es un A-invariante p-elemental abeliano
subgrupo de Z(Op(Ng(V))) y V < Op(Ng(V)), asi VY es un A-invariante p-elemental
abeliano. Por lo tanto, por la eleccién de V es Y <V y se sigue que Cq(V) < Ca(Y). Asi
Cg (V) esun p-grupoysi V = Cy(A), se seguiria que A < Cg(V), llegando a contradiccion.

Por el Lema 3 de la Leccién 7 se tiene que:
V=<Cy(z)l#£xcA>

y existird 1 # = € A tal que Cy(A) < Cy(x) = U. Como A centraliza a z, U
es A-invariante y no centralizado por A. Asi A induce sobre U/Cy(A) un g-grupo de
automorfismos no trivial, ya que en otro caso : [U, A] < Cy(A) luego [U, A, A] = 1 = [U, A],

por el Corolario 4 de la Leccién 6. Como |[AutCp,| =p —1y p < ¢, se concluye:
U/Cv(4)] = p?

Sea Z1 = QZ(04(Cs(x)))), entonces como < x > 4Cq(x) es < z >< Oy(Ci(x))
y finalmente < 2 >< Z(04(Cg(z))), luego x € Z;. Por 11 ¢) con < z >,Cq(z) y ¢ en
lugar de Ry, L y r, tenemos que Cg(Z1) es g-grupo. Como 1 # U < Cg(z) se tiene que
71 es normalizado pero no centralizado por U, pues U es p-grupo. Asi < x >< Z7 y U
induce sobre Z;/ < z > un grupo de automorfismos no trivial, pues en otro caso seria
U, Z1] << x > luego: [Z1,U,U] =1 = [Z;,U], lo que no es posible.

Como U no puede ser ciclico, por el Lema 3 de la Leccién 7 se tiene:
Z1) <z >=<Cgz W)U : W|=p>

luego existe W < U tal que |U : W| = p que centraliza a un subgrupo 1 # Z5/ <
x >de Z1/ < x >, es decir[Zy, W] << x > luego [Zo, W,W]| = 1 = [Z3, W]. Como
Zy es elemental abeliano, existe 41 < Zy, A1 = Cy; x C; y como A; centraliza a W,
podemos encontrar un Aj-invariante p-elemental abeliano maximal, sea V7, conteniendo a

W. Entonces (A1,V1) e Ny W < Cy, (A1). Ahora bien:
(W[ =1Ul/p>|Cv(A)

lo que estd en contradiccién con la eleccién del par (A, V).
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13. Sea M < .G con F(M) r-grupo. Entonces M/F (M) tiene r-subgrupos de Sylow

ciclicos.

Considerar:
F(M/F(M)) = F(M/O.(M)) = Os(M/O.(M)) = L/O,(M)

asi L =0,(M)S con S € Syl (L).

Por el argumento de Frattini M = SO, (M )Ny (S) = O (M)Np(S).

Si S =1 se tiene que M/F(M) =1y 13 se cumple.

Si S # 1, tenemos dos posibilidades:

i) s = p. Entonces por 12 Ng(S) tiene g-subgrupos de Sylow ciclicos, de ahi que
M/F(M) = O,(M)Np(S)/Or(M) = Np(S)/No, (am)(S) tiene g-subgrupos de Sylow
ciclicos.

ii) s = ¢q. Entonces r = py como 1 # F(M) es un p-subgrupode Gy M = Ng(F(M)),
por 12 se sigue que M tiene g-subgrupos de Sylow ciclicos luego se sigue que S es ciclico
y como 2 < q es conocido que Aut(S) es también ciclico.

Considerar M* = M/F (M), entonces F(M*) = S, luego Cp«(F(M*)) = F(M*) y
por tanto M*/F(M*) es isomorfo a un subgrupo de Aut(F(M*)). Por lo tanto M*/F(M*)
es ciclico y si P* € Syl,(M*) = P* = P*F(M*)/F(M*) es también ciclico.

14. Si R es un r-grupo, denotaremos por Jo(R) al subgrupo de R generado por
todos sus subgrupos elementales abelianos de orden maximal. Claramente Jy(R)carR y si
Jo(R) < U < R entonces Jo(R) = Jo(U).

(El subgrupo de Thompson J(R) es similar, omitiendo la palabra ”elemental” en la
definicién. Subgrupos de este tipo juegan un papel importante en la teoria de grupos no
resolubles).

15. Sea M < .G con F(M) r-grupo. Si R € Syl.(M), entonces M = Ng(Jo(R)) y
R € Syl,.(G).

Sea K = F(M) = O,(M). Supongamos que Jo(R) £ K y llegaremos a contradiccién.
Sea A un subgrupo elemental de orden maximal de R no contenido en K. Por 13 AK/K

es ciclicoy asi |[A: ANK|=r.
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Sea V = Q(Z(K)), observar que (AN K)V es subgrupo elemental abeliano de R. De
ahi que:

Al = (AN K)V] = [AnK[[V]/|[AnV] = [A[[V|/rlANV]

Asi [V :ANV| <r.

Como 1 # VecarK<M y M < .G es M = Ng(V). Como consecuencia Ca(V) < My
por 11, tomando V como Ry y M como L, tenemos que Cg (V) es un r-grupo, de hecho
es r-subgrupo normal de M y asi Cg(V) < K < Cg(V) y por tanto K = Cg(V).

Sea H = M/K = M/Cpy (V) grupo de automorfismos de V. ademés O,(H) =
O,(M/O,(M)) =1. Seaac A—(ANK)y h=aK, entonces ANV < Cy(h) y como
[V :ANV| <r,sesigue que |V : Cy(h)| < r. Por el Lema 5 de la Leccién 7 se sigue que
h =1, luego a € K lo que es una contradiccion.

Por tanto Jo(R) < K < Ry asi Jo(R) = Jo(K)carK< M, luego M = N¢(Jo(R)).

Si R < R* € Syl,.(G) seria Jy(R)carR < Npg+(R), pero esto no puede ser pues se
tendria que: Ng-(R) < Ng(Jo(R)) =M y R € Syl.(M). Asi R € Syl,.(G).

16. Sea M < .G con F(M) r-grupo. Si g € G — M entonces M N MY es un s-grupo.

Notar que M # M9 pues Ng(M) = M.

Suponer que la afirmaciéon no es cierta y elegir ¢ € G — M de forma que un 7-
subgrupo de Sylow R de M N M9 tenga el orden mayor posible. Si R € Syl,.(M) se sigue
que R € Syl,.(M9). Asi, por 15, M = Ng(Jo(R)) = MY, que no es posible. Por lo tanto
1 < R < Ry para algin Ry € Syl,.(M), y de ahi que R < Ng, (R). Sea H < .G conteniendo
a Ng(R). Por 11 a) FI(H) es r-grupo y por 15 H = Ng(Jo(Rz2)), para algin Ry € Syl (G).
También por 15 tenemos que R; € Syl.(G) y se sigue que Jy(R2) es conjugado a Jy(R;)
en G. Como consecuencia H es conjugado con Ng(Jo(Ry1)) = M.

Como R < Npg,(R) < HN M, la eleccién de Ry M9 fuerza a que H = M. Un
argumento andlogo aplicado a R como subgrupo de MY, lleva a que H = MY y asi a la
contradiccién M = M?9.

17. Conclusién.

Sea r el primo para el que un r-subgrupo de Sylow de G tiene mayor orden que un
s-subgrupo de Sylow de G. Sea Cg(Z(R)) < M < .G. Por 11 a) F(M) es un r-grupo. Si

g€ G— M, por 16 tenemos que RN RY =1, asi RRY es un subconjunto de G' conteniendo
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|R||RY| = |R|? elementos. Sin embargo |R|?> > |R||S| = |G|, y asf la contradiccién final

completa la demostracion.
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Practicas de Teoria de Grupos
Practica 1

1. Si [[a,b],a] =1, a,b € G, probar que para cualquier n > 1 se tiene:
[anv b] = [CL, b]n

2. Si [[a,b],a] =1 = [[a,b],b], a,b € G, probar que para cualquier n > 1 se tiene

(ab)"™ = a™b"[b, q (g)

Y

3. Probar que si |G/Z(G)| = 4, entonces |G'| = 2.
4. Si x € G, G grupo finito, con o(z) = 2 y los 2-subgrupos de Sylow de C¢(x) son
cclicos, probar que son 2-subgrupos de Sylow de G.

5. Demostrar que si en un grupo finito G existe = tal que |Cg(z)| = p, entonces cada
p-subgrupo de Sylow de G tiene orden p.

6. Sea |G| =p" y |G : Cg(z)| < p,Vx € G. Probar:

i) Co(x)<G,Vr € G

i) G' < Z(G)

i) [G'| <p

7. Sea G finito, p el menor primo dividiendo a |G| , p impar y G’ = C,, x C),, entonces

G es nilpotente.

8. Sea G finito, H < G tal que Cg(z) < H ,Vx € H — {1}. Probar que:
(1H],|G - H|) =1

es decir que H es un subgrupo de Hall de G.

9. Sea G un grupo finito nilpotente y sea A maximal entre todos los subgrupos
normales abelianos de G. Probar que A = Cg(A).

10. Demostrar:

i) Si N<G, entonces: ¢(N) < ¢(G).

ii) Si N<G , N nilpotente y G/N' nilpotente, entonces G es nilpotente.

iii) F(G/Z(G)) = F(GQ)/Z(QG).
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Practica 2

11. (M. Isaacs) Si G es un grupo finito, tal que todas las clases de conjugacién fuera

de Z(Q) tienen cardinal p y G/Z(QG) es abeliano, probar que |G’| = p. (Confrontar con los
problemas 3 y 6 de la Practica 1). .

12. Si m # 1 es un divisor de p — 1, siendo p primo, usar el producto semidirecto para

construir un grupo de orden pm, no abeliano, que contiene un subgrupo normal de orden
p.
13. Sea G un p-grupo finito. Probar que ¢(G) es el menor normal de G que da cociente
p-elemental abeliano.

14. Considerar el producto semidirecto G =< a > x; < a > con o(a) = 5y a(a) = a?
Comprobar que:

i) 6(G) =1
i) ¢(< a>) =< a? >y
ill) o(G) <a >/ <a>< (G < a>)

15. Se considera el grupo cuaternio de orden ocho: QJg, comprobar que la aplicacién
de dicho grupo en si mismo « tal que a(i) = j y a(j)

17 es un automorfismo. Si
G =< a > x;Qs, es el correspondiente producto semidirecto, se pide:

i) Obtener Z(G), G, F(G), ¢(G).

ii) Describir los subgrupos nilpotentes de G.

16. Sea A =< a >= Cg y a € Aut(A) dado por a(a) = a3, entonces o(a) = 2. Sea

G el holomorfo relativo correspondiente. Entonces G se llama semidiédrico de orden 16.

Encontrar en GG subgrupos Hy, Ho, Hs tales que Hy1 = Cg, Hy = Dg, H3 = (Qg. Demostrar
que la clase de nilpotencia de G es 3.

17. Se considera C3 x C3 como un Z/3Z—espacio vectorial de dimensién 2. Sea

1 0 2 0
A_<(1 1),<0 1) >< GL(2,3)

En una base previamente fijada, cada una de dichas matrices representa un automor-

fismo. Considerar el holomorfo relativo correspondiente G. Hallar F(G), ¢(G), G .
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18. Sea G = NH con N4G, N abelianoy N N H = 1. Probar que

Ca(N) = N x coreg(H)

19. Sea K un grupo abeliano y G = Hol(K). Probar que

Co(K) =K

20. Sea K un grupo abeliano, H < Aut(K), y G = [K|H el holomorfo relativo
asociado. Probar que:

2(G) = Ci (H)
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Practica 3

2 = 1, cualquiera que sea x € G, es

21. Es conocido que un grupo G tal que x
abeliano. Se trata ahora de encontrar ejemplos de grupos no abelianos verificando z? = 1
para cualquier x € G , p primo (p > 2). Considerar C3 x C3 como Z/3Z- espacio vectorial.
Sea « el automorfismo que en una base de C's x C3 tiene a la matriz A = (1) 1) como
matriz coordenada. Considerar el holomorfo relativo: G =< a > x;(C5 x C3). Probar
que 3 = 1 Vx € G, pero que G no es abeliano. Hallar Z(G), ¢(G), G’. (Este grupo es un

ejemplo de grupo extraespecial).

22. Sea K = (), H = Aut(K) y G = Hol(K), donde p es un primo. Se pide razonar
que:

i) H< .G ycoreqg(H)=1

i) F(G) = K y 6(G) =1

iii) Para p =5 ¢(G/K) no es trivial.

23. Sea o € Aut(X3) dado por :
a((1,2,3)) = (1,2,3), a((1,2)) = (2,3)

Comprobar que o(a) = 3 y considerar el holomorfo relativo G =< o > x;X3. Obtener

G, F(G),¢(G), Z(G).

24. Sea K =< a >~ O13 y H =< a >< Aut(K) dado por a(a) = a'® Comprobar
que o(a) = 6 y obtener G, ¢(G), F(G) y Z(G).

25. Considerar a C3 x C3 como Z/3Z- espacio vectorial. Sea « el automorfismo que
en una base de C3 x C5 tiene a la matriz A = < 1 _11 ) . Considerar el holomorfo relativo

G =< a> %x,(C3 x C3) y hallar G', F(G), ¢(G) y Z(G).
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Practica 4

26. Si G es un grupo finito demostrar que: 7(G/¢(G)) = 7(G)

27. Sea G finito, A9G, A abeliano tal que AN ¢(G) = 1. Probar que A tiene com
plemento en G.

(Ayuda: Considerar {S|S < G,G = AS}. Sea L minimal en dicho conjunto. Probar
que ANL1G,ANL < ¢(L),ANL < ¢(G), obteniendo finalmente que L es complemento
de Aen G.)

28. Demostrar que si G es finito y N.<G, N abeliano y H un complemento de N en
G, entonces H. < G.

29. Sea N.<G, N abeliano, entonces N tiene complemento en G si y solosi N £ ¢(G).

30. i) Sea F un cuerpo. Considerar la accién de F* sobre F* via multiplicacion.
Razonar que dicha accién es irreducible, es decir que los tnicos subgrupos que quedan
invariantes por dicha accién son {0} y el propio F'*.

ii) Razonar que para cada primo p y cualquier entero n, n > 1, existe un grupo

resoluble finito con un maximal de indice p™.

1 a b
3l. Sea H(k)={[ 0 1 ¢ |]a,b,cek} <GL(3,k)
0 0 1
Comprobar:
1 0 b
i) Z(H(k)={| 0 1 0]lbek}.
0 0 1

i) H(Z/2Z) = Ds.
iii) En general H (k) es nilpotente de clase 2.
Este grupo es conocido como grupo de Heisenberg y si £ = R juega un importante

papel en mecanica cuantica.

32. El grupo de Pauli. Sea P =< a = ( ) ( ) ((1) _01> ><

GL(2,C). Observar que o(a) = 4,0(b) = o(c) = 2,a’ = af . Comprobar que
|P| = 16. Hallar Z(P), P', $(P).
Cuestiones sobre Teoria de Sylow
1. Si P € Syl,(G) y N<G, entonces PN/N € Syl,(G/N).
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Si P € Syl,(G) y N<G, entonces PN N € Syl,(N).

SI G/N es un p-grupo y P € Syl,(G) se tiene que G = PN.

Si P € Syl,(G) y M, N <G, entonces PN MN = (PN M)(PNN).

Si G/N y G/M son p-grupos entonces G/N N M es también un p-grupo.
Si P € Syl,(G) y M, N <G, entonces PN N PM = P(N N M).
Argumento de Frattini. Si P € Syl,(N) , N <G, entonces G = N Ng(P).
Ng/n(PN/N) = Ng(P)N/N siendo P € Syl,,(G) y N <G.

® N o ke N

9. NPY, cuando g recorre los elementos de G, es el mayor p-subgrupo normal de G.
Se denota O,(G).

10. Si Ng(P) < A < G, con P € Syl (G), entonces A = Ng(A). En particular:
Ng(Ng(P)) = Na(P).

11. Sea P un p-subgrupo de G, entonces : P € Syl (G) < P € Syl,(Ng(P)).

12. Si v, (G) > 1y P1, P, € Syl,(G) se eligen de forma que P # Py y [P N Py| sea el
mayor posible, entonces v,(Ng(P1 N Pz)) > 1.

13. Todo grupo de orden p“q, con p, g primos , es resoluble.

14. Todo grupo de orden pgr, con p, q,r primos, es resoluble.

15. Todo grupo de orden p?q? , con p, ¢ primos, es resoluble.

16. Si |G| =p(p+ 1), con p primo , entonces G tiene un subgrupo normal de orden p
o un subgrupo normal de orden p + 1.

17. Si |G| = pn con p primo tal que p >ny H < G con |H| = p, entonces H <G.
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