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Tema 1
El espacio vectorial R”

1. Encuentra un conjunto de vectores linealmente independientes con el
mayor numero posible de vectores de entre los siguientes:

(1,2,9), (-1,-2,-9), (0,1,2), (2,-1,8), (1,—-3,-1)

2. Determina los valores de z para los cuales el vector (1,3, 2) es combi-
nacién lineal de los vectores (1,2,4), (1,—5,1). Encuentra los coefi-
cientes de la combinacion lineal.

3. Comprueba que el conjunto
H={(z,y,2) €eR® /2 +y+ 2z =0}
es un subespacio vectorial de R3.

4. Determina si los siguientes conjuntos de vectores son libres o ligados.
Si son ligados, encuentra una combinacién lineal no trivial que los rela-
cione.

(a
(b
(c
(d

) (1,3,1), (2,1,0), (1,9,2)

) (2,3), (4,1), (1,0), (2,2)

) (2,5,1,1,0), (1,4,0,1,2), (2,2,2,0,—4)

) (2,1,0,3), (—=2,1,3,0), (0,0,0,0), (1,5,2,1)

5. Calcula una base e indica la dimensién de cada uno de los siguientes
espacios vectoriales:

(a) S1={(z,y,2) eR® /] z — 2y =0}
(b) Sy ={(x,y,2) ER® /20 +y=0, z —y+ 2 =0}
(c) Ss={(n,y,2) €eR® /2x —y+2=0, y=2+ 2z}

6. Calcula una base, indica la dimensién y halla las ecuaciones caracteristicas
de cada uno de los siguientes espacios vectoriales:

(a) Si =< (1,-1,0), (0,1, 1) >
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(b) Sy =< (1,1,0) >
(¢) S3=<(2,1,0), (=1,0,1), (1,1,1) >

7. Considera los vectores:

{(1,2,3), (1,1,1), (0,2,0)}

(a) Demuestra que son una base de R3.

(b) Calcula las coordenadas en dicha base de los vectores:

(3,1,5), (2,0,3)

(c) Calcula la expresion general de las coordenadas de un vector (z, y, 2)
en dicha base.
8. Halla una base de R? que contenga a los vectores (3,1,1) y (2,0, —1).

9. Halla una base del espacio vectorial S =< (1,2,0), (1,1,1) > que
contenga al vector (1,3, —1).

10. Calcula una base del subespacio S = {(z,y,2) € R* / x —y — 22 = 0}
que contenga al vector (1,1, 0).



Tema 2
Aplicaciones lineales

1. Comprueba si las siguientes aplicaciones son lineales o no

(a) f1:R® — R3, dada por fi(z,y,2) = (z,0,2 +y + 2)
(b) fo:R? — R3, dada por fao(x,y) = (z,y,7 +y)

(c) f3:R? — R?, dada por f3(z,y) = (y,x +y + 2)

(d) fi:R?> — R? dada por fy(z,y,2) = (2%, 2 + 2)

2. Obtén la matriz asociada (en las bases candnicas) a las siguientes apli-
caciones lineales:

(a) f:R3> — R3 dada por f(z,y,2) = Bz +y,xr —y,x + 2)
(b) ¢g:R?® — R, dada por g(z,y,2) = 2z — 2y + 2z

(c) g

(d)
(e)

h: R5 — R? dada por h(z,y,z,u,v) = (z,u)
j:R® — R? dada por j(z,y,2) = 2x +y — 52,3x — 3y — 2)

3. Dada la aplicacién lineal asociada a la matriz

2 3
A=| -1 1
0 1

en las bases canénicas. Calcula la imagen del vector (4,2) y calcula la
expresion analitica de dicha aplicacién lineal.

4. Halla la matriz asociada (en las bases candnicas) a una aplicacién lineal
f: R? — R? que cumple:

f(172) = (374) f(17 1) = (2>0)'

5. Halla la matriz asociada (en las bases canénicas) a una aplicacién lineal
g : R? — R? que cumple:

g(_lv 1) = (173) 9(27 1) = (074)



6. a) Estudia si existe una aplicacién lineal f : R* — R? que cumpla
f(1,1,1) = (2,2) v f(2,2,2) = (4,3). En tal caso, calcula su matriz
asociada.

b) Idem con g : R* — R? que cumpla ¢g(1,0) = (1,1) y g(1,1) = (2,1).
¢) Idem con h : R? — R? que cumpla h(1,1,1) = (2,2) y

h(2,2,2) = (4,4).

d) Idem con F : R®> — R? que cumpla F(1,0,0) = (2,1),
F(0,1,1) = (~1,0) y F(1,1,1) = (1,3) .

e) Idem con j : R? — R? que cumpla j(0,1) = (1,1),
7(2,3) = (0,2) y j(2,4) = (1,3).



Tema 3
Funciones de varias variables

1. Calcula el dominio de las funciones:
T —y 1

b - =

d) f(z,y) = Va2 —y e flay) = (@+3y>)°  f) flz,y,2) ="
g) fla,y) =371 h) flz,y) =In@e—y) i) f(z,y) = sin(zy?)

J) fay) = (z -y, i,gﬁ) B) f(2,y) = (%, tan(z + y))

a) f(z,y) = c) flz,y) =Vy+z

2. Calcula el dominio matematico y econémico de las siguientes funciones:

()

~

VI.p
2p
siendo D la funcién de demanda de un producto, I la renta del
consumidor, p el precio del producto y p’ el precio de un bien

sustitutivo

(b)

D(I,p,p') =

C(q) = ¢* — 9¢° + 364 + 20
siendo C' la funcién de costes y ¢ la produccion diaria.

(c)
Q(K,L) =VI* + K2

siendo () la funciéon de produccién, K el capital y L el trabajo.

(d)
U(C,F) = VC2.F5

siendo U la funcién de utilidad de un consumidor, C' el consumo
de chocolate y F' el consumo de fresas.

(e)
U(C,F) = VC.F3

siendo U la funcién de utilidad de un consumidor, C' el consumo
de chocolate y F' el consumo de fresas.
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(f)
U(C,F,N)=+VC2F3.N

siendo U la funcién de utilidad de un consumidor, C' el consumo
de chocolate, I’ el consuma de fresas y N el consumo de nata.

. Calcula, si existen, los siguientes limites:

. 3xy . Ty
(zy)—(2,-1) 2% +y (z,y)—(0,0) 2= — y= + 2

. Dada la funcién
Y g <0

f(x’y):{ 7 sz

lim x,9), lim z,Y).
(:v,y)ﬁ(f)ﬁ?’)f( 2 (:ay)ﬂ(ﬂyo)f( 2

calcula

. Calcula el limite en (0,0) de la funcién

_x+l 0.0

f(w):{x2+y2+1 o (z,) # (0,0)
p si (2,y) = (0,0)

en funcion de los valores de p.

. Estudia si existe el limite en (0,0) y (1, 1) de la funcién

sin(rzy) siy > a?

flz,y) = p sty = a?
rcos(my) siy < a?

segun los valores de p.

. Dada la funcién f(z,y) = (m;3y,y2 sin x), calcula

lim x,1).
(z,y)—(0,1) f@9)

. Estudia la continuidad de las siguientes funciones

1
a) f(z,y) = 32" + 20y —ay + 52" —y+3  b) fla,y) = o —
41‘ - y2 2zy
) fz,y) = o d) f(z,y) = e+

(2=3)2—(y+2)2

e) f(x,y) = e 0wi?  f) f(x,y) = cos(x —y)



10.

11.

12.

13.

Estudia la continuidad de la funcion

2

| e —y* siz+y <1
f(x’y)_{—ﬁ—l—y siz+y>1

en los puntos (1,0), (1,1).

Estudia la continuidad de la funcion

22 -2y siy>0
f(a:,y)—{ 3r—y siy<0

en los puntos (0,0), (0,2) y )(2,0).

Estudia la continuidad de las funciones

2 +y? siz#1 x? sixz>vy
f(x,y)—{ 2y stz =1 9(z,9) = 20—1 siz<y

Estudia la continuidad de las funciones

|1 sizy#0 _Jaxy sizy#0
f(m’w_{o stzy =0 g(a:,y)—{ 0 sizy=0

Estudia la continuidad de la funcion

2?4+ 3y* siz>0, y>0

B 3 stz <0, y>0
fla,y) = vy  siz<0,y<0
y+1 siz>0,y<0



Tema 4
Diferenciabilidad de funciones de varias variables

1. Calcula las derivadas parciales de las siguientes funciones

a) f(x,y) = 32°y — 22%y* + 4w — 3y + 1 b) f(x,y):;le
2 2
c) f(z,y, 2) = 2wyz + 3%y + —5x2® + 2 d) f(z,y) = yx —1_—2
3 2,
¢) flay,2) =~ +22f - i £) f(z,y) = (2? + y)sin 20
g) flz,y) = T2 cos(22° — 7)) h) f(z,y) = SV
| = ﬁ 1 — yx?) X
i) flz,y)=e ) f(x,y)——x3+y_4yge3 3y
K) f(2,y, 2) = sin®(2z + 2°) ) f(z,y) = sin(y? + 2y — @ +3)°
1) f(z,y) = tan m) f(r.y) = tan( + y)
) fay) = | L ) flay) = Y37 P
0) (@) = Ver? b) f(z,y) = 20~
D) o) = 2 0) flz,) = Ina + )
) fla.y) =2 ) fley) =I'(3—)
w) flz,y) = y’e” x) f(z,y) = fﬁ

2. Calcula las derivadas parciales de la funcién

3y si (o
Fag) = { (x.9) # (0,0)

x? + y2
0 si (z,y) = (0,0)

en cualquier punto distinto de (0,0) y en el punto (1,2).
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. Calcula las derivadas parciales de las siguientes funciones:

(@ =Ly si(x _
a)f(z,y) =< (z—1)7+ (y+2) (z,y) # (1,-2)
0 si (z,y) = (1,-2)

en cualquier punto distinto de (1, —2).
3y + 227 — 2%y + 27

) (a,y) = e it (2.0) # (0,0
0 si (z,y) = (0,0)

en cualquier punto distinto de (0, 0).

. Calcula el vector gradiente de las siguientes funciones:
a)f(z,y) = sin(32” —y)

b)f(x,y,2) =% — (y2)5, en el punto (4,1,1)
222 — 313
xz3

C)f(ZE, Y, Z) =
. Calcula la matriz jacobiana de las siguientes funciones:

a)f(z,y) = (x —y)°
b)f(z,y) = (2® +y,e), en el punto (1,1)

o)f(x) = (mg, i,tanx)

. Calcula la matriz hessiana de las siguientes funciones:
a) f(z,y) = cos(z — ¢°)
b) f(z,y,z) = 32® — yz* + zyz, en el punto (1,—2,1)

234222
C) f(ff,y,z) - I—;

. Estudia la diferencibilidad de las siguientes funciones y calcula su di-
ferencial:

(a) f(x,y,2) =2y +2x2* — 3zyz
(b) f(z,y,2) =sinzy?z
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8.

10.

11.

12.

13.

14.

() flw,y) =y™"
<d> f(x7y) = fofyxzy

a) Dada la funcién f(z,y) = 222 + Iny, calcula la diferencial total, la
diferencial en el punto (1,1) y la diferencial en el punto (1, 1) actuando
sobre el vector (—1,3).

b) Idem con la funcién f(x,y) = sin(z + y), el punto (0,0) y el vector
(27 _1)

¢) Idem con la funcién f(x,y,z) = 2% — 3y* + x2°, el punto (0,1,1) y
el vector (2,2,2).

Dada la funcién

> +y siz>3
f(x7y)_{ 1.2 Sl$§3

a) estudia la continuidad en el punto (3, 1)
b) halla las derivadas parciales en los puntos (2,1) y en (4, 3).

¢) indica si f es diferenciable en (3,1).
Estudia la diferenciabilidad en el punto (1, 1) de la funcién

:1:'2+23/2 sixz>vy

Y

Estudia la diferenciabilidad en el punto (0,1) de la funcién

?+y? siz>y
f(xay)_{_:LQ_y Si{L‘<y

Calcula la derivada direccional de la funcién f(z,y) = /7y + 3> en el
punto (3,3) en la direccién del vector (1,2).

Dada la funcién f(z,y) = 2z + %, averigua en qué direccién v = (a, b)
la derivada direccional de f en el punto P = (1,—1) es nula.

Calcula la derivada direccional de la funcién f(z,y) = 3%y + T19-

en el punto (1,1) en la direccién del vector (0, —3).
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15.

16.

17.
18.

19.

20.

21.

22.

23.

Calcula las direcciones de maximo crecimiento, maximo decrecimiento
y crecimiento nulo de las funciones:

a) f(x,y) = (x — y)egz%, en el punto (1,0)

b) f(z,y,2) = sin(zyz) + In(z — 2?), en el punto (1, 1,0).

Sabiendo que el vector gradiente de una funcion es
Vf(z,y) = (6zy + 102y°, 32* + 152%y* — 69°),

calcula la matriz hessiana de f(x,y).

;Existe una funcién f tal que Vf = (3zy + 323 — 2, 4a%y? — 62y) ?

T

Dada la funcién f(x) = ze®, calcula el polinomio de Mc Laurin de

orden 2.

Desarrolla en potencias de (x — 2) y de (y + 1) la funcién
f(z,y) =20 + "t

hasta los términos de orden 2.

Calcula el polinomio de Taylor de orden 2 de la funcién f(z,y) = z cosy
en el punto (2,0).

Dada la funcién de produccién de Cobb-Douglas Y (K, L) = AK* L™,
A>0,0<a<1,dondeY eslaproduccién, L es el input trabajo y K
es el input capital. Calcula la productividad marginal del trabajo y del
capital. Determina su signo e interprétala econémicamente sabiendo
que K >0y L > 0.

La funcién de beneficios de una empresa depende del precio de venta
de su producto (pg) y de los precios a los que adquiere sus dos inputs

(p1y p2):

o
B(po, p1,p2) = 6107,
1

Calcula el signo de las tres derivadas parciales e interprétalas economi-
camente.

La funcién de demanda de un bien relaciona la cantidad demandada
de ese bien (x) en unidades fisicas, la renta per capita del pais (Y) en
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euros, el precio de ese bien (pg) en euros, y el precio del resto de bienes
(p) en euros:

Y?p
LL’(Y, p(]?p) =
33
Calcula el signo de las derivadas parciales e interprétalas econémica-

mente.

24. Sea U(z) la funcién de utilidad de un consumidor, donde z es la can-
tidad consumida de un bien.

dUu au
(a) Explica la diferencia de interpretacién entre —| y —| .
dx |1 " dz J1990

(b) {Cual es el signo que cabria esperar en estas dos derivadas?

(c) (Cual de las dos es de esperar que sea mayor?
d*U

— 7
da?

(d) {Cuadl es el signo que cabria esperar para

10

daUu
(e) SiU(10) =365y = 0’22, calcula aproximadamente U (10'5).
T 1o

25. Los beneficios (B) de la industria del automévil en Europa en millones
de euros evolucionan en funcién del precio del petréleo (p) en délares
por barril, del crecimiento econémico (g) y de los salarios (w) en euros,
No se conoce la forma exacta que relaciona estas variables pero se
estiman los efectos de cambios en cada variable por separado en la
situacion actual. Con el barril a 60 ddélares, un crecimiento del 2 por
cien y unos salarios medios de 2000 euros al mes, los beneficios han
sido de 500 millones de euros y los efectos estimados son:

0B
— = —15millones de euros por ddlar
dp
0B .
i 50millones de euros por punto porcentual
g
0B
—— = 0’5millones de euros por euro
ow

Se pide:

(a) Obtén los beneficios aproximados que se obtendran el préximo
ano si el petroéleo se estabiliza a 55 ddlares por barril, la economia
crece un 1’5 por cien y los salarios suben un 2 por cien.
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(b) (Qué hipdtesis matemdtica se necesita para contestar al apartado
anterior?

(c) Calcula una funcién de beneficios lineal (de grado uno) y aproxi-
mada para situaciones econdmicas parecidas a la actual.
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Tema 5
Funciones compuestas

—_

Si flz,y) =7y g(t) = (2 2), calcula (si existe) (fog)y (go f).

(a) Calcula la composicién de la funcién f(z,y,2) =y + 3z — 2% con

las funciones z = 2u, z = —u.

(b) Calcula la funcién compuesta de las funciones f(z,y) = 3y — 22,

y=x+ 1.

. Calcula las derivadas parciales

0: 02
auyav

de la funcién z = y/2? 4+ y?, donde z = e cosv, y = e“sinv.

. Halla du siendo

dx’
_ "y —2)
a?+1
donde y = asinz, z = coszx.

Dada la funcién z = uv, donde u = x + 3y, v = 2z — y, calcula

0z 0z

or “0y

Dada la funcién f(z,y,z) = €* + y + sin z, donde

r=z(t)=Int, y=ylt)=¢, z=z(t)="2,
a) calcula la funcién compuesta F(t) = f(z(t),y(t), 2(t)),
b) halla F'(t) en t = 1 mediante la regla de la cadena.

Calcula las derivadas parciales

0z 0z

&By@y

de la funcién z = v?v3 +u + 1, donde u = 2% + 2, v =Y — 1.
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10.

11.

Calcula las derivadas parciales

ow Ow

(9uy8@

de la funcién w = In %, donde z = 3", y = sin®u.

Dadas las funciones f(u,v) = (u —v,u?), g(x,y) = %,

(a) calcula la diferencial de f en el punto (2,1),
(b) calcula la diferencial de g en el punto (2, 1),

(c) calcula la diferencial de (go f) en el punto (2, 1) mediante la regla
de la cadena.

Dadas las funciones f(z,y,z) = (v — z,y* + z2), g(u,v) = (v* cosu),
razona, aplicando la regla de la cadena, que g o f es diferenciable en
(1,0,1) y calcula J(g o f)(1,0,1).

La funcion de beneficios de una empresa que fabrica un tinico producto

€S
B(z,D,P)=8D — 3z — P — 100

donde x es la cantidad de producto que fabrica, D es la demanda de
dicho producto y P son los costes destinados a publicidad. Se pide:

(a) calcular las derivadas parciales de B es interpretarlas

(b) si se supone que la empresa para no incurrir en costes de almace-
namiento ajusta su produccién a su demanda, es decir, considera
que x = D, calcula la funcién compuesta B(D, P) asi como sus
derivadas parciales y explica las diferencias de interpretacién entre
estas derivadas y las obtenidas en el apartado anterior.

0B
(c) el signo de 7P es negativo, jcémo se interpreta esto?, jes razo-
nable?

(d) la demanda de la empresa depende su inversién en publicidad, es
decir, la demanda es una funcién D(P). La empresa no conoce esta
funcién, pero estima que, para la inversion actual en publicidad

dD 2
Py, se cumple —| = —, jes esto razonable?

dP|p 5
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(e) no podemos calcular la funcién compuesta B(P), pero si podemos

dB . . .
calcular —| . Calcula esta derivada e interprétala. ;Le conviene
Py
a la empresa aumentar su inversiéon en publicidad?

12. Sea B(x,p,p’) la funcién de beneficios de una empresa que fabrica un
unico bien, donde x es la cantidad fabricada del bien, p es su precio
y p’ es el precio medio de la competencia. En el instante actual para
el nivel de fabricacion x = 100 unidades, y los precios p = 30 u.m. y
P’ = 32 u.m. se estima que :

0B

0B
- =4
ox

0B
il — 9
(100,30,32 dp

a =3
100,30,32) D" 1(100,30,32

supongamos que la competencia ajusta sus precios segun los de la em-
presa, de modo que p’ = p + 2.

(a) Calcula 9B

Xz

0B . . .

— y explica la diferencia entre es-
(100,30) Ip (100,30)
tas derivadas y las dos primeras del enunciado, desde un punto

de vista matematico y en cuanto a su interpretacién econémica.
., Cual de ellas nos indica el efecto que tendria sobre los beneficios
un aumento del precio p de una unidad monetaria?.

(b) Estima el incremento de la funcién de beneficios de la empresa si
se produce simultdneamente un aumento del nivel produccion de
una unidad y un aumento del precio de una u.m. ;Qué hipdtesis se
necesita sobre la funcién B(z,p) para realizar esta aproximacién?
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Tema 6
Funciones homogéneas

e

. . Y_ o . Y ;
1. Estudia si la funcion U = e="“sin = es homogénea.
x

1
2. Dada la funcién z = zy (£ — 2)°,

a) estudia su homogeneidad y su grado,

0
b) estudia la homogeneidad y el grado de las funciones e y .
or ~ Oy
0 0 2
3. Calcula z 2~ +y —27 donde z = sin =~ +y_
ox dy 2x —y
0
4. Calcula la expresién x —f +y —f, siendo
ox oy

x?y — 3y3

T tan <z_—2y>
Yy

3
5. Dada la funcién f(x,y) = (:cy + 3y? — x_) e Zgy, razona si la siguiente

0 0
funciéon F(z,y) = = —f(x,y) +y —f(x,y) es homogénea. En caso

ox dy

afirmativo, indica de qué grado.

f(xay>: 3

6. Estudia la homogeneidad de la funciéon g—f, siendo
Y

1
(v-o)m ¥y

Y

fx,y) =

7. Sea u(x,y) = ax’y¢, donde a, b, c son constantes. Se pide:

a) Encontrar la relacién que ha de existir entre las constantes para que
u(z,y) sea homogénea.

b) Encontrar la relacién que ha de existir entre las constantes para que
u(zx,y) sea homogénea de grado 1.

c¢) Aplicar en cada caso, si es posible, el teorema de Euler.
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8. La funcién de produccién de una empresa es Q(L, K) = A+ [ (%)a,
donde «, 3, A son parametros reales con «, 8 > 0.

a) Estudia su homogeneidad en funcién de los pardmetros y el tipo de
rendimiento a escala que presenta.

oQ Q)
b) Calcula La_L + Ka—K.

9. La funcién de produccion de una empresa en funcion de los factores de
trabajo (L) y capital (K) viene dada por Q(L, K) = AK®L'=*, donde
A, a0 son parametros reales con A > 0, 0 < a < 1. Se pide:

(a) estudiar si la funcién de produccién es homogénea. En caso afir-
mativo, indica el tipo de rendimientos a escala de la empresa.

(b) supongamos que los dos factores dependen d la variable tiempo
() segun las funciones

K({t)=08+~t  L(t)=dé

donde (3,7, son pardmetros reales estrictamente positivos. Cal-

d
cula la tasa de cambio del producto respecto al tiempo, d—Cf Ra-

zona si Q(t) es 0 no una funcién homogénea.
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Tema 7
Formas cuadraticas reales

1. Calcula la expresién analitica de la forma cuadratica asociada a la
matriz

A=

— N
O = N
N D =

2. Clasifica, segun el signo, las formas cuadraticas:
a) Q(z,y) = 2° + y* + 2xy.
b) Q(z,y,2) = 2> +2y* + 2% — 20y — 2y2.

3. Dada

se pide:
a) la expresién analitica de la forma cuadratica asociada,

b) el signo de dicha forma cuadratica.

4. Idem para

5. Clasifica, segun el signo, las formas cuadraticas:
a) Q(z,y,2) =2 +y* + 22 — 222+ yz
b) Q(z,y,2) = zy — 2yz + 4xz.

6. Clasifica la forma cuadrética Q(z,y, 2) = —22*—y*+2°+12z restringida
aS={(z,y,2) €eR® ) 2+ 2=0}.

7. Clasifica la forma cuadrdtica Q(z,y,2) = —2* + y* + z* restringida a
S={(r,y,2) €ER® [ x4+ 2y — z = 0}.
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8. Clasifica la forma cuadrética asociada a

1 -1 2 0
-1 2 0 1
A= 2 0 =120
0 1 0 0

restringida a S = {(z,y,2,t) ER* /2 +y—t =0, 2y — 2 = 0}.
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Tema 8

Convexidad

. Usando la definiciéon de conjunto convexo, demuestra la convexidad de
los siguientes conjuntos:

a) A={reR/ —1<z<1}=]-1,1]

b) B={(x,y) eR* [z +y =4}

) C={(x,y) eR* [ x+y <2}

. Representa graficamente el menor conjunto convexo que contiene a los

puntos P, = (0,1), P, = (—1,—1) Y P; = (1,—1) y expresa el punto
(0,0) como combinacién lineal convesa de P;, Py y Ps.

. Representa graficamente el conjunto D = {(z,y) € R* / y = 2*} y
razona graficamente si el conjunto es convexo o no.

. Estudia si los siguientes conjuntos son convexos:

a) Ay ={(z,y) eR* Jz+y=3, v +2y>8}

b) Ay ={(z,y,2) ER® Jx+y+2=06, v — 2y + 32 =8}

. Estudia graficamente la convexidad de los siguientes conjuntos:
a) By ={(x,y) eR?> /o +y <4, >0, y>0}

b) By ={(z,y) eR? Jy=2>+1, y=—2*—1}

c) By ={(z,y) €R* / y < 2?}

d) By = {(z,y) eR* / y > 2?}

. Estudia la convexidad de las siguientes funciones en todo su dominio:

d) fo(z,y) = —e* —¢¥
e) fa(z,y) =In(z +y)
f) fa(z,y) =2 +y
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h) fo(z,y) = 32% + 2y — 3
1) f7<x7y72) = x3 +y2 +z
i) fs(z,y) = 2% + 2zy —

. Estudia la convexidad o concavidad de las siguientes funciones en el
conjunto de puntos interiores del primer cuadrante (z > 0, y > 0):

a) gi(z,y) =23 + ¢

b) ga(z,y) = x_ly

¢ ) gs(x,y) = In(z +y)

. Estudia la convexidad de los siguientes conjuntos:

a) Cp = {(z,y) e R? [ 2? +y < 4}

b) Cy = {(z,y) e R?* [ 2? +y? — 4z + 2y < =2, z — 2y < 0}
¢) O3 ={(z,y) €ER* / In(z +y) > 2}

d) Oy ={(z,y) e R? [ y? —2® < 4}
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Tema 9
Optimizacién

1. Dada la funcién z(x,y) = 2° + 2%y +y* + 2y +a, con a € R , se pide:
a) Hallar los puntos éptimos relativos

b) Calcular el valor que debe tomar el pardmetro a € R para que se
verifique que z = 0 en los puntos 6ptimos.

2. Dada la funcién f(x,y) = 2* + y* — 3z — 12y + 25, obtén sus 6ptimos
locales.

3. Busca los éptimos relativos de la funcién z(x,y) = 2* + y* — 3.

4. Estudia la existencia de 6ptimos locales de la funcion

f(z,y,2) = 2% + 4y* + 42* + 4oy + daz + 16yz.

5. Dada la funcién f(z,y) = 3z* — 42y + y?, se pide:
a) hallar los puntos criticos

b) discutir el caracter de los puntos hallados.

6. Obtén los extremos globales de la funcion
2(z,y) = 2° + y* — 6zy — 39z + 18y + 20

en el conjunto C' = {(z,y) € R* / x > 3}.

7. Estudia los 6ptimos globales de la funcién
flz,y,2) = 70> + 10y* + 72* — 4oy + 202 — dyz.

8. Determina los 6ptimos locales de la funcién f(z,y, 2) = vy + 2xz + yz,

restringida por las ecuaciones

r+y+z = 6
r—y =1
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

Si consideramos que la funcién de utilidad correspondiente a unos bie-
nes sustitutivos A y B viene dada por u = xy, donde z e y son el niimero
de unidades de A y B, respectivamente, y que los precios unitarios de
mercado pon py = 2 y pg = 3, determina la combinacién 6ptima de
ambos productos que debe adquirir un consumidor que dispone de un
presupuesto de 100 u. m. para obtener la maxima utilidad. Estudia
qué aumento de utilidad se puede conseguir con un aumento de una
unidad de presupuesto.

Se estima que la funciéon de utilidad de un trabajador es u = Ty —
0'17% — 0’1y, que depende de la renta y recibida por su trabajo diario
y de las horas de ocio diarias T'. Para simplificar, supongamos que
T = 12— x, donde x es el nimero de horas trabajadas al dia. Sabiendo
que el salario por hora es de una unidad monetaria, halla la cantidad
de horas x que debe trabajar cada dia para maximizar su utilidad.

2

Determina los 6ptimos de la funcién u = z? + y* + 2% sujeta a la

U S B |

restriccion — 4+ — 4+ — = 9.
xr Yy =z

Una empresa fabrica tres tipos de articulos. A, B y C, en las canti-
dades respectivas de z,y, z unidades. La relacién entre las cantidades
fabricadas y el beneficio, expresado en u. m., viene dada por la funciéon
f(z,y,2) = zy + vz + yz — 80.000. Si la empresa debe entregar un
total de 600 unidades entre los tres articulos y no puede haber exce-
dentes, ;/qué cantidad debera producir de cada articulo para maximizar
el beneficio?

Calcula qué cantidad de bienes z, y satisfacen a un individuo cuya uti-
lidad esta dada por u = zy, sabiendo que su ingreso es de 4 u.m. y
que los precios respectivos de los bienes son p, = 1, p, = 2. Estudia
qué variacion sufriria la utilidad si el ingreso disminuye en una unidad
monetaria.

Una fabrica tiene dos lineas de fabricacion, la que fabrica el bien A
y la que fabrica el bien B. Ambos bienes se venden en su totalidad,
percibiendo por el primero 12’5 u.m. por unidad y por el segundo 1000
u.m. por unidad. Las posibilidades de producciéon anual se encuentran
limitadas por la funcién de transformacién 100.000 — 10z — 4y* = 0
(donde z e y representan el nimero de unidades fisicas de los bienes A
y B respectivamente). Determina cudl ha de ser la produccién anual
de cada bien a fin de maximizar el ingreso conjunto procedente de la
venta de los productos de esta fabrica.
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15.

16.

Determina los éptimos globales de la funcién f(z,y, z)
sujeta a las restricciones

r+2y = 2
y—z = 8
Calcula los éptimos globales de la funcién u(z,y, 2)

sujeta a las restricciones

Tr—y = 2z
r+y+z = 1
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Tema 10
La integral definida

1. Resuelve las siguientes integrales:
s 1 4
1
2 .
a x° sinz dx b ——— dx ¢ r Inz dz
¥ w9
6 Tax—5 "
d)/ cos’z sinz dx e)/ 5 dx f)/ e’ sinzx dx
5 1?41 z

2. Dada la funcién f(x) = = + 4, definida en [—4, —2], razona si es inte-
grable Riemann y, si es posible, calcula su integral.

3. Determina si son integrables las siguientes funciones, y en caso afirma-
tivo, calcula las correspondientes integrales:

a) f(r)=(z—3)® si z€]0,3]

b) f(x):xi2 s 13,7

1 si0<z<?2
C)f(”C):{ ~1 si2<z<3

2 si0<z<1
d) flz)=¢ 1 sil<z<3
4 sid<z<4

1 s10<2<?2

3 sio<az<q M

4. Calcula el valor medio de la funcién f(x) = {
intervalo [0, 4].

5. Aplica el teorema del valor medio a la funcién f(z) = (z — 2)? en el
intervalo [0, 3]. ;En qué punto de [0, 3] se alcanza el valor medio?

6. Calcula:

a) el drea de la regién del plano limitada por la gréfica de la funcién
y=z(x—1)(z—2)y el eje OX

b) el valor (o valores) de la variable z que verifica(n) la ecuacién
v 1
/ 2 dt ==
0 4
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10.

Calcula el 4rea comprendida entre la curva y = 23 — 622 + 8z y el eje
OX entrex =0y x = 4.

Calcula el drea limitada por las curvas y = 22 —6x+9, y = —a?+4x—3.

La funcién de costes de una empresa es tal que el coste fijoes Cr = 80y
el coste marginal, C’, viene dado por la siguiente funcién del producto:

d(q) = 2¢9'24
Calcula la funcién de coste total.

La propensién marginal al ahorro en una determinada economia viene
dada por la siguiente funcién de la renta:

1
S"(Y)=028-015—.
o g

Si el ahorro es nulo cuando la renta Y es 90, halla la funciéon de ahorro
S(Y).
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Tema 11
Integrales Impropias

Estudia la convergencia o divergencia de las siguientes integrales:

+001 1 1
1. — —_—
a)/1 p dx b)/0 (e dx
h1 Pl
2 a/ — dx b / > dx
)0 VT ) 1 (x—2)3
400 1 0 ev
3 d —_—
A= [ i
2 3
4 a)/ - dx b)/ ! dx
1 (z—1)1 0o T—3
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Tema 12
Integral Miltiple

Calcula:
L. /ny2 dx dy donde R = [1, 3] x [2, 5]
2. /R?)y dx dy donde R = [2,3] x [0,4]
3. /R dx dy donde R = [0, 2] x [0, 6]
4. /Rx dzx dy donde R es el tridngulo de vértices (0,0), (3,0) y (0, 3).

ot

./6dxdy

=

donde R es el recinto acotado entre el eje OX, la parabola y = 22 y la
recta x = 3.

6. /:I:y dz dy
R

donde R es el recinto acotado entre el eje OX, la parabola y = 22 y la
recta y = x.

7. /a:yQ dx dy
R

donde R={(z,y)eR?*/0<y<2, —y<z+1<y}

8. /(:lr—y) dx dy
R
donde R={(z,y) €eR* /x>0, y>0,y<1, z—y<3}
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Tema 13
Ecuaciones Diferenciales

1. Resuelve:

dy

7 _9

a)dx y

b)@:_f

dx Y

OQ+eyD e yo)=1
ydl‘_’ y -

d) (1 +y*)dz + (1 + 2?)dy = 0.

2. Resuelve:

22

a) L 2xy = 2xe”
x

c) % + 2zy = 2z, y(0) = —1

d
d) d—z—i—xy:x?’.

3. Resuelve:

a) (1+9?) dov+azy dy =0

d
b)d—z sinx = ycosz
)dy+ e’ x (0) =1
C) — = =
dr e+ 17 T e 1 Y
dy 'y cosz s 4
d _— —_ = —_) = —
)dx+x x y(2> T
e) zvV1l—a?2dx+y\/1—y*dy=0, y(0) =1
dy 2
f) —=e"+2
) o=ty

g)y Iny de+x dy =0, y(l) =1.

31



