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1. Introduccién.

Mi propésito en este texto es reflexionar sobre la investigacion actual en didactica de la
geometria, resumiendo algunas de las lineas que estan recibiendo atencién internacional. La
mejor manera (tal vez la Unica) de saber cudles son las lineas de investigacién més trabajadas
es revisar los articulos y libros con resultados de investigaciones en didactica de la geometria
publicados en los Ultimos afios. Hay numerosas fuentes de informacion entre bases de datos y
revistas especiaizadas. De las primeras, ERIC, UMI y ZDM son las més destacables. En
cuanto a las segundas, no puedo incluir agui lalarga lista formada tanto por revistas centradas
en &reas especificas (informética, probabilidad y estadistica, etc.) como por revistas de ambito
general, por lo que sdlo mencionaré las més importantes en el ambito internacional y en el del
mundo hispano: Educacion Matemética, Educational Studies in Mathematics, Ensefianza de
las Ciencias, Journa for Research in Mathematics Education, Recherches en Didactique des
M athématiques.

Dadas las limitaciones de espacio de este texto, no voy a hacer un recorrido detallado
por tantas fuentes de informacion disponibles, ni siquiera por las pocas que he mencionado
antes. Me centraré en una sola publicacién, las actas de |os congresos del Grupo Internacional
PME (Psychology of Mathematics Education), que, por sus caracteristicas, son una excelente
referencia de &mbito genera ya que a estos congresos asisten investigadores de los cinco
continentesy, por tanto, sus actas reflejan una amplia variedad de paradigmas, metodologias y
problemas de estudio. También describiré mis propios trabagos recientes, la mayoria
realizados en colaboracion con miembros de mi departamento o estudiantes de doctorado.

Para organizar esta revision, puedo dividir las publicaciones segin los contenidos
geométricos considerados en ellas. Asi, tenemos dos grandes blogques de estudios, los
dedicados a conceptos de geometria espacial y los dedicados a conceptos de geometria plana,
bloque mayoritario. Casi todas las publicaciones del primer grupo abordan € andlisis de
temas relacionados con los poliedros y sus elementos, mientras que en las del segundo grupo
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se puede identificar una variedad mayor de contenidos, que incluye poligonos y sus
elementos, proporcionalidad geométrica, isometrias, medida de longitudes y superficies, etc.

La clasificacion anterior proporciona una vision local, desde los contenidos
mateméticos, de los objetivos de los investigadores, pero esconde otros objetivos tan
importantes como los anteriores, de tipo psicolégico, pedagdgico, socio-cultural, etc. Por lo
tanto, debe completarse con otra clasificacion que muestre los temas transversales, como
andlisis de los procesos de razonamiento, estrategias de demostracién, uso de entornos
informéticos, y otros. La tabla siguiente resume estas organizaciones, y las marcas en las
casillas se refieren a los temas gque aparecen en las referencias que he consultado. La tabla
permite tener una idea global de la investigacion que se esta realizando en didactica de la
geometria; en este texto me referiré solo a algunos de esos temas.

GEOMETRIA PLANA GEOMETRIA ESPACIAL
Poligonos | Proporcio-| Angulos, | Longitud, | Isometrias| Poliedros | Rotacio- | Represen-
nalidad | rectas, etc. area nes3D | tac. planas
Procesosde | X X X X X
razonamiento
Procesos de X X X
demostracion
espacia
Entornos X X X X X X X
informéticos
Desarrollo X X X X X
curricular
Resolucion de X X X
problemas

En las siguientes secciones de este texto, describiré algunas investigaciones
desarrolladas en el contexto de lineas de investigacion relevantes en la actualidad y que,
ademés, of recen buenas perspectivas de trabajo en el futuro.

2. Procesos de Razonamiento M atematico.

Cas todas las investigaciones de corte psicologico estan interesadas en observar los
procesos de razonamiento matematico, si bien en bastantes de €ellas € énfasis principal
explicito esta puesto en otros aspectos. En la actualidad hay dos marcos tedricos dominantes
en este campo, formados por lateoriade Piaget y € constructivismo, y lateoriade Van Hiele,
siendo la segunda la més interesante cuando se trabaja en geometria. Tras el auge de lateoria
de Piaget en los 70, se ha derivado actualmente a utilizar en la investigacion en didactica de
las mateméticas e marco del constructivismo, quedando en un segundo plano otras
componentes como las etapas de desarrollo o las fases de adquisicion de conceptos. Por otra
parte, tras trabgjar en la década de los 80 de manera preferente en explorar la estructura y
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caracteristicas centrales de los niveles de Van Hiele, en la actualidad la teoria de Van Hiele
estd asumida y se utiliza casi siempre como marco de referencia, més que como objeto de
estudio, para organizar unidades de ensefianza y para evaluar el progreso de los estudiantes,
igual que sucede con el constructivismo.

Un problema a que se enfrentan los investigadores que utilizan e marco del modelo de
Van Hiele es la escasez de herramientas fiables y validadas para determinar los niveles de
razonamiento de los estudiantes. Por este motivo, existe una linea de investigacion en la que
se trabgja en validar tests existentes (Lawrie y Pegg 1997) o en desarrollar nuevos tests
adecuados a necesidades particulares (Whitman y otros 1993; Huerta 1996). Mi interés por
este tema empezO hace varios afos (Gutiérrez, Jaime y Fortuny 1991) y continla con
Gutiérrez (1994) y Gutiérrez y Jaime (1995), trabgjo en e que consideramos que cada nivel
de Van Hiele est4 formado por varios procesos de razonamiento diferentes (identificacion de
gemplos de conceptos geométricos, comprension y verbalizacion de definiciones,
demostracion de propiedades, y clasificacion de familias). Basandonos en esta vision de los
niveles, hemos planteado un modelo para la elaboracidn de tests de respuesta libre que
garantice la evaluacion adecuada de | as diferentes componentes de cada nivel.

Los Van Hiele realizaron sus experimentaciones en el contexto de la ensefianza de los
poligonos y, como consecuencia, éste es el campo en el que se han centrado la mayoria de las
investigaciones posteriores. Esta limitacion a los poligonos ha dado origen a otra linea de
investigacion importante, relacionada con la anterior, en la que se intenta particularizar la
caracterizacion de los niveles de Van Hiele a areas especificas de la geometria. Asi, a
comienzo de los 90 surgieron varios trabgjos en los que se caracteriz6 el campo de las
isometrias planas; un resultado de este trabajo es Jaime y Gutiérrez (1996). Actuamente se
trabaja en la geometria espacial, tratando de caracterizar los niveles de razonamiento en €
aprendizaje de los poliedros. En particular, Saads y Davis (1997) han elaborado un test para
medir el nivel de Van Hieley la adquisicion de determinadas habilidades de visualizacion por
grupos de futuros profesores. Por su parte, Guillén (1996, 1997), trabajando también con
futuros profesores, desarroll6 su investigacion en el contexto de varios cursos dedicados a la
geometria espacial, lo cua le permitio realizar observaciones exhaustivas, resultado de las
cuales son listados muy detallados de descriptores de los niveles 1 a 3 en e campo de los
poliedros.

Algunos investigadores han ampliado el marco tedrico de sus trabagjos incluyendo
teorias diferentes pero compatibles. Asi, Nakahara (1995) ha integrado los niveles de Van
Hiele con el concepto de “camino cognitivo usua” de adquisicion de conceptos mateméticos
(Vinner y Hershkowitz 1980). Por su parte, Matsuo (1993) ha relacionado € nivel de
razonamiento de los estudiantes con la consistencia entre la definicion de un concepto, la
imagen de ese concepto, y la eleccion de ggemplos del mismo (Vinner 1991) exhibidas por los
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estudiantes. Otras investigaciones que vienen realizandose en los Ultimos afios tienen como
objetivo estudiar las relaciones y correspondencias entre la teoria de Van Hiele y la
Taxonomia SOLO (Biggs y Collis 1982). Esta linea es prometedora ya que, aunque la
taxonomia SOL O es de origen piagetiano, parece que hay un grado de relacion elevado entre
los resultados de evaluaciones basadas en ambos modelos (Huerta 1996; Pegg, Gutiérrez y
Huerta 1998).

He dejado para € final la mencion de un tema de investigacion que siempre esta de
actualidad, como es el disefio curricular. EI Modelo de Van Hiele, ademés de describir el
progreso de la capacidad de razonamiento matemético de |os estudiantes, aporta pautas parala
organizaciéon del curriculum de matematicas, en particular de geometria, de los diferentes
niveles educativos. Por |0 tanto, se trata de un marco tedrico muy idéneo paralainvestigacion
de desarrollo curricular en geometria. Este tipo de utilizacion no es nuevo, pues el curriculum
de matematicas soviético de los afios 60, el curriculo holandés de los 80 y los “estandares
curriculares” del NCTM se basan en el modelo de Van Hiele. Ejemplos recientes de
curriculos desarrollados por proyectos de investigacion los tenemos en Corberdn y otros
(1994), donde elaboramos una propuesta para la ensefianza de los poligonos en ESO, Nasser,
Sant’ Annay Sant’ Anna (1996), donde se presenta una investigacion de este tipo realizada en
Brasil para el mismo nivel educativo, Jaime y Gutiérrez (1996), que presenta un conjunto de
unidades para la ensefianza de las isometrias véidas para cursos desde primaria a la
universidad, organizadas de acuerdo con los niveles 1 a 4 de Van Hiele, o Guillén (1996,
1997), que ha elaborado unidades para la ensefianza de | os poliedros.

3. Procesos de Demostr acion.

Uno de los caballos de batalla de la didéctica de las mateméticas es la comprension y
aprendizaje de los conceptos y métodos relacionados con la demostracion matematica.
Existen diversos enfoques del problema, todos en vigor y utilizados en las investigaciones
actuales. Uno es e modelo de Van Hiele, que nos permite diferenciar entre demostraciones
basadas en verificacion de giemplos (nivel 2), informales (nivel 3) y formales (nivel 4). Otro
enfoque lo proporciona Bell (1976), que clasifica las demostraciones de |os estudiantes en
diversas categorias, agrupadas en empiricas (basadas en la verificacion de gemplos) y
deductivas (basadas en argumentos logicos que tratan de conectar los datos con las
conclusiones). Por su parte, Balacheff (1988) propone otra clasificacion de las demostraciones
de los estudiantes en cuatro tipos. Empirismo naif (verificacion de algunos eemplos),
experiencia crucial (verificacion de un gemplo que permita descartar alguna conclusion
alternativa), g emplo genérico (argumentacion basada en un gemplo a que se da carécter de
representante general de la clase) y experiencia mental (demostracién abstracta). Finalmente,
De Villiers (1991) nos proporciona un punto de vista diferente a investigar 1os motivos que
inducen a los estudiantes a aceptar un enunciado como cierto, los principales de los cuales
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estén estrechamente relacionados con la aceptacion de la autoridad del profesor o € libro de
texto.

Entre las investigaciones més recientes encontramos un linea seguida por diversos
autores italianos (Mariotti y otros 1997) cuyo marco tedrico comin esta integrado por la
clasificacion de Balacheff, la concepcion vigotskiana de la importancia de la actividad social
en el aula, y €l trabajo en un micromundo en el que los estudiantes exploren y discutan sobre
la veracidad matematica de los descubrimientos o resultados obtenidos. Entre los
micromundos que han utilizado se encuentran las méquinas matematicas (en las que se
estudian sus propiedades internas), la sombra de objetos a sol (teorema de Tales) o la
representacion en perspectiva del espacio 3-dimensional. Me parecen especialmente
interesantes y prometedores los trabgjos de Mariotti, que se sitia en un micromundo de
construcciones geomeétricas en Cabri. En este contexto, los estudiantes se sienten comodos
usando el arrastre con el ratén y lo aceptan como forma de demostracion de la correccion de
sus construcciones o airmaciones, por lo que resulta dificil hacerles comprender que un
conjunto de gjemplos, por numeroso que sea, no es suficiente para asegurar dicha veracidad.
La solucién esta en dejar de poner € énfasis en demostrar que una construccion es correctay
ponerlo en explicar por qué es correctay en comparar las diferentes formas de construccion
de lamismafigurasurgidas en e aula.

En esta linea de trabgjo, hace algunos afios iniciamos una investigacion con estudiantes
de secundaria tendente a detectar susideas intuitivas de demostracién y a analizar |os cambios
gue se producen en las mismas cuando |os estudiantes trabajan, como parte de su docencia
ordinaria, en la resolucion de problemas geométricos con Cabri (Marrades 1996). En la
actualidad seguimos profundizando en este tema, tratando de combinar diversos elementos de
los marcos y metodol ogias mencionados en |os parrafos precedentes.

4. Visualizacion.

Desde hace mucho tiempo se reconoce la estrecha relacion entre visualizacion (también
denominada visién espacial 0 imaginacion espacial) y geometria espacial. Més recientemente,
se ha ampliado € campo de estudio a andlisis de la importancia de la visualizacion en otras
areas de las matemdticas, pero se sigue investigando sobre su influencia en los procesos de
aprendizaje y comprension de los conceptos geométricos, sobre todo de los relativos a la
geometria espacial.

En una linea de investigacion que se viene desarrollando desde hace varios afios
(Gutiérrez y Jaime 1993), nos hemos preocupado por los requisitos psicol 6gicos necesarios
para manipular imégenes mentales de poliedros durante la realizacion de rotaciones y la
comparacion de posiciones de un mismo solido en diferentes contextos (mental, ordenador,
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real). La observacion de los procedimientos de trabajo empleados por los estudiantes nos ha
permitido identificar como realizan los procesos de visuaizacion y utilizan diferentes
habilidades especificas. Dentro de esta misma linea, en Gutiérrez (1996) se hace un andlisis
de la visualizacién espacial en € contexto de las mateméticas, y de la geometria espacial en
particular, y se presenta un marco tedrico para organizar este campo de actividad desde la
didéctica, en el cua se integran diversas componentes que, con anterioridad, habian sido
analizadas o utilizadas por |os investigadores de manera independiente.

Por su parte, Gorgorio (1998) se hainteresado por analizar las estrategias usadas por los
estudiantes a resolver tareas de comparacion de posiciones de solidos y relacionar esas
estrategias con las caracteristicas de cada tarea. Los resultados indican que existe una
dependencia de la estrategia usada (estructuracion, procesamiento o aproximacion) respecto
de las caracteristicas de contexto y formulacion de |a tarea planteada.

También Saads y Davis (1997) han investigado la adquisicion de habilidades de
visualizacion y la posible correlacion entre e nivel de razonamiento de Van Hiele y la
adquisicion de estas habilidades. Entre las conclusiones del estudio destaca la evidencia de
independencia entre los niveles de razonamiento y la adquisicion de las diferentes habilidades
de visualizacién consideradas.

Son numerosos los estudios en los que se han analizado componentes especificas de la
visuaizacion en el contexto de la geometria espacial. Hazama 'y Aka (1993) presentan 1os
resultados de un estudio realizado con estudiantes japoneses para identificar etapas de
evolucién de la habilidad de dibujo en perspectiva. Sus resultados confirman los obtenidos
anteriormente en los clésicos articulos Mitchelmore (1976, 1980) y en las numerosas réplicas
que ha habido desde su publicacion. Por su parte, Kopelman (1994) analiza las respuestas de
un amplio rango de sujetos (estudiantes de varios cursos y profesores universitarios de
diversas especialidades) a gjercicios de geometria espacial y visuaizacion, y evalla como
influye la forma de presentacidn de los mismos (representaciones planas o tri-dimensionales)
en los métodos de trabajo y resultados de |os sujetos.

En éste como en otros temas de trabgjo de la didactica de las mateméticas, con
frecuencia se ha observado si hay diferencias entre hombres y mujeres en la comprensién de
determinados conceptos o la capacidad de uso de habilidades de visualizacion. Los resultados
muestran un amplio acuerdo en que la capacidad de visualizacién estd més desarrollada en los
hombres que en las mujeres, y que hay capacidades similares en razonamiento 16gico. En
particular, Gorgorio (1996), como parte de un estudio méas amplio, anaizé las diferencias
entre chicos y chicas de 12 a 16 afios al resolver actividades de geometria espacia que
requieren la utilizacion de estrategias y habilidades de rotacion mental de objetos. Sus
resultados indican que no hay diferencia significativa en las destrezas de uso de tales
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habilidades en dicho contexto, aunque si se observa diferencia cualitativa entre las estrategias
de procesamiento y estructuracion empleadas por chicos y chicas durante la resolucion de
dichas tareas (Gorgori6 1998).

Una linea de investigacion a la que se deberia prestar atencién en e futuro es el
desarrollo curricular y disefio de unidades de ensefianza de la geometria espacial. Un trabajo
en esta direccion es e de Potari y Triadafillidis (1997), que presentan una unidad de
ensefianza de geometria espacial en primaria en la que, mediante la presentacion de diferentes
tipos de actividades, se potencia la utilizacion y desarrollo de distintas formas de expresion y
de argumentacion. Otro trabajo en lamismalineaes el de Guillén (1996, 1997), ya comentado
en relacién con los niveles de Van Hiele.

Finalmente, mencionaré que, aungue casi todos los estudios sobre la importancia de la
visualizacion en el aprendizaje de la geometria se refieren a geometria espacial, también hay
algunos investigadores que se han interesado por analizar su influencia en el aprendizgje de
conceptos de geometria plana. Por gemplo, en Orton (1997) se analizan los modelos de
reconocimiento de figuras planas, mediante la manipulacion mental de las mismas, usados por
estudiantes de primaria y secundaria. Para ello les presenta diversas cuestiones en las que
deben comparar figuras planas congruentes o semejantes colocadas en diversas posiciones.
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