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Resumen

La Matematica Educativa trata con fendmenos que pueden verse cOmo procesos
de significacion y comunicacion y, por tanto, es pertinente usar conceptos semioticos
como signo, texto y sistema (matematico) de signos para hablar de ellos. En este texto
usamos el concepto de signo de Peirce y su tipologia de los signos para explorar algunas
caracteristicas de signos matematicos, y desarrollamos unas nociones de texto y sistema
matematico de signos suficientemente amplias como para dar cuenta de los que
efectivamente se usan en situaciones de enseflanza. Asi, podemos describir los
Modelos de Ensefianza en términos de secuencias de textos y procesos de abstraccion
en Sistemas Matematicos de Signos.

Abstract

Educational Mathematics deals with phenomena that may be seen as
signification and communication processes. Therefore it is relevant to use semiotic
concepts such as sign, text and (mathematical) system of signs to speak about them. In
this text we use Peirce’s concept and typology of sign to explore some charachteristics of
mathematical signs, and we develop notions of text and mathematical sign system
wide enough to account for the actual ones used in teaching situations. Hence we can
describe Teaching Models in terms of sequences of texts and abstraction processes on
Mathematical Sign Systems.

1. SIGNO

Escribo este texto para celebrar la larga relacién que nos une a los Departamentos
de Matematica Educativa del Centro de Investigacion y Estudios Avanzados del
Instituto Politécnico Nacional de México y el de Didéactica de la Matematica de la
Universidad de Valencia de Espafa, institucionalmente, y, personalmente, a Eugenio
Filloy y a mi.

Conoci a Eugenio Filloy en Santiago de Compostela hace ya veintidés afios en un
encuentro de la CIEAEM, en el que tanto él como yo presentdbamos desarrollos
curriculares que queriamos innovadores. Nunca olvidaré el momento en que, cada
uno inspeccionando el libro del otro, me dijo que algo que habia en el mio no era muy
afortunado y me pregunté a renglon seguido cudl era la tirada. Como le contesté con
una cifra con muy pocos ceros, digamos que “me tranquilizé” diciendo que, si esa era
la tirada, no era demasiado grave y, agarrando su libro de mis manos, me mostré algo
gue segun él no estaba demasiado bien y me dijo que eso si que era grave porque de su
libro se habia impreso un numero de ejemplares que ahora no recuerdo, pero que era
realmente enorme. Aprendi en aquel momento que, mas alla de nuestras
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declaraciones de intencion de renovacion de la ensefianza y nuestra creencia en estar
en la linea justa, nuestro trabajo tenia que tomar en consideracion el conjunto de los
sistemas escolares y medirse por sus efectos sobre ellos. Dos afios después estuve por
primera vez en México, también en un encuentro de la CIEAEM, y alli pude ver en
directo la fuerza de un equipo y una red, los creados en torno a la entonces ‘Seccién’ de
Matematica Educativa y el Programa Nacional de Formacion y Actualizacién del
Profesorado de Matematicas.

No volvi a ver a Eugenio Filloy hasta 1985, esta vez en Holanda en un encuentro
de PME. Cuando nos encontramos, llevaba yo a cuestas el primer namero de una
revista de semiotica, en el sentido en que ésta se dedica al estudio de la cultura, titulada
Eutopias . Alli inici6 Eugenio conmigo una conversacion sobre semidtica (de la
matematica educativa) que aun continda. Este texto trata de esa conversaciéon. Lo que
VoY a exponer es, por tanto, algunas de las reflexiones que vengo haciendo desde
entonces a partir de ideas que son de Eugenio Filloy, que él ha introducido en nuestra
manera de pensar la matematica educativa y que ha usado extensamente en textos y
trabajos. Vaya por delante pues que lo acertado que haya en lo que voy a decir se lo
debo y que lo desafortunado es de mi exclusiva responsabilidad.

El asunto del que se trata es el de hablar de los fenbmenos que se producen en lo
gue es el campo de interés de la matematica educativa con una jerga semiotica y hacer
esto no para vestir nuestras observaciones con un lenguaje criptico sino porque
concebimos estos fendbmenos como procesos de significacion y de comunicacion y es de
este tipo de procesos de los que precisamente trata la semiotica.

El que lo que estudia la semiotica es esos procesos mas que los signos esta
especialmente claro en la semidtica tal como la desarroll6 Charles Sanders Peirce. En la
semidtica de Peirce ese énfasis en los procesos esta presente desde la propia idea de
signo. Peirce dio un sinnumero de definiciones de ‘signo’ a lo largo de su extensa obra,
en las que perfilaba una y otra vez su concepto, pero todas ellas tienen tres
caracteristicas qgue me interesa subrayar en especial. La primera es que el signo no se
caracteriza por una relacién diadica como la de la pareja significante/significado de
Saussure; la relacion en la que esta todo signo es una relacion triadica, en la que uno de
sus elementos, que Peirce llama el ‘interpretante’, es la cogniciéon producida en una
mente. La segunda es que el signo no es una entidad estatica sino que esta abierto en
una serie, ya que toda cognicion es a su vez un signo, que por tanto esta en una
relacion triadica con otro interpretante (que es otra cognicién), y asi sucesivamente. La
tercera, que el signho no es arbitrario o, mejor, que la relacién triddica en que esta el
signo no es arbitraria.

En un manuscrito de 1873, Peirce da su definicién més breve y compacta de signo:

Un signo es un objeto que esté en el lugar de otro para alguna mente!.

1vale la pena citar por una vez cito el texto original inglés: “A sign is an object which stands for another to
some mind.” (Hoopes, ed. 1991, pag. 141).
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La relacion esta establecida entre el signo (S), su objeto (O) y una mente para la
cual el signo esta relacionado de tal manera con su objeto que, para ciertos fines, puede
ser tratado como si fuera ese otro2. Veamos como define Peirce el interpretante:

Un signo [...] se dirige a alguien; es decir, crea en la mente de esa
persona un signo equivalente, o quizas un signo mas desarrollado. A ese
sigho que crea yo lo llamo el Interpretante del primer signo. Ese signo
ocupa el lugar de algo: de su Objeto. (Peirce, 1987, pag. 33.)

La relacién triddica (S, O, 1) es, por tanto, una relacién en la que tanto S como |
son signos, por tanto, | es un nuevo signo, S’, que entrara en otra relacion triadica, es
decir, creara en una mente otro signo como interpretante, I’, del objeto O, una nueva
cognicion I’, de modo que el objeto O enlaza las dos relaciones triadicas (S, O, ) y (S’, O,
I’). De aqui deriva la apertura del signo en un proceso de semiosis que no tiene fin.
Peirce lo expresa asi en otra definicién, posterior a la que acabo de citar:

Signo: Cualquier cosa que determina alguna otra (su interpretante)
para que se refiera a un objeto al cual él mismo se refiere (su objeto); de la
misma manera el interpretante se convierte en un signo, y asi ad
infinitum. (Peirce, 1987, pag. 274.)

En esta definicion esta también presente la tercera caracteristica que he sefalado:
el hecho de que la relacion no es arbitraria. El signo fuerza al interpretante a referirse al
mismo objeto al que él se refiere. En una definicibn méas prolija que cito a
continuacion Peirce aun es mas exigente y afiade que el signo fuerza al interpretante a
referirse al mismo objeto y ademas de la misma manera que él se refiere. Mas aun,
también ha de haber un interpretante, I1, del interpretante I, que tenga como objeto,
O1, la relacion entre el signo y su objeto.

Un sigho o representamen es un Primero que estid en una relacién
triadica genuina tal con un Segundo, Ilamado su Objeto, que es capaz de
determinar un Tercero, llamado su Interpretante, para que asuma la
misma relacion triadica con su Objeto que aquella en la que se encuentra
el mismo respecto del mismo Objeto. La relacion triadica es genuina, es
decir, sus tres miembros estan ligados por ella de manera tal que no
consiste en ningun complejo de relaciones diadicas. [...] El Tercero tiene
gue estar en una relacion tal, y consiguientemente tiene que ser capaz de
determinar un Tercero propio. Pero ademas de ello tiene que tener una
segunda relacion triddica, en la cual el representamen, o mas bien la
relacion de éste con su Objeto, sera su propio (del Tercero) Objeto, y tiene
gue ser capaz de determinar un Tercero para esa relacién. Todo esto tiene
que ser verdad de los Terceros del Tercero, y asi indefinidamente. (Peirce,
1987, pags. 261-262.)

2 Asi es como Peirce explica lo que quiere decir “representar” o “estar en el lugar de” en Peirce (1987), pag.
261.



Luis Puig Signos, textos y sistemas matematicos de signos 4

2. ICONOS, INDICES Y SIMBOLOS.

Para Peirce, los signos pueden ser de tres tipos: iconos, indices y simbolos3. Los
iconos son signos que tienen alguna semejanza con el objeto y tienen el caracter que
los hace significar incluso si el objeto no existiera. Los iconos se diferencian de los
indices, ya que los indices no se parecen a los objetos correspondientes, sino que lo
sefalan, fuerzan la atencidn hacia ellos, pero no los describen. Como consecuencia de
ello, si el objeto no existiera el indice dejaria de significar, pero seguiria haciéndolo
aunque el interpretante no estuviera presente. Los simbolos, por su parte, dejan de
significar sin interpretante.

Peirce explica el motivo por el cual hay tres clases de signos de la siguiente
manera:

[...] existe una triple conexion del signo, la cosa significada y la
cognicién producida por la mente. Puede haber una simple relacion
racional entre el signo y la cosa; en ese caso, el signo es un icono. O bien
puede haber una conexion fisica directa; en ese caso, el signo es un indice.
O bien puede haber una relacion que consiste en que la mente asocia el
signo con su objeto; en ese caso el signo es un nombre (o simbolo). (Peirce,
1987, pag. 175.)

Y habla también de una cierta progresion a lo largo de los tipos:

En los tres 6rdenes de signos —Iconos, indices, Simbolos—- puede
observarse una progresion regular de 1, 2, 3. El Icono no tiene conexién
dindmica con el objeto que representa; sucede simplemente que sus
cualidades se asemejan a las del objeto y excita sensaciones analogas en la
mente para la cual es una semejanza. Pero en realidad no esta conectado
con aquél. El indice esta conectado fisicamente con su objeto; forman un
par organico, pero la mente interpretante no tiene nada que ver con esa
conexion, salvo advertirla una vez establecida. El simbolo esta conectado
con su objeto en virtud de la idea de la mente utilizadora de signos, sin la
cual no podria existir la conexion. (Peirce, 1987, pag. 273.)

LOS PRIMEROS SIGNOS ARITMETICOS

Parece que los primeros signos escritos fueron signos aritméticos. Veamos en
juego en esos signos primitivos, algunas de las caracteristicas de los signos que
acabamos de exponer.

Se ha determinado efectivamente que los primeros signos escritos fueron signos
aritméticos al poder reconstruir paso a paso el desarrollo de dos sistemas de escritura
gue tuvieron su inicio alrededor del 3500 antes de nuestra era y que fueron creados por
un pueblo sumerio en el sur de Mesopotamia y por otro pueblo elamita en Susa (que
se encuentra en lo que actualmente es Iran)4.

3 La descripcion que sigue de los tres tipos de signos esta parafraseada de Peirce, 1987, pag. 274.
4 Esa reconstruccion esta narrada con todo detalle en Ifrah (1994), tomo |, pags. 233-263.
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Esos primeros signos estaban marcados con un estilete en el exterior de bolas
huecas de barro blando y se correspondian siempre con unos guijarros de distintas
formas contenidos en las bolas, tanto en la forma como en el nUmero. Esas marcas
eran pues iconos que representaban los guijarros ocultos, y bastaba con romper la bola
si se queria verificar que efectivamente estaban en el lugar de los objetos que
representaban. Las marcas sobre las bolas son iconos ya que se parecen en forma y
namero a los objetos en cuyo lugar estan, de modo que significan aunque las bolas
estén vacias. Estos signos tienen un funcionamiento digamos que primitivo porque el
codigo que quien cierra las bolas y los graba en ellas ha de compartir con aquel a cuyas
manos lleguen esta poco establecido socialmente o, en todo caso, sometido a duda.

Si estas primeras marcas escritas resultan tan interesantes al tener dos caracteres
propios de los signos de forma tan perspicua, aun son mas interesantes cuando
sabemos que tienen los antecedentes y consecuentes que explicaré ahora.

En las excavaciones realizadas, se han encontrado estas bolas marcadas en el
segundo momento de una serie temporal. Antes de ese momento, los restos
encontrados corresponden a bolas huecas que encierran guijarros y que no llevan
ninguna marca sobre ellas. Después se ese momento, los guijarros desaparecen, solo
estan las marcas y, como ya no hay que encerrar nada, las bolas huecas se transforman
en tablillas planas.

Primero hay pues unos objetos ocultos en una bola hueca, luego los primeros
signos escritos, con los objetos que representan presentes aunque ocultos, v,
finalmente, so6lo los signos escritos sin los objetos que representan.

Pero esos objetos, a su vez, son signos —aungue no signos de una escritura—, ya
gue, en cualquiera de los tres momentos de la historia, las bolas o las tablillas son
registros de transacciones mercantiles, son cuentas. Los objetos representados por las
marcas escritas son también signos aritméticos porque representan, segln sea su forma
y su cantidad, un numero determinado de objetos. Lo que los arqueodlogos han
reconstruido nos cuenta que esos guijarros han sido manipulados para hacer una
cuenta en el transcurso de una transaccién comercial y, una vez zanjada, han sido
encerrados en una bola hueca para dejar constancia del acuerdo entre las partes que
comercian sobre cual es la cantidad que ha intervenido en la transaccion. Estos
primeros signos aritméticos escritos estan en el lugar de otros signos aritméticos cuya
materia de la expresion es diferente y acaban substituyéndolos en los registros. Pero
s6lo en los registros, porque carecen de capacidad operatoria —los comerciantes
seguirian probablemente manipulando los guijarros para hacer las cuentas.

A partir de esos signos matematicos en tablillas de arcilla se desarrolla la escritura
cuneiforme elamita. Cerca se desarrolla una historia similar en sumerio de la que no
hay una secuencia de restos tan explicita. Sabemos ademéas que mas adelante, en la
época paleobabildnica (2000 a 1600 a.c.), se escriben ya verdaderos textos matematicos
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en tablillas como esas primitivas (y que esto se hace ya no en sumerio sino en acadio,
una lengua semitica),pero ésa es otra historia que no voy a seguir aqui®

LOS SIGNOS DEL SISTEMA DE NUMERACION ROMANO

Si los signos aritméticos que estan en el origen de la escritura cuneiforme cayeron
en desuso hace ya milenios, los pastores etruscos, lejos de las transacciones comerciales
y las escuelas de los escribas del creciente fértil, haciendo muescas en un palo, una por
cada cabeza contada, crearon un sistema de numeracion que, aunque marginalmente,
aln usamos: el que se conoce como sistema de numeracion romano.

Los signos que hemos heredado de ellos para la representacién de los nameros
parecen en efecto haberse desarrollado como consecuencia de su inscripcion material
en un registro lineal. Asi, la primitiva reiteracion de las muescas, [ 1111111-... paso a
estar estructurada mediante marcas especiales cada cinco muescas, con el fin de
facilitar la cuenta en la expresion: una marca inclinada en el quinto lugar, una marca
con forma de aspa en el décimo, etc.,, dando origen, para registrar un rebafio de
veintitrés cabezas, a marcas como |IIZIIIIXILLIZHLLIXEL]. Muescas primarias y
marcas estructurantes acabaron convirtiéndose en las letras del alfabeto I, V, X, al
integrarse con la escritura e identificarse con las letras a las que més se parecian.

Siendo lugares en una serie, ni la V ni la X significaban los cardinales ‘cinco’ o
‘diez’, sino los lugares quinto y décimo en la serie. De hecho, las primeras escrituras
para ‘cinco’ y ‘diez’ no fueron V y X, sino 11V y IHIVIIIIX, que, éstas si, representan
cardinales y en las que tanto | como V representan una unidad. S6lo en un segundo
momento un criterio de economia hizo que V representara IV y por tanto cinco
unidades. Los signos V y X funcionaron inicialmente como puntos de referencia en la
serie también en otro sentido: IV llegé a significar ‘cuatro’ no por una regla
substractiva entre los cardinales designados por |1 y V, sino porque la presencia del
signo V permitia saber que se estaba designando la marca inmediatamente anterior a
V en la serie. De la misma manera, VI no llegé a significar ‘seis’ por ninguna regla
aditiva, sino por designar la marca inmediatamente posterior a V. S6lo cuando los
signos V y X adquirieron el significado cardinal —al estar en el lugar de IV y
IHTTVIIIX—, las reglas anteriores, que trataban sobre posiciones en una serie, es decir,
sobre

VL
Y/

se reinterpretaron como reglas aditivas y substractivas entre cardinales. En la his-toria
asi narrada, las transformaciones en la expresién producidas por procesos de

5 Aunque valdria la pena. En los textos de los problemas que aparecen en las tablillas escritas en acadio,
las palabras ‘largo’ y ‘ancho’ estaban en sumerio y se usaban para designar las cantidades desconocidas.
Por este hecho, aun cuando las palabras tienen un significado geométrico en sumerio, como un lector acadio
no usa esas palabras corrientemente para hablar de ‘largo’ y ‘ancho’ y, por tanto, no les va a dar ese
sentido geométrico al leerlas, las va a usar dandoles el sentido de dos cantidades susceptibles de entrar
en un calculo —es decir, esas palabras son precursores de los objetos del algebra.
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abreviacion dotaron de sentidos nuevos tanto a los signos elementales como a las
reglas de formacién de signos compuestos, sentidos que son los significados con que
ahora se ensefian en las escuelas.

Las marcas son indices de la acciéon de contar. En Puig (1997) he indicado que los
fendmenos que organizan los conceptos matematicos son objetos, propiedades,
acciones y propiedades de las acciones. Este es uno de los ejemplos maés claros de un
concepto matematico que organiza un fenédmeno que no pertenece al ambito de los
objetos ni las propiedades de los objetos, sino de las acciones y las propiedades de las
acciones (lo que no quita para que en la relacién triadica correspondiente la accion de
contar sea el objeto del signo para una mente, es decir, para un interpretante). Esos
indices, como consecuencia de las transformaciones de la expresion se convierten en
simbolos.

LAS EXPRESIONES ALGEBRAICAS

Es un topico referirse a las expresiones algebraicas como “lenguaje simbdlico”,
por ejemplo, cuando se habla de poner un problema en ecuaciones, se describe
usualmente como “paso del lenguaje natural al lenguaje simbdlico”. Sin embargo, si
usamos la terminologia de Peirce, las expresiones algebraicas no son simbolos, sino
gue son iconos, aunque parezca extrafio a primera vista. Veamos como lo explica el
propio Peirce:

[...] una férmula algebraica es un icono, que ha sido convertido en tal
mediante las reglas de conmutacién, asociacion y distribucién de los
simbolos. Puede parecer a primera vista que es una clasificacion arbitraria
I[lamar icono a una expresion algebraica; que podria igualmente o mas
adecuadamente ser considerada como un signo convencional [simbolo]
compuesto. Mas no es asi. Porque una gran propiedad distintiva de los
iconos es que mediante su observacion directa se pueden descubrir otras
verdades concernientes a su objeto que no son las que bastan para
determinar su construccion. [...] Esta capacidad de revelar una verdad
inesperada es precisamente aquello en que consiste la utilidad de las
féormulas algebraicas, por lo cual el caracter iconico es el predominante.
(Peirce, 1987, pag. 263.)

Las expresiones algebraicas son iconos y esto es lo que precisamente las hace
poderosas, ya que como signos tienen las propiedades que tienen sus objetos. Ahora
bien, las letras de las expresiones algebraicas, tomadas aisladamente no son iconos,
sino indices, cada letra es indice de una cantidad, tampoco son simbolos. Si la
expresion algebraica es el resultado de la traduccion del enunciado verbal de un
problema aritmético-algebraico, cada letra concreta esta representando una cantidad
concreta como resultado de la convencidon que ha establecido quien ha hecho la
traduccion, pero cada letra se refiere a una cantidad aun cuando no haya interpretante
ya que un interpretante cualquiera que no esté al corriente de la convencion
establecida asignara las letras a las cantidades adecuadas, ya que la expresién algebraica
en su conjunto va a exigir que se asigne a cada una la cantidad correspondiente. {No
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hay simbolos entonces en las expresiones algebraicas? Si. Los signos +, =, etc. son
simbolos en el sentido de Peirce.

Las expresiones algebraicas pues son un ejemplo de la imbricacion de los tres
tipos de signos en las escrituras matematicas: las letras son indices, los signos +, =, etc.
son simbolos y la expresion globalmente considerada es un icono.

3. SISTEMAS MATEMATICOS DE SIGNOS.

Los ejemplos que he presentado nos han permitido poner en uso la concepcion
del signo de Peirce y su tipologia, y explorar en qué sentido nos ilumina lo que
gueremos examinar. Ademas nos sirven también para poner de manifiesto otra cosa:
los signos que se usan en matematicas no son todos ellos de naturaleza linguistica, lo
que hace recomendable no usar la terminologia ni la concepcion del signo propia de la
linguistica (derivada més o menos de la obra de Saussure) y no hablar, por tanto, del
par significante/significado. En lo anterior yo ya no lo he hecho, sino que he utilizado
el término ‘expresiéon’ del par expresion/contenido —terminologia que esta
introducida en la semidtica (ciencia de los signos en general y no solo de los signos
linglisticos), y que ademas nos resulta muy conveniente porque ya tenemos la
costumbre en las matematicas de hablar de ‘expresiones algebraicas’ o de ‘expresiones
aritméticas’ para referirnos a las escrituras correspondientes.

Ahora bien, lo que hemos visto hasta ahora, al poner el acento en signos
individuales nos puede ocultar el hecho crucial de que en ningun texto (matematico u
otro) hay signos aislados.

Es muy corriente que una descripcion del lenguaje en que estan escritos los textos
matematicos distinga dos subconjuntos de signos: uno formado por signos que se
conciben como los propiamente matematicos y otro por los signos de alguna lengua
vernacula. Ahora bien, desde el punto de vista de los procesos de significacidn esta
distincién, que siempre puede seguir haciéndose, deja de ser crucial. Lo que entonces
aparece como crucial es el sistema de signos tomado en su conjunto y lo que hay que
calificar de matematico es el sistema y no los signos, porque es el sistema el
responsable del significado de los textos. Hay que hablar pues de sistemmas matematicos
de signos y no de sistemas de signos matematicos, subrayando con la colocacién del
adjetivo ‘matematicos’ que lo que tiene el caracter matematico es el sistema y no
meramente los signos individuales, y que, por tanto, lo que nos interesa para el
desarrollo de la matematica educativa es estudiar cuales son las caracteristicas de esos
sistemas (matematicos) de signos debidas no sélo a que son sistemas de signos sino a
gue son precisamente sistemas matematicos.

Eugenio Filloy introdujo hace ya algun tiempo la necesidad de usar una nocién
de sistemas matematicos de signos lo suficientemente amplia como para que pueda
servir como herramienta de analisis de los textos que producen los alumnos cuando se
les esta ensefiando matematicas en los sistemas escolares —y estos textos se conciben
como el resultado de procesos de produccién de sentido—, asi como de los textos
matematicos histéricos —tomados como monumentos, petrificaciones de la accién
humana o de procesos de cognicién propios de una episteme. Al tomar como objeto de
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estudio estos textos matematicos y no unos supuestos textos ideales concebidos como
manifestaciones del “lenguaje matematico”, o textos que se miden con respecto a ellos,
tanto la nocion de sistemas matematicos de signos como la de texto ha de abrirse en
varias direcciones.

Asi, Filloy afirma que hay que hablar de sistema matematico de signos, con su
codigo correspondiente, cuando se da la posibilidad convencionalizada socialmente de
generar funciones signicas (mediante el uso de un functor de signos), incluso cuando
las correlaciones funcionales han sido establecidas en el uso de artefactos didacticos en
una situacion de ensefianza, con la intencion de que sean efimeras. Por otro lado,
también hay que considerar los sistemas de signos o los estratos de sistemas de signos
gue los aprendices producen con el fin de dotar de sentido a lo que se les presenta en el
modelo de ensefianza, aunque se rijan por un sistema de correspondencias que no ha
sido socialmente establecido, sino que es idiosincrasico.

4. TEXTO/ESPACIO TEXTUAL. MODELO DE ENSENANZA.

Como los textos no han de concebirse como manifestaciones del lenguaje
matematico, ni identificarse con los textos escritos, es pertinente utilizar la nocion de
texto elaborada por Jenaro Talens y Juan Miguel Company como “el resultado de un
trabajo de lectura/transformacion hecho sobre un espacio textual” (Talens y Company,
1984, pag. 32). En efecto, para Talens y Company, con el fin de disponer de una nocion
de texto que pueda usarse en el andlisis de cualquier practica de produccién de sentido
(por ejemplo el trabajo de un alumno con un modelo de ensefianza —aunque este
ejemplo estuviera lejos de las preocupaciones de Talens y Company, en su dia)
conviene introducir una distincién entre “espacio textual” (ET) y “texto” (T) (que se
corresponde con la distincion entre “significado” y “sentido”). Un texto es el resultado
de un trabajo de lectura / transformacién realizado sobre un espacio textual, cuya
intencidn no es extraer o desentrafar un significado inherente al espacio textual sino
producir sentido. El espacio textual tiene existencia empirica, es un sistema que
impone una restriccién semantica a quien lo lee; el texto es la nueva articulacién de
ese espacio, individual e irrepetible, realizada por una persona como consecuencia de
un acto de lectura.

Ademas, la distincion entre ET y T es una distinciéon entre posiciones en un
proceso, porque cualquier T, resultado de una lectura de un ET, esta de inmediato en
posicion de ET para una nueva lectura —y asi ad infinitum.

Tanto el trabajo de los matematicos, como el de los alumnos en las clases de
matematicas puede describirse desde el punto de vista de este proceso reiterado de
lectura/ transformacién de espacios textuales en textos. En particular, desde este punto
de vista un Modelo de Ensefianza es una secuencia de textos que se toman como ET
para su lectura/transformacion en otros T al crear sentido los alumnos en sus lecturas.

Ahora bien, como los SMS son el producto de un proceso de abstraccion
progresiva (tanto en la historia de las matematicas como en la historia personal de
cualquiera), los SMS que realmente se usan estan formados por estratos provenientes
de distintos momentos del proceso, relacionados entre si por las correspondencias que
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este proceso ha establecido. La lectura/transformacion de un ET puede hacerse
entonces usando distintos estratos del SMS, recurriendo a conceptos, acciones o0
propiedades de conceptos o acciones, que estan descritos en alguno de los estratos.

Los textos producidos por lecturas que usen estratos distintos o0 una combinacién
distinta de estratos pueden ser traducidos unos a otros y reconocidos como
“equivalentes”, a condicion de que en el sistema matematico de signos estén descritas
también las correspondencias pertinentes entre los elementos utilizados. Cuando esto
no es asi, sélo la elaboracion de un nuevo SMS lo permite. El proceso de elaboracion
de nuevos SMS con ese objetivo es precisamente un proceso de abstraccion y el nuevo
SMS es mas abstracto que los anteriores. Dicho con mas precisién, si sucede que dos
espacios textuales ET y ET’ no pueden ser leidos/transformados mediante un sistema
matematico de signos estratificado L, recurriendo a los mismos conceptos, acciones o
propiedades de conceptos o0 acciones, que estan descritos en alguno de los estratos;
mientras que esto si que puede hacerse en otro sistema matematico de signos M,
entonces M es “mas abstracto” que L, respecto a ET y ET’. Asi sucede, por ejemplo, en el
libro De Numeris Datis con dos proposiciones que Jordanus Nemorarius transforma
recurriendo a procedimientos distintos, y que, sin embargo, podrian transformarse de
la misma manera usando el sistema de signos del algebra elemental actual®. El SMS de
ese texto del siglo XIII es menos abstracto que el SMS del algebra elemental actual y en
la historia de las matematicas la elaboracion de ese SMS fue un proceso de abstraccion
gue tuvo como resultado entre otras cosas que textos como esos que para Jordanus
Nemorarius no podian verse como equivalentes lo sean.

La elaboracion de SMS mas abstractos que de esta manera se produce en la
historia de las matematicas, tiene su correspondencia en los sistemas escolares. En
efecto, en ocasiones, durante un proceso de ensefianza y aprendizaje, un alumno es
incapaz de transformar un espacio textual ET’ mediante un sistema matematico de
signos estratificado L, recurriendo a los mismos conceptos, acciones o propiedades de
conceptos o acciones con los que ha transformado un espacio textual ET; la ruptura de
esta imposibilidad es precisamente lo que quiere el modelo de ensefianza y lo que
constituye el auténtico aprendizaje y se produce cuando el alumno modifica el estrato
de lenguaje en que estan descritos los medios de transformacion, creando un nuevo
sisterma matematico de signos M, en el que los espacios textuales ET y ET’ se identifican
como transformables con los mismos medios’. La creacion de ese M es un “proceso de
abstraccion”, que conlleva también la elaboracién de conceptos o acciones “mas
abstractos” (los que estan descritos en el estrato de lenguaje modificado).

Desarrollar nuevas competencias en matematicas puede verse pues en ambos
casos como el resultado de un trabajo con un SMS que ya se domina en alguna
medida. En el sistema escolar, este trabajo consiste en un intercambio de mensajes
entre profesor y alumno que se produce gracias a la lectura/transformacion de esa

6 Esa es la interpretacion que yo hago en “El De Numeris Datis de Jordanus Nemorarius como sistema
matematico de signos”, Mathesis, México D. F.: UNAM, Vol. 10, 1994, pags. 47-92.

’Una descripcion algo mas detallada de los episodios de un proceso en el que se producen estos hechos, y el
analisis que yo reproduzco aqui con ligeros cambios, puede verse en Eugenio Filloy. “Tendencias
cognitivas y procesos de abstraccién en el aprendizaje del algebra y de la geometria”, op. cit.
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secuencia de textos que llamamos Modelo de Ensefianza. Como consecuencia de esa
lectura/Ztransformacién se producen conceptos nuevos a través de la produccién de
nuevos sentidos y el establecimiento de nuevos significados para el SMS (o los SMS)
en que se describe y se produce lo ensefiado, que incluso conllevan la elaboraciéon de
nuevos SMS.

Wittgenstein escribié en sus Observaciones sobre los fundamentos de la
matematica (parte Ill, 31) que “la demostracion cambia la gramatica de nuestro
lenguaje, cambia nuestros conceptos. Produce nuevas conexiones y crea el concepto de
esas conexiones. (No establece que estan ahi, sino que no estan ahi mientras ella no las
produzca.)”’8. Esta observacion de Wittgenstein sobre el efecto de la demostracién en la
gramética de nuestro lenguaje y en nuestros conceptos se puede parafrasear llevandola
a lo que acabo de exponer con solo substituir “la demostracion” por “el trabajo con un
SMS” y “nuestro lenguaje” por “un SMS que dominamos”. Con ello estoy siendo a la
vez mas general y menos preciso. Mas general ya que la demostracion es obviamente
un tipo de trabajo con un SMS y quiero indicar que no es solo ese tipo de trabajo el que
cambia los conceptos matematicos®. Menos preciso porque no estoy especificando qué
tipo de trabajo con un SMS cambia conceptos y SMS y no quiero decir que sea
cualquiera. Ahora bien, la observacion de Wittgenstein es una observacién sobre el
trabajo de los matematicos y no sobre el trabajo de los escolares en el interior del
sistema escolar. Como nuestro punto de vista y nuestro &mbito de interés es el sistema
escolar tendremos que usar una version de la observacién de Wittgenstein adecuada a
gue sblo estamos tratando con los procesos de ensefianza y aprendizaje de las
matematicas en los sistemas escolares en donde los conceptos matematicos no se crean
por primera vez sino que han de ser re-creados —o0 “re-inventados”, por usar la
expresion de Freudenthal— por los alumnos gracias a la guia de la ensefianza. En este
sentido, el objetivo del modelo de ensefianza, de esa secuencia de textos leidos y
transformados, ha de ser que los sentidos nuevos producidos por los alumnos sean
afortunados, es decir, sean conformes con los significados socialmente establecidos, y
gue los nuevos SMS “mas abstractos” elaborados acaben siendo SMS no
idiosincrasicos.

Ahora bien, como el modelo de ensefianza es una secuencia de textos, producidos
tanto por el profesor como por el alumno, y esos textos son el resultado del trabajo de
ambos en situaciones de ensefianza que son de hecho situaciones problematicas —que
se toman como espacios textuales— es pertinente traer a colacion también lo que
hemos aprendido de nuestros estudios e indagaciones sobre resolucion de problemas.
En particular tenemos pruebas de que cuando se resuelve un problema,
ineludiblemente, se realiza, por rapido y fugaz que sea esto, un analisis consciente o
inconsciente l6gico inicial —que llamaremos “esbozo I6gico-semidtico” del problema
o de la situaciéon problematica— que pretende bosquejar la solucidn, esto es, apuntar el
camino que necesita seguirse en la resolucion del problema de acuerdo con algun texto
matematico producido con el uso de algun SMS.

8Cf. pag. 136 de la trad. espafiola.
9 Ver lo que digo en el apartado 2.3.3. de Puig (1997).
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Un usuario competente que realiza tal esbozo l6gico-semidtico usa mecanismos
cognitivos que le permiten anticipar las relaciones clave del problema y decidir entre
varios SMS, o estratos de un SMS, cuél de ellos, mas abstracto o mas concreto, va a
usar para esbozar los pasos del proceso de resolucion. Sélo entonces desarrolla un
proceso de andlisis y sintesis que le permite descodificar la situacion problematica.

En este sentido podemos darle sentido a la idea ya secular de las declaraciones
reformistas de basar la ensefianza en la resolucion de problemas. Un Modelo de
Ensefianza es también una secuencia de situaciones problematicas, una secuencia de
textos matematicos Tp, cuya elaboraciéon y descodificacién por quien aprende le permite
interpretar finalmente todos los textos Tpen un SMS mas abstracto. Se “cambia la
gramatica de nuestro lenguaje”, porque este nuevo SMS mas abstracto es de tal
naturaleza que su cédigo hace posible descodificar los textos T, como mensajes con un
codigo matematico socialmente establecido, precisamente el codigo planteado por las
intenciones educativas que han fijado el Modelo de Competencia que persigue el
Modelo de Ensefanza.

El sentido se produce en el nuevo SMS por el uso de signos nuevos en cada paso
del analisis y resolucién de la forma en que han de ser usados —como dice
Wittgenstein: “Si, asi tiene que ser, asi he de establecer el uso de mi lenguaje”10. Esto es
posible cuando el SMS en su conjunto se ve ligado por la concatenacion de las acciones
desencadenadas durante los procesos de resoluciéon de problemas de todas las
situaciones problematicas que antes se veian como diferentes e irreducibles, pero que
ahora, gracias al nuevo SMS se resuelven mediante procesos que se establecen como
los mismos, es decir, que se transfieren de un problema a otro, convirtiendo a la vez lo
gque era una diversidad de problemas en una familia de problemas.

La enseflanza organiza el paso desde un SMS que domina en cierta medida quien
aprende, a través de su uso en situaciones problematicas y la cadena de lecturas
transformaciones ET/T=ET’'/T'=ET”/T”..., aun nuevo SMS desde el cual el primero se
ve como mas concreto y con el cual lo que antes se describia como separado e inconexo
se describe como lo mismo y, por tanto, se produce como nuevos conceptos y nuevos
signos.
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