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mago un paréntesis en las entregas de historias de al-
Khwarizmi para cambiar de época, pero no de zona geografi-
ca. Voy a presentar un ejercicio de andlisis de un problema
tomado del corpus del dlgebra babildnica’, en el que haré
algunas hipétesis sobre lo que sabia quien escribié el texto
que se conserva, comparandolo con estructuras conceptua-
les, procesos de resolucion de problemas y sistemas de signos
que pondriamos en juego actualmente ante problemas simila-
res que se plantean en la ensefianza®.

El problema lo he tomado de Hgyrup (2002, pp. 206-209)°,

quien lo presenta en lo que él llama una “traduccién confor-
94

me™, que traduzco a mi vez al castellano:

2 gur 2 pi 5 ban de aceite he comprado

De la compra de 1 shekel de plata, 4 sila, de cada (she-

kel), de aceite he separado.
2/3 mina de plata como beneficio he visto.

¢Con qué equivalencia he comprado y con qué equiva-

lencia he vendido?

Protoalgebra en Babilonia (1* entrega)

En el enunciado aparecen una serie de unidades metrolégicas
que es preciso conocer para poder comprenderlo y para
poder seguir los calculos que se presentan en la tablilla. Hay
unidades de capacidad (gur, pi, ban, sila), con las que se mide
la cantidad de aceite, y unidades de peso (shekel, mina), con
las que se mide la cantidad de plata. Como no vamos a exa-
minar los problemas derivados de los cambios de unidades en
los sistemas metroldgicos de la época, voy a reescribir el
enunciado pasando todas las unidades de capacidad a silas y
las de peso a shekels. Para hacer el texto mds cercano, cam-
biaré silas por litros (parece ser que el sila era aproximada-
mente un litro) y los shekels por gramos (aunque la equiva-
lencia no fuera ésa).

Ademads, el sistema de numeracién en que estan escritos los
numeros que aparecen en este problema es sexadecimal. Esto
no se percibe apenas en el enunciado, pero si en los calculos
subsiguientes. De hecho, 1 mina eran 60 shekel, de manera
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que en las unidades de peso, 1 mina equivale a 1' shekel, si
escribimos los niumeros en el sistema sexadecimal’. El hecho
de que los nimeros se escribieran en el sistema sexadecimal
tuvo consecuencias importantes en la forma en que se hacfan
los célculos de las operaciones aritméticas, en particular en el
hecho de que la divisidn se realizara siempre multiplicando
por el inverso, inverso que no se calculaba sino que se consul-
taba en tablas de inversos (se han encontrado muchos ejem-
plares de tablillas que consisten simplemente en listas de
inversos). Como este asunto tampoco voy a examinarlo en
esta ocasidn, reescribiré todos los nimeros en el sistema de
numeracion decimal. Mi traduccién ahora serd menos “con-
forme’, pero continuard siendo conforme en los aspectos que
voy a examinar.

770 litros de aceite he comprado.

De la compra de 1 gramo de plata, 4 litros, de cada
(gramo), de aceite he separado.

40 gramos de plata como beneficio he visto.

¢Con qué equivalencia he comprado y con qué equiva-
lencia he vendido?

El problema es una compraventa, pero la pregunta nos resul-
ta extrana. Para entenderla, hay que tener en cuenta que el
concepto de precio unitario en una operacién de compraven-
ta, que actualmente concebimos como una razén entre una
cantidad de dinero y una cantidad del objeto que se intercam-
bia (0, mejor dicho, entre las medidas correspondientes) y, por
tanto, la expresamos, por ejemplo, en euros por litro (o €/1),
no se concebia asi en Babilonia. La idea era la inversa: no
cuanto cuesta una unidad de medida de la magnitud (o la can-
tidad) del objeto que se intercambia, sino cudnto se obtiene en
la compraventa por una unidad monetaria. Si el aceite se ven-
diera en el mercado de esta manera, no hablariamos de que
estd a 2 euros el litro, sino de que con un euro puedo comprar
medio litro de aceite. Este “precio inverso’, que Hoyrup pre-
fiere llamar rate, tasa, se expresa por tanto en l/€, y no en €/1.

Pero el asunto aun es més diferente porque en Babilonia adn
no habia moneda, no habia dinero en el sentido de una mer-
cancia en la que predomina el valor de cambio sobre el valor
de uso, y menos aun el actual dinero, equivalente universal,
sin valor material. Si que habia un protodinero, ya que algu-
nas mercancias con valor de uso se empleaban en las transac-
ciones mercantiles como medio de cambio. En un primer
momento, este papel parece que lo desempenid el grano, y en
la época de esta tablilla, ya la plata y otros metales. Pero ese
protodinero, como mercancia con valor de uso se media con
las unidades corrientes de peso, de modo si el aceite hoy en
dia se vendiera de esa manera ese precio inverso o tasa se
expresaria en gramos (de plata) por litro.
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La circulacién de mercancias, no en su forma directa, sino en
el ciclo que transforma el dinero en capital, el ciclo “comprar
para vender mds caro’, se concibe en Babilonia también de
otra manera, “dar menos por la misma cantidad de plata’, lo
que no solo es distinto conceptualmente, sino que también
conlleva una idea distinta de qué es la riqueza. En efecto, el
ciclo D-M-D¥*, “comprar para vender mds caro’, conduce a un
aumento del dinero en manos del que compra y vende, la mer-
cancia pasa a otras manos, y en la repeticion del ciclo el dine-
ro sigue acumuldndose y la mercancia circulando. El ciclo “dar
menos por la misma cantidad de plata” no conduce exacta-
mente a aumentar la cantidad de plata, sino que se ve tanto
desde el punto de vista de tener mas plata, como desde el
punto de vista de la mercancia equivalente a esa plata de mds
que obtiene, y en la repeticién del ciclo se acumula mercancia.
El beneficio no se concibe s6lo como la plata que se consigue,
sino como la mercancia que equivale a esa plata de mds.

Ese “dar menos mercancia por la misma cantidad de plata”
como nucleo del ciclo nos permite dar sentido a la segunda
frase del enunciado, “De la compra de 1 gramo de plata, 4
litros, de cada (gramo), de aceite he separado” Ahi se estd
indicando que en la venta se dan 4 litros de aceite menos por
cada gramo de plata, de los litros de aceite por gramo de plata
que se han obtenido en la compra: la relacién entre cantida-
des que se expresa es una relacién entre la tasa de compra, la
tasa de venta y una tercera cantidad que es el beneficio en
litros de aceite que se obtiene por cada gramo de plata. Ese
beneficio unitario no estd expresado, como lo hacemos
actualmente en euros por litro, sino, inversamente, en litros
por gramo (de plata).

La tercera frase del enunciado si que expresa el beneficio, en
este caso el beneficio total, en plata, similarmente a como
actualmente lo expresariamos en dinero. Veremos, sin embar-
go, que la resolucion del problema no termina con la obten-
cién de lo que el enunciado pregunta, sino que después de
obtenerlo atn se calcula ese beneficio total en litros de aceite.
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También podemos darle sentido a la pregunta del problema a
partir del conocimiento de estas practicas comerciales. Si en
las compraventas en la época que nos ocupa no existia el pre-
cio unitario en el sentido en que lo concebimos y lo usamos
actualmente, sino ese “precio inverso’, que vamos a llamar
tasa siguiendo a Heyrup, la frase final del enunciado pregun-
ta por las tasas de compra y de venta’.

Reescribo el enunciado ya no en una traduccién conforme,
sino en una version mas libre, pero que describe una situacién
similar y mantiene implicitamente las mismas cantidades y
relaciones.

Un comerciante compra 770 litros de aceite.

Los vende dando 4 litros menos de los que ha recibido
en la compra, por cada gramo de plata.

Obtiene un beneficio de 40 gramos de plata.

Averiguar a cuantos litros por gramo de plata compré
el aceite y a cudntos litros por gramo de plata lo ven-
dié.

La inversion del concepto de precio conduce pues a que las
relaciones entre las cantidades de la estructura conceptual de
una compra para vender sean distintas de las que son usuales
para nosotros y complique la comprensién por nuestra parte
del enunciado de este problema y de las operaciones que estan

PEgina 95 $

SUMA 59
Noviembre 2008

indicadas en la tablilla que hay que hacer para resolverlo. Pero
ademds, hacen el problema mas dificil, en el sentido de que la
red de cantidades y relaciones presentes en el problema tiene
una estructura que hace mads dificil su resolucién. Vedmoslo.

Las cantidades presentes en una situacién similar, pero segin
nuestra manera de concebirla, son las siguientes:

cantidad comprada y vendida: m (€),
precio unitario de compra: p, (€/1)

precio unitario de venta: p, (€/1)

importe de la compra: i, (€)

importe de la venta: i, (€)

beneficio total expresado en dinero: b, (€)

beneficio unitario expresado en dinero: b,,; (€/1).

Y las relaciones entre esas cantidades son:
ig=pcxm
iy=p,xm
htd =1, -
bud =Py~ Pc
Estas cantidades y estas relaciones podemos representarlas
entrelazadas mediante un grafo®, que muestra la estructura de
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la red de relaciones entre cantidades que hemos determinado
que son las propias de nuestra manera de concebir esa estruc-
tura conceptual, como se muestra en la figura 1.

by iv
C
m P @ ® i
bud @ ® bid
Figura 1

Ahora bien, gracias a que

btd:lv_lc
e

le=pPcxm

ly=pyxm

podemos derivar
big=pyxm—p.xm=(p,-p)xm
y, gracias a
bui=py - P

obtenemos la relacion

btd = bud X m
pv iv
C
m P ® ic
bud btd
Figura 2
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con la que podemos cerrar la red de relaciones del grafo con
una nueva relacién (ver figura 2) representada por el arco (1,
b,g bsy), y observar que las tres relaciones, que en el grafo
estdn representadas con la cantidad m en el vértice comun,
responden a las relaciones de proporcionalidad

ba ki,
bud pv pc

Ahora bien, en la situacién de comprar para vender mds caro
correspondiente al problema babilénico, las cantidades que
aparecen no son las mismas, ya que no estan los precios uni-
tarios sino las tasas de compra y de venta, y ademds el benefi-
cio unitario que aparece no es el beneficio en dinero por uni-
dad de mercancia, sino el beneficio en mercancia por unidad
de plata (protodinero):

cantidad comprada y vendida: m (1),

tasa de compra: ¢, (l/gr),

tasa de venta: ¢, (1/gr),

importe de la compra: i, (gr),

importe de la venta: i, (gr),

beneficio total expresado en plata (protodinero): b, (gr),
beneficio unitario expresado en mercancia por unidad de

plata: b, (1/gr).

Las tasas, como ya hemos visto, son inversas de los precios
unitarios, y el beneficio unitario que aqui aparece es la dife-
rencia entre las tasas, pero restadas en orden inverso a como
se restan los precios unitarios para obtener el beneficio unita-
rio. Todo ello conduce a que la mayor parte de las relaciones
entre las cantidades sean inversas de las anteriores:

I, =—oiXt =m
c

i,=—oLxt, =m
v

by =i, - i

by =t - ¢,

Y el beneficio total en plata ya no tiene una expresioén simple
en términos del beneficio en mercancia por unidad de plata,
ya que de las relaciones anteriores se sigue

C—
o



m m t —t

b, =i —i =———=""“""xm
td v c tv tc tvtc
de donde
b, m
bum tVtE

Y, como los importes de la compra y la venta estdn relaciona-
dos con las tasas de compra y venta ahora por una proporcio-
nalidad inversa en vez de por una proporcionalidad directa,

i, Xt,=1,xt,=m,

entonces
btd — ic tc — iv tv
bum tV tL‘ tV t(.‘

y, en definitiva, las relaciones de proporcionalidad que existen
son

a las que no es posible darles sentido en el contexto del enun-
ciado del problema.

Por ello, la red de relaciones entre cantidades que tienen sen-
tido en el contexto del problema se reduce a una red de rela-
ciones similar a la primera de las dos que hemos representa-
do antes, que ademds tiene casi todas las relaciones invertidas
en algtn sentido. (Ver figura 3, en la que he diferenciado las
cantidades conocidas de las desconocidas, sefialando éstas
con cuadrados en blanco y aquéllas con puntos negros.)

bum'®

W[——tep

. tc
ie[ ] 1 m
btd®

Figura 3
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Con el sistema de signos del dlgebra actual no hemos tenido,
sin embargo, ninglin problema para representar esas relacio-
nes que carecen de sentido en el contexto del problema. Y no
solo para representarlas, sino también para encontrarlas, ya
que podemos operar en el nivel de la expresidon sin necesidad
de recurrir continuamente al significado que esas cantidades
y relaciones tienen en el contexto del problema, sino recu-
rriendo sélo al significado que tienen en el contexto, mds abs-
tracto, aritmético-algebraico.

Los matemadticos babilénicos no disponian de un sistema de
signos como el del dlgebra actual, pero si que disponian de
otro sistema de signos al que traducir las enunciados de los
problemas como éste para resolverlos, y en el que podian cal-
cular sin recurrir a los significados del contexto del problema,
sino usando los significados de ese otro sistema de signos, es
decir, disponian de un sistema de signos protoalgebraico.

En Puig (2006)° presenté un esbozo del uso de ese sistema de
signos en la resoluciéon de problemas. Veamos ahora cémo
aparece la soluciéon del problema en la tablilla babilénica,
siguiendo la traduccién conforme de Hayrup (2002, pp. 207-
208), traducida méds o menos de forma conforme al espaiiol,
eliminando las unidades babilénicas, pero sin pasar los nime-

ros al sistema decimal.

Tt coloca 4 litros de aceite y coloca el beneficio 40 gra-
mos.

Inverso de 40, 13077, ves™.

1°30"" por 4 multiplica, 6°, ves.

6" por 12°50, el aceite, multiplica, 1'17, ves.
% de 4 rompe, 2, ves.

2 cuadra, 4, ves.

4 a1'17 anade, 1'21, ves.

¢Cudl es el lado igual? 9 es el lado igual.
9 el equivalente coloca.

% de 4, que has separado, rompe, 2, ves.
2 al primer 9 anade, 11, ves.

Del segundo quitalo, 7, ves.

11 litros cada gramo has comprado, 7 litros cada
gramo has vendido.

-
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¢Plata equivalente a qué? ;Qué a 11 litros [por gramo]
puedo poner que 12°50 de aceite me dé?

1710 coloco 1710 gramos de plata.

¢Por 7 litros cada gramo de plata que vendes de aceite,
los 40 gramos de plata a qué equivalen?

40 por 7 multiplica. 4'40, ves, 4'40 de aceite.

NOTAS

En la préxima entrega de estas historias contaré cémo le doy
sentido a esta solucion, mientras tanto queda como ejercicio
para el lector".

HISTORIAS |

1 La mejor referencia en estos momentos para el estudio del dlgebra en la
época babilénica es el libro reciente de Jens Heyrup Lenths, Widths,
Surfaces. A Portrait of Old Babylonian Algebra and Its Kin (Hoyrup, 2002),
en el que Hoyrup recoge y sistematiza sus investigaciones e interpretaciones
desarrolladas a lo largo de mds de veinte afios. Gran parte de los textos que
estan recogidos y sistematizados en este libro estdn en su péagina web
http://akira.ruc.dk/~jensh/, en versiones mds cuidadas y con menos erratas
que las publicadas. Una breve introduccién al conjunto de las matematicas
babildnicas, escrita con humor por uno de los que analizaron las tablillas por
primera vez a comienzos del siglo veinte, estd contenida en el libro de Otto
Neugebauer The Exact Sciences in Antiquity, del que hay una reedicién acce-
sible y econémica en la editorial Dover (Neugebauer, 1969), reedicién de la
segunda edicién que se publicé originalmente en Brown University Press en
1957. En esta misma revista apareci6é un articulo dedicado al asunto hace
tres nimeros (Illana, 2008), que también proporciona un panorama del con-
junto de las matematicas babilénicas.

2 El andlisis estd hecho, por tanto, mas desde el punto de vista de la didactica
de las matemadticas que desde el punto de vista de un historiador de las mate-
mdticas. De hecho, este andlisis lo he propuesto como ejercicio a los alum-
nos del curso “Episodios de la historia de las mateméticas” del programa de
doctorado de Did4ctica de las Matemadticas de la Universitat de Valéncia.

3 El problema aparece en la tablilla TMS XIII. Las siglas TMS significan
“Textos Matemdticos de Susa’, lo que indica que procede de esa zona del
actual Irdn. Hoyrup (2002, p. 206 y n. 234) indica que hay otras tablillas con
el mismo problema que proceden del nicleo central del territorio de
Babilonia. Ver también en Hoyrup (2002, n. 233) las fuentes de la copia a
mano en papel y la transliteracién de la tablilla que ha utilizado.

4 En la pagina 41 y ss de Hoyrup (2002) explica cémo estd hecha esa traduc-
cién conforme intentando establecer una correspondencia con la estructura
del texto original, a costa de forzar el idioma al que se traduce, con el fin de
que se pueda hacer una lectura en ese idioma muy pegada al texto original.
Desde mi punto de vista, sélo una traduccién de este estilo permite hacer
hipétesis sobre los conceptos, procesos y sistemas de signos que estdn en uso
en el texto en cuestién.
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5 Hoyrup representa los niimeros en el sistema sexadecimal indicando median-

te el signo * la posicién 60, ** la posicién 602, etc. y mediante el signo * la
posicién 601, “* la posicién 602, etc., de modo que, por ejemplo 70’5 lo
escribe 1° 10 30",

6 Asi designa al ciclo “Dinero—Mercancia—Dinero” Karl Marx en la Seccién

segunda del Libro Primero de El Capital, en que analiza la transformacién
del dinero en capital. En los ciclos del capital especulativo de nuestros dias
la M practicamente ha desaparecido y la D es un signo sin referente en mer-
cancia alguna. Algo de esto ya apuntaba el propio Marx en el Libro Tercero
de El Capital.

7 Como bien sefala Hoyrup la dificultad de la traduccién de un texto como éste
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escrito en un lenguaje tan distinto del inglés o el espafol reside en que no
sélo es diferente el sistema de signos sino el juego de lenguaje, en el sentido
wittgensteiniano del término, es decir, “el complejo irreducible de practicas
extralingiifsticas, conceptos y uso” (Heyrup, 2002, p. 40). Nuestra lectura
también tiene que lidiar con esa diferencia entre juegos de lenguaje para que
el sentido que le demos al texto sea afortunado.

En Filloy, Rojano and Puig (2008) o en Filoy, Puig y Rojano (2008) describo el
uso de esos grafos para la representacién de la red de relaciones entre canti-
dades, que se obtienen al analizar el texto del problema con el fin de tradu-
cirlo al sistema de signos del algebra.

En mi pagina web, http://www.uv.es/puigl/textos.htm, hay una versién en pdf
de ese texto, que no tiene las erratas y defectos que aparecieron al pasar el
texto que envié en formato electrénico a la imprenta.

10 Este “ves” se repite continuamente. Podemos imaginar que la tablilla recoge

los pasos de la solucién del problema, y que las acciones correspondientes se
estaban haciendo dibujando en el suelo. “Ves” sefala, es como si se indicara
que se vea lo que estd resultando de las acciones: “ves que resulta 130"
Podria haber hecho una traduccién menos conforme y haber escrito: “resul-
ta 1°30"”, pero se habria perdido la huella de las acciones que probable-
mente acompaiiaban a lo recogido en la tablilla.
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