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roblema problematum

El libro de Frangois Viéte (1540-1603) Introduccion al arte
analitica (In artem analyticem Isagoge)', que se considera por
muchos historiadores como el que comienza el dlgebra sim-
bélica, termina enunciando cudl es la ambicién del proyecto
algebraico:

29. Denique fastuosum problema problematum ars Analytice,
triplicem Zetetices, Poristices & Exegetices formam tandem
induta, iure sibi adrogat, Quod est, NULLUM NON PROBLEMA SOL-
VERE.

[29. Finalmente, el Arte Analitica, una vez ha sido presentada en
su triple forma de Zetética, Poristica y Exegética?, se apropia a
justo titulo del fastuoso problema de los problemas, que es: No
DEJAR NINGUN PROBLEMA SIN RESOLVER] (Viete, 1591, p. 9r).

raleza es el propdsito de Descartes expresado en su libro
inacabado y publicado sélo péstumamente Reglas para la
direccion del espiritu (Regulce ad directionem ingenii)?, cuyas
reglas pueden reescribirse de manera que sean la descripciéon
precisa y metddica de cémo resolver cualquier problema
transformandolo en un sistema de ecuaciones®.

El Kitab al-mukhtasar fi hisab al-jabr wa’l-muqabala (Libro
conciso de cdlculo de restauracién y oposicion), el libro de
dlgebra de al-Khwarizmi, es el primer libro que conocemos
del que se puede decir que se plantea ese proyecto, que lo que
pretende es que todos los problemas puedan ser resueltos.

29 Denique faftuofum problema problematum ars Analytice , triplicem Zetetices
Poriftices & Exegetices formam tandem induta , iure fibi adrogac , Quod cft,

NON

Nvirvn PROBLEMA

S§OLYERBE.

Ultimo pérrafo del libro de Viéte In artem analyticem Isagoge

La declaracion de Viéte es pues explicita: de lo que se trata es
de tener una manera de trabajar, un arte, que garantice que
todos los problemas pueden ser resueltos. De la misma natu-
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Como dice Viete, esa pretension de resolver problema proble-
matum, el problema de los problemas, es fastuosa, desmesu-
rada. ;C6mo se puede estar seguro de que todos los proble-
mas pueden resolverse? ;Con qué medios puede abordarse
ese problema problematum? ;Cémo lo hace en concreto el
algebra?

Los matemadticos griegos ya tuvieron esa pretensién y forjaron
para ello el método de analisis y sintesis. Ahora bien, el méto-
do de analisis y sintesis es un método heuristico, es decir, sirve
para descubrir, ése es el significado del verbo griego heurisko
del que se deriva la palabra “heuristica” Concebido como un
método de resolucidn, sirve para descubrir la solucién de los
problemas®, pero como es un método heuristico lo que hace
es transformar el problema original en otros problemas, sin
que dé garantias de que esos otros problemas puedan ser
resueltos®. El proyecto algebraico necesita transformar el
método de andlisis y sintesis y completarlo, si quiere tener
éxito con el problema de los problemas.

Una parte crucial de esa transformacion del método de andli-
sis y sintesis es superar la concepcion griega de la necesidad
de tratar con objetos que estén dados. Klein (1968) explica
cudl es el escollo: la sintesis s6lo puede realizarse en la con-
cepcidn griega con magnitudes que han sido dadas’. Cuando
el andlisis se realiza en problemas que tratan con objetos geo-
métricos, el caracter de “dado” puede tomarse como “posibili-
dad de haber sido dado” al trazar la figura de andlisis que da
la construccién por ya realizada y constituye el primer paso
del analisis:

Esta “posibilidad de haber sido dado” aparece en el andlisis geomé-
trico en el hecho de que la construccion que se considera como ya
efectuada [...] no necesita el uso de magnitudes “dadas” como uni-
vocamente determinadas, sino sélo como que tienen el cardcter de
haber sido ‘dadas” (Klein, 1968, p. 164).

Ahora bien, Klein se pregunta como puede transferirse esa
situacion al andlisis en el terreno de la aritmética, y responde:

Claramente de esta manera: que los nimeros “dados” en un proble-
ma se consideren sélo en su cardcter de haber sido dados, y no como
precisamente esos nimeros determinados (Klein, 1968, p. 164).

Es decir, que, cuando los problemas pertenecen al terreno de
la aritmética, es necesario para efectuar el andlisis que los
numeros se consideren como dados, pero no determinados.
Pero, se pregunta Klein ahora, “;como puede ser que nimeros
dados y por tanto determinados desempeiien un papel inde-
terminado?” (Klein, 1968, p. 165). La manera de Viéte de supe-
rar este escollo es abandonar el célculo con nimeros, lo que él
llama Logistica® numerosa, y crear un célculo con especies de
numeros, lo que él llama Logistica especiosa, que es otro nom-

bre para su nueva édlgebra. Las especies de nimeros no repre-
sentan numeros concretos, sino formas distintas que los
numeros pueden adoptar cuando se calcula con ellos, son, en
ese sentido, indeterminados. Las incégnitas de los problemas
aritméticos, que son nimeros desconocidos, pero determina-
dos, ya que estan dados por las relaciones del enunciado del
problema, pueden convertirse asi en el objeto del calculo: por
el intermedio de considerarlas no como niimeros, sino como
especies de numeros, y por tanto su caracter de dado esta
tomado como posibilidad de haber sido dado.

an_cisci. ViET£
IN ARTEM ANALYTICEM
* ; ISAGOGE

Seorlim cxculfa ab Opere reffitute Mathematics
Aa.xé'ﬁ?: » Se, Algebid noua.

L B
TVRONIS,
Apud TAMETIVM METTAYER T'ypognphnmknghm.
cAdnno 1 f 9 1.

Portada del libro de Viéte In artem analyticem Isagoge

Esta ruptura con el escollo de la concepcién griega de con qué
puede calcularse, le permitird a Descartes, poco después de
Viéte, zanjar el asunto estableciendo que en el andlisis hay que
tratar de la misma manera lo conocido y lo desconocido, y
decir que ahi reside el meollo del método:

[...] totum huius loci artificium consistet in eo, quod ignota pro cog-
nitis supponendo possimus facilem & directam queerendi viam
nobis proponere, etiam in difficultatibus quantumcumque intrica-
tis®. (Descartes, 1701, pp. 61-62)



El proyecto algebraico usa pues, para resolver el problema de
los problemas, un cdlculo con especies de niimeros que per-
mite tratar de la misma manera lo conocido y lo desconocido
en el andlisis de los problemas, y ese calculo con especies se
establece como un lenguaje, un sistema de signos, especifico.
En Viete, el sistema de signos estd en el umbral de lo simboli-
co, casi se puede calcular con él en el terreno de la expresién
sin recurrir al terreno del contenido, en Descartes ya es ple-
namente simbolico®.

El uso de un célculo con especies ya estd presente en las
Aritméticas de Diofanto',, y en este libro de Diofanto, las
especies de nimeros se representan mediante abreviaturas de
sus nombres. El sistema de signos es, por tanto, sincopado, en
este sentido, y no permite el cdlculo en el nivel de la expresion.
El dlgebra de al-Khwarizmi también estd basada en un cdlcu-
lo con especies, que veremos de inmediato.

Pero, aunque este desarrollo de un célculo con especies sea un
elemento crucial del proyecto algebraico, no basta para resol-
ver el problema de los problemas. Para ello es necesario con-
tar al menos con otras dos cosas. Por un lado, el célculo con
especies es un lenguaje, un sistema de signos, distinto del len-
guaje natural en el que estin expresados los problemas. Asi
que hace falta que el nuevo método establezca coémo traducir
el enunciado de cualquier problema a una expresién en ese
nuevo sistema de signos. Por otro lado, las expresiones que
resultan de la traduccién de los problemas son ecuaciones, de
modo que hace falta saber resolver todas las ecuaciones.

Es decir que, una vez establecido el procedimiento de traduc-
cién de enunciados de problemas a ecuaciones en el método
de andlisis, el problema de los problemas queda reducido a
tener un procedimiento de solucién de todas las ecuaciones.
Pero ese problema sigue siendo fastuoso, casi tan desmesura-
do como el problema de los problemas, ya que hay un sinnd-
mero de ecuaciones. Sin embargo, el lenguaje del dlgebra tiene
una estructura y una sintaxis que permite hacer con sus
expresiones algo que no puede hacerse con el lenguaje verna-
culo. La infinidad de ecuaciones distintas que pueden apare-
cer como traduccion de los enunciados de problemas se pue-
den clasificar en conjuntos finitos de ecuaciones representa-
dos por formas candnicas. El problema de los problemas se
reduce entonces a dos cosas: saber resolver todas las formas
canoénicas, y tener un célculo que permita transformar cual-
quier ecuacion en una de las formas candnicas.

Resumiendo todo lo dicho, el proyecto algebraico de resolu-
cién del problema de los problemas consiste en:

« La elaboracién del concepto de especie de nimero.
« La elaboracion de un sistema de signos especifico para tra-
tar el célculo con especies.
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« El establecimiento de un procedimiento de traduccién del
enunciado de un problema a una ecuacién.

« La clasificacion de las ecuaciones en formas canodnicas, y
el establecimiento de todas las formas candnicas.

«» La elaboracién de un calculo que garantice transformar
cualquier ecuacién en una forma candnica.

« La resolucion de todas las formas candnicas.

El proyecto algebraico de al-Khwarizmi

El propio orden con el que organiza al-Khwarizmi su Kitab al-
mukhtasar fi hisab al-jabr wa'l-muqgabala (Libro conciso de
cdlculo de restauracion y oposicion) es una indicacion de que
se estd planteando resolver el problema de los problemas. En
efecto, el libro podemos dividirlo en las siguientes partes'%:

1. Introduccién.

2. Las especies de ntimeros.

3. Las (seis) formas candnicas, simples y compuestas.

4. Los algoritmos de solucién de las formas canénicas.

5. Las demostraciones de los algoritmos de solucién de las
formas canénicas compuestas.

6. Sobre la multiplicacién [de expresiones con especies].

7. Sobre la adicién y la substracciéon [de expresiones con
especies y con radicales].

8. Sobre la division [de radicales].

9. Los seis problemas [ejemplos de las seis formas candni-
cas].

10. Varios problemas.

11. Transacciones mercantiles'?.

12. Medida'* [de areas y volumenes].

13. Testamentos'.

14. Devolucién de dotes.

Al-Khwarizmi comienza efectivamente definiendo las espe-
cies de nimeros con las que va a calcular. En la introduccién,
tras indicar que el libro lo escribe por encargo del califa al-
Ma’'min, dice que quiere exponer “lo que las gentes necesitan
en sus herencias, legados, repartos, arbitrajes, comercios [...]
medida de tierras, perforacion de canales, medicion y otras
cosas que dependen del célculo” (Rashed, 2007, p. 94-95%). A
continuacién presenta las especies de nimeros como las for-
mas que adoptan los nimeros que se necesitan en el calculo:

He encontrado que los nimeros que se necesitan en el calculo de al-
jabr y al-muqabala son de tres especies, que son: raices, tesoros y
numeros simples no relacionados con raiz ni con tesoro. La raiz
(jidr) es cualquier cosa que se multiplica por si misma, como la uni-
dad, o los nimeros, que le son superiores, o las fracciones', que le
son inferiores. El tesoro (mal) es todo lo que resulta de la raiz mul-
tiplicada por si misma. El nimero simple (‘adad mufrad) es todo lo
que, entre los nimeros, es expresable y que no se relaciona con raiz
ni con tesoro (Rashed, 2007, p. 96-97; Hughes, 1986, p. 233').
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Traduzco las palabras que usa al-Khwarizmi para designar las
tres especies de numeros, jidr, mal, y ‘adad mufrad, de forma
bastante literal, por ‘raiz; ‘tesoro™ y ‘ntimero simple. Cabe
identificar sin mds las tres especies de ndmeros con los tres
términos de la forma candnica de una ecuacién de segundo
grado, y decir entonces que la raiz es la incégnita, x, que mal
es la segunda potencia de la incégnita, el cuadrado, 42, y que
“ntmero simple” es el término independiente, pero esta iden-
tificacion es anacrénica. Aunque traducir asf las especies de
numeros hace mas legible el texto de al-Khwarizmi para un
lector actual, es aras de la legibilidad se sacrifica la posibilidad
de comprensién de cudles eran los conceptos que al-
Khwarizmi elaboraba y usaba; mds atn, traducir asi hace poco
patente que se trata de especies de nimeros.

Si examinamos las definiciones de al-Khwarizmi y el uso que
hace de esos términos en el libro, podemos ver que la raiz no
es la incdgnita, al-Khwarizmi tiene otro nombre para la incég-
nita, shay’, cosa, que no aparece hasta el apartado “Sobre la
multiplicacién’, que en nuestra division del libro en partes es
la sexta. La cosa se identificard con la raiz, pero si hay que
identificar esos dos términos es porque de entrada no son
idénticos: “cosa” designa una cantidad desconocida, “raiz” es
una especie de numero.

Un ntmero es de la especie jidr, “raiz’, si en algin momento
de los célculos se multiplica por si mismo: lo que hace que se
califique a un nimero de “raiz” no tiene nada que ver con que
sea o no sea una cantidad desconocida de un problema, “raiz”
no designa a una incégnita como hace la x en el sistema de sig-
nos actual del dlgebra. De hecho, cuando al-Khwarizmi esta
definiendo qué es una raiz, estd hablando de nuimeros, que
son por tanto, cantidades conocidas, dadas, no estd hablando
de cantidades desconocidas, de incégnitas, y lo que esta defi-
niendo es la forma que tiene un cierto tipo de niimeros cuan-
do se usan en célculos aritméticos.

Correlativamente, un nimero es de la especie mal, “tesoro’; si
en algin momento de los calculos se ha obtenido como resul-
tado de que un nuimero se ha multiplicado por si mismo
(ntumero que sera la raiz de ese tesoro). Finalmente, un ntume-
ro es de la especie ‘adad mufrad, nimero simple, si en el
curso de los célculos no se ha multiplicado por si mismo ni ha
sido el resultado de la multiplicacién de un ndmero por si
mismo.

Si queremos que la traduccién conserve en la medida de lo
posible los conceptos de al-Khwarizmi, no podemos por tanto
leer las especies de niumeros como potencias de la incégnita.
Ademais, en el caso de mal, su traduccién por ‘cuadrado’ es
inconveniente por mas motivos. Hoyrup (1991) da tres razo-
nes de peso para no hacerlo. En primer lugar, ‘cuadrado’ tiene
un significado geométrico del que mal carece por completo,

con lo que traducir mal por ‘cuadrado’ hace incomprensible el
esfuerzo de al-Khwarizmi (en la parte del libro en que
demuestra los algoritmos) para explicar que mal puede repre-
sentarse mediante un cuadrado. La segunda potencia de la
incégnita y la figura geométrica se nombran en castellano con
la misma palabra ‘cuadrado; pero en el arabe matematico, hay
dos palabras distintas para dos conceptos de dmbitos distin-
tos: mal es una especie de nimero y el cuadrado, figura geo-
métrica, se dice murab‘. En segundo lugar, el significado de x*
como cuadrado de la incégnita, propio del dlgebra elemental
actual, hace que para un lector actual carezca de sentido con-
siderar el cuadrado como incégnita; por lo tanto, una conse-
cuencia de traducir mal por ‘cuadrado’ es que entonces no se
entiende por qué al-Khwarizmi, después de encontrar la raiz,
calcula también el mal, cuando es éste la incégnita del pro-
blema. En tercer lugar, la identificacién de mal con x? conlleva
la identificacién de la raiz con la raiz de la ecuacién, cuando
para al-Khwarizmi es la raiz del madl, la raiz del tesoro.

Esta inconveniencia de traducir mal por cuadrado no es de
hecho una novedad. Ya Gerardo de Cremona, en el siglo xii,
tradujo mal por census, y no por quadratus, y la traduccion de
Gerardo de Cremona hizo tal fortuna que la palabra census,
que en latin significa “patrimonio’;, “riqueza’; fue usada en
libros de élgebra escritos en latin en la época medieval, y tam-
bién mds adelante cuando en el Renacimiento empezaron a
aparecer libros de dlgebra en lenguas verndculas. En éstos, la
palabra census, convertida en término técnico, cuyo significa-
do en el lenguaje natural ya carecia de importancia, no se tra-
dujo sino que se castellanizé (censo?), catalanizé (cens) o ita-
lianiz6 (censo)?.

El libro de al-Khwarizmi presenta pues un primer rasgo de lo
que he llamado el proyecto algebraico ya que comienza defi-
niendo especies de nimeros con las que va a calcular, asi que
no va a tener que calcular con nimeros dados, sino que va a
poder hacerlo con formas de ndmeros, que tienen caricter
indeterminado. Pero en esto al-Khwarizmi no es distinto de
Diofanto, que también comienza sus Aritméticas de forma
parecida, e incluso con una lista mds larga de especies de
numeros*. Sin embargo, hay algo que los distingue y que no
se encuentra en ningun libro conocido anterior al de al-
Khwarizmi. Diofanto dice que muchos de los problemas arit-
méticos se pueden tratar con cédlculos aritméticos con las
especies y resuelve un gran nimero de problemas, desarro-
llando técnicas para ello. Al-Khwarizmi pretende resolverlos
todos, y para ello comienza por establecer cudles son todas las
posibilidades de combinacién de las especies de nimeros. Ese
gesto combinatorio sitiia el proyecto de al-Khwarizmi en el
corazén de lo que hemos llamado el proyecto algebraico: la
determinacion de cudles son todas las posibilidades es el paso
fundamental para poder resolver el problema problematum,
el problema de los problemas, resolver todos los problemas.



Al-Khwarizmi encuentra que todas las posibilidades son seis,
tres simples (Rashed, 2007, pp. 96-97 Hughes, 1998, p. 233), y
tres compuestas (Rashed, 2007, pp. 100-101 Hughes, 1998, p.
234), a saber:

tesoro igual a raices

tesoro igual a nimero

raices igual a nimero

tesoro y raices igual a nimero
tesoro y nimero igual a raices
raices y nimero igual a tesoro

Esas seis posibilidades son otras tantas formas candnicas, a las
que se tratard de que mediante el célculo de al-jabr y al-
mugdbala se pueda reducir cualquier ecuacion que resulte de
traducir un problema a este lenguaje algebraico®. Al-
Khwarizmi prosigue el libro, como hemos indicado al dividir-
lo en partes, enunciando una regla algoritmica para resolver
cada una de las formas canénicas y demostrando los algorit-
mos. Con ello, todas las ecuaciones que se pueden transfor-
mar en las seis formas candnicas se pueden resolver, y éstas
son todas las formas candnicas. Precisemos: todas dentro de
un dominio acotado previamente, el de las tres especies de
numeros de las que parte al-Khwarizmi. Al-Khwarizmi no
resuelve pues el problema de los problemas, pero si que pre-
senta en un mundo de problemas manejable un modelo de
cémo abordarlo. La continuacién estd implicita: basta con
ampliar el conjunto de especies de ntimeros y aplicar de nuevo
una combinatoria que garantice que se estan considerando
todas las formas candnicas para ese nuevo conjunto de formas
canonicas.

Eso es exactamente lo que hace ‘Umar al-Khayyam (1048-
1131) unos dos siglos mas tarde en su Tratado de digebra y al-
mugqabala (Rashed y Vahebzadeh, 1999): habla de una lista de
especies mds larga, que se prolonga “tan lejos como se quiera’,
y de la que se sabe que estdn en proporcién continua “la razén
del ndmero a las raices es igual a la razén de las raices a los
tesoros y es igual a la razén de los tesoros a los cubos, y es
igual a la razén de los cubos a los tesoro-tesoros, y esto tan
lejos como se quiera” (Rashed y Vahebzadeh, 1999 pp. 120-
123), y luego establece todas las formas candnicas hasta la
especie siguiente a las consideradas por al-Khwarizmi, es
decir, hasta el cubo.

o« 7
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La lista de todas las posibilidades tiene veinticinco formas
canénicas (Rashed y Vahebzadeh, 1999 pp. 124-129):

numero igual a raiz
nimero igual a tesoro
numero igual a cubo
raices igual a tesoro
tesoros igual a cubo
raices igual a cubo

tesoro y raiz igual a nimero
tesoro y numero igual a raiz
raiz y nimero igual a tesoro
cubo y tesoro igual a raiz
cubo y raiz igual a tesoro
cubo igual a raiz y tesoro
cubo y raiz igual a niimero
cubo y numero igual a raiz
numero y raiz igual a cubo
cubo y tesoro igual a nimero
cubo y nimero igual a tesoro
numero y tesoro igual a cubo

cubo y tesoro y raiz igual a nimero
cubo y tesoro y numero igual a raiz
cubo y raiz y nimero igual a tesoro
cubo igual a raiz y tesoro y nimero
cubo y tesoro igual a raiz y nimero
cubo y raiz igual a tesoro y nimero
cubo y nimero igual a raiz y tesoro

El proyecto algebraico tropieza con un escollo: “‘Umar al-
Khayyam no encuentra algoritmos para todas las formas
canoénicas. Sin embargo, si que es capaz de encontrar, cuando
el algoritmo no estd disponible, un procedimiento de cons-
truccién de la solucién mediante intersecciones de cénicas.
Admirable solucién, pero que no satisface el proyecto alge-
braico. No es éste el lugar para exponer la continuacién de la
historia que conduce a la teoria de Galois y el dlgebra moder-
na. Volvamos al libro de al-Khwarizmi.

Hasta esta altura de su libro, al-Khwarizmi no ha resuelto atn
ningln problema concreto, pero ya ha puesto las bases del
proyecto algebraico. Para resolver problemas concretos le
falta poder traducir cualquier enunciado a una expresién del
célculo con especies y transformar las expresiones en una de
las formas canénicas. Los capitulos siguientes del libro se
dedican a ello, y en ellos aparece un nuevo término técnico,
shay’, cosa, que en el occidente medieval cristiano acabara
constituyendo otro nombre del dlgebra cuando no se quiera
usar su nombre barbaro: el arte de la cosa. Trataremos de ello
en la préxima entrega de estas historias.

HISTORIAS &
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NOTAS

! Viete publicé en 1591 a sus expensas (era un hombre de negocios en buena
situacién econémica y se publicada él mismo sus escritos) este libro, que
tiene el tamafo de un manifiesto: 9 folios. Esta edicién original latina estd
disponible en Gallica, http://gallica.bnf.fr/, la biblioteca digital de la
Biblioteca Nacional de Francia. Existe una traduccién al francés hecha poco
después de la muerte de Viete por Vaulézard, con largos comentarios de éste
intercalados en la traduccién, en un volumen titulado La nouvelle algébre de
M. Viéte, que también contiene otro libro de Viéte que contintia éste. De esa
traduccién francesa hay una edicién facsimil reciente (Vaulézard, 1986). Hay
una traduccién inglesa de J. Winfree Smith incluida como apéndice de la edi-
cién inglesa del cldsico estudio de Jakob Klein Greek Mathematical Thought
and the Origin of Algebra, que estd accesible en una reedicién barata de la
editorial Dover (Klein, 1968).

2 Viéte pretende en este libro “restaurar el andlisis matemdtico” de los griegos,

vy asi lo subtitula, como una parte de su “restauracién del andlisis matemati-
co” Para ello parte del texto de Pappus en el que éste describe el método de
andlisis y sintesis, y lo transforma a su manera mediante el dlgebra, que
transforma a su vez en lo que él llama “logistica especiosa” o calculo con
especies. La zetética, la poristica y la exegética son los tres términos que
Viéte introduce para caracterizar las tres partes del nuevo andlisis. Pappus
distingue entre dos tipos distintos de andlisis: el problemético (cuando se
trata de resolver un problema) y el teorético (cuando se trata de demostrar
un teorema). Viéte toma la palabra zététikén (que significa “investigacién”)
de la descripcién del andlisis teorético y la palabra poristikén (que significa
“obtencién”) de la descripcién del andlisis problematico, para las partes de su
nuevo andlisis en el que se plantea una ecuacién (por la zetética), y se exa-
mina la verdad del teorema que expresa la ecuacién (por la poristica), y
afiade una tercera parte cuyo nombre, exegética, viene de una palabra grie-
ga que significa “mostrar”, y que consiste en resolver la ecuacién para obte-
ner los valores concretos. La terminologia de Viéte es bastante idiosincrési-
ca, lo que hizo que apenas hiciera escuela y que no se haya conservado en
absoluto. Estos tres términos introducidos para las tres partes del nuevo
andlisis son una buena muestra de su uso idiosincrésico de la terminologia,
ya que el término usado para la parte del nuevo andlisis en que se examina
un teorema estd tomada del andlisis problemético, y el término usado para la
parte del anélisis en que el problema se traduce a una ecuacién estd tomado
del andlisis teorético.

3 La edicién candnica de las obras de Descartes es la de Charles Adam and Paul

Tannery, (Euvres de Descartes, cuyo volumen X contiene el original latino de
las Reglas, que no se publicé en vida de Descartes. La primera vez que las
Reglas se imprimieron fue en una coleccién de textos no publicados que se
edité en Holanda en 1701, con el titulo Opuscula posthuma physica et
mathematica (Descartes, 1701).

4 En la entrega anterior de estas historias (Puig y Navarro, 2010) ya citaba mi

caracterizacion del método cartesiano en forma de una serie de pasos que
describen la conducta del sujeto ideal y, por tanto, pueden considerarse
como un modelo de competencia en la resolucién (algebraica) de problemas.
En Puig (2003) y Puig y Rojano (2004) expongo con un cierto grado de deta-
lle cémo derivar ese modelo de competencia de lo que dice Descartes en las
Regulce y en la Geometria, reelaborando y modificando lo que ya presenté
Pdlya en el capitulo “The cartesian pattern” del volumen primero de su libro
Mathematical Discovery (Pélya, 1962).

% En su exposicién del método de anélisis y sintesis, Pappus distingue entre el

andlisis problemético y el teorético, ya se trate de resolver problemas o
demostrar teoremas. Siguiendo en esto a Polya, yo considero que problemas
y teoremas son ambos problemas (unos “de encontrar” y los otros “de
demostrar”), con lo que el método de andlisis y sintesis es un método de
resolucién de problemas (Puig, 1996; Polya, 1945).

© Sobre esta caracteristica de la heuristica, ver Puig (1996, p. 46) y Polya (1965,

p. 84).

7 Euclides escribié un libro que se suele conocer con su nombre latino Data,

pero que se titula en griego Dedomena, el participio pasado pasivo en plural
del verbo “dar”, y significa, por tanto, “que han sido dados”. Pappus lo consi-
deraba como uno de los libros que formaban parte del “Tesoro del Andlisis”
Sobre el significado de dedomenon, ver mi texto sobre otro libro, este medie-
val, que también trata de lo que sido dado: el De Numeris Datis de Jordanus
de Nemore (Puig, 1994)

8 En la tradicién griega hay dos disciplinas distintas que tratan con nimeros:

la Aritmética y la Logistica. La Aritmética estudia la naturaleza de los niime-
ros y los clasifica, la Logistica estudia los cdlculos con nimeros. En los

Elementos de Euclides sélo hay aritmética, no hay nada de logistica, de
hecho, todas las proposiciones de los libros aritméticos de los Elementos
acaban con la frase “como querfamos demostrar”, es decir estdn tratadas
como teoremas. Por el contrario, el libro de Diofanto que se conoce con el
nombre de las Aritméticas, es, desde este punto de vista, un libro de logisti-
ca, no de aritmética.

9 Juan Manuel Navarro Cordén traduce de esta manera: “[...] el artificio entero
de esta exposicién consistird en que, suponiendo lo desconocido como cono-
cido, podamos preparar un camino de investigacién fécil y directo, incluso en
las dificultades mds intrincadas que se quiera” (Descartes, 1984, p. 161).

1 Ver en el apartado “Una historia de la simbolizacién” de Puig y Rojano
(2004) cémo la creacién del actual sistema de signos del dlgebra combina ele-
mentos del sistema de signos de Viéte y del de Chuquet-Bombelli, pero cémo
a cada uno de ellos le falta una caracteristica, que el otro posee: en el caso de
Viéte, las especies se representan mediante abreviaturas de sus nombres, en
vez de mediante niimeros, lo que no permite el cdlculo en la expresién; en el
caso de Chuquet-Bombelli, no hay ningin signo para representar las canti-
dades, sélo se representa de qué especie es una cantidad, lo que impide
representar mds de una cantidad con signos distintos.

11 La edicién canénica es la de Tannery (1893). Hay una traduccidén castellana
reciente en Nivola (Diofanto de Alejandria, 2007).

12 Las cinco primeras partes no aparecen como capitulos en el libro.

13 Las traducciones latinas de Gerardo de Cremona (Hughes, 1986) y de Robert
de Chester (Hughes, 1989) sélo llegan hasta aqui. La de Robert de Chester
titula este capitulo de transacciones mercantiles “Regula de tribus’, es decir,
“Regla de tres”; de hecho, los problemas planteados estin todos resueltos
mediante una regla de tres.

14 Moreno (Al-Jwarizmi, 2009) traduce este capitulo como “Capitulo de geo-
metria”. Rosen (1831) y Rashed (2007) traducen ambos por “medida”. En el
texto drabe la palabra que aparece es masdhat, que significa medicién, area;
la palabra drabe que se usa para geometria es handasa. Solomon Gandz tra-
duce masahat por “drea” en el texto en que mantiene que este capitulo del
libro de al-Khwarizmi es simplemente una versién del Mishnat ha Middot,
la primera geometria escrita en hebreo alrededor del afo 150, y lo demues-
tra traduciendo el texto de al-Khwarizmi como apéndice a su edicién y tra-
duccién inglesa del texto hebreo del Mishnat ha Middot, y comparando
ambos textos (Gandz, 1932). Por supuesto que Roshdi Rashed opina, por el
contrario, que el Mishnat ha Middot es un texto mucho mds tardio, que
depende de fuentes drabes, y que al-Khwarizmi no lo usa (Rashed, 2007, p. 57).

1> Este capitulo y el siguiente que tratan de problemas de repartos de herencias
y devolucién de dotes, siguiendo lo establecido por la ley isldmica, ocupan la
mitad del libro, y estin desglosados en varios capitulos, que no detallo aqui.

16 En la edicién de Rashed, el texto drabe esté en las pdginas impares y su tra-
duccidn francesa en las pdginas pares; en las citas, indico ambas pédginas.

17 Las fracciones, cuando no se especifica mds, son fracciones propias, por
tanto, menores que la unidad. De hecho, en la matemética érabe se llamaban
fracciones “expresables” las fracciones unitarias, que ademds eran “expresa-
bles” en el sentido de que la lengua érabe tiene palabras para expresar esas
fracciones; las otras fracciones se llamaban “inexpresables” o “sordas’, califi-
cadas con la misma palabra que también se usaba para calificar los nimeros
que nosotros llamamos “irracionales”: asamm.

¥ Como mi conocimiento de la lengua drabe es limitado, la versién castellana
del texto de al-Khwarizmi la he compuesto utilizando el texto drabe de
Rashed (2007), que estd construido utilizando todos los manuscritos que
actualmente se conocen como describo en Puig (2008b), su traduccién fran-
cesa, y la traduccién latina de Gerardo de Cremona editada por Hughes
(1986), que se supone que es mds cercana al texto original de al-Khwarizmi
que cualquiera de los manuscritos drabes que se conservan. No utilizo la tra-
duccidn castellana de Moreno, aparecida en Nivola en 2009, por dos moti-
vos: porque estd hecha a partir del tinico manuscrito drabe que se habia edi-
tado y traducido antes del trabajo de Rashed (2007), pero, sobre todo, por-
que ha adoptado decisiones de traduccién contrarias a las que yo arguyo que
son necesarias para no ser anacrénicos, y poder entender los conceptos alge-
braicos de al-Khwarizmi.

19 Fuera del significado técnico en el dlgebra, mal en érabe significa ‘fortuna
‘patrimonio; ‘cantidad de dinero) ‘bien’



% Asi aparece en los tres primeros libros en que se trata el dlgebra en castella-
no, escritos por Marc Aurel, Pedro Nunes y Pérez de Moya, y todos ellos
publicados en el siglo xv1.

2 Robert de Chester, que también tradujo en el siglo xi1 el libro de al-
Khwarizmi, tradujo mal por substantia. Un caso mds curioso es el de
Mordecai Finzi, que tradujo al hebreo en el siglo x1v el algebra de Aba Kamil
(Levey, 1966). Mordecai Finzi era probablemente un judio espaiiol o que tra-
bajaba en Espafia ya que usé una palabra castellana transliterada al hebreo,
y no una palabra hebrea para traducir mal: “algo” (122X). Quienes se han pre-
ocupado de distinguir mdl de “cuadrado” han usado en inglés “treasure’,
“fortune”, “wealth”, “possession”; en francés, “bien” (asi lo hace, por ejemplo,
Ahmed Djebbar en su libro de 2005 Lalgébre arabe. Genése d’un art), “pos-
session”; en alemdn, “Vermogen”; palabras que todas ellas tienen el signifi-
cado de “cantidad de dinero”. Rashed, aunque menciona la especificidad del
término mdl como término del lenguaje del algebra, lo traduce por “carré’,
pero lo distingue de la figura geométrica escribiendo carré, en cursiva, cuan-
do traduce madl, y sin cursiva cuando traduce murab‘. Rosen traduce mdl por
‘square; y lo que hace para distinguir mal de murab* es traducir esta tltima
palabra por ‘quadrate’

22 Es interesante sefialar, de paso, que Diofanto habla de las especies de niime-
ros dos veces, lo que Viete hard de forma explicita en su In artem Analyticen
Isagoge. En la definicién de las especies de nimeros por la que comienza,
éstos son numeros dados, que se clasifican en formas, en especies: “[...]
todos los ntimeros estin compuestos por una determinada cantidad de uni-
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dades, admitiendo claramente cualquier agregacién hasta el infinito. De
manera que, entre ellos, los hay que son cuadrados (tetragonon), resultantes
de la multiplicacién de un nimero denominado lado (pleura) del cuadrado
por si mismo [...]” (Diofanto, 2007, p. 18). Luego dice que “se sabe que cada
uno de aquellos nimeros recibe una designacién més breve cuando es un
elemento genérico del cdlculo aritmético” (Diofanto, 2007, p. 18), e introdu-
ce las abreviaturas de los nombres de las especies. Diofanto le cambia el
nombre a la especie que primero ha llamado “cuadrado’, cuando se trata de
elementos de la teoria aritmética: “Denominaré asi dynamis al cuadrado
(tetragonos) y lo denotaré mediante una letra A con un superindice Y, es
decir, AY [las dos primeras letras griegas de la palabra dynamis]” (Diofanto,
2007, p. 19). La lista de especies de nimeros de Diofanto continda con el
cubo, y las combinaciones de cuadrado y cubo, cuadrado-cuadrado, cuadra-
do-cubo y cubo-cubo, y se completa con “el nimero a secas, que no posee
ninguna de estas propiedades y consta de una cantidad de unidades indeter-
minada [que] se llamard simplemente nimero (arithmos)” y “atin queda otro
signo para denotar una cantidad determinada y constante” [formado por las
dos primeras letras de la palabra griega monds, que significa “unidad”]
(Diofanto, 2007, p. 19). Diofanto también define las especies inversas de
éstas por analogia con cédmo se construyen en la lengua griega los nombres
de las fracciones unitarias a partir de los nombres de los nimeros: de arith-
mos, arithmoston; de dynamis, dynamostén; etc.

2 En Puig (1998, 2008a) he explicado cémo las operaciones del célculo estin con-
cebidas para transformar cualquier ecuacién a una de las formas candnicas.
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