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0 Preliminares

Las notas que siguen contienen, con diferente precisién, temas introduc-
torios a la asignatura de Matemaéticas (cédigo 12907) de la Licenciatura de
Ciencias Quimicas en la Universitat de Valencia. Rigurosamente hablando
son temas que cualquier alumno que se matricule en el primer curso de esta
titulacion (y en el fondo de cualquiera de las de Ciencias Bésicas o Inge-
nierias) deberfa conocer para afrontar el curso con una cierta comodidad.
El cada vez mayor abismo que separa los contenidos y el nivel que un es-
tudiante recibe en el Bachiller y los que los planes de estudio universitarios
precisan hace necesario fijar algunos conceptos o, al menos, incitar al alumno
a recordarlos. Ahora bien, la realidad es tozuda y no podemos permanecer
ajenos a ella. No todos los estudiantes llegan con la misma preparacion y
la ensenanza en Secundaria y Bachiller favorece el olvido de lo aprendido.
Para paliarlo y equilibrar el nivel general optaremos por una doble via: por
un lado listaremos una serie de aspectos que servirdan de guia, y por otro
desarrollaremos temas que quizas convenga reforzar en el programa en si.

Es mision del profesor, a la vista del grupo que le corresponda, elegir la
profundidad o la ligereza con la que pasara sobre uno u otro. No se trata de
un tema mas, sino de cuestiones que irdn apareciendo durante el curso. No
se busque en ellas todo cuanto se debe decir al respecto sino unos contenidos
de minimos.

Es misién imprescindible del alumno medir sus fuerzas, leyendo desde
el primer dia estas notas, comparandolas con su nivel de conocimientos y
con lo que haya aprendido en Bachiller e incluso (muy recomendable) releer
los textos o apuntes que utiliz6 en su dia. Como una ligera ayuda se listan
ejercicios de autocomprobaciéon al final de cada seccién. Es importantisimo
intentarlos y, caso de encontrar dificultades, paliarlas cuanto antes. El mas
minimo retraso repecutird negativamente en su rendimiento.

Mencion aparte corresponde a aquellos alumnos que no hayan cursado
la Asignatura de Matemadticas en Segundo de Bachiller (o en el ya casi de-
saparecido COU). Es un gravisimo error aunque la ley o la estrategia para
optar a una mejor nota de Selectividad lo permiten. Las Matematicas son
el lenguaje de la ciencia y como tal estan presentes cada vez mas en todos y
cada uno de los procesos cientificos. Cabe citar que la Biologia, la llamada a
ser la ciencia del siglo XXI, empieza a despuntar gracias a su interrrelacion
con la Matematica. La Fisica y la Quimica ya ha mucho que comenzaron
ese recorrido. Esos estudiantes, mas que el resto, deben llenar rapidamente
la laguna creada por esa decisién para lo que pueden servir estas hojas y
cualquier texto del curso eludido.



1 Conjuntos y aplicaciones

El concepto de conjunto es innato en la mente y lo entenderemos como
una reunion de elementos. Un conjunto se puede expresar por extension ex-
plicitando sus elementos, por ejemplo, A := {a,e,i,0,u}, o por comprension
citando las propiedades que lo caracterizan, asi A es el conjunto de las voca-
les en castellano. Para citar que un elemento estd en un conjunto usaremos
el simbolo €, pertenece, y para citar que no esté su negacién ¢, no pertenece.
En nuestro ejemplo

ecA , m¢A
Las operaciones basicas con conjuntos son:

Inclusién: denotada por A C B nos indica que todo elemento de A lo
es asuvezde B,ie. v € A= x € B. Decimos entonces que A es un
subconjunto de B, o bien que éste es un superconjunto de aquél.

Union: denotada por U nos construye, a partir de dos conjuntos un
nuevo conjunto formado por los elementos que estan o bien en uno o bien en
otro conjunto. Asi

AUB:={z : v€ A 6 ze€B}

Interseccion: denotada por N nos construye, a partir de dos conjun-
tos un nuevo conjunto formado por los elementos que estan uno y en otro
conjunto. Es decir los elementos comunes. Asi

ANB:={zx : z€A y xz€ B}

Si dos conjuntos no tienen elementos en comun se llaman disjuntos y
escribimos AN B = {).

Producto cartesiano: Dados dos conjuntos A y B se denota por Ax B
el conjunto de pares (a,b) ordenados en el que el primer elemento estd en A
y el segundo en B.

Aplicaciones

Otro concepto importante en la teoria de conjuntos es el de aplicacion.
Daremos una definicién precisa pero mejorando su comprensiéon con la no-
tacion practica: denominamos correspondencia entre dos conjuntos Ay B a
un subonjunto de su producto cartesiano. El nombre se debe a que, en el
fondo, lo que hacemos al tomar un par (a,b) es hacer “corresponder” a un
elemento de A, el a, uno de B, el b. A b se le llama imagen de a, y a a
antitmagen de b. Una aplicacion es una correspondencia en la que todos los
elementos de A tienen imagen y ésta es tnica. La forma practica de denotar
una aplicaciéon es escribiendo

f:A— B



Si no hay peligro de confusion hablaremos de la aplicacion f. En ese caso
si el par (a,b) es de la aplicacién escribimos f(a) = b . Al conjunto de todas
las imagenes de los elementos de A se le llama conjunto imagen y se denota
por Im(f) 6 f(A). Distinguiremos algunos tipos de aplicaciones, a saber

Aplicaciones inyectivas: Son aquéllas para las que en las que elementos
distintos nos proporcionan imagenes distintas, técnicamente

Si reA,ycA {xty=flx)# fly) <= fx)=fly) ==y}

Aplicaciones suprayectivas o exhaustivas: Son aquéllas en las que
todo elemento de B es imagen de otro de A. Técnicamente f(A) = B

Aplicaciones biyectivas: Son aquéllas que a la vez son inyectivas y
exhaustivas. Cada elemento de A tiene una tnica y distinta imagen y cada
elemento de B es imagen de un sélo elemento de A. Si A y B son finitos y
existe una aplicacién biyectiva entre ambos tienen los mismos elementos.

Segun estas definiciones las aplicaciones pueden ser: biyectivas, exhaus-
tivas no inyectivas, inyectivas no exhaustivas y finalmente no exhaustivas no
inyectivas. En la siguiente figura vemos ejemplos de dichos tipos usando los
denominados diagramas de Venn:

A B A B
a p-1 a > |
b \ / p 2 b / p 2
c /] \ 3 c p 3
d > 4 d
BIYECTIVA EXHAUSTIVA NO INYECTIVA
A B
a p 1
b > 2
¢ p 3
4
INYECTIVA NO EXHAUSTIVA NO EXHAUSTIVA NO INYECTIVA



Ejercicios de autocomprobacién:

1. Sean A y B sendos conjuntos con n y m elementos, respectivamente.
. Qué se puede decir del nimero de elementos de AUB , ANB yv AxB?

2. Si f es una aplicacion inyectiva entre los conjuntos A y B anteriores,
Lqué relacion hay entre ny m? ;Y si f es exhaustiva?

3. (Cuantas aplicaciones biyectivas distintas se pueden establecer entre
un conjunto de cuatro elementos y si mismo?

4. Si A:={1,2,3,...} estudiar las aplicaciones f y g de A en si mismo
tales que f(n) :=n?, g(n) :=n+ 1.

5.81 f:A— B y g:(C — D son sendas aplicaciones, jes aplicacién
H:Ax(C— Bx D definida como

H(a,c) := (b,d)

siendo f(a) =b, g(c) =d? ;Qué propiedades de f y g se trasladan a H?

2 Los nimeros reales y sus subconjuntos basicos

Cuando hablamos de Matematicas es imposible eludir la idea de ntimero.
En cualquier (buen) diccionario de la lengua castellana nidmero, con la nota
Aritmética, significa ” Expresion de la cantidad en relacion a la unidad”. To-
dos sabemos que hay diversas clases de nimeros. En esta seccién listaremos
los diversos tipos con los que trabajaremos habitualmente.

El conjunto basico numérico con el que trabajaremos sera el conjunto de
los niimeros reales. Hay varias maneras de introducirlo pero la mejor y mas
expeditiva es la axiomatica: postulamos pues la existencia de un conjunto
denotado por R, cuyos elementos se llamaran nimeros reales, que tiene dos
operaciones llamadas suma, denotada por (+), y producto, denotada por (-),
que cumplen los axiomas

Axioma 1: Conmutatividad

Dados x ey en Rse cumple x+y=y+2zx , z.y =y.x

Axioma 2: Asociatividad

Dados z , y , z en R se cumple z+4(y+2) = (z4+y)+2 , 2.(y.2) = (v.y).2

Axioma 3: Distributividad del producto sobre la suma

Dados z , y , z en R se cumple z.(y + z) = x.y + x.2

Axioma 4: Existencia de elementos neutros

Existen dos ntimeros reales distintos llamados cero (0) y uno (1) tales que
para cada real x

r+0=a , zl==x



Estos elementos son tunicos en su funcién (Ejercicio 1).

Axioma 5: Existencia de elementos simétricos

Para cada real x existe un elemento llamado opuesto y denotado por —x
tal que z + (—x) = 0 ; si, ademds, x no es cero existe un elemento llamado
reciproco y denotado por 7! tal que z.2~! = 1.

Para cada x sus simétricos son unicos (Ejercicio 2). Es usual denotar

x
r—y:=x+(-y) ;ry:=xy ; " ;= .y~ . La primera operacion se llama,

resta y la ultima cociente.

Los cinco axiomas anteriores se denominan aziomas de cuerpo. Los cua-
tro siguientes se llaman de orden. Postulamos la existencia de una relacion
denotada por < que cumple:

Axioma 6: Axioma de tricotomia

Para x e y reales se cumple una y sélo una de las tres relaciones

r=y , <y , T>Y

Axioma 7: Estabilidad de la suma

Si z < y entonces para todo z se tiene x + 2z <y + 2.

Axioma 8: Estabilidad de los positivos

Un numero real x se llamara positivo si x > 0. Entonces el producto de
dos reales positivos es positivo.

El conjunto de los reales positivos se denota por R*.

Axioma 9: Transitividad

Siz<y y y<z,entonces = < z.

Es usual denotar < y si queremos indicar que x = y 6 * < y. Se trata
de una relacién de orden en R, esto es, se trata de una relacién reflexiva (todo
elemento estd relacionado consigo mismo), antisimétrica (si un elemento esta
relacionado con otro y viceversa entonces son iguales) y transitiva (si un ele-
mento esta relacionado con otro y éste con un tercero implica que el primero
estd relacionado con el tercero). La relacién es total en el sentido de que
dados dos elementos cualesquiera uno esta relacionado con el otro o el otro
con el uno, cuestion que se deduce del axioma 7.

El décimo y definitivo axioma necesita de unos conceptos relativos a la
estructura de orden introducida.

Diremos que un nimero real b es una cota superior de un subconjunto X
de R si para todo elemento x € X se tiene que x < b. Similarmente si un
numero real a cumple que x > a se dice que a es una cota inferior de X. El
conjunto X se dice acotado superiormente si tiene al menos una cota superior
y acotado inferiormente si tiene al menos una cota inferior. Diremos que X
es acotado si lo es a la vez superior e inferiormente.



Llamamos supremo de un conjunto X a la menor de sus cotas superiores
e infimo a la mayor de sus cota inferiores. Si esos elementos pertenecieran al
conjunto se les llama. respectivamente, mdximo y minimo. Los representa-
remos como
supX , mfX , maxX , minX

Ahora bien, jexisten tales elementos?. La respuesta es afirmativa en el
caso acotado.

Axioma 10: “De completitud”

Todo subconjunto X de R , no vacio, acotado superiormente tiene su-
premo en R.

El resultado se podria, por simetria, haberse enunciado como “Todo sub-
conjunto X de R, no vacio, acotado inferiormente tiene infimo en R.” Se
puede ver que ambas expresiones son equivalentes.

Hemos introducido el conjunto R pero en el fondo sélo conocemos dos de
sus elementos, el 0 y el 1. Veamos elementos y subconjuntos distinguidos de
él:

Los numeros naturales son los que resultan de contar es decir, a partir de
la unidad, el 1, vamos sumando unidades obteniendo el conjunto

N:={1,2,3,4,5,6,7,..}

Es una discusion no trivial, incluso entre matematicos profesionales, la
que versa sobre si el cero es un numero natural o no. De alguna manera hemos
tomado partido en ella al definir N de la forma en que lo hemos hecho. Para
zanjar el tema simplemente cabe decir que es una cuestion de definicién vy,
por lo tanto, de opcién. En estas notas asi se ha considerado y como tal
deben leerse. Si el lector tiene otra opinién poca cosa le cabra modificar
en ellas, aunque eso si, le debe servir este parrafo (o parrafada) para que
cuando ojee un libro de Matematicas, y le sea necesaria la opcién, tenga la
precaucién de ver la del autor.

Los naturales carecen de simétricos en N. Dicho conjunto es insuficiente
para algunas cuestiones como, por ejemplo, la resolucion de algunas ecuacio-
nes algebraicas como

r+5=3.

Para resolver el problema introducimos el conjunto Z de los numeros ente-
ros formado por los naturales, el cero y los opuestos de los naturales. También
ese nuevo conjunto es insuficiente pues no todas las ecuaciones algebraicas se
pueden resolver en él, asi

2r+1=0.

Un nuevo subconjunto es Q, el de los ntimeros racionales, que se define
como el conjunto de todos los cocientes entre un nimero entero y uno natural



(eso es lo mismo que decir el cociente de dos enteros siendo el segundo no
nulo). Un mismo racional puede tener varias representaciones, por ejemplo
5 2 4 6 24 1 3 11
12 3 12 721 1m
pero obviamente podemos escoger siempre la mas sencilla que llamaremos
wrreducible

No todos los reales son racionales, el ejemplo mas sencillo es aquél cuyo
cuadrado es 2 (la raiz de 2). Este numero real existe (es el supremo del
conjunto {x € R : 2% < 2} aunque no lo probemos). En el apéndice se
prueba que si se supone racional se llega a una contradiccién.

Para ser francos existen muchos reales que no son racionales (aunque son
infinitos, son muchos més aunque esta expresién no tenga sentido ahora). A
todos los niimeros reales no racionales se les llama irracionales. Son irracio-
nales, por ejemplo, la raiz de todo natural que no sea cuadrado perfecto (la
prueba es muy similar a la de 2), 7 el cociente de la longitud de cualquier

circunferencia y su didmetro, e := lim(1 + —)" la base de los logaritmos ne-
n n

perianos (ver la seccién 5) ete. Digamos como anécdota que muchos nimeros
reales que aparecen en el calculo béasico no se sabe, atin, si son o no racionales.
De todo lo visto se deduce que

NCZcQcR

Otros subconjunto muy ttiles de R son los intervalos. Dependen fuer-
temente de la relacién de orden. Dados a < b, sendos reales, definimos el
intervalo abierto de extremos a y b como

la,bi={zeR : a<az<b}
El intervalo cerrado de extremos a y b como
la,b) :={xeR : a<az<b}
y los intervalos semi abiertos o semicerrados (segin se mire)
Ja,b] :={z eR : a<z<b} , [a,b={x€eR : a<z<b}

Los anteriores se denominan intervalos acotados ya que lo son como sub-
conjuntos de R. Cualquiera de ellos tiene por supremo a b y como infimo a
a (maximo o mimimo en el caso de partes cerradas).

Los intervalos no acotados son:

| —o0,bf={zeR : z<b} ] —o0,b):={zeR : 2z<b}



la,+oo[={z eR : a<uz} [a,+oo[={zeR : x>a}

Es importante hacer menciéon que los simbolos —oco y +00 son sélo eso
simbolos y no nimeros reales. A quien esto ocasione algun conflicto que use
«— y — en lugar de ellos.

En el lenguaje del célculo infinitesimal solemos citar a R como la recta
real. La razon es que una vez introducido el conjunto y estudiadas sus pro-
piedades se prueba (no sin una cierta dificultad) que R es, salvo cambios de
nomenclatura que se denominan isomorfismos, el tinico cuerpo que cumple
los axiomas anteriores y se puede establecer una biyeccion entre sus elemen-
tos y los puntos de una recta de la siguiente manera: escogemos un punto al
azar y lo asociamos al cero, a su derecha elegimos otro que lo asociamos al 1.
Esto determina la escala. Para asociar puntos a los naturales seguimos a la
derecha a intervalos iguales y para los nimeros negativos hacia la izquierda
de cero. Basta ya sélo preocuparnos de representar los reales positivos a la
derecha de cero pues cual un espejo aparecen los negativos simétricamente

. . , . , p
a la izquierda. ;Coémo se representa un racional? Sea éste = . Se toma el

segmento unidad (el que une 0 con 1) y se divide en ¢ partes iguales. A partir
de cero se cuentan (a izquierda o derecha segin sea p negativo o positivo)
p de ellas y ese punto es el correspondiente al racional. Con los irracionales
las cuestiones pueden complicarse un poco mas. Aunque algunos de ellos se
pueden representar por artilugios geométricos como las y/n (tomese para /2
la diagonal de un cuadrado de lado 1, para v/3 la diagonal de un rectangulo
de lados 1y v/2, ...), en general existe una expresién en nuestro sistema de
numeracién de forma que a cada ntmero real le corresponde una ezxpresion
decimal de la forma
€1€3...€5, A1A203. ...

La parte posterior de la coma se llama decimal y esta formada por ceros
en los enteros, por una parte finita o periédica en los racionales y por una
parte infinita no periddica en los irracionales. Efectuando divisiones sucesivas
vamos dibujando cada vez con mayor precision el irracional buscado. En el
fondo estamos en un proceso de limite y sabemos que el limite es tinico lo
que garantiza que sélo un punto de la recta corresponde a dicho irracional.

Una ultima operacién en R es el mddulo o valor absoluto de z. Se denota
por |z| y se define como el propio z si es positivo o —z en el caso negativo.
Sus propiedades bésicas son:

(1) |z| es siempre no negativo y vale cero si, y sélo si, x es cero.
(2) zy| = [ [y]
(3) [z +yl <zl + ly]



Ejercicios de autocomprobacién:

1. Probar que el cero y el uno son los tinicos que cumplen el axioma 4.
2. Probar que cada ntimero real x tiene un unico simétrico para la suma
y, caso de no ser cero, para el producto.
3. Usando sdlo los cinco primeros axiomas probar que x.0 = 0.
Probar que el uno es un nuimero real positivo.
Si x<y y z>0 probar que xz < yz. jQué pasasi 2 <0 7
., Es —x negativo?
Probar las propiedades del valor absoluto
Probar que ||| — ly]| < [« — y]
. Construir en la recta real 3v/2 + v/5.
10 Probar que si = e y son reales se tiene %+ y? > 2zy.

© 0N T

3 Conicas

Vamos a listar sucintamente las denominadas conicas en el plano esbo-
zando algunas propiedades. Una superficie cénica de revolucion de dos hojas
es la generada en el espacio por una recta que gira alrededor de otra fija,
secante con ella. Se llaman cénicas a las curvas (planas) que resultan al
cortar dicha superficie por un plano. Segun las posiciones de éste se pueden
clasificar:

Circunferencia (plano horizontal): es el lugar geométrico de los puntos
de un plano que equidistan un valor r , llamado radio, de un punto fijo
llamado centro (xo, yp). Su ecuacién en el plano XY es

(2 = 20)* + (y — yo)* = 1

Desarrollando podemos afirmar que su ecuacion se caracteriza por ser de
segundo grado en x e y , tener los coeficientes de 22 e y? iguales y no tener
término en xy.

Elipse (plano oblicuo): es el lugar geométrico de los puntos del plano
cuya suma de distancias a dos fijos llamados focos es constante (2a). Si su
centro es (xg, yp) su ecuacién general es

(z — C6’0)2 i (y — ?/0)2

> = =1 a>b
siendo 2a el eje mayor (en abscisas) 2b el menor (en ordenadas) y 2c¢ la
distancia entre los focos, con a? = b? + ¢*. Si a < b la situacién es andloga

pero el eje mayor esta en el de ordenadas.



Desarrollando podemos afirmar que su ecuacion se caracteriza por ser de
segundo grado en z e gy , coeficientes de 2% e y? del mismo signo y no tener
término en xy. Una circunferencia es un caso particular de elipse con a = b
y c=0.

Parabola (plano paralelo a una generatriz del cono): es el lugar geométrico
de los puntos del plano cuya distancia a una recta (directriz) y un punto (foco)
ambos fijos es constante. Su ecuacion general es

y=ar’+br+c 6 w=ay’+by+c

Hipérbola (plano vertical): es el lugar geométrico de los puntos del plano
cuya diferencia de distancias a dos puntos fijos (focos) es contante (2a). Su

ecuacién es

(z — 20) _ (y — ) -1
a? b? N

si sus asintotas son las rectas y — yo = £—(x — z¢) , mientras que
a

(x —20)(y —yo) =k

si sus asintotas son paralelas a los ejes (y = yo = = xp). En el primer
caso, desarrollando, podemos afirmar que su ecuacion se caracteriza por ser
de segundo grado en x e y , coeficientes de 22 e y? de distinto signo y no
tener término en zy. En el segundo el término en zy es capital.

Veamos a modo de ejemplo cuatro graficas de cénicas: una elipse, una
parabola y dos hipérbolas

20

&0

40+
20}
-10 -5 5
2 2
% ?{—6:1 y=ax*>—2x—38
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1
x

Ejercicios de autocomprobacién:

Averiguar qué tipo de cénica es 22 +y? — 2z — 4y +1=0
Idem 422 + 9y* — 18y — 27 =0

Idem 922 — 4y> — 36 =0

Idem 42% +5x +y —2=0

Idem 2y — 2+ 2y —5=0

T W=

4 'Trigonometria

La trigonometria es una rama de la geometria clasica en la que se estudian
ciertos invariantes de los angulos: seno, coseno, tangente y sus reciprocas:
cosecante, secante y cotangente. Conviene conocer sus definiciones tanto en
el ambiente de los tridngulos rectangulos (que es su origen tri-gonos-metria
= medida de tridngulos ) como en el desarrollo a partir de la circunferencia.
Ambos son equivalentes aunque este ultimo es mas general.

Tomemos una circunferencia de centro el ori-
gen y radio unidad, que se conoce como circunfe-

rencia goniométrica, ( de ecuacién z?+y? =1) [TE
ya que sirve para medir angulos. Véase la fi-

gura. Sea « un angulo expresado en radianes, @

0 < a < 27 ; la representacién en radianes no ° Q

solo nos define el espacio entre el eje positivo de
abscisas (de donde, y en sentido contrario a las
agujas del reloj, se comienzan a medir) y la recta

11



OP, sino que coincide con la longitud del arco de circunferencia que acoge
el 4ngulo (ahi es donde resulta determinante que el radio sea la unidad). El
punto P tiene como coordenadas (z,y): Sea () := (x,0) su proyeccién sobre el
eje X. Se llama seno del angulo a la ordenada y coseno a la abscisa del punto
P. Los representamos como sen «v y cos a. De la ecuacion de la circunferencia
se deduce la denominada identidad fundamental de la trigonometria

cos’a +sen’a =1

Se definen la tangente, cotangente, secante y cosecante como

Asi se deducen

1+tan2a:sec2a cot2a+1:csc2a

Otras identidades importantes son:

sen(a £ ) = sen av. cos  + cos a. sen 3 sen 2o = 2sen o cos o
cos(a £ ) = cosa. cos § F sen . sen 3 cos 2o = cos® o — sen® a
tan o & tan 2tan «
tan(a + ) = b tan 20 = ————
1 Ftanatanj 1 —tan® «

Si no hubiésemos utilizado una circunferencia de radio unidad y hubiésemos
trabajado con una de radio r la tunica diferencia es que el punto P tendria
como coordenadas no el seno y el coseno de « sino un multiplo de ellos. En
ese caso

Yy T
seno = — Ccos i= —
r r

De cualquier manera, y para dngulos agudos, las definiciones coinciden
con la clasica de seno igual a cateto opuesto partido por hipotenusa y coseno
igual a cateto contiguo partido por hipotenusa (vease el tridangulo O PQ).

Aunque unas buenas tablas o una aceptable calculadora nos proporcionan
los valores de las razones de cualquier angulo con bastantes cifras decimales,

se deben conocer y, a ser posible, recordar las razones trigonométricas de los

T T w7 3T
angulos 0 , 6°2'3° 3™ Y cémo se deducen.
A modo de ejercicio compruebe el lector la siguiente tabla:

12



cnoulo | 0 s T T |7 3m
anguo 6 | 4|3 |2|7]2
1 2
seno |0 — £ @ 1 (0] -1
2 2 2
2 1
coseno | 1 ? g — 0O]1] 0

T
(Sugerencia: para conocer las de 3 y 3 dividase un triangulo equilatero

. ™, .y ‘
en dos iguales usando una altura. Para las de 1 usese un triangulo rectangulo

isosceles. Para el resto basta observar la circunferencia goniométrica)

Simplemente por inspeccién sabremos el signo de las razones de un angulo
segun el cuadrante en el que se encuentra. Por ejemplo el seno (la ordenada)
es positivo si el dngulo se encuentra en el primer y segundo cuadrante siendo
negativo si el dngulo se encuentra en el tercer y cuarto cuadrante. Mientras
tanto el coseno (la abscisa) es positivo si el dngulo se encuentra en el primer
y cuarto cuadrante siendo negativo si el angulo se encuentra en el segundo y
tercer cuadrante.

Tanto el seno como el coseno de un angulo toman todos los valores entre
—1 y 1 infinitas veces ya que

sena =sena+2r =sena+4r =--- =sena+ kr = ---

cosa =coso+2m =cosa+4m =--- =cosa + km=---

Ejercicios de autocomprobacién:

1. Si un angulo estéd en el segundo cuadrante y su seno vale 0.1, calcular
el resto de sus razones trigonométricas.

2. Calcular la razones del dngulo de 2T radianes.
3. Relacionar las razones de un angulo o y de los angulos m — a y 7+ a.
4. Sabiendo las razones de un angulo o deducir las de %.

5. Deducir las férmulas:

sena+senﬁ:2sena+ﬁcosa;ﬁ ; sena—senﬁ:2cosa+ﬁsena;5
cosa—l—cosﬁ—Qcosa;ﬁcosa;ﬁ ; cosa—cosﬁ——Qsena—gﬁsenagﬁ
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NOTA: La llamada Trigonometria hiperbdlica.

Si queremos calcular las razones trigonométricas Y
de un numero real o podemos (ver la figura del
principio de la seccién) tomar en la circunferencia

T . ‘ o
gomometrlca un sector circular de area 5 que co-

rresponde al arco de o radianes y las coordenadas
de P nos dan el coseno y el seno. De forma ab-
solutamente paralela podriamos haber realizado
el proceso usando en lugar de la circunferencia la
hipérbola

2 — y2 =1
(ver figura). Supongamos que el drea del sector determinado por la hipérbola,
Q@
el eje positivo de abscisas y la recta es — y sea P := (z,y) el punto
interseccién de la recta y la hipérbola. Llamamos seno hipérbolico de o a la

ordenada de Py coseno hipérbolico de o a la abscisa de P. Al cociente de
ambas se le llama tangente hiperbélica. Denotaremos

y=senha , x=cosha tanh:g
x

La identidad fundamental es en este caso
cosh? @ — senh? v = 1

y se puede desarrollar una teoria similar a la anterior. Es particularmente
util el hecho, que a veces se toma como definicion, de que estas expresiones
tienen una representacion exponencial. Se puede probar que

e¥ —e @ e*+e @
senhoy = ——— coshay = ———
2 ’ 2

Pruébese, con estas expresiones, la identidad fundamental y

(1) senh0=0; cosh0=1; senh(—«a) = —senha ; cosh(—«) = cosha
(it) senh(a+ () = senh . cosh 5 + senh 3. cosh «

(i17) cosh(a+ ) = cosh av. cosh 3 + senh . senh «

(1v) senh 2 = 2senh «v. cosh «

(v) cosh 2a = cosh® o + senh” a

14



5 Logaritmos

Dado un numero real y positivo = se llama logaritmo en base a (siendo
a un ndimero real positivo distinto de 1 ) al nimero y tal que a¥ =z . Se
denota entonces

y =log, x
Las bases més comunmente usadas son a = 10, en cuyo caso escribi-
mos y = lgx , denominado logaritmo decimal y a = e := lim,(1 + %)” =
2.718281... , en cuyo caso escribimos y = logz 6 y = Inz (aunque ésta

ultima notacién estd en desuso), denominado logaritmo neperiano. En el
calculo se usa fundamentalmente este tipo de logaritmo.
La féormula de cambio de una base a a otra b es facil de deducir y afirma:

log, =

log, x = = log, z.log, b

log, a

Listamos ahora las propiedades fundamentales de los logaritmos neperia-
nos (para cualquier otra base serian analogas) que se deducen de las leyes de
los exponentes:

elogw =1

logl =0 loge =1

log(z.y) = logx + logy log(f) =logx —logy
Y

_ logx

log(a”) = p.logx log({/x) = —

Ejercicios de autocomprobacién:

1. Probar la férmula de cambio de base (sugerencia: témense logaritmos
base ben a® =y )

2. Sia:=lg2, jcuanto vale lgh?

3. Sib:=1gh5, calcular 1g(1,024).

4. Resolver la ecuacién 4% — 5.2 +6 = 0.

5. Estudiar los valores de e® segun los valores de z.
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6 Numeros complejos

Los niimeros reales son insuficientes para algunos calculos bésicos. Sabe-
mos que toda ecuacién az?+bxr+c = 0, de segundo grado con una incognita,
tiene por soluciones (ver seccién 11)

B —b+b? — 4ac —b—Vb? — 4dac

To =
2a 2a

pero si b?> — 4ac es negativo no estamos hablando de nimeros reales. El ar-

tificio que se usa es introducir la unidad imaginaria i como aquél ntimero

(imaginario) cuyo cuadrado nos da —1. Aunque aqui mantengamos esa no-

tacion es ya una moda consolidada usar en los textos técnicos j en lugar de

i para no confundir con la intensidad eléctrica.

Se llama ndmero complejo a una expresion de la forma z = x +y i,
donde x e y son numeros reales que se denominan, respectivamente parte
real y parte imaginaria del complejo z y que se denotan como R(z) e J(z).
Se denota por C el conjunto de todos los ntimeros complejos.

Observar que si = € R, podemos escribir = = z + 0i, con lo cual todo
nimero real se puede considerar como un ntimero complejo; abreviadamente:
R C C. Los nimeros complejos de la forma 0+yi = yi se llaman imaginarios
PUTOS.

Dados dos ntimeros complejos, x1+y11 y 5+ 21, se define, de forma
natural, su suma como

X1

(21 + i) + (w2 + yoi) = (z1 + 22) + (11 + Y2)i.

Es decir el nimero complejo suma de otros dos se obtiene sumando las partes
reales de ellos, que queda como parte real y sumando las partes imaginarias,
que queda como parte imaginaria. La suma de ntimeros complejos verifica
las mismas propiedades que la suma de nimeros reales, a saber:

Conmutativa: Dados dos niimeros complejos z; v 2z se cumple que
21+ 29 = 29 + 27.

Asociativa: Si 2, 29,23 € C, entonces (21 + 22) + 23 = 21 + (22 + 23).

Existencia de elemento neutro: Existe un elemento, el 0 := 0 + 0i,
tal que 04 z =2z para todo z € C.

Existencia de elemento simétrico: Para cada z = x + yi, existe un
elemento —z := —x —yi, llamado el opuesto de z, tal que z+ (—z) =0.

Asi, por ejemplo (2 — 3i) + (=5 + 5i) = —3 + 2i.

Antes de definir el producto, recordemos que se debe verificar la propiedad
fundamental i = —1. Esto determina quesi z;+y;i y 22+y.1 son nimeros
complejos y se cumplen las leyes habituales de la aritmética, entonces
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(@1 4+ i) - (z2 + yoi) = 21 (T2 + Yoi) + Y1 (22 + y2i)i =

= 21Tz + T1Yol + Y122l + Y112i? = (172 — Y1y2) + (T1y2 + T2y )i

Se define pues el producto de los nimeros complejos, x1+y11 v X2+ yol,
€omo

(21 + i) - (w2 + yai) = (2122 — Y1y2) + (T2th + T1Y2)i

El producto asi definido tiene las mismas propiedades que el producto de
numeros reales, a saber:

Conmutativa: Dados dos nimeros complejos z; v 25 se cumple que
21 Ry = 29" 21.

Asociativa: Si zy, 29,23 € C, entonces (z1-29) 23 = 21 - (22 - 23).

Existencia de elemento neutro: Existe un elemento, denotado por
1=140i, talque 1-z =2z paratodo z € C.

Existencia de elemento simétrico: Para cada z € C, z # 0, existe
un elemento 1/z, llamado el inverso de z, tal que z-(1/2)=1.

Distributiva: Dados tres niimeros complejos 21,22 y 23 se cumple
que zy- (224 23) =21 - 20 + 21 - 23.

Asfi, por ejemplo, (1 —1i)- (=3 +5i) = (=3 +5)+ (3+5)i =2+ 8i. Es
usual, como en el caso de los niimeros reales no poner el punto para denotar
el producto.

Para cada numero complejo z = x + yi, su complejo conjugado es
Z:=1x — yi.

Observar que siempre se cumple que

27 = (2% —y(~y)) +i(0+0) = 2” + y°.

Esta propiedad del conjugado es especialmente importante para calcular
cocientes, en el mismo sentido de los reales, ya que si 2z = z +yi y
w=u+vi#0, entonces

z 1 Z-W  TU+Yv o yu — v,

w w-w  u?+0? u2+v21'
17—-171 (17— 17i)(=3 +5i) 34+ 136i
—3-5i (=3-5i)(-3+5i)  9+25

Otras propiedades del conjugado de un nimero complejo son:

Por ejemplo =1+ 4i.

1) ata=a+z

@)Z@zﬁ%&

(3) R(z) = 5(=+2).
1

(4) 8(2) = (- 2).
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(5) z€C si,ysolosi, z=7z2.

Las demostraciones son simples. Por ejemplo, para probar (1), conside-
remos z; =x1 + 1l v 2o = o + yoi; entonces

21+ 22 = (21 4+ 22) + (Y1 + 12)i = (v1+22) —(Y1+)i = (v1—p1i)+(22—1pi) = Z1+7%.

Por su parte, la propiedad (5) es una consecuencia muy sencilla de (4)
ya que, dado z € C, se cumple que z € R si, y sélo si, Smz =0 vy, por
(4) esto es equivalente a z —Z = 0; es decir, z =Z.

Una visualizacion de los nimeros complejos similar a la de la recta real
con R es la que se realiza con el llamado plano complejo. Se trata de esta-
blecer en un plano dos rectas perpendiculares, la horizontal se denomina eje
real y la vertical eje imaginario. Todo punto del plano se puede describir con
dos valores (x,y) que corresponden a sus proyecciones sobre ambas rectas
tratadas como rectas reales (la horizontal tal cual y la vertical con los po-
sitivos hacia arriba y los negativos hacia abajo). Identificamos dicho plano
con C asimilando cada punto (z,y) con el complejo = + yi y viceversa. Es
habitual leer en algunos textos que (x,y) es la forma cartesiana de expresar
el complejo = + yi , forma que se denomina bindmica.

Esta interpretacién geométrica nos permite definir moédulo y el argumento
de un numero complejo: supongamos que unimos con un segmento el punto
z=x+yil y el origen (el (0,0) identificado como el 0 + 0i), el mddulo de
z es la longitud de ese segmento (en otras palabras, indica la distancia de
z a 0)y el argumento de z es el dangulo, en radianes y en el primer giro,
que forma (en sentido contrario de las agujas del reloj) ese segmento con la
parte positiva del eje real. Asi el médulo de z =x +yi es |z| = Va? +y?

y su argumento es un nimero real, o , entre 0 y 27 tal que tana = =. El
x
argumento del cero es cero.

Las principales propiedades del médulo son:

(1) |z| =0 si, ysdlosi, z=0.

(2) |2 =zl

(3) |z1z2] = |21]| 2.

(4) |21+ 2| < 21| + |22]-
(5) |z|> = 2z

Todas tienen una prueba elemental. La propiedad (5) ya la hemos visto
al definir el conjugado. Veamos primero (1): Sea z =z +yi y supongamos
primero que |z| = 0; esto es, que /2?2 +y? = 0. Como la expresién
2% +y? sélo se anula cuando los dos niimeros son 0, concluimos que z = 0
e y=0. Portanto, 2z = x4+ yi = 0. Reciprocamente, supongamos que
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z =x+yi =0. Entonces se cumple que z =0 e y = 0, con lo cual
12| = V2?2 4+ y?2 = 0. (2) y (3) son sencillas.

Comprobemos ahora (4): observemos primero que todo niimero complejo
w =z +yi cumple que z? < 2%+ %, con lo cual x < |z| < 22+ y2
Esto es: todo w € C verifica R(w) < |w|. Aplicado a w = z;-Z; tenemos
(21 - 7) < |- 72l

Como consecuencia resulta que

it nP=(nt+tan) (A+R)==u-ZAt+tn ata Btan H=
= [21]* + 2R(21 - Z@) + |22 < |21 + 2021 - 72| + | 20)*
Teniendo ahora en cuenta que, por (3) y (2), |21-Z2| = |z1|-|Z2] = |21]-|22]

se obtiene que
21+ 22* < |2a]® + 2|z - [z2] + |2f” = (2] + |22])™.

Luego tomando raices cuadradas se deduce que |21 + 29| < |z1| + |22/
Dado un nimero complejo z # 0, y « € [0, 27| su argumento, podemos
escribir
z = |z|(cosa +isena).

Esta se denomina forma trigonométrica de z, mientras que |z|, se deno-
mina forma polar. Una definiciéon interesante que se utiliza entre otras cosas
para simplificar la anterior es escribir

e'* =cosa +isena

y con ello definir la exponencial compleja como

e* = %l = e“(cosa +isena).

Con esta definicién se tiene €™ = —1 , o mejor, €™ +1 = 0 denominada
formula de Fuler y que tiene la curiosidad de contener, relacionados con
operaciones, los cuatro nimeros més famosos del calculo, el 0 ; el 1 el ey
el 7.

Las propiedades de la exponencial son similares a la correspondiente real
pero su desarrollo y la definicién de su inversa, el logaritmo complejo, exceden
de nuestras pretensiones.

En el fondo podriamos haber elegido el argumento de forma que a estu-
viera en R y se tendria que

2la = |2laver = |2larar = - -

Siempre que calculemos argumentos actuaremos reduciendo a la primera
vuelta o giro.
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Siz y w son dos nimeros complejos no nulos, con argumentos « y [,
respectivamente, el producto zw tiene por médulo |z| - |w| el argumento
es a + [ entendiendo que el angulo se reduce al primer cuadrante.

La demostracion de este resultado es muy sencillo. Supongamos que
z=|z|(cosa+1isena) y que w = |w|(cos [+ isen3). Entonces

zw = |z||w|(cos a + isen «)(cos § + isen [3).

Por un lado, sabemos por la propiedad (3) del médulo que |z||w| = |zw].
Por otro, (cosa +isena) - (cos f 4 isen 3) =

= (cosavcos f — senasen ) + i(sen a cos 3 + cos asen [3).

Las formulas del seno y el coseno de una suma nos proporcionan ahora
que el segundo miembro es igual a

cos(a + ) +isen(a + 3),
con lo cual resulta
2w = |zw|(cos(a + B) + isen(a + [3)),

que indica que un argumento de zw es « + 3.

El cociente z/w tiene por médulo |z|/|w| y uno de sus argumentos es
a — 3. La prueba es similar a la anterior.

Asi, por ejemplo,

i(141) = (cos(m/2) +isen(n/2))(cos(n/4) +isen(mw/4)) =

(cos(3m/4) +isen(37/4)) = —1+1i
mientras que

i/(141) = (cos(m/2) +isen(n/2))/(cos(m/4) +isen(m/4)) =

(cos(m/4) +isen(w/4)) =1+1i.

Siempre que tengamos un numero complejo z = x+yi podemos calcular
sus potencias naturales 2" = (z 4 yi)" wusando el desarrollo del binomio
de Newton, pero es més sencillo sobre todo para potencias grandes usar la
forma polar y la llamada Formula de Moivre que asegura

(I2la)"™ = ([2]")na

Esta féormula se deduce inmediatamente, por induccién (ver apéndice fi-
nal), de la férmula del producto de complejos en forma polar. En efecto,
para n = 1 es inmediata y si es cierta para n = p , esto es, (|2]a)” = (|12|”)pa,
se tiene

(I2la)"*" = (I2la)"]2la = (Hip. induccién) = (|2[")palzla = (12" pr1)a
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que es la formula para p + 1.

De igual manera se pueden calcular las raices complejas de cualquier
nimero z. Un nimero w diremos que es una raiz n-sima de z si w" = z. Se
puede probar que todo niimero complejo tiene exdctamente n raices n-simas
que vienen dadas por la expresiones

2 =Tay 22 =Tay 0 Zni=Ta,

. a 2m(i—1) .

siendo r = {/|7] yozi:——i—(i) i=1,2..,n
n

Las raices cuartas de 1 +1 se calculan pasandolo a forma polar, esto es
\/5% , vy aplicando la férmula sus raices cuartas son:

16 16 16 16

Calculemos las raices cubicas de la unidad, 1, como complejo. En forma
polar es 1g. Sus tres raices son

Lo 1120 1240

De forma préactica se ve que todas las raices tienen el mismo médulo (la

raiz correspondiente del médulo de z) y los argumentos comienzan por

3|e

y los demas se conforman anadiendo 2m , el angulo que resulta al dividir
la circunferencia en n partes. Asi, geor%étricamente, las raices n-simas de
un complejo estan situadas sobre una circunferencia de centro el origen y de
radio W y equidistantes formando un poligono regular de n lados.

Ejercicios de autocomprobacién:

1. Probar las propiedades de la suma y producto de complejos que han
quedado pendientes.

2. Probar las propiedades 2 y 3 del conjugado que han quedado pendien-
tes.

3. Dar ejemplos de complejos z y w tales que |z +w| = |z| + |w]| .
z z

4. Probar que el médulo del complejo — es H ; icudl es su argumento?
w w

5. Calcular las raices cuadradas y las raices cubicas de 64i.
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7 Funciones elementales

Una funcién real de variable real es una aplicacién f de un subconjunto
D de R en R. Escribimos entonces

y = f(x)

Conviene que desde el principio hagamos mencion a dos cuestiones sobre
un abuso de notacién y lenguaje. Al conjunto D se le llama dominio de
la funcién y al subconjunto imagen f(D) se le suele denominar rango de la
funcién. Es importante, y no sélo para las funciones reales, entender que
una funciéon es una regla que actia sobre un conjunto y ambas cosas son
inseparables. Asi son diferentes las funciones

f(z):= 2z +1 definidaen D =R

g(z) := x4+ 1 definida en [4, 8]

h(x) := bz — 1 definida en [4, §]

Las dos primeras actian igual pero con diferente dominio, mientras que
las dos ultimas actian en el mismo dominio pero de diferente forma. Tras leer
esto el lector puede recordar expresiones del tipo ¢ Sea la funcién f(x) :=
x4+ 1 7. Para explicar en qué sentido se usa necesitamos el concepto de
campo de existencia de una regla que es el mayor subconjunto de la recta
real donde dicha regla tiene sentido. Asi, por ejemplo, la regla logx no
puede definirse mas que para reales positivos. Podemos pues definirla en
subconjuntos de R que s6lo contengan positivos pero si no citamos dicho
subconjunto entendemos que es RT. La expresién “ Sea la funcién f(z) :=
x + 1”7 tiene ahora sentido y coincide con f(z) := x + 1 definida en D = R.

La segunda cuestién es la referente a expresiones que pueden ofrecer am-
bigiiedad en cuanto al rango: por ejemplo “ Sea la funcién f(z) :=/x 7 (ya
sabemos que estd definida en RT, que es su campo de existencia). jCudnto
vale f(4) 7 , jla respuesta es 2, es —2 o valen ambas?. No pueden ser validas
las dos pues al ser funcion el resultado es univoco. La respuesta correcta
es 2. La raiz cuadrada como operaciéon matematica no es una funcién pues
da dos resultados, uno positivo y otro negativo. Dicha operacion genera dos
funciones f(z) := ++v/x y f(x) := —/z, ahi no surge ningin conflicto. Asi
cuando nos referimos a la funcién raiz cuadrada entendemos la positiva al
igual que cuando hablamos del 5 no hace falta decir que es +5.

Las funciones més importantes son las que denominamos elementales, a
saber:

Funciones potenciales, y = ™ , con n un nimero real fijo.

Funciones exponenciales, y = a* , con a > 0, a # 1 fijo. Por antonomasia
se suele llamar funciéon exponencial a y = e”.
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Funciones logaritmicas, y = log, x definidas para los = positivos aunque,
como en el caso anterior, se llama funcion logaritmica a y = log x.

Funciones trigonométricas o circulares, y = senx , y = cosx , y = tanz,
y=cscx ,y =secx ,y = cotx en las que obtenemos para un valor real x
(un dngulo expresado en radianes) el valor de sus correspondientes razones
trigonométricas.

Funciones hiperbolicas, y = senhx , y = coshx , y = tanhx bien segin
su definicién original bien segin su expresion exponencial y sus reciprocas
y=cschz,y=sechz,y=cothz.

Como consecuencia de tomar valores reales las funciones se pueden sumar,
restar, multiplicar, dividir, elevar a exponentes etc., con la tnica restriccion
de que tenga sentido la operacion. Otra operacion especifica de las funciones
es la composicién:

Dada una funcién f de D en R y dada otra g definida en f(D) se llama
composicion de ambas a

(go f)(x) = g(f(x))

Asi, por ejemplo, si f(z) := z* y g(z) := sen z entonces (gof)(x) = sen x°.
Conviene notar que esta operacién no es, en general, conmutativa pues, por
ejemplo, (f o g)(x) = sen?x.

De esta cuestion se deduce el concepto de funcién inversa: dada una
funcién f definida sobre D y que sea inyectiva se define su inversa como
aquella ¢ definida sobre f(D) tal que f(g(z)) =z y g(f(x)) = z. Asi la
funcién logaritmica es la inversa de la exponencial y viceversa.

Detengamonos un momento a hablar de las funciones inversas de las tri-
gonométricas e hiperbdlicas:

La funcién seno no es inyectiva pues a varios valores de la variable co-
rresponde el mismo seno. Hablar de su inversa no tiene sentido, pero sin
embargo si se hace. La razon es de eleccion como al principio de la seccién
hemos citado en el caso de la raiz cuadrada. Necesitamos que la aplicacion
sea inyectiva al menos. La eleccién que se toma habitualmente es la siguiente:

T
la funcién seno es biyectiva considerada de [—5, [—1,1]. A la inversa

5] en
de esa funcién se le llama funcién arcoseno y se representa como y = arcsin x
que equivale a la expresién seny = x siempre que y € [—1,1]. No conviene
confundir esta funcién con la cosecante que es la reciproca (o inversa respecto
de la multiplicacién).

Con la funcién coseno la situacién es similar; es biyectiva de [0, 7] en
[—1,1]. A la inversa de ésta se le llama funcién arcocoseno y se representa

por y = arccos x que equivale pues a cosy = x.
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La funcién tangente es biyectiva de | — g, g[ en | — 0o, +oo[. Su inversa

entre esos intervalos se denomina funcién arcotangente y se denota y =
arctan z que equivale a tany = x.

Conviene insistir en que podriamos haber considerado otros intervalos de
forma que hubiera biyectividad para definir las inversas y asi seguir traba-
jando, pero los elegidos son los més convenientes y los cominmente acepta-
dos.

También las funciones hiperbdlicas tienen sus correspondientes inversas.
La funcién seno hiperbdlico es biyectiva de R en R | luego admite una inversa
que denominamos argumento seno hiperbédlico y se denota y = argsenhx
que equivale a senhy = x.

La funcién coseno hiperbdlico es biyectiva de [0,+o00o[ en [1,4+00[. Su
inversa se denomina argumento coseno hiperbdlico y se denota por y =
arg cosh x que equivale a coshy = x.

La funcién tangente hiperbdlica es biyectiva de R en | — 1, 1[. Su inversa
se denomina argumento tangente hiperbdlica y se denota por y = argtanhz
que equivale a tanhy = x.

Al igual que la funcién logaritmo es la inversa de la exponencial, y al estar
definidas a partir de ésta las funciones hiperbdlicas, las inversas citadas tienen
una expresion logaritmica facil de deducir y muy ttil. Asisi y = argsenhzx
se tiene z = 1(e¥ —e¥) de donde e* —2ze? —1 = 0 y resolviendo
la ecuacién, suponiendo como incognita e¥, se obtiene eV = x + a2+ 1
que nos obliga a desechar el signo menos ya que la exponencial es siempre
positiva. Tomando logaritmos se tiene y = log(x + vx2 + 1).

Dejamos al cuidado del lector probar, usando el mismo método, que
1
arg coshx =log(x + V2?2 — 1) y argtanhz = %log(1 + x)
Se llama grdfica de una funciéon f de un subconjunto D de R en R al
subconjunto del plano

G(f) ={(z,y) : v€ D, y= f(zx)}

La grafica de una funcién nos da una imagen de ella y nos acerca sus propie-
dades.

Es interesante conocer las graficas de todas estas funciones. Al igual que
un estudiante de Botanica tiene su herbario un estudiante de calculo debe
hacerse con un “graficario” que le permita consultarlo y familiarizarse con las
funciones mas simples. Se puede consultar, por ejemplo, S. M. Selby “Stan-
dard Mathematical Tables” [pgs.370-384]. También se puede utilizar algin
paquete informatico como Derive, Mathematica, Mapple, MatLab...para or-
denador o calculadoras de bolsillo.
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Volveremos sobre ello en la seccién dedicada a las graficas de funciones
en general.

Ejercicios de autocomprobaciéon: Discutir a partir de las graficas de
las funciones elementales, sin usar derivacién, y segun diferentes valores de
los parametros a, b, ¢ y d la forma de las graficas de las funciones:

1. f(x):=ax+b

2. f(x) :=ax® +bx+c

3. f(x) == ax® +ba*+cx+d
4 fl2) ==

5. f(x) = a + bewtd

6. f(z) == a+log,(cx + d)

7. f(x) :==a+ bsen(cx + d)
8. f(x):=a+bcos(cx +d)
9. f(x) :=a+ bsenh(cz + d)

10. f(x) := a+ bcosh(cx + d)

Por ejemplo en el primer caso la grafica de f es una recta cuyo punto de
corte con el eje de ordenadas es el (0,b) , mientras que forma con la parte
positiva del eje de abscisas un angulo agudo si a es positiva y obtuso si a es
negativa (compruébese cuidadosamente).

8 Limites y continuidad

Dada una funcién y = f(z) la expresion lim, ., f(x) = L nos dice
que cuando la variable x se acerca al valor b la funcion se acerca a L. Ri-
gurosamente, si dado un € > 0 podemos encontrar un § > 0 tal que si
0<|z—0b|< ¢ entonces | f(x)— L |<e.

Conviene repasar los diversos métodos de céalculo de limites.

Una funcién diremos que es continua en un punto b de su dominio si
lim, ., f(z) = f(b). Es continua en un conjunto si lo en cada punto del
conjunto.

Una funcién continua en un conjunto se caracteriza por tener una grafica
que se puede dibujar sin levantar el lapiz del papel. Las propiedades mas
importantes de las funciones continuas son:

Teorema de Bolzano: Si f : [a,b] — R es continua y toma en
los extremos valores de diferente signo existe, al menos, un punto x, entre
a y b en donde la funcién se anula, i.e. f(zg) = 0. En realidad la funcién
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toma todos los valores entre los que toma en sus extremos (propiedad de los
valores intermedios).

Primer Teorema de Weierstrass: Toda funcién f : [a,b] — R
continua estd acotada,i.e. f([a,b]) es un conjunto acotado.

Segundo Teorema de Weierstrass: Toda funcién f : [a,b] — R
continua alcanza en el intervalo su maximo y su minimo, i.e. existen x,, y
xys en el intervalo tales que

f(m) < f2) < f(au)

extendiendose el resultado de Bolzano en el sentido que tal funcién toma
todos los valores entre su maximo y su minimo.

Ejercicios de autocomprobacién:

1. Calcular
(i) 1 3z +5x—1 (id) T 2+ 1 (i) T 3x2+5x—1
7)) lm —m—n-«— (%) llm —m—+«— (4) llm ————
z—too 42 + T + 2 z—too 42 4+ 7o + 2 z—too g3 41
2. Calcular
h’IJ]rn Vr+1—x
3. Calcular
lim (25
z—+oo g 4 1
4. Calcular . )
. 3x* + 227+ — 1)6x2+2%1
z—+too" 3t — 2+ 2
5. Calcular \
h'n%(l + 3z)=
6. Calcular
x> —br+6
lm ———
-2 32 — 3+ 2
7. Calcular
i 23 —3224+3x -1
im
e—1 3 — 42?2 4 br — 2
8. Calcular

33 + 522 —
im
x—0 423 4+ Tx? 4 22
9. Estudiar la continuidad de la funcién:

{1+a:, sizx <0

z+1

flz) =

, stz >0
x
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10. Estudiar la continuidad de la funcion:

1
-, siz <0
L xXr
f@):=9 241, sio<z<1
3z, sixz>1

9 Derivacién. Representaciéon de curvas

Se llama derivada de una funcién en un punto b al

b h) )
h—0 h

si existe como nimero real. En tal caso, y esa es su interpretacion geométrica,
ese valor, que se denota por f'(b) , es la pendiente de la recta tangente a la
grafica de f en el punto (b, f(b)), cuya ecuacién es

y— f(b) = [f(b).(x =)

Toda funcién derivable siempre es continua no siendo cierto el reciproco
( tomar f(z):=| x| en el punto 0 ).
Las formulas fundamentales de derivacién son:

Suma: (f +9)'(x) = f'(x) £ g'(x)
gmductor (f.9)(x) = f'(2).9(x) + f(x).9'(x)
ociente:
Fyipy = '(@)-9(@) — f(2).9'(2)
()@ e
Regla de la cadena: (f o g)(x) = f'(9(z)).¢ ()

Derivada de la funcién inversa: Si f tiene inversa g y f'(x) # 0 entonces

siy = f(x).

Las derivadas de las funciones elementales viene expresadas en la siguiente
tabla
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V1— 22

f(@) f(@) f(x) f()
k 0 b
arccos x —
V1— 22
P paP~t arctan o L
1+ 2?2
V' . h h
VT senh x coshx
nvan1
a” a”loga cosh x senh z
1 2
log, x tanh x 1 —tanh”x
xloga
1
sen x cos T arg senh x
2 +1
1
cos T —senx arg cosh
x?—1
2 1
tan x 1+ tan“zx ||| argtanz
1 — a2
. 1
arcsin

28




Un artificio que aligera considerablemente la derivacién de funciones com-
plicadas es la denominada derivacion logaritmica: consiste en tomar logarit-
mos en la expresion a derivar, aplicar las reglas y despejar la derivada de
la funcion. Esta especialmente dedicado a expresiones en las que aparece la
variable también en el exponente. Sea, por ejemplo y = z” . Tgmando loga-

ritmos (neperianos) queda logy = x log z ; derivando se tiene vy _ logx+1,
Y
en definitiva despejando la y,
y =a2"(logz + 1)

formula que se puede incorporar a la tabla anterior aunque es mas 1til recor-
7 . . x
dar la técnica usada (tratar de derivar y =z .)

Ejercicio de autocomprobacién: Derivar

1+ senh(2z —9)

tan
| 11
(arg tanh 108" — 1)

) 5 — Vcos z?
y = |sene cos Vo —3 ° _ *farccos log a3

Advertencia: Es evidente que quien sepa derivar con cierta soltura con-
siderara exagerado el ejercicio y quien tenga dificultades huirda de él. En
realidad gracias a la regla de la cadena y las reglas de derivacién no se trata
mas que de muchos ejercicios reunidos en uno solo. Trocee el lector e imagine
como lo concluiria. Si le interesan los retos solo necesita paciencia y papel.

Una de las aplicaciones mas interesantes de las derivadas es la de pro-
porcionarnos graficas de funciones arbitrarias. Para ello nos basamos funda-
mentalmente en las siguientes propiedades:

Una funcién derivable es estrictamente creciente en los puntos en los que
su derivada es estrictamente positiva siendo estrictamente decreciente en los
puntos donde esa derivada es estrictamente negativa.

Los extremos de una funcién derivable son siempre solucion de la ecuacion
que resulta de igualar su derivada a cero. Ese extremo resulta ser un maximo
local si su segunda derivada (si existe) es negativa en el punto, y minimo local
si es positiva.

Una funcién dos veces derivable es convexa (U ) en un punto si su se-
gunda derivada es positiva en él, siendo céncava ( N ) si es negativa. Los
puntos de inflexién (puntos en los que la funcién pasa de convexa a céncava
o viceversa) son siempre soluciones de la ecuacién que resulta de igualar su
segunda derivada igualada a cero.
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Para esbozar graficas convendra hacer uso de otros detalles como el do-
minio, puntos de corte con los ejes, asintotas, limites en el infinito ...etc.

Otros resultados fundamentales sobre funciones derivables son:

Teorema de Rolle : Si f : [a,b] — R es continua y derivable en
Ja,b[ siendo f(a) = f(b), se tiene que existe, al menos, un ¢ entre a y b tal
que f'(c) =0

Teorema del valor medio :: Si f : [a,b] — R es continua y derivable
en Ja,b| existe, al menos, un ¢ entre a y b tal que se cumple la llamada
Formula de Lagrange

f() = fa) = f'(c)(b—a)

Teorema Fundamental del Calculo Integral:: Si dos funciones f,g :
[a,b] — R son continuas y derivables en |a,b[ y tienen en este tltimo
derivadas iguales entonces se diferencian en una constante.

Regla de Bernouilli-L’Hopital: Sean dos funciones continuas y de-
rivables en un intervalo cuyas derivadas no se anulen simultaneamente. Si

!
x
se puede calcular el lim f/( )
z—b g (aj)
x
igual le ocurre al lim M
=—b g()
(la variable x tiende a b siendo éste un nimero real o mas o menos infinito)

valiendo un numero real o infinito, entonces

Ejercicios de autocomprobacién: Representar las funciones

1. Todas las elementales (hdgase una recopilacién de gréficas)
x

2. f(z): .

3. f(x) :=8zx? — a*

4. f(x):=zie®

5. f(x) :=senx + cosx

NOTA: La férmula de Taylor

Sea I un intervalo abierto de R y f : I — R una funcién que admita
derivadas hasta el orden p+1 , siendo la ultima derivada continua. La formula
de Taylor afirma que si a es un elemento de I se cumple para cualquier x de
I la existencia de un c entre a y = tal que

) = )+ L0 oy Do ey

f(p)(a)
p!
P+ (¢)

1!

(x—a)’+ R

siendo R el llamado resto de Lagrange y que vale (z — a)P™, (la

notacién ! significa el factorial, n! := 1.2.3....n)

30



Como caso particular y més usual tenemos la formula de McLaurin cuando

a =0,
f©) -, 1) fP(0)
f(@) = 1(0) + e+ = 4t o
Los desarrollos méas usados son los siguientes (conviene que se comprueben
para asi recordar la férmula). Calcule el lector la expresion de R en cada

Ccaso.

2P + R

v _q r 2?23 P n
e = +ﬁ+§+§+"'+a+
2?2 a2 P
log(1 =r— "+ — (=14 R
og(l+x)==x 5 T3 + (—1) » +
IS ZL’5 x2n—l
—r— (= LR
senz =& — o + 4 +(—1) Gn— 1) +
22 gt 22n
=14 ... _1)rt
cosz =1 TR +(—1) 2n) +R
3 (L’S x2n—l
hx = N T T A 5/
senh x+3.+5!+ +(2n—1)!+
22 gt 2n
Coshx:1+§—|—1+---+ (2n)] + R
Notemos que las funciones seno y seno hiperbdlico sélo tienen exponentes
impares ya que son funciones impare f(—z) = —f(x) , mientras que las

funciones coseno y coseno hiperbdlico sélo tienen exponentes pares ya que
son funciones pares f(—z) = f(z).

Estos desarrollos (que en nuestros casos, al tratarse de funciones que se
pueden derivar indefinidamente, valen para todo orden) nos permiten calcular
aproximaciones de valores que por otro lado serian complicados. Por ejemplo

LI A !
e = —_— —_— — e B
20 3! 1000000000!

= 2,7182818284590452353602874....
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10 Calculo de primitivas y aplicaciones

En esta seccion vamos a ser mas prolijos pues la experiencia indica que
es en la que, dentro del calculo basico, se ha insistido menos.

Sea [ un intervalo de la recta real y f : I — R una funcién. Decimos
que la funcion F' es una primitiva de f en [ si para cada elemento x de él se
tiene

Fl(z) = f(x)
entendiendo en los extremos, si cabe, la correspondiente derivada lateral. Asi
la funcién F(x) := senx es una primitiva de la funcién f(z) := cosx en toda
la recta.

Como una consecuencia del teorema del valor medio en una variable sabe-
mos que dos funciones cuyas derivadas coincidan en un intervalo, en nuestro
lenguaje dos primitivas de una misma funcion, difieren en una constante. Asi
pues conociendo una primitiva las conocemos todas. Al proceso por el que
intentaremos calcular la forma de todas las primitivas de una funcién f se le
denomina wntegral indefinida y lo denotamos como

/f(a:) dx

Por ejemplo
/cosx dz =senx +C

El teorema fundamental del célculo afirma que toda funcién definida y
continua en un intervalo cerrado y acotado tiene primitiva. Una cuestion

diferente es si esa primitiva se puede expresar con lo que coloquialmente lla-

X
, . . _ 2 €Y senx
mamos una férmula. Por ejemplo las funciones e ™" |, — y

se sabe que

no tienen primitiva elemental, es decir segin una férmula al uso, como se
puede ver en D.G. Mead “Integration”, Am. Mathematical Monthly vol. 68,
pégs. 152-156 (1961). Con ello advertimos que, siendo nuestro propdsito dar
métodos de calculo de primitivas, éste puede ser no solo costoso sino impo-
sible. Nos ceniremos a los métodos mas simples pues ellos seran suficientes.

De la definicion de integral indefinida y de las propiedades de las derivadas
se deducen con inmediatez las siguientes :

(PR1) /f’(x) dr = f(z)+C
(PR2)  [(f(@) + 9(@)) dv = [ f(z) o+ [ g(a) da
(PR3) /t.f(x) dx = t./f(x) dxr , (t constante)
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Integrales inmediatas

El primer ejemplo que hemos visto de primitiva se ha deducido del co-
nocimiento de que la derivada de la funciéon seno es la funciéon coseno. De
idéntica manera podemos deducir rdpidamente de las reglas de derivacién
una tabla de las que denominaremos integrales inmediatas. Al obtenerse por
mera inspeccion y ser obviamente un proceso subjetivo deberemos ponernos
de acuerdo en una tabla bésica que serd la siguiente (u es una funcién de la

variable z):

p+1
(Il):/upu’d:p:p+1+0, (p #-1)
a/u
I :/ ‘a* dr =
(I3) u'a" dx loga+c

(15) : /u'cosu dr =senu+ C

= arcsinu + C

u'dx
I7 :/7
(I7) 3
(19) : /u' senhu dx = coshu + C

(I11) : /u'tanhu dx = log(coshz) + C

(I13 = argcoshu + C' =

uw'dx
):/m
=log(u+Vu2—1)+C

Ejemplo 10.1 Calcular

/(33:2 — 5)*zdx

(12):/“53’3 —log | u | +C
(I4):/u’senu dr = —cosu+ C

(I6) : /u’tanu dr = —log| cosu| + C

/
d
(I8) : / 1u+ 22 = arctanu + C'

(110) : /u’ coshu dx = senhu + C

= argsenhu + C =

u'dx
112): | —
m2): [ o
= log(u +vVu?+1)+C

u'dx
(I14) : / i argtanhu + C =

14w
1—wu

1
zilog( )+ C

Aunque podemos desarrollar el cubo, multiplicar por = y desglosar en

integrales del tipo
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6z luego

1 11 1
/(3952 —5)’xdr = 6 /(Sm2 — 5)%6wdr = 5 1(31‘2 —5)t = ﬂ(i’)xz -5+ C

Ejemplo 10.2 Calcular
/ dx
V4 —bax?

Si en la raiz sacamos factor comun 4 se tiene

dx B dx _ dz
/\/4—5x2 /2/155 /2/1(\/2533)2

Multiplicando el integrando por v/5 y, para compensar, dividiendo fuera de
la integral por la misma cantidad queda

?dw

i / ——=£_——— = arcsin V5

Introduccion bajo el signo diferencial

Lo

Vamos a denominar de esta manera a cuando busquemos transformar el
integrando en una fraccién en la que en el numerador tengamos la derivada
del denominador. El resultado es el logaritmo neperiano del médulo del
denominador. Es en realidad utilizar la inmediata (I2) pero la remarcamos
por la importancia que tiene bien como modo de integrar bien como preludio
a otro método.

Ejemplo 10.3 Calcular

I::/ ¢ der J::/tan?)xdx
14 e®

El resultado obviamente es

1
I=log|(1+€")|+C ; J:—§10g|(cos3:v)|—|—0
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Integracion por descomposicion

En los tratados clasicos de cédlculo se suele decir que derivar es técnica
e integrar arte. Dicha afirmacién se justifica en que, por complicada que
sea una funcién, una buena descomposicion de la misma con una correcta
aplicacion de la regla de la cadena y la tabla de derivacién nos puede llevar
sin complicaciones a la obtencion de la derivada. Otra cuestion es el calculo de
primitivas que puede ser hasta imposible bajo la forma de expresion elemental
como ya hemos citado. Hay incluso métodos creados para calcular un tipo
particular de integrales. En este apartado pretendemos ver algunas integrales
sencillas que, pudiéndose hacer de otros modos, se resuelven por métodos
imaginativos descomponiéndolas adecuadamente.

Ejemplo 10.4 Calcular
I .= /taan dx

Si sumamos y restamos la unidad al integrando y descomponemos se tiene

I:/(1+tan2x) dx—/dx:/sec2xdx—i—/d:c:tanx—i-x—i-C

Ejemplo 10.5 Calcular

dx
I:= 2 2
sen?z cos?x

Si usamos que 1 = cos? x + sen? z la integral queda

cos?z +sen’x dx
[:/ 5 . —/ . / 5 = —cotan ¢ + tanx + C
sen?x cos sen cos?x

Ejemplo 10.6 Calcular

V14 x
V1—=x

Si multiplicamos numerador y denominador por v/1 + x se tiene

=arcsenz — V1 —22+C

I := dx

1+2x

=) ai—a® /m /m

Integraciéon por sustitucion
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Teorema 10.7 Teorema de cambio de variable
Sea f una funcién continua y g una funcion de clase C* con derivada no
nula. St x = g(t) tenemos

[ f@) dv= [ fat) o) at

Decimos entonces que hemos hecho el cambio z = ¢(t) y de = ¢'(t) dt, lo
que coincide con la notacién diferencial tradicional.

Ejemplo 10.8 Calcular
/ dx
(1+x)\/x
Hagamos x := t2, con lo que dx = 2tdt, y asi

2tdt dt
/(1+ \/— 1+t2 /1 —2arctant+C—2arctan\/_+C
x)

Integracion por partes

Si tenemos sendas funciones de x, u y v derivables, sabemos que la deri-
vacién del producto nos da

(wv) = u'v +uv'

manteniendo la notacion du = u/dx e integrando la igualdad anterior se tiene
la llamada férmula de integracion por partes

/udv:uv—/vdu

en la que tratamos de reducir la primera integral, a priori maas complicada,
a la segunda mas sencilla. El problema es cémo elegir u y dv. Una primera
indicacién obvia, pero necesaria, es que u debe ser una funcién cuya derivada
sea mas comoda, mientras que v debe tener una primitiva més comoda o,
al menos, que se compensen ambas. Aunque no existen reglas generales de
cuando aplicar este método conviene pensar en él cuando aparezcan funcio-
nes trigonométricas, hiperbdlicas, exponenciales o sus inversas multiplicadas
entre si o con funciones polinémicas.

/xe“” dx

Si hacemos u = x y dv = e* dx , se tiene du = dx y v = e* , con lo que

/xewda::xex—/exdx:xex—ex+C:ex(:c—1)+C

Ejemplo 10.9 Calcular
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A veces el proceso no parece resolver la integral pero una nueva aplicacion
nos resuelve no solo un integral sino dos

Ejemplo 10.10 Calcular
I ::/exserm dx

Si hacemos u = e* y dv = senx dx , se tiene du = e*dx y v = —cosz ,
con lo que

I = —e””cosx—i—/e””cosx dx

Si de principio hubiésemos tenido que calcular J := / e’ cosx dx , ha-

ciendo u = €* y dv = cosx dx , se tendria du = e*dx y v = senx , es
decir

J=¢e"senx — /e“”senm dr =¢e"senx — I =e*senz + e cosx — J
Resolviendo la ecuacién en J queda
1 X
J = 3¢ (senz + cosz) + C

donde hemos colocado al final la necesaria constante de integracion pues el
proceso nos habia llevado a una primitiva. Procediendo similarmente para [

se tendria q
I= éex(senx —cosz) +C

Ejemplo 10.11 Calcular
/ arcsen x dx

dx
Hagamos u = arcsenx , dv = dx con lo que du = —— , y v = x. Asi
g 4 Vi’
/arcsenx dx—a:arcsenx—/ vdr =rarcsenz + V1 — 22+ C
V1—2?

Las integrales del resto de las funciones inversas de las trigonométricas y
de las hiperbdlicas se resuelven de la misma manera.
Ciertas integrales necesitan de la aplicacion del método repetidas veces.

Si pretendemos calcular / z?e” dx veremos que haciendo u = 22 y dv = €* dx
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se reduce a / xe” dx que ya hemos estudiado. Conseguimos, pues, reducir el

exponente de la z. Esto es mas general: si queremos calcular I,, := / e’ dx

haciendo u = 2™ y dv = e” dx se obtiene
n _x
I, =x"e® — 1,4

expresion que se denomina formula de reduccion para ese tipo de integrales.
Eso nos simplifica la tarea para calcular integrales como la siguiente:

Ejemplo 10.12 Calcular
I:= /(x4+5x3—|—x—3)ew dx

Con la notacién anterior debemos calcular I = I, + 513 + I} — 31, =
xle® —4l3 + 513 + I} — 31y = x'e® + I3 + I} — 31y = x'e® + x3e® — 3(2%e” —
20)+1,—31y = (z*+23—32%)e*+ 71, — 31y = (2 +23—32?)e”+Txe®— 101y =
(2 + 2% — 322 + Tz — 10)e” + C.

Integracion de funciones racionales
Para el calculo de las integrales del tipo
P(x
/ (@) .
Q(x)
siendo P y () polinomios en x de grados p y ¢, respectivamente, nos centra-
remos en aquéllas en que p < ¢ , ya que si no fuese asi bastaria dividir ambos
polinomios reduciendo la fraccion al cociente méas una nueva fraccion cuyo

numerador (el resto de la divisién) tiene grado inferior al del denominador
(q). Asi, por ejemplo,

Comencemos estudiando el tipo mas simple

mx —+n

—_—— dx
ax?+bx +c

con m # 0. Para resolverlas buscaremos primero en el numerador la derivada
del denominador (2az+b) y descomponiendo en dos integrales, una inmediata
del tipo (I2) y otra en la que ha desaparecido el coeficiente de la x en el
numerador y en la que, completando cuadrados en el denominador, reducimos
a las integrales inmediatas (I8) ¢ (114)
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Ejemplo 10.13 Calcular

1
I::/iz+ dx
24+r+1

Busquemos en el numerador 2x 4+ 1 que es la derivada del denominador:

2 + 2 2z +1 /
:C__ —_—
2 :c2—|—:1:+1 2 2 4+r+1 2) 224+x+1
1 d
:—log]x2+:c—|—1|——/—x:
2 4

4
Multiplicando numerador y denominador del integrando por 3 se tiene:

1, 2 dx 1 2 + 1
- 5log|x +x+1]—§/m ~log |#*+2+1|——= arctan ——=—+C

( V3 V3
V3

Para resolver el caso general usaremos el método de descomposicion en
fracciones simples. Para ello tendremos en cuenta los siguientes resultados:

Todo polinomio Q(x) de grado ¢ tiene ¢ raices en C. En tal caso dicho
polinomio se puede factorizar como producto de polinomios irreducibles (que
ya no se pueden factorizar) asociados a sus raices del siguiente modo:

(a) Si « es una raiz con indice de multiplicidad r aparece r veces el factor
(x — ).

(b) Si o+ (i son raices conjugadas complejas con indice de multiplicidad
r aparece r veces el factor (r — a)? + 3%

Una vez realizada la factorizacion el cociente gg; se puede escribir como
suma de fracciones de la siguiente manera:
i) Si aparece el factor (x — «) colocaremos la fraccién @ —a) siendo A
un coeficiente real a determinar.
Ay A,

i1) Si aparece el factor (x—a) r veces colocaremos las fracciones

(z—a)" Nz —a)”
siendo Aj,..., A, coeficientes reales a determinar.

Az + B
(x — a)? + (2

i) Si aparece el factor (r — «)? + [3? varias veces podriamos proceder
similarmente como en (7).

Tras la descomposicién se calculan los coeficientes indeterminados y la
integral original queda reducida a integrales que son inmediatas o del tipo
inicial con denominador de grado 2

i) Si aparece el factor (z—a)?+ 32 colocaremos la fraccién
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Ejemplo 10.14 Calcular

]‘_/ dx
) a3 — 522 + 6x

El denominador tiene como raices x = 0, x = 2 y x = 3 luego planteamos
la, descomposicion

1 A B C

23— br2 +6x x+x—2+x—3

Para calcular A, B y C' sumemos las fracciones del segundo miembro de
la igualdad

1 A(x —2)(z — 3) + Bz(x — 3) + Cx(z — 2)

23 — 522 4+ 6 x3 — b5x? + 6x
Identificando numeradores 1 = A(z — 2)(x — 3) + Bx(z — 3) + Cz(z — 2)
podemos proceder de dos maneras, una igualando los coeficientes de ambos
polinomios, y otra al tratarse de una identidad dandole valores a z, exac-
tamente aquéllos que anulan los factores elementales: asi si x = 0 se tiene
6A=1,six =2setiene —2B =1y si x = 3 se tiene 3C = 1. En definitiva

1 11 1 1 1 1

52160 61 22-2 32_3

y, por lo tanto,

1= dx——/ dx—l—
T xr— 2
1 x(x— 3)?

"5y

log|x| 3log |x—2|4+2log |z—3|)+C

|+ C

En la préactica este método se usa cuando estamos en los tres primeros
casos; si nos encontramos en el cuarto existe un método llamado de Hermite
(o de Ostrogadski en textos rusos) para reducir la integral a una en la que
el denominador tenga sélo raices simples (el indice de multiplicidad es la
unidad). En esencia consiste en escribir

1( ) Py(x)
@ ) T Qo)

donde Qy(z) es el polinomio que resulta de escribir los factores de Q(x) una
sola vez, Q1(x) el cociente entre Q(x) y Q2(x), y los numeradores son poli-
nomios con coeficientes indeterminados que se calculan derivando la formula
del método.
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Ejemplo 10.15 Calcular

[::/(1_5%)2

Aparece dos veces en el denominador el factor (1 + x?) cuyas raices son
+i. Segun el método de Hermite debemos escribir

dx Ax+ B Crx+ D
/ - 2T
(1+ 22)? 1+ 22 1+ a2
Derivando la expresion tenemos
1 Al +a?) —2x(Ax+B)+Cx+D _C*+(D—a)z*+(2B+C)z+A+D
(1+a2)2 (14 22)2 14+a22 (14 22)?

Identificando numeradores C =0, B=0,A=Dy1=A+ D ,conlo
1
que A=D = 5 luego

1 =z +1 dx 1 =z +1 ‘ LC
= — — = _———— 4+ —arctanz
21422 2J 1+22 21422 2

Este método se puede aplicar siempre que haya raices multiples sean o
no imaginarias.

Integracion de funciones irracionales

Se entiende por funciones irracionales aquellas que son sumas, restas ,
productos o cocientes de polinomios elevados a exponentes fraccionarios.
Comencemos, como en el método anterior, estudiando el tipo mas simple

mx—+n

dx
vax?+bx +c

con m # 0. Para resolverlas, como alli, buscaremos primero en el numerador
la derivada del radicando del denominador (2ax + b) y descomponiendo en
dos integrales, una inmediata del tipo (I1) y otra en la que ha desaparecido el
coeficiente de la x en el numerador y en la que, completando cuadrados en el
radicando del denominador, reducimos a las integrales inmediatas (I7),(I12)
6 (113).

Ejemplo 10.16 Calcular

I / r+1 d
= | ————=dx
Vot +ax+1
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Busquemos en el numerador 2z + 1 que es la derivada de 2% 4+ = + 1:

1 2 +2 d 1 2 +1 /
— e — l’
Vat+x+1 Nz T3 \/332+:13+

1
:\/I2+$+1+§/ 3
\/ +1

2
Multiplicando numerador y denominador del integrando por — queda

V3

2
3 7l 2z + 1
:\/:v2~|—35+1+%/\/2x+17 Va?+r+1 +£argsenh( vt )+C

I =

&

Unas integrales méas generales son las del tipo

dx,

]::/
var?+bx +c

con P(x) un polinomio de grado p , que se resuelven con lo que tradicional-
mente se conoce como Método alemdn. Segun éste se escribe

= Q(z)Vax? +bx+c+)\/

dx
vVar? +bxr +c

siendo @(x) un polinomio de grado p — 1 , con coeficientes indeterminados,
y A un ntumero real a determinar. El célculo de dichos pardmetros se realiza
derivando la expresién anterior. Asi estas integrales quedan reducidas al
método basico.

Ejemplo 10.17 Calcular

I Azt + 72 — x i
—x2 -2

Escribimos

d
]:(a$3+bx2+cx+d)v—$2—2x+)\/ﬁ,

derivando se tiene:

r+1 n A
V—12 -2 —22 -2

At + T2 —x

m —(3aw2+26$+0) V —:L‘2 — 2I—(al’3+bx2+cm+d)
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operando queda
4ot +72° — v = —(3ax® + 2bx +¢) (=1 — 27) — (ax® + ba® +cr+d)(z+ 1) + A

Igualando coeficientes se obtiene que a = —1 , b=c=0,d = -1y
A =1, luego

I =(1—2*)V—22 -2z

e
= (1-953)\/W+/

=(1- x)\/i—Qx—i—/\/l_xQ =

+2x+1)

\/7 = (1—2*)v—22 — 2v+arcsen(zv+1)+C
1—(z+1

Podemos realizar asi, por ejemplo, todas las integrales del tipo
ar? +bx + c
/\/ax2+bx+cd$:
Vax? + br + c

Son muchas las integrales en las que aparece una funcién racional de x y
de vaz? 4 bx + ¢. Sino se pueden reducir a los métodos anteriores se pueden
realizar los denominados Cambios de Euler:

(i) Var? +br+c=+var+u ,si a>0
(i) Vaz? + br+c=zut/ex ,si ¢>0
(iii) vax? + bx + ¢ = u(x — «) , si @ es una raiz real del trinomio.

Otro tipo habitual de integrales son aquéllas en las que una misma ex-

., ax . .
presién de la forma aparece elevada a varios exponentes racionales

cr +

B f’qﬁ. La integral se reduce a una racional con el cambio
n

B s
ax—i—b_
cx+d

siendo m el minimo comtun multiplo de los denominadores ;.
Ejemplo 10.18 Calcular

I+vae+1
1+\/x—|—

. 1 1 .
La expresion z + 1 aparece elevada a R 3 luego conviene ensayar la
sustitucion x + 1 = u, con lo que dx = 6u’du y se tiene

(1 1
1_6/—+“ _6/ N B s
14 u?
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6 6 3
= ?u7 - gu5 + §u4 —2u® — 3u® + 6u — 3log(1 + u?) — arctanu + C.

Queda sélo deshacer el cambio haciendo v = v/ + 1.

Integracion de funciones trigonométricas

Estudiaremos, en primer lugar, las integrales del tipo

/ f(senx,cosx) dx

donde f es una funcion racional. Estas integrales se reducen a una racional
. x .
usando el cambio tan — = ¢. En tal caso, como x = 2arctant, se tiene que

2dt
dr = ——. También es 1til saber los valores del seno y del coseno en

142
funcion de t. Para ello
T T T T tan Z tan 2t
senszsen§COS§:2tan—cos2—: 2 2

277 27 Tsec?r T “l4tan?i 14 £2

2t
_senz 142 1—¢
T fane 2 1442
1—1t2
Ejemplo 10.19 Calcular
7 ::/ dx
1+senx
Con el cambio citado queda
2dt
14+ ¢2 / dt / dt 2 2
]:/7:2 — =2 =% 40=-—" _iC
L2 1+ 2+ 2t (1+1)? 1+¢ 14+ tan ~
1+t 2

Sin embargo ciertas integrales quedan muy lejos de resultar simples con
este cambio. Asi, por ejemplo

Ejemplo 10.20 Calcular

I = /sen2x00s3:1: dx
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. X .
Con el cambio tan 5 = ¢ se reduce a la racional

t2 1 — t2 3
s | Fa=er
(14 12)8
que requeriria, aplicando el método de Hermite, de la resolucion de un sistema
de once ecuaciones con once incognitas. Sin embargo si la escribimos como

I:= /sen2xcos2xcosx dr = /sen2 z(1 —sen®z) cosx dx

nos damos cuenta que haciendo senx =t se tiene cosz dx = dt y la integral
queda inmediata

B3 senr  sen’z
Pl-—Ndt=———+C = — C.
/ ( ) 3 5 + 3 5 +

En general dada / f(senz, cosx) dr podemos reducirla a una integral

racional mas simple en los siguientes casos:
(i) Si f(—senz,cosx) = —f(senx,cosz) haremos el cambio cosx =t
(ii) Si f(senz, —cosx) = —f(senx,cosz) haremos el cambio senx =t
(iii) Si f(—senx, —cosz) = f(senz,cosx) haremos el cambio tanx =t
Asi, generalizando el ejemplo anterior, seremos capaces de resolver, segiin
la paridad de p o de g, las integrales del tipo

/ sen? z cos? x dx

Para cualesquiera integrales que involucren funciones trigonométricas con-
viene hacer uso de identidades que faciliten la integracién

Ejemplo 10.21 Calcular

I = /sen3$ cos 2z dx

Sumando las identidades (recordar la seccion 4)
sen(A + B) = sen Acos B + sen B cos A
sen(A — B) = sen Acos B — sen B cos A

1
se tiene  sen Acos B = §(sen(A + B) +sen(A — B)), luego

1 1 1
I = 5/(sen5x+senx) dr = —Ecos’c')x— §COSI+C’
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Integracion de funciones hiperbdlicas

Lo dicho en el método anterior se puede repetir palabra por palabra para
las integrales del tipo / f(senhx, cosh ) dx donde

et —e’ " et +e "
senhy = —— coshyx = ——
2 2

teniéndose la identidad basica cosh? z—senh® x = 1. Sin embargo reduciendo
dichas funciones a su expresién exponencial pueden quedar del tipo

/F(e

donde F' es una funcién racional, que se reducen a racionales por el cambio
e’ =1.

Ejemplo 10.22 Calcular

senh T

Si hacemos el cambio coshx =t (ya que al cambiar senh z por —senhx
el integrando cambia de signo) se tiene senhx = +/t> — 1 | con lo que

dt
V2 —1 dt 1+t 1 1—t¢ 1 1 —coshz
-/ -/ 4 C=-lo C = - log(—=10) Lo
2 ~plos(T O = gloele )+ = g loe(i )t
Si, por el contrario, escribimos senhz = % , podemos hacer el
cambio e” =t y se tiene
2dx e’ dx 1+t
R e / -1 D=
er —e " e —1 2 — Og(l —t>+
— log(-—* 2) + D = log _ez)+D
o o
& 1+1 & 1+4e”

Notemos también que como senh x = 2senh g cosh g = 2tanh g cosh? g
se podria haber hecho

1

2 h§
_/ tcoim dx—log]tanh—\—l—f(

x
que es como si hubiésemos aplicado el cambio general tanh 5= t.
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Aunque aqui cada una de las tres expresiones obtenidas por cada método
parezca muy distinta a las otras dos cabe recordar que se diferenciaran en
una constante, por eso hemos expresado cada una de las constantes genéricas
con una letra distinta.

Sustituciones trigonométricas o hiperbdlicas

En algunas integrales de funciones irracionales es posible encontrar las

expresiones
a?—2x? ; Va*+a2? 22 —a?

Si tenemos en cuenta las identidades

cos’t +sen’t =1 ; 14 tan®t =sec®’t ; cotan®t+ 1 = cosec?t
cosh®t—senh?t =1 ; 1—tanh®t =sech®® ; cotanh®t—1 = cosech®t
podremos eliminar las raices con sustituciones del tipo
z=af(t)

siendo f(¢) una funcién trigonométrica o hiperbdlica.

Ejemplo 10.23 Calcular

I / dx g / dx
LS T a2y
Para calcular I hagamos © = senht con lo que dx = cosht dt , siendo
1+ 22 = cosh? z . Por lo tanto

cosht dt dt senh ¢ T
po ety
“cosh3t cosh? t anh -+ cosht + V1422 *

Se podria haber utilizado el cambio x = tant.
Para calcular J hagamos x = sent con lo que dx = cost dt , siendo
1 — 22 = cos?z . Por lo tanto

cost dt dt sent T
J:/ :/' —tant4+C =" o Lo
cos3t cos?t cost V1 — 22

Aqui podriamos haber utilizado el cambio x = tanht.

Una de las aplicaciones del calculo de primitivas es el calculo de areas de
regiones en el plano.

Se llama integral definida de una funcién f en un intervalo [a,b] a la
diferencia de valores que toma cualquier primitiva F' en los extremos, es
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decir, F(b) — F(a). La eleccién de la primitiva es indiferente en virtud de la

b
forma de todas ellas. Denotamos ese valor por / f(z) de = [F(x)]°.
Si f es una funcién no negativa en el intervaloa[a, b], el drea que delimita la
b
grafica de f, el eje de abcisas y lasrectas t=a y v =0 es A := / f(x) dx

a
Si f toma valores positivos y negativos se toma | f | o equivalentemente
se suman los valores absolutos de las correspondientes integrales definidas en
esos intervalos.
Es importante insistir en la diferencia entre drea e integral definida. Pon-
2
gamos un ejemplo: senx dr =0 mientras que el area limitada por
la funcién seno, el eje de abcisas y las rectas =z = 0 y z = 27 es
T 2w
A:/ Senxdac—/ senz de =2 — (—2) =4
0 i
Finalmente, si queremos calcular el drea encerrada ente las funciones f y
g desde a hasta b , debemos calcular

[ 15w = g) | e

Para acabar la secciéon conviene recordar el Teorema Fundamental del
Calculo que afirma que si tenemos una funcién continua f definida en un
intervalo [a,b] , la funcién

es derivable en todo el intervalo y su derivada vale f(x).
Asi, por ejemplo si F(x) := / sent” dt, se tiene que F'(z) = senx?. Si
0

uno o ambos limites de integracion son funcion de la variable se puede aplicar
3

la regla de la cadena: asi, por ejemplo, si G(x) := / sent? dt, la funcién G
0

es la composicién de la F' anterior y la funcién g(x) := 23, estoes G = Fog
con lo que

G'(z) = F'(g9(2)).¢'(x) = sen 2°.32° = 32% sen 2°

Ejercicios de autocomprobacién: Calcular las siguientes integrales:

| [ oo s
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/%_3%+%dx
x

VT

3.
dx
| oot
4.
dx
N =
3. sen x
/ 5 dx
cos‘x —cosx + 1
6.
dx
/xlogaz
7.
/a:\/S + 4x dx
8.
/x3(2 + 72%) dz
9.

dx
EN

1
con el cambio — =u

x
10.
/arctanx dx
11.
/arg senh z dx
12.
/xplogm dvr ; p#—1
13.

/ sen’z dr y / cos® dx

usando integracién por partes y sin usarla.
14.
/(2$4 —52° —2® + 1 — 1) cosx dx

hallando previamente una féormula de reducciéon para las integrales

I, ::/xpcosa; dex 'y J, ::/:cpsenx dx
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15.
/\/@2—x2d1: : /\/a2+x2d:c : /\/xQ—azd:c :

por partes, por el método aleman y por sustituciones trigonométricas o hi-

perbdlicas.
16. i
x
—d
/ 2tz —2

17. .

x

d
/x3—2$2—2x—3 !

18.

/ dx

(x —1)2(x+1)3

por descomposicion y por el método de Hermite.
19.

T+ 2 d
R — :L.
Vai+ax—2
20.

/ x3dx

V1 — a2

por el método aleman, por sustitucion trigonométrica y por la sustitucion
2

¢ =u.

21.
dx
1+senx +cosx
22.
/ dx
1+ sen?x
23.
/ cos?z sen®x dx
24. A
/ sen3 z e
cos3 &
25.

/ sen bz sen 3x cos 2z dx

26. Hallar el 4rea encerrada por las curvas y = 22 , x = y?

27. Idemy = 2% , 2 +y =2
28. Idem y =senx , y = cos entre 0y 5
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29. [demy=¢e" ,y=2,2=0
30. demy =2 ,y=x+sen’z ,2=0,0v=m
31. Derivar la funcién: F(z) ::/ cos’ t dt

0

32. Idem F'(x) ::/ — dt
1

33. Idem F(z) := / (t+3)dt

34. Idem F(z) :=

35. Idem F'(z) :=

11 Apéndice: La demostraciéon en Matematicas

El método habitual de exposicion de una teoria matematica es el axiomatico:
en él se establecen unos principios basicos que se llaman postulados o azio-
mas que se admiten como verdades sin demostraciéon. Con un esquema logico
se desarrolla la teorfa en la que se demuestran los resultados. Vamos a pre-
sentar alguno de los métodos de demostraciéon usados en Matemaéticas y, en
particular en estas notas. No entraremos en discusiones mas o menos pro-
fundas sobre la fundamentacién y axiomatica de las mismas.

Demostracién constructiva:

Llamaremos asi a aquella en la que debemos probar la existencia de un
objeto matematico que construimos explicitamente. Por ejemplo el calculo
de las soluciones de la ecuacién de segundo grado con una incognita

ar®* +br+c=0 , a#0

Vamos a completar el miembro de la izquierda hasta obtener un cuadrado:
2

multipliquemos ambos miembros por a y sumemos T obteniendo

2 9 2 b2
b - = —
a“x” + abx + + ca

es decir ) 2 ; 2
(ax+§)2= 1 (ax+§)2 = —Tac

de ahi
2ax + b = +Vb% — 4ac
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y despejando la x se obtienen las soluciones

B —b+/b? — 4dac B —b—Vb? — 4dac
N 2a 2a

Ty Lo =
Demostracién existencial no constructiva:
Es aquella en la que se prueba la existencia de un objeto pero no somos
capaces de dar su construcciéon. Consideremos, como ejemplo, la ecuacién

P+t +r—1=0

Aseguramos que tiene una raiz real entre 0 y 1. En efecto si se toma la funcién
f(x) =234+ 2>+ 2 —1 setiene que f(0) =—1 mientras que f(1)=2.
Al ser f continua, el teorema de Bolzano nos asegura que debe existir un
nimero c real tal que f(c) = 0. Para poder calcular ese ¢ deberemos buscar
otro método pues la prueba no nos lo construye.

Demostracion por reduccién al absurdo:

Es una demostracion basada en el principio de que la negacion de la
negacién de una proposicién es ella misma. Supongamos que tenemos que
probar una proposicion P. Se parte de la hipdtesis de que la negacion de
P es cierta y por procedimientos validos se llega a una contradiccién bien
con los principios légicos bien con las hipdtesis planteadas. La contradiccion
obliga a que la negacién de P sea falsa luego P es valida.

Como ejemplo probemos, como hemos anunciado en la secciéon 2 que

. . . . p . P
V2 no es racional. Si tal nimero fuera racional se podria escribir (-)? =
q

2. Vamos a considerar que la expresién es irreducible. En tal caso p? =
2¢%, luego p* es multiplo de 2 y, por lo tanto, también lo es p (;porqué?).
Escribamos p = 2r , Asi 4r?> = 2¢> , y por ende, 2r?> = ¢%; como antes
¢* es miultiplo de 2 y, por lo tanto, también lo es ¢. Hemos llegado a la
contradiccion de suponer g irreducible pero obtener que se puede reducir

pues su elementos son pares. La suposiciéon era falsa y la raiz de 2 no puede
ser racional.

Demostracion por induccion matematica:

Se basa fundamentalmnte en la estructura de los niimeros naturales.

Sea P(n) una proposicién que depende del niimero natural n. Para probar
que es cierta basta con probar:

(1) Que P(1) es cierta

(2) Que, bajo la hipdtesis de que P(n) es cierta, se puede probar P(n+1).

Una imagen interesante es una figura realizada con fichas de dominé de
forma que si cae una ficha cae la siguiente. Basta con que tiremos la primera
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y caerd todo el entramado. Mas formalmente P(1) es cierta por (1), P(2)
es cierta aplicando (2) para n = 1, P(3) es cierta aplicando (2) para n = 2,
P(4) es cierta aplicando (2) para n = 3,... y asi sucesivamente cubrimos tras
un numero finito de pasos cualquier P(n).

Veamos un ejemplo: probaremos que para cualquier natural n la suma de

1
los n primeros nimeros naturales es 1 +2+ ...+ n = @
1(1+1
Para n = 1 es inmediato pues 1 = (4—”
Supongamos la formula cierta para n; entonces
n.(n+1
I1+2+ .. +n+(n+1)= %%—(n—i—l) =
n n+1).(n+2
:(n+1).(§+1): ( )2( )

que es la formula para n + 1.

NOTA FINAL: Como se habra comprobado el contenido de las seccio-
nes no es homogéneo y puede ser incluso discutible. Se trata de una segunda
version de la ya iniciada en Ingenieria Quimica a finales del siglo pasado y de-
beria ser el germen de un curso “cero” de Matematicas dirigido a estudiantes
de Ciencias e Ingenierias. Su unico objeto es ser ttiles y son, por supuesto,
mejorables. Se agradecera que cualquier errata o sugerencia se haga llegar
por correo electrénico a la direccién Rafael.Crespo@uv.es o, por correo or-
dinario al Departament d’Analisi Matematica de la Universitat de Valencia,
Edificio de Investigacion, Campus de Burjassot-Paterna. 46100 Burjassot
(Valencia).
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