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Resumen . Este artículo resume una investigación, aún no finalizada, que se encuadra en la

que, sobre la demostración matemática, realizan, en la Universidad de Valladolid, T. Ortega y M.

Ibañes. Consta de dos partes. En la primera se definen y comentan varias dimensiones de la

demostración matemática. En la segunda, se toman como base estas dimensiones para formular

algunos analizadores específicos para el tratamiento de la demostración, y se aplican a los libros de

texto de Matemáticas I, de primer curso de Bachillerato, en el tema de Trigonometría.

El Ministerio de Educación y las Consejerías de Educación de las Comunidades Autónomas,

en sus propuestas curriculares, utilizan un esquema con cuatro componentes. objetivos, contenidos,

metodología y evaluación. Sin embargo, Rico (1997) considera que el empleo de esta

caracterización, en tareas de diseño y planificación del trabajo para el aula, resulta inadecuado.

Por este motivo, este autor busca otros elementos que permitan la elaboración de las unidades

didácticas en matemáticas, y llama organizadores “a aquellos conocimientos que adoptamos como

componentes fundamentales para articular el diseño, desarrollo y evaluación de unidades

didácticas”. Define estos cinco organizadores del curriculo:

- Los errores y dificultades usualmente detectados en el aprendizaje de cada tema.

- La diversidad de representaciones utilizadas para cada sistema conceptual.

- La fenomenología de los conocimientos implicados y las aplicaciones de cada

bloque de contenidos.

- La diversidad de materiales y los recursos que pueden emplearse.

- La evolución histórica de cada campo o de cada concepto.

Además, entendemos, que estos organizadores deben concretarse en cada tema y

completarse con otros, más específicos del tema en cuestión. En el trabajo de investigación que aquí

se resume, se definen y estudian diversas dimensiones de la demostración matemática (primer

apartado), a partir de las cuales se formulan algunos analizadores específicos para el tratamiento de

la demostración, que se aplican en el análisis de textos de primer curso de Bachillerato, en el tema

de Trigonometría (segundo apartado).

1. Dimensiones de la demostración

En este apartado se presentan brevemente cuatro dimensiones de la demostración

matemática: histórica, epistemológica, instrumental y cognitiva.
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Dimensión histórica

Hemos realizado un estudio muy detenido de la evolución histórica de los razonamientos de

validación, siguiendo las investigaciones de distintos especialistas prestigiosos: Boyer (1987),

Kleiner (1991), Kline (1992), de Lorenzo (1977), Wilder (1967), etcétera, y, en ocasiones, también

hemos acudido a las primeras fuentes. No obstante, nuestra intención no ha sido realizar una

investigación en historia de las matemáticas, tema en el que no somos especialistas, hacer algunas

reflexiones que pueden ser útiles para su enseñanza:

- No existe un modelo de demostración independiente de la época ni de las personas

que han construido el conocimiento matemático.

- Las exigencias de rigor en la argumentación matemática han ido variando a lo largo

de la historia.

- El rigor absoluto es inalcanzable: nunca se ha podido conseguir una certeza total en

los resultados obtenidos.

- No debemos pensar que la idea actual de demostración es la última palabra.

- No ha habido siempre un total acuerdo entre los matemáticos en cuanto a la

conveniencia de los conceptos y procedimientos utilizados.

- Resulta enriquecedora la búsqueda de distintas fundamentaciones para una teoría,

diferentes explicaciones para un resultado, y distintas técnicas para una demostración.

- Esta diversidad se manifiesta también en las finalidades de la demostración.

Dimensión epistemológica

La demostración es una clase de argumentación típica de las Matemáticas, ya que los

procedimientos de verificación que se utilizan en otras áreas del saber son de distinta naturaleza.

Así, los de las ciencias experimentales se basan en la evidencia empírica de los hechos, los de la

economía en la evidencia estadística de los resultados, y los de la historia en la evidencia de los

datos y de los documentos.

En la literatura especializada -por ejemplo, Bourbaki (1970), página E I.22- aparecen

definiciones esenciales de lo que se entiende por demostración de un teorema matemático: una

sucesión de deducciones lógicas rigurosas desde alguna proposición ya aceptada hasta la que se

pretende probar. Sin embargo, en la enseñanza secundaria interesa considerar la demostración en un

sentido no formal. Por este motivo, los investigadores en didáctica señalan distintos niveles de

demostración: Van Dormolen (1977), Bell (1979), Semadeni (1984), Balacheff (1987), Blum y

Kirsch (1991), Van Ash (1993), Movshovitz-Hadar (1996),  Miyazaki (2000), son ejemplos de ello.

Otra posibilidad es contentarse con una definición descriptiva, para lo que basta observar

detenidamente las demostraciones que figuran en los textos. En este sentido, Ibañes y Ortega (1997)

revisan las demostraciones más usuales en bachillerato y proponen una clasificación de las técnicas

de demostración, que tiene en cuenta distintos criterios. Así, si se atiende a la estructura lógica del

enunciado se obtienen diferentes tipos: de condición necesaria o suficiente y de condición

necesaria y suficiente; si, además, se refieren a la existencia de algún objeto matemático, pueden ser
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de existencia simple, de existencia y unicidad, o de imposibilidad. Si se atiende a los

procedimientos lógicos , hay que considerar distintos métodos: silogismo, demostración por casos ,

reducción al absurdo, inducción completa, el método constructivo, y demostraciones por analogía

y dualidad. Atendiendo a los procedimientos matemáticos, se encuentran los estilos: geométrico, el

algebraico, el de coordenadas, el del análisis matemático, etcétera. Por último, considerando el

procedimiento de exposición, se obtienen los modos: el sintético o directo y el analítico o indirecto.

Dimensión instrumental

Tradicionalmente se ha considerado que el fin primordial de la demostración consiste en

verificar la proposición objeto de estudio. Sin embargo, de Villiers (1993) presenta un modelo en el

que distingue las siguientes funciones:

- Verificación, concerniente a la verdad de una afirmación.

- Explicación, profundizando en por qué es verdad.

- Sistematización, la organización de varios resultados dentro de un sistema de

axiomas, conceptos fundamentales y teoremas.

- Descubrimiento, es decir, el descubrimiento o invención de nuevos resultados.

- Comunicación, la transmisión del conocimiento matemático.

La reciente creación de programas de ordenador de geometría dinámica, que permiten

investigar fácil y rápidamente si una determinada conjetura es cierta o no, traslada aún más el

interés de utilizar demostraciones en la enseñanza hacia otras funciones distintas de la simple

verificación. En Ibañes y Ortega (1998) se estudia la incidencia que tienen, en este sentido,

visualizaciones con CABRI II de un teorema de Geometría. Por otro lado, de Villiers (1995) expone

algunos ejemplos en los que utiliza la  demostración para el descubrimiento de nuevas

proposiciones. En este mismo sentido, Ibañes (2001b) analiza la demostración de un teorema de

Geometría y, aplicando diversas estrategias de descubrimiento –Polya (1966)-, obtiene otros siete

teoremas.

Otras investigaciones que abordan las funciones de la demostración son: Renz (1981),

Hanna (1989), Hersh (1993), van Asch (1993), Thurston (1995), Hanna (1995), Hanna y Janke

(1996), Ibañes (1997), etcétera.

Dimensión cognitiva

Desde nuestra experiencia docente e investigadora, enriquecida con las valiosas aportaciones

de numerosos investigadores –Arsac, Balacheff, Bell, Chazan, Duval, Fischbein, Hanna, Harel,

Sowder, y de Villiers, entre otros-, en Ibañes (2001a) nos permitimos señalar algunas fases en la

comprensión de las demostraciones:

1. Fase de interpretación:

- Entender el problema y la clase de solución que requiere (esquema de prueba).

- Comprender los términos matemáticos empleados.
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- Interpretar las proposiciones lógicas, las expresiones usuales, las palabras de enlace

y la notación utilizada.

- Reconocer el proceso como una demostración.

2. Fase de análisis:

- Identificar el tipo de enunciado.

- Identificar la hipótesis y la tesis del teorema.

- Recordar los resultados anteriores que se aplican en la demostración.

- Revisar los pasos y comprobar la corrección del razonamiento.

3. Fase de síntesis:

- Identificar las líneas maestras y las ideas clave de la demostración.

- Comprender globalmente el proceso.

4. Fase de profundización:

- Reconocer el significado del teorema.

- Identificar las técnicas empleadas: métodos, estilos y modos.

- Valorar las funciones que cumple la demostración estudiada.

- Buscar otras formas de demostrar el resultado.

- Estudiar sus posibles generalizaciones.

- Relacionar el teorema con otros resultados conocidos.

La investigación y desarrollo de todos estos aspectos resulta una inmensa tarea imposible de

abordar en un solo trabajo de investigación, por lo que en Ibañes (2001a) hemos partido de lo que

nos parece más básico y constituye la raíz de toda la cuestión:  los esquema de prueba de los

alumnos. El estudio de este aspecto nos condujo, de forma natural, a la consideración de otros dos:

el reconocimiento de procesos y las repercusiones de la presencia de algunas expresiones en el

enunciado de un teorema, aspectos incluidos en la primera fase de las anteriormente descritas.

Harel y Sowder (1998) definen: "A person's proof squeme consist of what constitutes

ascertaining and persuading for that person", y clasifican estos esquemas de prueba en: esquemas

de convicción externa, empíricos y analíticos. Además, cada uno de ellos los subdividen varias

clases. En Ibañes (2001a) se pone de manifiesto que el concepto de esquema de prueba no debe

presentarse exclusivamente en términos de verificación –como hacen Harel y Sowder-, sino que

deben tenerse en cuenta otras funciones de la demostración (de Villiers). Además, se obtiene, en

primer lugar, que los alumnos de primer curso de bachillerato se encuentran en un estado de

transición entre los esquemas inductivos y los intuitivo-axiomáticos, estado de transición que se

pone de manifiesto por la dependencia del esquema respecto de la tarea propuesta, por la

coexistencia de varios esquemas en una misma persona y por la evolución observada en los alumnos

en este aspecto. En segundo lugar, la dependencia respecto de la tarea nos llevó a considerar y

definir diversas modalidades de esquema de prueba: esquemas utilizado, aceptado, adherido,

declarado, etcétera. Y, en tercer lugar, fue necesario introducir nuevas categorías de esquemas de

prueba –véase también Ibañes y Ortega (2001)-.
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2. La demostración en los libros de texto de Bachillerato

El análisis de textos se puede llevar a cabo desde diversas perspectivas. Ortega (1996)

presenta un modelo de valoración. Más recientemente, varios autores basan sus propuestas en los

organizadores de Rico (1997), por ejemplo, Haro y Torregrosa (2002). Martín (2002) utiliza

también este sistema, que completa con unos analizadores específicos para los temas de

Probabilidad y Estadística. Nosotros pretendemos formular analizadores específicos para la

demostración.

Las dimensiones anteriormente consideradas proporcionan una base para definir una lista,

muy numerosa, de categorías específicas para el análisis del tratamiento de la demostración

matemática. Como no pretendemos ser exhaustivos, sino presentar las que consideramos más

importantes, citaremos las siguientes:

1. Clase de justificación utilizada (esquemas de prueba y niveles de demostración).

2. Si es una demostración, se consideran las técnicas empleadas –método, estilo y

modo-.

3. Valoración de las funciones que cumple la prueba empleada. 

4. Reflexiones sobre el reconocimiento de procesos (distinción e identificación).

5. Expresiones usuales y específicas que utiliza: conectivas lógicas, palabras de

enlace, etcétera.

6. Claridad y corrección del enunciado.

7. Explicación y corrección de los pasos de la prueba.

8. Idea global del proceso seguido.

9. Significado del teorema e interpretaciones.

10. Reconocimiento del proceso (consecuencias).

11. Otras vías de justificación.

12. Estrategias para el descubrimiento de nuevos resultados.

Estos analizadores específicos complementan, en el caso de la demostración, a los

organizadores más generales propuestos por Rico (1997). En nuestra investigación hemos aplicado

estos analizadores en el tema de Trigonometría de Matemáticas I (primer curso de Bachillerato).

Para ello, se han revisado once libros de texto de esta asignatura, publicados en castellano, y

elegidos por ser los de mayor difusión –según las librerías especializadas-. Se han estudiado las

justificaciones que dan los textos para los siguientes resultados: relaciones fundamentales entre las

razones trigonométricas; razones trigonométricas de ángulos notables; fórmulas trigonométricas

para la suma y diferencia de ángulos, el ángulo doble y el ángulo mitad; el teorema de los senos; y,

el teorema del coseno. Fruto de este análisis son las siguientes reflexiones:

- Casi siempre se trata de demostraciones más o menos completas y rigurosas. Sólo

en alguna ocasión no se justifica un resultado. Parece que sería conveniente proponer

también otras justificaciones alternativas para que los alumnos apreciaran las características

de los distintos procesos.
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- No se emplea otro método que el de silogismo (aunque, a veces, se consideran

casos). Esto parece razonable dado que los alumnos de primer curso están iniciándose en las

demostraciones. En segundo de Bachillerato se emplean los métodos de reducción al

absurdo e inducción completa, que sería interesante analizar.

- Los estilos son uniformes en cada teorema. Resultaría muy ilustrativo presentar dos

o más demostraciones con distintos estilos. Por ejemplo, el teorema del coseno puede

demostrarse de muchas maneras –algunas están recogidas en Esteban, Ibañes y Ortega

(1998), páginas 192 a 195-. La del estilo vectorial es muy adecuada para que fuera expuesta,

o propuesta, en el capítulo de vectores; sin embargo, ninguno de los libros consultados lo

hace.

- Donde hay más variedad es en el modo de exposición, puesto que se han encontrado

tanto el sintético como el analítico. Entendemos que el predominio del modo analítico

constituye un acierto de los autores, puesto que este modo de exposición está más próximo

de las claves del descubrimiento del resultado que el sintético.

- Los libros de texto consultados no hacen ningún comentario acerca de las funciones

que cumplen las demostraciones expuestas. La intención que se observa es la de simple

verificación. Sería conveniente que se resaltaran otras funciones, especialmente la de

explicación.

- Los profesores y los autores de los libros de texto deberían esforzarse por exponer

demostraciones que expliquen por qué el resultado es cierto.

- Sería conveniente fomentar la función de descubrimiento de la forma expuesta en el

apartado de las dimensiones de la demostración.

- La utilización de otra clase de justificaciones -comprobaciones sistemáticas,

pruebas visuales, etcétera-  suministraría a los alumnos el convencimiento de que el

resultado es cierto, y reservaría para la demostración el cumplimiento de otras funciones.

- No hay comentarios explícitos con el fin de llamar la atención sobre la clase de

razonamiento que se hace, sus características, y sus efectos, o para distinguirlo de otras

posibles justificaciones. La muestra más clara, en este sentido, que se encuentra en los

textos, es la referencia al proceso, o su titulación, como una “demostración”. En muchos

casos ni siquiera se califica el procedimiento empleado.

- En los enunciados de los teoremas considerados que se refieren a fórmulas –los tres

primeros-, evidentemente no incluyen las expresiones específicas del lenguaje matemático

que se estudian en este trabajo. Pero, conviene destacar que algunos textos incluyen el

símbolo ⇒, sin explicar su significado.

- En los teoremas de los senos y del coseno, aparecen las expresiones “en un

triángulo”, “en un triángulo cualquiera”, “en todo triángulo”, cuya incidencia se estudia en el

capítulo II de Ibañes (2001a).

- En otros teoremas, sobre todo los referidos a funciones, los textos examinados

contienen algunas de las expresiones que se estudian en el capítulo IV de Ibañes (2001a):
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“condición necesaria”, “condición suficiente”, “si, y sólo si”, etcétera. La utilización de estas

expresiones se hace general en los libros de texto de 2º de Bachillerato.

- En ningún caso se ha encontrado una explicación global del proceso, es decir,

ninguna explicación de las líneas generales que se han seguido, lo que resulta fundamental

para su comprensión.

- En muchos casos también falta un comentario acerca de lo que significa el teorema,

de las relaciones que establece, y de su utilidad.

- También se ha podido observar que, muy frecuentemente, no se separa con claridad

el enunciado del teorema de su demostración, lo que puede dificultar la distinción del papel

que juega cada uno de ellos.

- Los autores se limitan a dar una demostración para cada teorema estudiado. Como

ya se ha comentado, sería interesante –desde distintos puntos de vista- presentar también

otro tipo de justificaciones y alguna demostración más.

De los anteriores puntos se deduce cierta preocupación por demostrar los teoremas como si

se tratara de un trámite obligado y no ser acusados de falta de rigor, pero se emplean pocos recursos

en hacer comprensibles esas demostraciones, en prevenir errores y dificultades, en acudir a las

fuentes, en diseñar materiales de apoyo, en resaltar sus características, en detenerse en sus

razonamientos, en reconocer sus técnicas, en destacar sus funciones, y en potenciar su utilización.
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