Analizadores especificos para la demostracion matematica.
Aplicacion a los textos en el tema de Trigonometria en Bachillerato
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Resumen. Este articulo resume una investigacion, alin no finalizada, que se encuadraen la
que, sobre la demostracion matemética, realizan, en la Universidad de Valladolid, T. Ortegay M.
Ibafies. Consta de dos partes. En la primera se definen y comentan varias dimensiones de la
demostracion matemética. En la segunda, se toman como base estas dimensiones para formular
algunos analizadores especificos para el tratamiento de la demostracion, y se aplican alos libros de
texto de Matematicas |, de primer curso de Bachillerato, en €l tema de Trigonometria.

El Ministerio de Educacién y las Consgjerias de Educacion de las Comunidades Auténomeas,
en sus propuestas curriculares, utilizan un esquema con cuatro componentes. objetivos, contenidos,
metodologia y evaluacién. Sin embargo, Rico (1997) considera que € empleo de esta
caracterizacion, en tareas de disefio y planificacién del trabajo para el aula, resulta inadecuado.
Por este motivo, este autor busca otros elementos que permitan la elaboracion de las unidades
didécticas en mateméticas, y llama organizadores “a aguellos conocimientos que adoptamos como
componentes fundamentales para articular €l disefio, desarrollo y evaluacion de unidades
didécticas’. Define estos cinco organizadores del curriculo:

- Los erroresy dificultades usual mente detectados en el aprendizaje de cada tema.

- Ladiversidad de representaciones utilizadas para cada sistema conceptual.

- La fenomenologia de los conocimientos implicados y las aplicaciones de cada
bloque de contenidos.

- Ladiversidad de materialesy los recursos que pueden emplearse.

- Laevolucion histérica de cada campo o de cada concepto.

Ademés, entendemos, que estos organizadores deben concretarse en cada tema y
completarse con otros, més especificos del temaen cuestion. En €l trabajo de investigacion que aqui
se resume, se definen y estudian diversas dimensiones de la demostracion matematica (primer
apartado), a partir de las cuales se formulan algunos analizadores especificos para el tratamiento de
la demostracién, que se aplican en el andlisis de textos de primer curso de Bachillerato, en el tema
de Trigonometria (segundo apartado).

1. Dimensiones de la demostracioén

En este apartado se presentan brevemente cuatro dimensiones de la demostracion
matematica: historica, epistemoldgica, instrumental y cognitiva.

-1-



Dimension historica
Hemos realizado un estudio muy detenido de la evolucion historica de los razonamientos de
validacion, siguiendo las investigaciones de distintos especiaistas prestigiosos. Boyer (1987),
Kleiner (1991), Kline (1992), de Lorenzo (1977), Wilder (1967), etcétera, y, en ocasiones, también
hemos acudido a las primeras fuentes. No obstante, nuestra intencién no ha sido redizar una
investigacion en historia de las matematicas, tema en e que no somos especiaistas, hacer algunas
reflexiones que pueden ser (tiles para su ensefianza:
- No existe un modelo de demostracion independiente de la época ni de las personas
gue han construido el conocimiento matemético.
- Las exigencias de rigor en la argumentacion matemética han ido variando alo largo
delahistoria.
- El rigor absoluto es inalcanzable: nunca se ha podido conseguir una certeza total en
|os resultados obtenidos.
- No debemos pensar que laidea actual de demostracion es la Ultima palabra.
- No ha habido siempre un total acuerdo entre los matematicos en cuanto a la
conveniencia de los conceptos y procedi mientos utilizados.
- Resulta enriquecedora la busqueda de distintas fundamentaciones para una teoria,
diferentes explicaciones para un resultado, y distintas técnicas para una demostracion.
- Esta diversidad se manifiesta también en las finalidades de la demostracion.

Dimension epistemol égica

La demostraciéon es una clase de argumentacion tipica de las Mateméticas, ya que los
procedimientos de verificacion que se utilizan en otras é&reas del saber son de distinta naturaleza.
Asi, los de las ciencias experimentales se basan en la evidencia empirica de los hechos, los de la
economia en la evidencia estadistica de los resultados, y los de la historia en la evidencia de los
datosy de los documentos.

En la literatura especializada -por ejemplo, Bourbaki (1970), pagina E |.22- aparecen
definiciones esenciales de lo que se entiende por demostracién de un teorema matemético: una
sucesion de deducciones légicas rigurosas desde alguna proposicién ya aceptada hasta la que se
pretende probar. Sin embargo, en la ensefianza secundaria interesa considerar |a demostracién en un
sentido no formal. Por este motivo, los investigadores en didactica sefialan distintos niveles de
demostracion: Van Dormolen (1977), Bell (1979), Semadeni (1984), Balacheff (1987), Blum vy
Kirsch (1991), Van Ash (1993), Movshovitz-Hadar (1996), Miyazaki (2000), son gemplos de €ello.

Otra posibilidad es contentarse con una definicién descriptiva, para lo que basta observar
detenidamente |as demostraciones que figuran en los textos. En este sentido, |bafiesy Ortega (1997)
revisan las demostraciones mas usuales en bachillerato y proponen una clasificacion de las técnicas
de demostracion, que tiene en cuenta distintos criterios. Asi, si se atiende a la estructura |6gica del
enunciado se obtienen diferentes tipos: de condicion necesaria o suficiente y de condicion
necesariay suficiente; si, ademés, se refieren ala existencia de algun objeto matemaético, pueden ser
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de existencia simple, de existencia y unicidad, o de imposbilidad. S se aiende a los
procedimientos 16gicos, hay que considerar distintos métodos: silogismo, demostracién por casos,
reduccion al absurdo, induccion completa, el método constructivo, y demostraciones por analogia
y dualidad. Atendiendo a los procedimientos matematicos, se encuentran los estilos. geométrico, €l
algebraico, € de coordenadas, € del andlisis matematico, etcétera. Por Ultimo, considerando el
procedimiento de exposicion, se obtienen los modos: € sintético o directo y el analitico o indirecto.

Dimension instrumental

Tradicionalmente se ha considerado que € fin primordial de la demostracion consiste en
verificar la proposicion objeto de estudio. Sin embargo, de Villiers (1993) presenta un modelo en el
gue distingue las siguientes funciones:

- Verificacién, concerniente ala verdad de una afirmacion.

- Explicacion, profundizando en por qué es verdad.

- Sstematizacion, la organizacion de varios resultados dentro de un sistema de
axiomas, conceptos fundamentalesy teoremas.

- Descubrimiento, es decir, el descubrimiento o invencion de nuevos resultados.

- Comunicacion, latransmisién del conocimiento matemético.

La reciente creacion de programas de ordenador de geometria dindmica, que permiten
investigar facil y rapidamente s una determinada conjetura es cierta o no, traslada alin mas el
interés de utilizar demostraciones en la ensefianza hacia otras funciones distintas de la simple
verificacion. En lbafies y Ortega (1998) se estudia la incidencia que tienen, en este sentido,
visualizaciones con CABRI 1l de un teorema de Geometria. Por otro lado, de Villiers (1995) expone
agunos gemplos en los que utiliza la demostracion para € descubrimiento de nuevas
proposiciones. En este mismo sentido, Ibafies (2001b) analiza la demostracion de un teorema de
Geometria y, aplicando diversas estrategias de descubrimiento —Polya (1966)-, obtiene otros siete
teoremas.

Otras investigaciones que abordan las funciones de la demostracién son: Renz (1981),
Hanna (1989), Hersh (1993), van Asch (1993), Thurston (1995), Hanna (1995), Hanna y Janke
(1996), Ibaries (1997), etcétera.

Dimension cognitiva
Desde nuestra experiencia docente e investigadora, enriquecida con las valiosas aportaciones

de numerosos investigadores —Arsac, Balacheff, Bell, Chazan, Duval, Fischbein, Hanna, Harel,
Sowder, y de Villiers, entre otros-, en Ibafies (2001a) nos permitimos sefidlar algunas fases en la
comprensién de las demostraciones:
1. Fase de interpretacion:

- Entender el problemay la clase de solucion que requiere (esquema de prueba).

- Comprender los términos mateméticos empleados.



- Interpretar las proposiciones |6gicas, las expresiones usuales, |as palabras de enlace
y lanotacion utilizada.
- Reconocer € proceso como una demostracion.
2. Fase de andlisis:
- Identificar el tipo de enunciado.
- Identificar lahipétesisy latesis del teorema.
- Recordar los resultados anteriores que se aplican en la demostracion.
- Revisar los pasos y comprobar la correccién del razonamiento.
3. Fase de sintesis.
- Identificar las lineas maestrasy las ideas clave de la demostracion.
- Comprender globalmente el proceso.
4. Fase de profundizacion:
- Reconocer € significado del teorema.
- Identificar las técnicas empleadas. métodos, estilosy modos.
- Valorar las funciones que cumple la demostracion estudiada.
- Buscar otras formas de demostrar el resultado.
- Estudiar sus posibles generalizaciones.
- Relacionar el teorema con otros resultados conocidos.

Lainvestigacion y desarrollo de todos estos aspectos resulta una inmensa tarea imposible de
abordar en un solo trabajo de investigacién, por lo que en Ibafies (2001a) hemos partido de lo que
nos parece més bésico y constituye la raiz de toda la cuestion: los esquema de prueba de los
alumnos. El estudio de este aspecto nos condujo, de forma natural, a la consideracion de otros dos:
el reconocimiento de procesos y las repercusiones de la presencia de algunas expresiones en €l
enunciado de un teorema, aspectos incluidos en la primera fase de |as anteriormente descritas.

Harel y Sowder (1998) definen: "A person's proof squeme consist of what constitutes
ascertaining and persuading for that person”, y clasifican estos esquemas de prueba en: esgquemas
de conviccion externa, empiricos y analiticos. Ademas, cada uno de ellos los subdividen varias
clases. En Ibafies (2001a) se pone de manifiesto que e concepto de esquema de prueba no debe
presentarse exclusivamente en términos de verificacion —como hacen Harel y Sowder-, sino que
deben tenerse en cuenta otras funciones de la demostracion (de Villiers). Ademés, se obtiene, en
primer lugar, que los alumnos de primer curso de bachillerato se encuentran en un estado de
transicion entre los esguemas inductivos y 10s intuitivo-axiomaticos, estado de transicion que se
pone de manifiesto por la dependencia del esquema respecto de la tarea propuesta, por la
coexistencia de varios esquemas en una misma personay por laevolucion observada en los aumnos
en este aspecto. En segundo lugar, la dependencia respecto de la tarea nos llevo a considerar y
definir diversas modalidades de esquema de prueba: esquemas utilizado, aceptado, adherido,
declarado, etcétera. Y, en tercer lugar, fue necesario introducir nuevas categorias de esquemas de
prueba —véase también Ibafies y Ortega (2001)-.



2. La demostracion en los libros de texto de Bachillerato

El andlisis de textos se puede llevar a cabo desde diversas perspectivas. Ortega (1996)
presenta un modelo de valoracién. Mas recientemente, varios autores basan sus propuestas en 10s
organizadores de Rico (1997), por gemplo, Haro y Torregrosa (2002). Martin (2002) utiliza
también este sistema, que completa con unos analizadores especificos para los temas de
Probabilidad y Estadistica. Nosotros pretendemos formular analizadores especificos para la
demostracion.

Las dimensiones anteriormente consideradas proporcionan una base para definir una lista,
muy numerosa, de categorias especificas para € andlisis del tratamiento de la demostracion
matemética. Como no pretendemos ser exhaustivos, sino presentar las que consideramos més
Importantes, citaremos las siguientes:

1. Clase dejustificacion utilizada (esquemas de prueba y niveles de demostracion).

2. Si es una demostracién, se consideran las técnicas empleadas —método, estilo y
modo-.

3. Vaoracién de las funciones que cumple la prueba empleada.

4. Reflexiones sobre el reconocimiento de procesos (distincion e identificacion).

5. Expresiones usuales y especificas que utiliza: conectivas l6gicas, palabras de
enlace, etcétera.

6. Claridad y correccion del enunciado.

7. Explicacion y correccion de los pasos de la prueba.

8. Idea global del proceso seguido.

9. Sgnificado del teorema e inter pretaciones.

10. Reconocimiento del proceso (consecuencias).

11. Otras vias de justificacion.

12. Estrategias para el descubrimiento de nuevos resultados.

Estos analizadores especificos complementan, en € caso de la demostracion, a los
organizadores més generales propuestos por Rico (1997). En nuestra investigacion hemos aplicado
estos analizadores en el tema de Trigonometria de Mateméticas | (primer curso de Bachillerato).
Para ello, se han revisado once libros de texto de esta asignatura, publicados en castellano, y
elegidos por ser los de mayor difusién —segun las librerias especializadas-. Se han estudiado las
justificaciones que dan los textos para |os siguientes resultados: relaciones fundamentales entre las
razones trigonométricas; razones trigonométricas de angulos notables; formulas trigonométricas
paralasumay diferencia de angulos, el angulo dobley & angulo mitad; el teorema de los senos; y,
el teorema del coseno. Fruto de este andlisis son las siguientes reflexiones:

- Casi siempre se trata de demostraciones mas o menos completas y rigurosas. Solo
en alguna ocasién no se justifica un resultado. Parece que seria conveniente proponer
también otras justificaciones alternativas para que los alumnos apreciaran las caracteristicas
de los distintos procesos.



- No se emplea otro método que el de silogismo (aunque, a veces, se consideran
casos). Esto parece razonable dado que los aumnos de primer curso estén inicidndose en las
demostraciones. En segundo de Bachillerato se emplean los métodos de reduccion al
absurdo e induccion completa, que seriainteresante analizar.

- Los estilos son uniformes en cada teorema. Resultaria muy ilustrativo presentar dos
0 mas demostraciones con distintos estilos. Por ejemplo, el teorema del coseno puede
demostrarse de muchas maneras —algunas estan recogidas en Esteban, Ibafies y Ortega
(1998), paginas 192 a 195-. La del estilo vectorial es muy adecuada para que fuera expuesta,
0 propuesta, en € capitulo de vectores, sin embargo, ninguno de los libros consultados lo
hace.

- Donde hay més variedad es en el modo de exposicién, puesto que se han encontrado
tanto e sintético como e analitico. Entendemos que el predominio del modo analitico
constituye un acierto de los autores, puesto que este modo de exposicion esta mas préximo
delas claves del descubrimiento del resultado que el sintético.

- Los libros de texto consultados no hacen ninglin comentario acerca de las funciones
gue cumplen las demostraciones expuestas. La intencion que se observa es la de simple
verificacion. Seria conveniente que se resaltaran otras funciones, especialmente la de
explicacion.

- Los profesores y los autores de los libros de texto deberian esforzarse por exponer
demostraciones que expliquen por qué el resultado es cierto.

- Seria conveniente fomentar lafuncion de descubrimiento de laforma expuestaen el
apartado de las dimensiones de la demostraci on.

- La utilizacion de otra clase de justificaciones -comprobaciones sisteméticas,
pruebas visuales, etcétera- suministraria a los alumnos e convencimiento de que el
resultado es cierto, y reservaria parala demostracion el cumplimiento de otras funciones.

- No hay comentarios explicitos con € fin de llamar la atencion sobre la clase de
razonamiento que se hace, sus caracteristicas, y sus efectos, o para distinguirlo de otras
posibles justificaciones. La muestra més clara, en este sentido, que se encuentra en los
textos, es la referencia a proceso, o0 su titulacién, como una “demostracion”. En muchos
casos ni siquiera se califica el procedimiento empleado.

- En los enunciados de los teoremas considerados que se refieren a formulas —os tres
primeros-, evidentemente no incluyen las expresiones especificas del lenguaje matemaético
gue se estudian en este trabajo. Pero, conviene destacar que algunos textos incluyen el
simbolo b , sin explicar su significado.

- En los teoremas de los senos y del coseno, aparecen las expresiones “en un
tridngulo”, “en un tridngulo cualquiera’, “en todo tridngulo”, cuyaincidencia se estudia en €l
capitulo Il de Ibafies (2001a).

- En otros teoremas, sobre todo los referidos a funciones, los textos examinados
contienen algunas de las expresiones que se estudian en el capitulo 1V de Ibafies (2001a):



“condicién necesarid’, “ condicion suficiente”, “si, y solo si”, etcétera. La utilizacion de estas
expresiones se hace general en los libros de texto de 2° de Bachillerato.

- En ninglin caso se ha encontrado una explicacion global del proceso, es decir,
ninguna explicacion de las lineas generales que se han seguido, lo que resulta fundamental
para su comprension.

- En muchos casos también falta un comentario acerca de lo que significa el teorema,
de las relaciones que establece, y de su utilidad.

- También se ha podido observar que, muy frecuentemente, no se separa con claridad
el enunciado del teorema de su demostracion, 1o que puede dificultar la distincion del papel
gue juega cada uno de ellos.

- Los autores se limitan a dar una demostracion para cada teorema estudiado. Como
ya se ha comentado, seria interesante —desde distintos puntos de vista- presentar también
otro tipo de justificaciones y alguna demostracion més.

De los anteriores puntos se deduce cierta preocupacion por demostrar |os teoremas como si
se tratara de un trdmite obligado y no ser acusados de falta de rigor, pero se emplean pocos recursos
en hacer comprensibles esas demostraciones, en prevenir errores y dificultades, en acudir a las
fuentes, en disefiar materiales de apoyo, en resadtar sus caracteristicas, en detenerse en sus
razonamientos, en reconocer sus técnicas, en destacar sus funciones, y en potenciar su utilizacion.
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