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1. INTRODUCCION

MAPLE V forma parte del conjunto de programas informéticos, caracterizados
como de cédculo smbdlico, que estan revolucionando el érea de las mateméaticas y como
consecuencia todas las disciplinas que la utilizan como herramienta. La incorporacion de
los paguetes de calculo simbdlico en el aula pone, en cierta medida, en crisis los métodos
de célculo tradicional. Muchas tareas mecéanicas que € aumno desarrollaba a mano,
pueden ser llevadas a cabo con estos paquetes de tal forma que el alumno puede centrarse
més en metodologias de trabgjo o algoritmos que en operaciones y herramientas
mateméticas elementales. Por otra parte, la utilizacion de estos programas permite llegar a
resultados finales de procesos bastante complejos en muy poco tiempo.

El objetivo de este trabajo consiste en € andlisis de las posibilidades que ofrece e
cdculo smbdlico como herramienta para € estudio del comportamiento de sistemas
dinamicos en e campo de la Economia, constatando las ventgjas e inconvenientes que
ello supone. Debe destacarse, tal y como se analizara con posterioridad, que s bien
permite rapidamente la resolucién de problemas matematicos ello no significa que €
alumno deba prescindir del conocimiento del proceso llevado a cabo. Este aspecto tiene
una mayor importancia cuando esos problemas mateméticos recogen la modelizacién de

un fendmeno donde las variables tienen un significado econémico determinado.

2. MODELO DE CRECIMIENTO BISECTORIAL DE SHINKAI
2.1 PLANTEAMIENTO

Con d fin de ilustrar la utilidad de los programas de cdlculo simbdlico en la
ensefianza de las mateméticas dentro de la Economia se planteard y resolvera un modelo
de crecimiento desarrollado por Shinkai.

La elecciéon de este modelo se ha debido a que: permite mostrar a alumno la

utilidad del andlisis dinamico en la modelizacién de un sistema econdmico y muestra
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como € célculo smbdlico permite llevar a cabo su estudio, permitiendo no sblo la
resolucion del sistema de ecuaciones sino también e andlisis de la estabilidad de la
solucién obtenida

El proceso se llevard a cabo mediante e planteamiento del modelo y laresolucién
del mismo siguiendo dos caminos. en primer lugar, construyendo los diferentes pasos
necesarios para resolver un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias homogéneas de
primer orden, tal y como se harias €l programa informético no incluyese la resolucién de
este tipo de problemas. Y, en segundo lugar, utilizando el comando «dsolve». El objetivo
es la comparacion de ambos procedimientos con € fin de mostrar la necesidad de que €
alumno posea conocimientos matematicos y econdémicos, ya que sin elos la
interpretacion de |os resultados obtenidos, especialmente en el segundo caso, seria dificil.

El modelo considerado se caracteriza porque se consideran dos sectores
productivos: uno de bienes de capital y otro de bienes de consumo. Los bienes de
consumo se producen y consumen en proporciones fijas, y del mismo mado, los bienes de
capital se producen y utilizan en proporciones fijas. Es decir, se considera un bien de
consumo homogéneo y un bien de capita homogéneo. Se utilizan dos factores
productivos: trabajo y capital.

Los supuestos tecnolégicos de partida son: 1.- Sélo existe una técnica en cada
sector, con coeficientes técnicos fijos constantes. 2.- Los factores productivos son
libremente transferibles de un sector productivo a otro. 3.- El trabgjo es homogéneo y
todos los trabajadores reciben un salario rea idéntico que consumiran completamente. La
mano de obra crece a una tasa proporcional constante. 4.- La renta percibida por los
capitalistas es ahorrada e invertida totalmente. 5.- Se define la produccion del sector de
bienes de capital en términos netos de la depreciacion de todo e stock de capital de la
Economia, de forma que esta produccion coincide con lainversion neta.

Con e modelo construido se persiguen dos objetivos: por un lado, el andlisisde la
existencia y estabilidad de una senda de crecimiento equilibrado (senda en la que todas
las magnitudes crezcan a la misma tasa proporciona) en la cual se mantenga € pleno
empleo de los factores productivos capital y trabgjo, y por € otro la demostracion del

«Teorema de laintensidad de capital ».

Lanotacion consideradaes: X, ® Produccién del sector i .\W ® Salario real.

N, ® Trabajo empleado en el sector i. a, ® Relacion Capital / Trabajo en el sector i .
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N® Tasade crecimiento de N. b ® Coeficiente de factor trabajo del sector i .
i =2 ® Sector de bienes de consumo. N ® Mano de obratotal.
i =1® Sector de bienes de capital. K ® Stock de capital total.

L as ecuaciones de equilibrio del modelo son, respectivamente: condicion de plena
utilizacién del stock de capital, condicion de que no exista exceso de demanda de bienes
de consumo y condicién de pleno empleo del factor trabajo.
>K:=al* N1(t)+a2* N2(t);

K=alNl{t)+ a2 N2(¢t)
>X2:=W* (N1(t)+N2(t));
X2 =W (N1{#) +N2(¢))
>N:=N1(t)+N2(t);
N=NI1(t) + N2(¢)

Por lo que para analizar la dinamica del modelo sdlo habréa que tener en cuenta
que la produccién del sector de bienes de capital es equivalente alainversién neta (donde
d=(0-1,0)),
>X1L:=diff(K,t)=m* N1(t);

Xil=al [%Nl(f)]+a2 [%NE(I)]ZMNI(I)

y que lamano de obra crece a unatasa proporcional constante.
>DN:=diff(N,t)=n* (N1(t)+N2(t));

DN = [%m(r)} + [%NZ(I)]: n (NL(£) + N2(¢))

El sistema de ecuaciones diferenciales tiene como variables dependientes Nl(t)

y @688 pudiendo € resto de variables del modelo -F=ai=00856.0892012 Y taasics SEX

obtenidas a partir de ellas.
>Sistema={ X1,DN};

Sistema = {[%Nl(r)j + [%NE(L‘)) =n (NI1{#) +N2(t)),
al [%Nl(f)]—i—cﬂ [%NZ(I)]: le(f)}

Para resolver € sistema planteado, tal y como se ha comentado, se seguiran dos

procedimientos: por una parte construyendo los pasos necesarios para obtener una
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solucion tal y como se haria si € programa no dispusiese de un comando para la

resolucion de este tipo de problemas'y, por otro lado, utilizando el comando «dsolve».

2.2 RESOLUCION CON MAPLE V

En € primer caso, se propondria como solucion del sistema Nl(t) = alert y
Nz(t) = azert . Sustituyendo las funciones propuestas en e sistema y simplificando se
tendr&
>Sistemac:=simplify(subs({ N1(t)=alphal* exp(r*t),N2(t)=alpha2* exp(r*t)} ,Sistema));

{(rt) (rf):mal e(rr)

Sistemac = {af al re +aZu2re

alre D i e D v a2y

»

A partir del sistema obtenido se buscan los valores de r para los cudes €
sistemna planteado es compatible indeterminado:
>with(linalg):A:=matrix(2,2);

A=array(1.2,1.2,[ )

m—alr -alr
n—r n—r

>entermatrix(A);

>Determinante(A):=det(A);

Determinante{d) :==mn —mr—al rn+al r2ra2rn—a2r?

>R:={ solve(Determinante(A)=0,r)};

m
R=
{H’ al —622}

Sustituyendo cada uno de los valores de r en Sistemac se obtienen dos sistemas,

Sistemad y Sistemae, a partir de los cuales se pueden determinar los valores de a; y

a, necesarios para construir dos soluciones particulares del sistema de ecuaciones
diferenciales.

>Si stemad:=subs(r=R[1] ,Sistemac);

{nt) {n r}:mal e(ﬂ t)

Sisfemaf:={af alre +a2u2ne
a1 e v n e 2 D v a2y

>Solucionlb:=subs(alpha2=1,solve(Sistemad,a phal));

»
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Solucionlh = {(11 =- ﬂiﬂ}

aln—m

>Si stemae:=subs(r=R[ 2], Sistemac);

mit
al—aZ

) ()

, alalme gl a2 me al—al

Sistemae = + =muale ,

al —aZ al—aZ
[ mt ] [ mt ] b
alme al-al +(12me al-al —ne[aj_azj(al+(x2}
al—aZ al—aZ B
>Solucion2b:=subs(alpha2=1,sol ve(Sistemae,alphal));

Solucion2b ={ul=-1}

Las combinaciones lineales de las soluciones particulares obtenidas para y

Nz(t) son la solucion general del sistema planteado, de tal forma que la evolucién del
nimero de unidades de factor trabajo utilizado en € sector de bienes de capita y en €
sector de bienes de consumo viene recogido en Soluciongenerall y Soluciongenera2,
respectivamente.

>Soluciongeneral 1:=_D1*rhs(Solucionlb)* exp(R[1]*t)+_D2* rhs(Solucion2b)*
exp(R[2*1);

(nt) [ e ]
DiaZne _ DZe al—aZ

Sofuci {1=-
oluciongenera Ta—m

>Soluciongeneral2:=_D1*exp(R[1]*t)+_D2*exp(R[2]*1);

)
{(nt) al —aZ

Soluciongenerall = Dle + Dle

Para construir una solucion particular se parte de un nivel inicia de factores
productivos K, y N, . A partir de las ecuaciones de plena utilizacion del stock de capital
y pleno empleo se obtienen las condiciones que, sustituidas en Soluciongenerall y
Soluciongeneral2, permiten obtener la solucién particular buscada: Particulara y
Particularb.
>Condiciones.={ (K0-a2* N0)/(al-a2)=simplify(subs(t=0,Soluciongeneral1)),(al* NO-
K0)/(al-a2)=simplify(subs(t=0,Soluciongeneral 2))} ;
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Condiciones =
alMO-K0 _ ., K0-a2NO_ _Dilalnt Dlaln- Dlm
al—a? - - al—al aln—m
>Parametros.=solve(Condiciones,{_D1,_D2});
Parametros =) D2 = SEQain+ E0m—aZ NOom+aZn K0 . Di=- MNO{aln—m)
@i n-2a2nal-mal+ma2 +a2*n aZn—aln+m

>Particulara:=subs({ _D1=rhs(Parametrog2]),_D2=rhs(Parametros[1])},
Soluciongenera 1);

mt
al—aZ

afzﬂ—ZQQnaf—ma!+ma2+a22ﬂ

NOaZ’ne(ﬂf)
aln—aZn—-m

(Elain—K0m+a2ZNOm—aZn K0)e

Particulara = -

>Particularb:=subs({ _D1=rhs(Parametros[2]),_D2=rhs(Parametros1])},
Soluciongenera 2);

mit
al—a’

n—2a2naf—maf+ma2+a22n

MNo(aln—m) ta(}g £)
aln—aZn—m

(KDaln—-KOm+aZN0m—-aZnkKD)e
2

Particularb ==
al

Una vez que ha sido resuelto €l sistema de ecuaciones diferenciales, se plantea €l
andlisis de la estabilidad de las soluciones obtenidas. Para ello habra que analizar € signo
tanto de los valores de r como de los pardmetros que van multiplicando en cada una de
las soluciones a las funciones exponenciales propuestas como solucion, teniendo en
cuentaque n,a;,a,,N, ,m= l/b1 y K, son positivos.
>A:=rhs(Parametrog] 2])* rhs(Solucionl1b);

MNoaZn

A=-
almn—aZn—m

>B:=rhs(Parametros[ 1] )* rhs(Sol ucion2b);
Elain—E0m+aZ NOm—aln K0
dfzﬂ— 2a2naf—maf+ma2+a22n

>C:=rhs(Parametrog[2]);

B =

_ MO(aln—m)
T aln-—aln-—m

>F:=rhs(Parametrog[1]);

Elain—E0m+aZ NOm—aln K0

QEZH—ZQZnaf—mQEeraZJraEZn

Fi=-
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>assume(al>0,a2>0,N0>0,n>0,m>0,K 0>0);
>solve({ C>0} { m});
{mr~ < al~n~—al~n~}, {al~n~ <m-}
>solve({ A>0} ,{m});
{ai~n~— a2~ n~ <m-}

Por lo que respecta a los parametros, A, B, Cy F , se puede observar que B y
F son opuestos, mientras que paraque A y C sean positivos tiene que verificarse que
m>an. Esto significa que para que la senda de crecimiento sea estable la segunda
exponencial de la solucion general debe tender a cero, lo cua tendra lugar
cuandoa, < a,. Este resultado permite enunciar e «Teorema de la intensidad de

capital»: la senda de crecimiento serd estable si laintensidad de capital es mayor en sector
gue produce bienes de consumo que en €l de bienes de capital. En este caso la senda de
crecimiento equilibrado vendra determinada por los primeros sumandos de la solucion.

Una vez que han sido obtenidas la solucion general y una solucion particular del
sistema de ecuaciones diferenciales y ha sido también analizada su estabilidad, se procede
a la repeticion del proceso utilizando el comando «dsolve» con € fin de comparar los
resultados obtenidos con los del caso anterior.

En e modelo analizado, la solucion genera viene recogida en Soluciongeneral.

La comparacion de la solucion obtenida con este comando con la determinada con
anterioridad permite establecer la relacion existente entre los parametros _ D, y _ D,
con _C y_GC,

>Soluciongeneral:=dsolve({ X1,DN} ,{ N1(t),N2(t)} );

e
al — a2 {(nt)

+ Clalne

Soluciongeneral == {NE(I) = {-_C’f alne

)
+ Cime al-az —_Cfme(nr)—_C2me(Hf)+_C2a£ﬂe(}”)

72)
—aZn (Ze al-al l’(afn—a.?ﬂ—m),Nl(f):[-_Cf e(ﬂr}cﬂn

[ mt ] [ mt ] [ mt ]
al —aZ al —aZ I8 CTe al —aZ

+ Claine +aldn

- Cime

—qZn C2 e(ﬂ f}l}(af n—aln-— m)}
>relacion:=solve({ rhs(Soluciongeneral [ 2])=_D1* (-a2* n/(n* al-m)* exp(n*t))-
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_D2*exp(m*t/(al-a2)),rhs(Soluciongeneral[1])=_D1*exp(n*t)+_D2* exp(m*t/(al-
a2))} {_D1,_D2});
- Cim+ Clalntaln C2

iay)

R

Jacion =9 D2 =-
relacion {_ Py I —

ain—aZpn-—m
Para la obtencién de la solucion particular buscada, basta con introducir las

condiciones iniciales junto con las ecuaciones del sistema.

>Solucionparticular:=dsolve({ X1,DN,N1(0)=(K 0-a2* N0)/(al-a2),N2(0)=(al* NO-

KO0)/(al-

a2)} .{ N1(t),N2(1)});

mit ]
I—a?
¢ a 0

wt
al —a?

f [
Solucionparticular == {Nl(f) = {e(ﬂ ) a2 n No—-me

wt it
. al—a? al—a?

+m alil+aine El-alne £
[ = ]
t i—aZ
—a2ne(ﬂ )afNO [((ai—-a2Y(ain—aZn—m)),N2(t)=\-alne e
[ mt j [ mit ]
¢ i—aZ i—aZ t
—.:szfi»:e(Fi )afNO—i—me e El—me e aZJ‘JO+c12e(H )Nﬂm

[ = j
t t -2
cm e D it artn e s arn e TP ko) itas - a2

{af ﬂ—@Qﬂ—m))}

S se comparan las soluciones obtenidas con anterioridad con las determinadas
utilizando el comando dsolve se puede observar que si bien € proceso es mas rapido y
sencillo en este dltimo caso, las soluciones, en apariencia, son mas complejas lo cual
puede dificultar su posterior interpretacion. Este problema se acenttia cuando €l objetivo
dd estudio es no solo la resolucion sino e andisis de la estabilidad de las soluciones
obtenidas. Tal y como estan expresadas las soluciones en este Ultimo caso seria
précticamente imposible llevar a cabo su estudio. Por ello se procede a reagrupar los
términos de tal forma que facilite su andlisis, buscando una expresiéon igual a la obtenida
por €l procedimiento anterior.

>Simplificacion:=collect(Solucionparticular,{ exp(n*t),exp(m*t/(al-a2))} );

_{aln-my(_Ci +_c.2)}

£0
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Simplificacion == | N1{#) =

Mt
al—al

t
(022 nMo—a2Main) e ,(K0aln-KOm+a2 Mom-a2nKD) e
(ai—a2Y(aln—aln—m) (ai—aY(ain—aln—m)

t
(a2 Moain+a2 Nom—mal No+ai®nip) et
(ai—aY{aln—aln—m)
=)
I—aZ
, (-KOaln+ KOm—a2 NOm+a2n KO) @ima
{ai—ay(aln—aln—m)

N2(2) =

>A2:=simplify(op(1,rhs(Simplificacion[1]))/exp(n*t));

MNoaZn

A2 =-
almn—aZn—m

>B2:=simplify(op(2,rhs(Simplificacion[1]))/exp(m*t/(al-a2)));

_ KElaglin-EK0m+aZNOm—aln X0

B2 (al—a)(aln—aZn—m)
>C2:=simplify(op(1,rhs(Simplificacion[2]))/exp(n*t));

_ Mi(ain—m)
almn—aZn—m

R

>E2:=simplify(op(2,rhs(Simplificacion[2]))/exp(m* t/(al-a2)));

Klaln—-—KE0m+aZ2 NO0m—aln K0
(al—a)(aln—aZn—m)

D2 =-

Una vez que han sido simplificadas las ecuaciones y separados |os parametros de
la mismas ya nos encontrariamos en disposicion de realizar e andlisis de la estabilidad de
lasolucion. El proceso se llevariaacabo igual que en €l caso anterior.

Con € fin de facilitar a aumno la compresion de los resultados obtenidos se

procederd a la  aplicacion  dd modelo a un caso  concreto
(n=1/100,8, =5a, =7,N, =100 m=1/b =12,y K, =600), sustituyendo los
valores dados en la solucion particular obtenida, tenemos:

>Ejemla=subs({ n=1/100,a1=5,a2=7,m=1/2,N0=100,K 0=600} ,Particul ara);

1 1
175 [ﬁfj 475 ['Efj
— +—e

Eijemia == 13 ¢ 13

>Ejeml1b:=subs({ n=1/100,a1=5,a2=7,m=1/2,N0=100,K 0=600} ,Particul arb);
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1 1
1125 [ﬁfj_ﬂe['ifj

=

Ejemibh = 5 3

donde Ejemla representa la evolucién del nimero de unidades utilizadas de factor trabajo
en € sector de bienes de capital, mientras que Ejem1b recoge esa misma evolucion en €l
sector de bienes de consumo.

Con d fin de anadlizar la estabilidad de la senda de crecimiento se construye la

senda de crecimiento equilibrado, para lo cua e segundo término de las dos ecuaciones
debe ser nulo, esto tiene lugar cuando K, = 8750/13.
>Y :=subs({ n=1/100,a1=5,a2=7,m=1/2,N0=100} ,B);

>Z:=solve(Y=0,K0);

_ 8750
13

Z:
Construyendo la nueva solucion particular se obtiene la senda de crecimiento
equilibrado, haciala cua tenderan Nl(t) y Nz(t).(Fig. lay 1b)
>Ejem2a=subs({ n=1/100,a1=5,a2=7,m=1/2,N0=100,K 0=Z} ,Particulara);
1
175 [ﬁ fj
Ejemla = 13 ©
>Ejem2b:=subs({ n=1/100,a1=5,a2=7,m=1/2,N0=100,K 0=2} ,Particul arb);

1
1125 [ﬁfj

Ejemlh = 3 ¢

>plot({ EjemlaEjem2a} t=0..infinity);
>plot({ Ejem1b,Ejem2b} ,t=0..infinity);

10
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infinity 0 nfinity

—_

Figuras 1lay 1b: Evolucion de N, (1) Y N, (t) €n relacion asus sendas de

crecimiento equilibrado.

3. CONCLUSIONES

Los programas informéticos de célculo simbdlico son un instrumento que ofrecen
grandes posibilidades en la ensefianza de las mateméticas para economistas. No sdlo
permiten resolver problemas cuya dificultad es importante para su nivel de conocimientos
matemdticos sino que también permiten transformar € enfoque de la propia resolucion
de los problemas.

No obstante se requiere que € alumno conozca en muchos casos € método de
resolucion con el objeto de poder llegar a andlisis final del problema. Las soluciones
obtenidas no siempre son transparentes sino que requieren una adecuada transformacion
por parte del usuario.

Por otra parte, ofrecen no sélo la posibilidad de disefiar y resolver problemas
mateméticos sino que también pueden servir como puro instrumento docente en cuanto
gue permite enseflar al alumno €l propio proceso de resoluciéon evitando los tediosos

procedi mientos manual es que en algunos casos poco aportan a economista.
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