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Resumen

El problema de Weber consiste en calcular la localizacién éptima de un punto
de modo que sea minima la suma ponderada de las distancias desde dicho punto
a un conjunto de puntos dados. Este problema, que tiene su aplicacion econémica
en el ambito de la localizacién y que ha sido ampliamente tratado en la literatura
cientifica, tiene como origen una cuestiéon matematica formulada en el siglo XVII por
Fermat. Los primeros algoritmos de resolucion, propuestos por Torricelli y Simpson,
estaban basados en razonamientos puramente geométricos, aunque también es des-
tacable la existencia la denominada méaquina de Varignon, un ingenio mecanico que
permite determinar el 6ptimo del problema de Weber. A pesar de que estos métodos
son citados en numerosas fuentes bibliograficas, las demostraciones de los teoremas
en los que se sustentan no son tan accesibles para investigadores y docentes por
tratarse de textos clasicos con varios siglos de antigiiedad. En este trabajo, ademés
de realizar una revisién de diversos métodos empleados a lo largo de la historia para
resolver el problema de Weber, se presentan demostraciones basadas en argumentos
geométricos y fisicos que demuestran la veracidad de estos algoritmos, asi como al-
gunas conclusiones y deducciones sobre el problema de Weber que se extraen de los

razonamientos presentados.

1. Introduccion

A comienzos del siglo XX, en un influyente libro sobre localizacién de industrias
(véase [2]), el economista Alfred Weber planted un problema que consistia en hallar la

localizacién éptima de una fabrica que se abastece de a; toneladas de materia prima

XII Jornadas de ASEPUMA 1



Roberto J. Canavate Bernal — M® Belén Cobacho Tornel

y de as toneladas de combustible de sendos depdsitos situados en los lugares A; y As,
y que vende una cantidad de producto a3 en un mercado ubicado en Az, de forma que
se minimicen los costes de transporte, que se suponen proporcionales a la distancia
y a las toneladas de material transportadas. En términos puramente matematicos,
el problema consiste en obtener el punto que minimiza la suma ponderada de las
distancias a tres puntos iniciales.

Aunque Weber fue pionero en la formulaciéon econémica del problema, su trata-
miento y estudio por la comunidad cientifica se inicia varios siglos antes: el ingenio
mecanico disenado por P. Varignon (1654-1722) determina la solucién éptima al
problema; en el ambito matematico las primeras noticias se refieren a la version sin
ponderaciones en las distancias, es decir, cuando a; = as = ag, donde es conocido el

reto lanzado por Pierre de Fermat (1601 - 1665) (véase [3]):

“Que todo aquél que no apruebe mi método intente solucionar el siguiente
problema: dados tres puntos en el plano, encontrar un cuarto punto tal

que la suma de las distancias a los tres puntos dados sea un minimo.”

La primera respuesta satisfactoria al llamamiento realizado por Fermat se pro-
dujo a lo largo del mismo siglo XVII de manos de E. Torricelli (1608 - 1647). Anos
més tarde T. Simpson (1710-1761) propuso un nuevo método de resolucién que,
al igual que el ideado por Torricelli, estaba basado completamente en argumentos
geométricos.

El estudio y aplicacién del problema de Weber a otros d&mbitos nos ha conducido
a realizar una revision de estos métodos empleados para resolver el problema de
Fermat-Weber en sus distintas versiones. Al hacerlo encontramos que, a pesar de
estar todos estos procedimientos recogidos en la bibliografia especializada sobre el
tema, no ocurre lo mismo con los razonamientos que los sustentan. Por este motivo,
junto a la revisién histérica de los métodos citados, en este trabajo se presentan de-
mostraciones de los resultados que prueban la validez de los algoritmos de resolucién
realizados por los autores citados. Estas demostraciones nos han permitido, ademas,
extraer algunas conclusiones acerca del problema de Weber (Corolario 2.3, Corola-
rio 3.2 y Proposicién 3.3), especialmente ttiles en la tarea de elaborar ejemplos y
contraejemplos en este campo.

La seccién 2 de este trabajo esta dedicada a la revision de los algoritmos de
Torricelli y Simpson para la obtencién de la solucién al problema de Fermat, esto

es, el problema de Weber con tres puntos iniciales y sin ponderaciones. Junto a la
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descripcion de los algoritmos se presentan demostraciones geométricas que justifican
la veracidad de estos métodos (Teoremas 2.4 y 2.5) a partir de la caracterizacién del
optimo del problema presentada en el Teorema 2.2. La seccién 3 sigue un esquema
similar para el problema de Weber general: comienza describiendo la mdquina de
Varignon para, a continuacion, realizar una demostracién matemaética de su validez

(Teorema 3.1).

2. El problema de Fermat

A lo largo del trabajo serdan presentados numerosos teoremas y demostraciones de
tipo geométrico, de modo que para simplificar su escritura se utilizaran las siguientes
notaciones: los puntos del plano se denotaran con letras mayusculas A, P, M, etc.;
el tridngulo de vértices A, B y C' se denotara como AABC' el segmento de extremos
Ay B como AB; el vector de origen A y extremo B con AB ; la norma euclidea de un
vector como ||7'||; la distancia entre los puntos A y B como d(A, B); y por tltimo,
el angulo de vértice B y lados los segmentos AB y BC se denotard con ABC.

Supondremos a lo largo de toda la seccion que los tres puntos iniciales no estan
alineados, por ser trivial la resolucién en este caso ya que es inmediato observar que
el punto que se encuentra en el interior del segmento de recta que une los otros dos
es el optimo del problema.

Por otra parte, es evidente que si existe un punto que minimiza la suma de las
distancias {A;, As, A3}, ha de pertenecer al tridngulo formado por éstos, ya que si
se toma un punto P exterior al tridngulo, la aproximacion de éste hacia el lado del
tridngulo mas cercano a P supone una disminucién de las distancias d(P, A;) para
1 =1,2,3. Esta conclusion nos permite restringir la buisqueda del punto éptimo del
problema al triangulo AA; AsAs.

El algoritmo de Torricelli, a quien se atribuye generalmente la autoria de la

primera solucién del problema, consta tres etapas:

Paso 1. Se trazan los segmentos A Ay, AyAz y A3A; hasta conformar un triangulo.

Paso 2. Utilizando como base cada uno de los segmentos anteriores, se construye

un tridngulo equildtero con el nuevo vértice apuntando “hacia afuera”.

Paso 3. Se dibujan las circunferencias circunscritas a cada uno de los tridangulos

equilateros del paso anterior. La intersecciéon de las tres circunferencias es un
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Figura 1: Las circunferencias de Torricelli y los segmentos A;Bjj, de Simpson.

unico punto, al que se denomina el punto de Torricelli, y que es el que produce

el minimo de la suma de las distancias a los tres puntos iniciales.

La tnica diferencia entre el algoritmo ideado por Torricelli y el descrito posterior-

mente por Simpson se halla en el dltimo paso, que se modifica del modo siguiente:

Paso 3 (Simpson). Mediante un segmento se une cada uno de los vértices exterio-
res, Bjj, de los tridngulos equildteros anteriores con el punto inicial A; que no
pertenece al triangulo equildtero. La intersecciéon de las tres rectas es el punto

de Torricelli.

Sin embargo, una importante excepcion a los resultados de Torricelli y Simpson
fue descubierta por Heinen en 1834 (véase [1]): si uno de los dngulos del tridngulo
es mayor o igual a 120° ninguno de los dos métodos anteriores es valido, y el 6ptimo
del problema es el vértice del tridngulo que corresponde al &ngulo mayor o igual de
120°. Por tanto, a partir de este momento se supondra siempre que todos los dngulos
interiores del triangulo AA;A; Az son estrictamente menores de 120°.

Por razones de brevedad no se incluye la demostracién del siguiente resultado,

la cual puede ser consultada en [1].

4 XII Jornadas de ASEPUMA



Una revision historica de los métodos cldsicos de resolucion del problema de Fermat-Weber
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R

Figura 2: Construccion auxiliar para el Teorema 2.2.

Proposicion 2.1. Si el triangulo A Ay As Az no posee ningin dngulo interior mayor

o tgual a 120°, entonces existe un punto X tal que
A XAy = ApX Ag = Az XA, = 120°. (1)

Las igualdades (1) anteriores juegan un papel clave en los resultados que se
presentaran, ya que constituyen una caracterizacién del 6ptimo del problema de

Fermat.

Teorema 2.2. Un punto X distinto de Ay, Ay y Az es la inica solucion al problema

de Fermat si, y solo si, X verifica las igualdades de la ecuacion (1).

Demostracion. A través de la Proposicion 2.1 se conoce la existencia de un punto

X verificando (1), pero ademés se puede concluir para dicho punto que las rectas

perpendiculares a los segmentos X Ay, X Ay y X A3 que pasan, respectivamente, por
Ay, Ay y Az, forman un tridngulo equilatero que contiene a A A; A As. En efecto, sea
APQR el tridngulo descrito anteriormente (Figura 2). Como los angulos interiores

de un cuadrilatero suman 360°, entonces:
A PAy =360° — PAX — PA,X — A, X Ay = 360° — 90° — 90° — 120° = 60°.

Repitiendo el razonamiento se obtiene que todos los angulos de APQ R miden 60°,
esto es, APQR es un tridngulo equilétero.

Sea ahora un punto Y # X cualquiera de AA;AyAs, y sean A, A, y A} las

proyecciones perpendiculares de Y sobre los segmentos PQ), RP y QR respectiva-

mente (véase Figura 2). Es evidente que AY A; A es, para i = 1,2,3, o bien una
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recta (si A; = A}) o bien un tridngulo rectangulo (si A; # A.). En el caso de que
AY A; Al sea una recta se tiene que d(Y, A;) = d(Y,AL), y en el caso de que sea
un tridngulo, la longitud de la hipotenusa es mayor que la de los catetos, de modo
que d(Y, A;) > d(Y, Al). En resumen, d(Y, A;) > d(Y, A}) para i = 1,2,3, y ya que
Y # X, para al menos un indice se tiene la desigualdad estricta.

Finalmente, como el tridngulo es equilatero, se tiene

3 3 3

DAY, A) >y d(Y,A) =Y d(X, A, (2)

i=1 i=1 i=1

para todo Y # X del triangulo, donde la ultima igualdad se sigue del Teorema de
Viviani (véase [1]). De la desigualdad estricta obtenida en (2) y del hecho de que
siempre existe tal punto X (véase Proposicién 2.1), se deduce que las igualdades (1)
son una caracterizacion de la solucién éptima del problema de Fermat y que ademés

ésta es Unica. O

Un hecho curioso que se desprende del teorema anterior es que, dado un punto
cualquiera del plano, existen infinitas ternas de puntos para las cuales el punto de

Torricelli coincide con el punto elegido inicialmente.

Corolario 2.3. Sea X un punto del plano. Se construyen tres semirrectas que partan
de X, de modo que los dngulos que formen éstas, dos a dos, sean de 120°. Si se
toma un punto distinto de X de cada una de las semirrectas, digamos Ay, Ay y As,

entonces X es el punto que minimiza la suma de las distancias a Ay, As y As.

Teorema 2.4 (Torricelli). Sean Ay, As y As tres puntos del plano no alineados
y distintos, de modo que el triangulo que se obtiene a partir de éstos tenga todos
los dngulos interiores menores de 120°. Entonces el punto obtenido mediante el

algoritmo de Torricelli es la unica solucion al problema de Fermat.

Demostracion. Considérese el tridngulo equildtero construido sobre el lado A;As.
Sea Bis el vértice distinto de A; y As, y C12 €l centro de la circunferencia circunscrita
a dicho tridngulo (Figura 3).

El angulo Al/Blg\Ag mide 60° y estd inscrito en la circunferencia, asi que se puede

asegurar que el angulo central de la circunferencia, AmQ, mide el doble que

Al/B;%, es decir, 120°. Pero los segmentos A;C15 y C12 A5 generan en realidad dos
angulos: el menor, ya mencionado, es de 120°, y el mayor, corresponde al resto de
la circunferencia y, por tanto, mide 240°. Ahora, tomando un punto P cualquiera

de la menor cuerda que determinan A; y As, el angulo @2 es inscrito a la
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Figura 3: Construccion auxiliar para el Teorema de Torricelli.

circunferencia y el angulo central que determina el mismo arco es el angulo “grande”
AmQ, de 240°. En consecuencia, @2 = 120°, y mas aun, el lugar geométrico
de los puntos () para los que @2 = 120° es, de los dos arcos de circunferencia
que determinan los puntos A; y As en la circunferencia circunscrita de centro Cis,
aquél que contiene al punto P.

Los mismos argumentos se pueden aplicar a los otros triangulos equilateros para
obtener conclusiones semejantes. Ahora, de la Proposicién 2.1 (péag. 5), se sabe que
existe un punto X verificando las igualdades (1), y en particular, X pertenece a la
interseccién de los tres arcos de circunferencia. Mas ain, X es el 6ptimo del problema
de Fermat (Teorema 2.2) y es el unico verificando las ecuaciones (1), de modo que

la interseccién de estos arcos es tnica y coincide con la solucién al problema. O

Teorema 2.5 (Simpson). En las condiciones del teorema anterior, el punto obte-

nido por el algoritmo de Simpson es la solucion al problema de Fermat.

Demostracion. Sea X el punto de Torricelli. La recta que une By y Asz corta a la
circunferencia circunscrita a AA; A Byg en un punto P (Figura 1). Si se comprueba
que P = X, el teorema queda probado, ya que se obtendria la misma conclusiéon
para los otros dos segmentos B;; Ay,

El dngulo Al/AEu mide 60° ya que es uno de los angulos interiores del tridngulo
equilatero. Por otra parte, tanto A@m como Aﬁg son angulos inscritos de la
misma circunferencia y determinan el mismo arco, por lo que se puede afirmar que

son iguales, Aﬁg = Al/A2\312 = 60°. Por estar los tres puntos en la misma recta,
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se tiene que B;P\/lg = 180°, con lo cual,
A PAy = B;,PAs — A{PByy = 180° — 60° = 120°,
Con un razonamiento similar se deduce que @3 = 120°. Pero,
A PAy + AgPAs + A, PAy = 360° = A, PA, = 120°,

y teniendo en cuenta el Teorema 2.2, resulta que P = X, el punto de Torricelli. []

3. El problema de Weber

EL primer método conocido que permite resolver el problema de Weber es la
denominada mdquina de Varignon, que consiste en una tabla de madera (plano) en
la que se hacen taladros en las posiciones correspondientes a los puntos iniciales.
Después se pasa una cuerda por cada uno de estos agujeros, uniendo el extremo
que queda encima de la tabla de cada una de las cuerdas en un nudo comun y
atando a cada uno de los extremos restantes una pesa de masa proporcional a la
ponderacién del punto correspondiente (en un problema sin pesos como el descrito
por Fermat, es suficiente con que todas las pesas sean de la misma masa). Si se toma
alguna medida que impida que el nudo caiga a través de alguno de los agujeros de
la tabla (por ejemplo que los orificios practicados en la tabla sean mas estrechos
que el nudo) y se suponen condiciones ideales (ausencia de rozamiento, agujeros en
la tabla infinitamente pequenos, etc.), el lugar sobre el que el nudo permanecera en
reposo cuando el sistema quede en equilibrio es precisamente el punto que minimiza

la suma de las distancias ponderadas a los puntos iniciales.

Teorema 3.1 (Varignon). Sean A, ..., A, los puntos iniciales del problema de
Fermat con ponderaciones wy, ..., wy,. La posicion final del nudo de la mdquina de
Varignon cuando ésta queda en reposo coincide con el punto que minimiza la suma

de las distancias ponderadas a Ay, ..., Ap,.

Demostracion. Sea 7 el plano del suelo y supéngase que la maquina de Varignon
estd situada en un plano por encima de 7 y paralelo a éste. Sea h la distancia que
separa estos dos planos y sea [;, para ¢ = 1,...,m, la longitud, desde el nudo hasta
la pesa, de la cuerda que pasa por A;. Es evidente que las pesas correspondientes a
los puntos iniciales gravitan sobre 7 y que el sistema formado por todas ellas tiene

una energia potencial total con respecto al plano m dependiente de la masa de las
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Figura 4: Algunas longitudes en la mdquina de Varignon.

pesas y de la distancia que separa cada pesa de 7. Llamando h;, parai=1,...,m,
a la distancia que separa la pesa i-ésima del plano 7w (Figura 4), la energia potencial
de todo el sistema viene dada por E, = > " w; - h;.

Cuando el sistema se deja libre, éste tiende a situarse en la posicién de minima
energia, asi que la posicion de equilibrio de la maquina de Varignon es aquélla en
la que la energia potencial total es minima. Sea P el punto de la tabla sobre el que
se encuentra el nudo en un instante determinado. La longitud de la cuerda desde el
nudo hasta el orificio correspondiente al punto A; es precisamente d(P, A;), de modo

que

Sustituyendo en la expresién de la energia potencial, se tiene:

By= 3w b= 3w (P, A+ (h 1)

=1 =1 =1

y puesto que Y " wj;q; es una constante, el punto X sobre el que se sitia el nudo
cuando el sistema tiene minima energia potencial es también el punto que minimiza

la funcién Y " w;d(P, A;), es decir, X es el 6ptimo del problema de Fermat. O

Como conclusion del teorema anterior podemos afirmar que el éptimo del pro-

blema de Weber es el punto en el que la suma de las tensiones de las cuerdas de
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la maquina de Varignon se anulan, es decir, se puede caracterizar como el punto X

que verifica la ecuacion

TLOA-X -
w;——t (3)
; I4; — X|
Corolario 3.2. Sean Ay, ..., A, puntos del plano con pesos asociados wy, ..., W,y,.
Sea X la solucion al problema de Fermat correspondiente. Si X # A; Yi=1,...,m,

entonces la solucion al problema no variarad si se sustituye, para cualquier k, el punto

Ay, por otro punto A} en la semirrecta que parte de X y pasa por Ay.

Demostracion. Inmediata observando la caracterizacién del éptimo dada en (3). O

Mas atn, en el siguiente resultado se afirma que, una vez fijado el punto X,
existen infinitas combinaciones de puntos y pesos asociados de modo que el problema
correspondiente con esos datos tiene por solucion a X. La prueba del resultado es
constructiva, lo que permite un método sencillo para la determinacién tanto del

punto A,, como del peso w,,.

Proposicion 3.3. Sean wy, ..., wy,_1 >0y sean X, Aq,..., An_1 puntos distintos
del plano. Si X no es la solucion del problema de Fermat con puntos Aq, ..., Am_1
Y Pesos Wi, ..., Wn_1, entonces existe un valor real positivo, w,, > 0, y un punto
A, # X, de manera que X es solucion del problema de Fermat con puntos iniciales
Aq, ..., A, y pesos asociados wy, . .., w,. Ademds, si se sustituye el punto A,, por
cualquier otro de la semirrecta que parte de X y pasa por A, (excepto X ) la solucion

al problema correspondiente sigue siendo X.

., — m—1 Ai—X — |l
Demostracion. Sea el vector v = > 7" Wity Y sea Wy, = || v’]|. Puesto que X
no es el punto éptimo del problema con puntos Ay, ..., A,,_1y pesos wy, ..., Wy_1,

entonces w,, > 0y, definiendo u = (—wi) - U, se tlene que uw es un vector unitario

m

que verifica

m—1

A — X N
Ewii—i—wmuzo.
— A - X

_ — : = Ap—X m A-X [
Tomando A,, = X + u, se sigue que A,, # X, v = Taz=xy Y Zi:ﬁ”im =0,
lo que asegura que el punto X verifica (3), es decir, es el 6ptimo del problema
resultante con puntos Aq,..., A,, v pesos wi,...,Wy,.

La ultima parte de esta proposicién se obtiene a partir del Corolario 3.2. 0
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