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Resumen

Bien es sabido que la programacion matematica ha evolucionado notablemente
en los ultimos afios, debido fundamentalmente a la gran capacidad de estas técnicas para
la modelizacion de una amplia variedad de problemas en diversos campos y al
espectacular desarrollo de la informatica, que posibilita la aplicacion practica de los

algoritmos.
En el presente trabajo se plantea la programacion y resolucion de un problema
tipico de optimizacion matematica aplicado a la Teoria de la Cartera utilizando para ello

el programa Maple.
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Como es sobradamente conocido, la Teoria de carteras y la consiguiente teoria
del equilibrio en el mercado de capitales nacié en 1952 con un trabajo de Markowitz y
desarrollada a partir de entonces con un gran ndmero de aportaciones debidas a

prestigiosos investigadores como Tobin, Sharpe, Litner etc.

Nos referiremos, al modelo basado en la teoria de formacion y seleccion de

carteras, entendiendo por cartera una determinada combinacion de activos financieros.

Cuando el inversor forma su cartera trata de combinar un conjunto de activos
individuales de forma que el conjunto de todos ellos le garantice una rentabilidad,
seguridad y liquidez aceptables, objetivos que son, en cierta medida, incompatibles

entre si.

Las dos caracteristicas principales de los modelos media-varianza son:

1.- El rendimiento de un titulo o cartera se mide mediante la media o esperanza
matematica de la variable aleatoria r, descrita anteriormente y como medida del riesgo

se acepta la varianza de dicha variable.

2.- Los inversores prefieren las carteras que sean Pareto-Optimas respecto a la
media y a la varianza, es decir, dadas dos carteras con el mismo rendimiento esperado
van a preferir aquella con menos riesgo y dadas dos carteras con la misma varianza

preferira aquella con mayor rendimiento esperado.
En cualquier caso, con la diversificacion se puede disminuir la varianza
manteniendo la misma rentabilidad esperada sobre todo cuando las rentabilidades de

varios activos estén negativamente correlacionadas.

Estéa claro, por lo tanto, que el decisor elegird una cartera bien diversificada.



Dados n titulos cuyas rentabilidades nos vienen dadas por la variable aleatoria
R

Se trata de calcular la proporcion de cada titulo que debe contener la cartera,
para ello, denotaremos dichas proporciones como:

a)l’a)z’...wn
E =E(x)
X;qof =Var(x) i=12:-,n

o; =Cov(xi,xj)

Rentabilidad de la Cartera C = x,@, + X,@, +---+ X, @,

o+, + -+, =1
La Esperanza Matematica de la cartera sera:
E=E(c)=E(xo,++Xo,)=Ea+-+Eo
y la Varianza:
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Al ser Var(C) >0 siempre, esta claro que a)tZw >0 Vo #0

Asi pues a)‘Za) es una forma cuadratica semidefinida positiva y por tanto la

funcién es convexa

Matematicamente, las carteras dptimas son las soluciones del siguiente programa
multiobjetivo:



n
Min Zaija)ia)j

ij=1

Max Zn: Eo, (1)

i=1
. n
Sujetoa: Y o, =1
i=1
o utilizando el método de las restricciones, resolviendo el siguiente programa se
demuestra que los optimos de Pareto (sobre todo cuando el programa es convexo, Como
lo es en este caso) se pueden obtener fijando la segunda restriccion y variando Eo.

Calcularemos las carteras de minima varianza.

Sujetoa: Y Eo, = E,
i=1

Za)i =1

i=1

siendo n el nimero total de valores, E, y o las esperanzas matematicas y las

varianzas de sus rentabilidades y o, la proporcion de capital invertida en el activo i

Al ser un programa convexo los éptimos que se obtienen son globales.

L(w,A) = iafwf +Zn:aijwiwj +, (Z Eo, - onmz (ZCO —1)

ij=1

y resolvemos el sistema:

%: 20w, +oy0; + AE +4,=0
i=1..,n

Z:Eia)i -E, =0

i=1

Za)i -1=0

i=1

Las soluciones (a,,...,@,) del programa ( I) son los 6ptimos de Pareto



Ejemplo 1

VVeamos un ejemplo que resolvemos para tres activos

Min 2,30 +1,40?; +1,8w? +0,93wm,0, +0,620,0, +0, 220,00,
Sujeto a: 15,1w, +12,5w, +14,7w, = E,

o +o,+0,=1

donde sus respectivas esperanzas matematicas y varianzas son las siguientes:
E, =15,1 E, =12,5 E,=14,7

0'12:2,3 0'22:1,4 0521,8
o, =0,93 oy, =0,62 0, =0,22

formamos la funcion Lagrangiana:

L( @, @, 0, 4,2,) = 2,307 +1,40’ +1,8w. +0,930,0, +0,620,0, + 0, 220,0, +
+4,(15,1w, +12,5w, +14, 70, — E;) + 4, (@, + @, + @, —1)

hacemos las derivadas parciales de la lagrangiana

oL =4,6w, +0,93w, + 0,620, +15,14, + 4,
Ow,
oL
— 2,80, +0,930, + 0,220, +12,54, + 1,
W,
oL
P 3,60, +0,620, +0,22w, +14,74, + 4,
W,

y resolvemos el sistema
4,6m, +0,93w, +0,62w, +15,14 + 4, =0
2,8w,+0,93m, +0,22w, +12,54, + 4, =0
3,6w,+0,62w, +0,22w, +14,71,+ A, =0
15,10, +12,50, +14,7w, - E, =0

o +o,+w0,-1=0




las soluciones del mismo seran los éptimos de Pareto
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y su imagen por la funcion:

f(awy,...0,) = (ZE&) zga),a)j

es la denominada frontera eficiente.
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Ejemplo 2

En este caso resolveremos de nuevo un programa para tres activos, de los cuales

uno de ellos es un activo libre de riesgo

Min 1,40? +1,8w7 +0,220,0,
Sujetoa: 7w, +12,50, +14,7w, = E,

o +o,+o,=1

donde

formamos la funcion Lagrangiana:

L( @, @,,0,,2,2,) = 1,405 +1,80; +0,220,0, +
+4,(Tw, +12,50, +14, 70, — E)) + A, (0, + @, + @, 1)



hacemos las derivadas parciales de la lagrangiana

oL

—=T14+4
20" Tht
oL
=2,8m,+0,220, +12,54, + 4,
ow,
oL
—=3,6w,+0,220, +14,74, + 4,
0w,

y resolvemos el sistema

TA4+4,=0
2,8w,+0,22w,+12,54, + 4, =0
3,6, +0,22w, +14,74, + 4, =0
To,+12,50, +14, 7w, —E, =0

o +0,+w0,-1=0

y obtenemos de nuevo los 6ptimos de pareto

y su imagen por la funcion:



f(w,...0,)=( Zn: E o, , Zn“aija)ia)j
i=1

ij=1

es nuevamente la frontera eficiente.
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La eleccion de una entre todas las carteras Optimas (dentro de la frontera

eficiente) la realizara el decisor escogiendo aquella que maximiza su utilidad.
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