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RESUMEN

En este trabajo se pretende utilizar conceptos basicos relacionados con el
Andlisis Matematico (interpolacion e integracion de funciones en dos variables) para
realizar un estudio de la distribucion de la riqueza en un periodo de tiempo en diferentes
naciones. Aprovechando datos macroecondomicos como el PIB y las curvas de Lorenz
de cada pais en distintos instantes de tiempo, se construye un indicador que permite
agrupar las naciones seglin la evolucién temporal de la distribucion de su riqueza. La
sencillez de calculo del indicador utilizando programas de computacion simbolica, asi
como la facil interpretacion econdmica del mismo, parecen sugerir que su uso podria ser
util para analizar el problema de la distribucion de la riqueza a lo largo del tiempo en

regiones que hayan sido objeto de actuaciones similares.

Segun esto, el objetivo de este trabajo es ver la evolucion de las desigualdades
(segun la distribucion de la riqueza) de varias regiones, o bien de una tinica poblacién, a
lo largo de un periodo de tiempo; para ello, se construira un indicador que utilizara entre
otros datos las curvas de Lorenz de las regiones del estudio en distintos instantes de

tiempo.

Palabras clave: Riqueza, curvas de Lorenz, interpolacion, indicadores.

Area tematica: Aspectos cuantitativos del fenémeno econdémico.
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1. INTRODUCCION

La pobreza, la desigualdad y el nivel de vida tienden a ser fendémenos mas
estables que, por ejemplo, la renta anual de un grupo de individuos; asi, una caida de la
renta anual (en cierto instante del tiempo), no implica necesariamente una caida en el
nivel de vida. Por ello, a menudo es ttil estudiar la evolucion de la renta en amplios
periodos de tiempo, aunque se puede comprobar que pueden presentarse algunos
problemas en la lectura de los resultados cuando solo se analiza la renta (Fedriani y
Martin, 2004). Tal vez una de las formas mas objetivas de solventar las deficiencias de
la clasificacion sea analizar conjuntamente renta y desigualdad.

Las curvas de Lorenz' permiten comparar distribuciones y establecer
ordenaciones entre ellas. En resumen, un grupo es mas desigual que otro cuando su
correspondiente curva de Lorenz queda siempre por debajo para toda la proporcion de
individuos que componen el grupo. La ordenacidon obtenida mediante las curvas de
Lorenz es parcial y se puede hacer siempre que las curvas no se corten; cuando se cortan
es imposible decir, con un minimo de rigor cientifico y a partir de las representaciones
graficas, cual de las distribuciones que se estan comparando es mas desigual en la
distribucion de la riqueza.

Para resolver el problema de la comparabilidad de distintas curvas de Lorenz,
diversos autores han construido algunos indicadores que sintetizan en un tnico nimero
la informacién dada por ellas, para de esta forma poder dar una ordenacion total de las
distribuciones que se estan comparando. Un ejemplo de indicador de este tipo es el
indice de Gini.

En este trabajo, el objetivo final consiste en ver la evolucion de la pobreza y las
desigualdades de varias regiones, o bien de una unica poblacion, a lo largo de un
periodo de tiempo; para ello, se construira un indicador utilizando la metodologia que a

continuacion se detalla.

'Para ver distintos métodos de construccion de la Curva de Lorenz de una determinada poblacién
pueden consultarse Gupta (1984), Kakwani y Podder (1973) y Ortega, Martin, Fernandez, Ladoux y
Garcia (1991), entre otros.
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2. CONSTRUCCION DEL INDICADOR DE DISTRIBUCION
TEMPORAL DE LA RIQUEZA

Suponemos conocidos los datos para cada una de las unidades de analisis del
estudio y para varios instantes de tiempo del periodo que se quiere analizar. De
momento, fijemos una de dichas unidades de andlisis; posteriormente repetiremos este
proceso para las otras unidades de analisis.

En primer lugar, se calcula la curva de Lorenz asociada a los datos que se tienen
para cada uno de los instantes de tiempo to, t3,..., tv. A cada una de las citadas curvas las
representamos por Ly(X) para t € {to, ti,..., t}, con X €[0,1] (por ser L¢(X) una curva de
Lorenz).

A continuacion, elegimos IT, ={0=x, <X, <..<X, =1}, una particion del
intervalo [0,1] tal que X, =i-h para i=1,..., k y h=1/k (esto es, por simplicidad y
ventajas de calculo, elegimos h constante). Normalmente IT, viene recomendado por la

forma de calcular las curvas de Lorenz.

Fijado el valor en x; e[, para cada instante de tiempo tj, se tienen los puntos
(L, (X;),t,) parai=1,.., kyj=1,.., n, donde II; = =t, <t, <..<t,_, <t, =T} es

una particion del intervalo [0,T], que normalmente vendra determinada por la
disponibilidad de los datos, segun se ha visto.

El siguiente paso serd calcular una funcion de interpolacion de tales puntos. Para
ello, serd necesario utilizar la interpolacion en varias variables, concretamente la
interpolacion en dos variables y en una malla rectangular [0,1]x[0,T].
Consecuentemente, se planteara un problema de interpolacion de Lagrange en la malla
rectangular [0,1]x[0,T].

A la funcion de interpolacion obtenida utilizando la interpolacion de Lagrange

para los puntos (X;,t;,L, (X;)) la representaremos por L(x,t) (que es un polinomio en

las variables X y t de grado n para la variable X y de grado Kk para la variable t, luego es
un polinomio de grado n+Kk), donde xe[0,1] y te[0,T].

El procedimiento anterior, obviamente, deberd repetirse para cuantas unidades
de analisis compongan el estudio.

A partir de las funciones L(x,t), se va a definir un indicador que se denotara IDT

y nos permitira comparar la situacion de pobreza y desigualdad en distintas zonas.
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Definicion_2.1: En las condiciones anteriores y con la notacion recién

establecida,

IDT =T - [ [ " Lex.b) dtdx.

El indicador IDT se puede interpretar como una generalizacion del indice de
Gini; éste nos indicaba el 4rea comprendida entre la diagonal del cuadrado [0,1]x[0,1]y
la curva de Lorenz y el indicador IDT nos va a dar el volumen comprendido entre la

“diagonal” del cubo [0,1]x[0,T]x[0,1] y la superficie formada por las curvas.

2.1. Interpretacion y propiedades del indicador IDT

En este apartado se hara una descripciéon mas profunda de la interpretacion del
indicador IDT definido en la apartado anterior. Ademads, se mostrardn algunas de las
propiedades que verifica el indicador IDT.

La curva de Lorenz en un cierto instante de tiempo t para una distribucion dada
se define como una funcion

L, :[0,1] = [0.1]
X = L (x).

Como se ha dicho, a partir de la curva de Lorenz se definen varios indicadores
de desigualdad (vease por ejemplo Zheng (1997)). Un ejemplo de indicador de
desigualdad construido a partir de la curva de Lorenz es el indice de Gini, que calcula la
desigualdad de cierta distribucion en un determinado instante de tiempo. Nuestro
objetivo al definir el indicador IDT es diferente: calculadas las curvas de Lorenz para
una misma distribucion en instantes de tiempo distintos, nos proponemos ver como han
evolucionado tales curvas; es decir, ver como ha evolucionado la desigualdad a lo largo
de un periodo de tiempo. De esta forma, haciendo esto para varias distribuciones (o
zonas) podremos elaborar una clasificacion de las zonas segun las desigualdades en el
periodo de tiempo [0,T].

De esta forma, el indicador IDT geométricamente es el volumen comprendido
entre el plano que pasa por el punto (1,T,1) y contiene al eje OY y la superficie Lj(X,t)

(que se calcula a partir de las curvas de Lorenz de una cierta zona en instantes de tiempo
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distintos). Por tanto, cuanto menor sea tal volumen, menos desigualdades existiran en el
periodo de tiempo estudiado.

Cuando el numero de zonas geograficas que forman parte del estudio que se
realiza es reducido, sucede que el indicador IDT se comporta de forma similar a la
media de los indices de Gini en cada instante de tiempo para cada una de las zonas. Por
tanto, la clasificacion de las zonas geograficas del estudio que se obtiene utilizando el
indicador IDT es equivalente al que se obtiene si clasificamos tales zonas geograficas
segun los valores de la media aritmética de los indices de Gini de cada zona para todos
los instantes de tiempo estudiados. No obstante, conviene avisar de la dificultad de
encontrar bases de datos con los indices de Gini de diferentes regiones. Por otra parte, la
ventaja mas importante del uso del indicador IDT frente a la media aritmética, por
ejemplo, es que permite la realizacion de un andlisis temporal comparativo incluso
cuando no se tengan datos simultaneos en todas las unidades de andlisis. Esto es, cada
unidad de analisis (dentro del periodo temporal que se tomard en consideracion para el
estudio) puede tener distinto nimero de datos, éstos pueden estar desigualmente
distribuidos (diferente espaciamiento o un espaciamiento no uniforme), pueden incluirse
nuevos datos conforme se vayan obteniendo, etc.; es decir, el proceso explicado es
independiente de la irregularidad temporal de los datos con los que se cuenta.

Es necesario comentar también que la principal desventaja del indicador IDT es
su coste computacional, ya que para su calculo es necesario calcular las curvas de
Lorenz para varios instantes de tiempo, ademas de calcular una funcidn de interpolacion

polindmica en dos variables.

Proposicion 2.1: El indicador IDT es invariante ante cambios de escala.

Demostracion:

Las curvas de Lorenz son invariantes ante cambios de escala (Lorenz, 1905), por
lo que los puntos (X;, ti, Lti(X;)) se mantienen constantes ante cambios de escala en los
valores de la funcion L(x,t). Por tanto, la funcion de interpolacion calculada también se
mantiene constante y consiguientemente el indicador IDT en cualquier unidad de

analisis. 0

Proposicion 2.2: El indicador IDT es independiente del tamafio de la poblacién

en la que se realiza el estudio.
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Demostracion:

La curva de Lorenz en cada instante de tiempo t, Li(X), es independiente del
tamafio de la poblacion, por lo que la funcion de interpolacion construida para el calculo
del indicador IDT en los puntos de la forma (xj, ti, Li(X;)) para i=1,....k y j=1,...,n es
independiente del numero de individuos de cada poblacion. Por tanto, también se
verifica que el indicador IDT es independiente del tamafio de la poblacién en la que se

realiza el estudio. 0

De un modo similar, el indicador IDT permanece invariante si el nimero de
individuos en cada nivel de la variable estudiada se ve alterado en la misma proporcion
en cada uno de los percentiles que se han utilizado en el calculo de las curvas de

Lorenz.

Proposicion 2.3: El indicador IDT verifica el Axioma de Transferencia Débil.

Demostracion:

Intuitivamente, a partir de la descripcion geométrica de la curva de Lorenz, se
puede observar que una transferencia de una unidad de analisis rica a una mas pobre en
un cierto instante de tiempo t eleva toda la curva de Lorenz entre los correspondientes
percentiles; como consecuencia también se elevara la curva L(x,t) y, por tanto, el valor

del indicador IDT se vera reducido. 0

Proposicion 2.4: El indicador IDT es continuo respecto de las variables que

intervienen en su calculo.

Demostracion:

Se deduce del proceso de seleccion del polinomio de interpolacion (Hammerlin,
1991) y de propiedades ya utilizadas en la demostracion de proposiciones similares a

ésta. 0

2.2. Un ejemplo

A continuacion, se presenta un ejemplo para una mayor claridad y comprension
del método descrito anteriormente para el célculo del indicador IDT. En el ejemplo se

dispone de los datos del producto interior bruto (PIB) para los afios 1991, 1996 y 2000
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para cuarenta y una comarcas de la Comunidad Auténoma de Catalufia recogidos de los
Anuarios Econdémico Comarcales publicados por Caixa Catalunya (Caixa Catalunya
(1991), Caixa Catalunya (1996), Caixa Catalunya (2000)). Estas comarcas haran de
individuos en nuestro analisis.

El PIB en cada uno de los afos anteriormente indicados esta dado en millones de
pesetas corrientes. En primer lugar, para calcular las curvas de Lorenz, los datos se

agrupan en nueve intervalos de amplitud constante 0,3, obteniéndose lo siguiente:

PIB
(millones de pesetas NUmero de Comarcas
corrientes)
1991 1996 2000

1-1,3 6 0 0
1,3-1,6 16 5 4
1,6-1,9 14 14 13
1,9-2,2 2 15 14
2,2-2,5 3 2 4
2,5-2,8 0 4 5
2,8-3,1 0 0 0
3,1-3,4 0 0 0
3,4-3,7 0 1 1

Fuente: Anuario econdmico Comarcal. Caixa Catalunya.

A partir de tales datos se calculan las Curvas de Lorenz para cada uno de los
afios 1991, 1996 y 2000 utilizando la hoja de calculo EXCEL? para realizar los calculos
previos. Realizados tales célculos, y a partir de los datos obtenidos y utilizando el
programa de célculo simbolico MATHEMATICA®, calculamos las curvas de Lorenz
mediante interpolacion de funciones. Las 6érdenes necesarias para calcular lo anterior en

MATHEMATICA se describen a continuacion:

<<NumericalMath SplineFit"

<<Graphics~Spline"

* EXCEL® Copyright Microsoft Corporation 1985-2004.
* MATHEMATICA® Copyright 1988-2004 Wolfram Research, Inc.
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Estas dos primeras sirven para cargar los paquetes especificos; ademads, para

cada afio se tiene algo del tipo:

datosafio91={{14.63,10.49},{53.66,45.78},{87.80,83.04},
{92.68,89.28},{100,100}};

curva9l=SplineFit [datosafio9l, Cubic] ;

Si se quiere dibujar la curva de Lorenz calculada, utilizaremos la orden:

ParametricPlot [curva9l [u],{u,0,4},PlotRange—>All, Compiled—False]

I

datosafio96={{0,0},{12.2,8.91},{40.34,39.03},{84.93,76.83},
{87.80,82.61},{97.56,95.64},{100,100}};

curva96=SplineFit [datosafio96, Cubic];

ParametricPlot [curva9é6 [u] ,{u,0,4},PlotRange—>All, Compiled—>False]

I

datosafio00={{0,0},{9.76,6.95},{41.46,34.21},{75.61,68.60},
{85.37,79.87},{97.56,95.75}, {100,100} };

curva00=SplineFit [datosafio00, Cubic];

ParametricPlot [curva00 [u],{u,0,4},PlotRange—>All, Compiled—>False]

I

A continuacion, se calcula el polinomio de interpolacién de Lagrange utilizando
las siguientes ordenes:

En primer lugar se definen los intervalos; en el ejemplo son [0,1] y [0,2]:

o Qo
] Il Il
'_l

L
N

A continuacion se indica el nimero de nodos para cada uno de los intervalos

anteriores; en el ejemplo son 3 y 2, respectivamente:
n=3

m=2

hx=(b-a)/n

ht=(d-c) /m
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Se calculan los nodos para cada uno de los intervalos con las siguientes drdenes:
nodosx=Table [a+i*hx, {i,0,3}]
nodost=Table [c+j*ht, {j,0,2}]
nodos=Table [{nodosx[[i]],nodost [[§11},{i,1,n+1},{3,1,m+1}]

Los polinomios de Lagrange para las variables X y t se calculan con la orden:

For[i=1,i<n+1,i++,For[j=1,j<m+1,j++,1[i,]jl=
Product [ (x-nodosx[[r]])/ (nodosx[[i]] -nodosx[I[r]l]),
{r,1,i-1}1*Product [ (x-nodosx[[r]])/ (nodosx[[i]]-
nodosx [[r]]),{r,i+1,n+1}] *Product [ (t-nodost [[s]])/
(nodost [[j]]-nodost[[s]]),{s,1,j-1}]*Product [ (t-
nodost [[s]])/ (nodost [[j]]-nodost[[s]]),{s,j+1, m+1}]11]]

A continuacion se calcula el polinomio de interpolacién de Lagrange:

curvas={curva9l, curva96, curva0o}

valores=Table [Part [curvas[[k]] [nodosx[[1]]1]1,2],{k, 1,3},
{i,1,n+1}]

traspvalores=Transpose [valores]

L[x ,t ]:=Sum[traspvalores[[i,k]]1*1[[i,k]],{i,1,n+1},{k,1,3}]

polilagr=Table([1[i,k],{i,1,n+1},{k,1,3}]

Una vez calculado el polinomio de interpolacion de Lagrange se procede a

calcular el valor del indicador IDT:

1p2
IDT =T —jojo L(x,t) dtdx =12'3816.

El ejemplo que se ha descrito, como se indic6 anteriormente, es solamente
descriptivo del método que se ha propuesto en este trabajo para el estudio de la
evolucién de la renta y desigualdades en un cierto periodo de tiempo. Asi, si se realizan
estos mismos calculos para varias regiones o zonas geograficas, podemos comparar la
evolucion de la renta y las desigualdades en el periodo de tiempo en el que se realiza el

estudio para las distintas zonas.
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