El teorema de Cayley-Hamilton

EL TEOREMA DE CAYLEY-HAMILTON

Francisco Gomez Garcia

Universidad de Murcia

RESUMEN

El teorema de Cayley—Hamilton establece que cada matriz cuadrada A satisface
su ecuacion caracteristica: Si p(4) = det(4-A11) es el polinomio caracteristico de A,

entonces p(A) es la matriz nula.

Entre las diversas demostraciones del teorema hemos encontrado en R. Bellman
(1965) una puramente algebraica, que es la que detallamos, con algin matiz, en nuestro

trabajo.

El interés de la demostracion radica en la utilidad que puede tener para nuestros
alumnos de primer curso, la exposicion de un desarrollo légico basado en sus
conocimientos basicos de calculo matricial. También es inmediato y puede ser

igualmente atil calcular, a partir del teorema, la inversa de A, cuando A sea no singular.

1. TEOREMA DE CAYLEY-HAMILTON

Sea p(W)=(— D" A +cha A" 4 Cno A"+ .+ Co A2 +C1 A+ Co el polinomio
caracteristico de una matriz A de orden n. Entonces p(A)=(—1)"A" + 1 A" +
CnoA"? ...+ 1A + col es la matriz nula. Es decir, cada matriz cuadrada A satisface

su ecuacion caracteristica p(A)=20.
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Nota: A es una matriz de orden n con elementos en un cuerpo K; por tanto, los

coeficientes c; del polinomio caracteristico det(4 — A7) pertenecen a dicho cuerpo K .

2. DEMOSTRACION

Por las propiedades de las matrices se cumple que:
(A =) Adj(A — D" = p(A)I
donde Adj(A —Al)"es la matriz traspuesta de la matriz de los adjuntos de los elementos
respectivos de la matriz A — Al 'y p(1) =det(A — A1) es el polinomio caracteristico de

la matriz A.

Si denotamos B(4) = Adj(A — Al)', entonces B(A) es una matriz polinémica en
A, de grado n-1, que se puede escribir como:
B(A) =By A" Bao A" 2.+ BoA2 + By A+ By
donde cada B; es una matriz de orden n, con elementos en el cuerpo K. Entonces el
producto (A — Al) B(A) vale:
(A=ADBA) =(A =AU ) Bua A"+ Bio A2 4. + B2+ BjA+ By)=—Bya A"+
(ABn1 — Boo) "+ (ABy — Bag) A" +... +(AB,—B)) 22 +(AB,— By) A + A By

Por otro lado p(A2) | es la matriz polindmica:
P L =(= D" A +cna | A" el A" 24+ o L A2 +Cul A+ col

Luego, igualando las matrices polindmicas, con elementos en el dominio K(A),
(A = Al) B(4) = p(A) 1, se deduce que:
—Bya=(-D"
AByq— By = Chal
ABn2— By3 = Ch2|l

AB,— B;= ¢l
AB;—Bp= ¢ |
A By= ¢l
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Si vamos sustituyendo cada matriz B; en la siguiente ecuacion hasta llegar a la
penultima resulta:
~Bya=(-D"I
~Byo=(-1)"A+ cyal
—Bya=(-1)"A? +cy1A +Coal

—Bva=(-1)"A*+ cha A% +CraA +Cosl

—Bo=(—D"A"2 2Cia A"+ o A" £+ A # Gl
-B;=(- ])nAn—Z +Cn_1An73 + Cn_zAnJ' +..+C3A +Co |

By= (- ])n A"t -/-Cn{LAn_2 + Cn,2An_3 +..+CoA +C |

Entonces sustituyendo By en la ultima ecuacion A By = ¢yl se obtiene:

—ABy=(—1)"A" +Cog A"+ Cop A" 4+ Co A2 #C1A =— ol

Por tanto, (— 7)" A" +Cha A"t + Cuo A" +...+Co A% +C1A +Co | =0. Es decir,

p(A)=0 c.q.d.

3. COMENTARIOS

R. Bellman supone en su razonomiento que A no es raiz caracteristica, lo cual no es
necesario. Después prueba que Ay B; conmutan (en nuestra demostracion es inmediato), para
a continuacion afirmar que p(A) | =(A —Al) B(A) es vélida no sélo para escalares A, sino para
cualquier matriz que conmute con B, y en particular lo es para A =A y entonces p(A) =0.
Conclusion que resulta de esa igualdad p(2) | =(A —Al) B(A) = — By1 A"+ (ABy1 — By2)
A"+ (AByo — Bug) A" 24 ... +(AB, — B)) % + (AB;— By) A + A By tomando A =A:

P(A) | == By A"+ (ABy41 — Brg) A" +(AByo — Byg) A" +
+ ... +(AB,—B)A* +(AB,—By)A+ABy=0

yaque Ay B conmutany cada sumando se anula con el siguiente.
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