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RESUMEN

Aunque conceptualmente diferentes, las formulaciones matematicas de la teoria de
juegos cooperativos, efectuada por VON NEUMANN Y MORGENSTERN en su
tratado clasico de 1944, y la teoria de la evidencia, creada por A.P.DEMPSTER y G.
SHAFFER, como una generalizacion de la teoria de la probabilidad a finales de los 70
del siglo pasado, son formalmente iguales. El objetivo de este trabajo es el de mostrar
ese paralelismo y el de establecer la posible interpretacion de una cualquiera de esas

teorias por los métodos y los conceptos de la otra.
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INTRODUCCION

La teoria matematica de la evidencia, formulada inicialmente por A.P.DEMPSTER
en la década de los 60 del siglo pasado y sistematizada por G. SHAFFER a finales de
los 70 de ese mismo siglo, aunque sus origenes se remontan al siglo XVII cuando se
iniciaron los primeros analisis para modelar la incertidumbre de los que surgié como
linea principal la teoria de la probabilidad, es una teoria de la creencia no probabilistica
que los sujetos tienen acerca del alguin campo de conocimientos y del modo como
operan y razonan con esas creencias.

La teoria de la evidencia, tanto en DEMPSTER — SHAFFER, como en las discusiones
del siglo XVII acerca del conocimiento incierto, parte de la critica de la hipdtesis,
aceptada en la teoria de la probabilidad clasica y que constituye su fundamento, de la
aditividad de las creencias: sean A y B dos proposiciones independientes entre si acerca
del mundo; la propiedad fundamental de la probabilidad es que P(A 6 B) = P(A) + P(B)
pero siempre se ha pensado que la “unién” de dos o mds proposiciones podrian
reforzarse mutuamente de forma que su “fuerza conjunta” seria mas que la suma de la
fuerza de cada componente. Esta es la idea basica que se halla detrds de la teoria de la
evidencia.

Sea Q el universo del discurso y 2 el conjunto de todas las proposiciones acerca de
Q. En la teoria de la probabilidad cada A € 2% es un subconjunto de Q que no es mas
que la “suma” de sus elementos y la probabilidad de A queda determinada por las
probabilidades de sus constituyentes P(A) = >’ P(a;) con a; € A. Es por esta razon por la
que la probabilidad queda definida por una asignacion basica de probabilidades a los
elementos de @ P: Q — [0 1] con ) P(aj) = 1, a; € Q. En la teoria de la creencia cada
subconjunto A & 2* no es la “suma” de sus elementos y ha de ser considerado en si
mismo de forma global; por esto una asignacion de creencia pasa de Q a 2* y se define
como una funcion m: 2 — [0 1] tal que 1) m(@) =0y 2) ¥ m(A) =1 A £ 2% Dada
esta asignacion basica de creencia se define la creencia total en A ¢ 2 como BEL(A) =
Y m(X) con X < A. Es decir, la creencia es “como” una probabilidad definida en 2%y
no en Q con la “suma” sobre los elementos de A sustituida por la suma sobre los
subconjuntos de A, cambio de perspectiva que pretende reflejar la idea de que todas las

.. ) .
proposiciones, sean elementales a; € Q2 o compuestas A € 2, son consideradas como
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entidades propias y en igualdad de condiciones mutuas. Frente a la aditividad de la
teoria de las probabilidades las funciones de creencia satisfacen la superaditiivdad: para
cualesquiera dos subconjuntos A, B de Q se tiene que BEL (A U B) + BEL(A N B) >
BEL(A) + BEL(B). En particular si A N B = @ se tiene que BEL (A U B) > BEL(A) +

BEL(B) que es una forma de decir que la “union hace la fuerza”.

Curiosamente, aunque la teoria de la evidencia fue formulada como una teoria de la
creencia en las proposiciones, formalmente es analoga a la formulacion de la teoria de
los juegos cooperativos. Aqui, el universo del discurso Q es sustituido por el conjunto
de jugadores Q ={1 2 3...n}, el conjunto de todas las proposiciones posibles 2% por el
conjunto de todas las coaliciones posibles 2 y la funcion de creencia BEL por la
funcion caracteristica, normalizada sin pérdida de generalidad, del juego v: 2°* — [0 1]
con 1) v(@) =0, 2) v(Q) = 1 y alguna forma de superaditividad: si A N B = @ se tiene
que v(A U B) > v(A) + v(B) que es igualmente una forma de decir que la “union hace la
fuerza”; una de las mas usuales es aceptar que la funcion caracteristica v la condicion de
“supermodularidad”: para cualesquiera dos subconjuntos A, B de Q se tiene que v(A U
B) + v(A N B) > v(A) + v(B) que es exactamente la condicion que cumplen las
funciones de creencia. La idea subyacente es la misma: la coalicién A & 2 es més que
la “suma” de sus jugadores componente y ha de tener mejor pago v(A) que la suma de
los pagos individuales v(A) > > v( 1), esto ha de ser superaditiva. Esta similitud de

planteamientos hace que ambas teorias puedan ser consideradas equivalentes entre si.

2.LA REPRESENTACION DE LA IGNORANCIA

Las funciones de creencia permiten representar la ignorancia mejor que la teoria de las
probabilidades. Consideremos, por ejemplo, la cuestion (Existe Dios? Aqui Q posee
dos y solo dos posibilidades Q2 = {si, no}. Desde el punto de vista probabilistico ha de
tenerse, por la aditividad de las probabilidades, que P(si) + P(no) = 1 y como P(no) = 1
— P(si) necesariamente como P(no) = P(si) = 2. La ignorancia consiste en creer con un
50% de posibilidades que Dios existe y que no existe con otro 50%: en la mitad de los

mundos posibles existe Dios y en la otra mitad no. Tal cuantificacién no es creible.
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Desde el punto de vista de la teoria de la evidencia la ignorancia puede ser mejor
representada por una funcion de creencia BEL: 22 — [0 1] con BEL(si) = 0, BEL(no) =
0y BEL (siono)=1.

3. “PROBALIDADES” SUPERIORES

DEMPSTER y SHAFFER introducen para cada funcion de creencia BEL: 2% — [0 1] la
funcién P*: 2 — [0 1] definida por P*(A) = 1- BEL(~A), A€ 2%y ~A=Q — A el
complemento de A respecto del universo del discurso Q que representa igualmente un
grado superior de creencia en A: BEL(—A) es la creencia en “no A” y 1- BEL(—A) es
una medida de la posibilidad de A. Puede mostrarse que siempre se tiene que
BEL(A)<P*(A). Entre estas dos funciones BEL y P* DEMPSTER y SHAFEER
consideran el conjunto M(P) de todas las probabilidades P: 2 — [0 1] entre esas dos
funciones: BEL(A) )< P(A) )< P*(A), que es la forma original en la que aparecieron las
funciones de creencia. La motivacion tras ello es la siguiente: desde el punto de vista de
la teoria de las probabilidades, cuando se tiene un conjunto de proposiciones inciertas
en la mayoria de las ocasiones no se sabe que probabilidades asociarlas pero si se sabe
que esas probabilidades forman un conjunto M(P); la funcion inf P(A) es una medida de
la minima creencia que se estd dispuesto a asignar a A y sup P(A) es la maxima creencia
que se esta dispuesto a asociar a A: la asignacion inf(A) constituye una funcidon de
creencia BEL asociada a dicho conjunto de probabilidades M(P) y sup(A) constituye
la asignacion de “probabilidad superior” P* asociada a BEL(A) asociada a BEL. En la
teoria de juegos cooperativos, curiosamente, aparece una situacion similar. Si (Q, v) es
un juego supermodular v(QQ) = 1 >) v( i)y el exceso v(Q) - > v( i) representa la
ganancia extra que obtienen los jugadores por sus coaliciones. Este exceso hay que
repartirlo adecuadamente entre dichos jugadores y un tal reparto, denominado
IMPUTACION, consiste en una funcion X: 2 — [0 1] con X (i) = x; tal que 1) x; > v(
1) ya que es un extra afadido y 2) )’ x; = 1, que define asi una probabilidad sobre Q. De
todas estas posibles imputaciones, la teoria de juegos busca aquellas que sean NO-
DOMINADAS, es decir aquellas que no puedan ser mejoradas por un mejor reparto de
los beneficios denominadas el NUCLEO del juego (Q, v). Un teorema de

caracterizacion muestra que el ntcleo lo forman aquellas y sélo aquellas imputaciones
tales que X(A) = Y xi =Y v(i), ig A g 2% es decir por las probabilidades que
mayorizan el valor del juego v. Se tiene asi que el ntcleo es el conjunto M(P) de todas

las probabilidades P: 2 — [0 1] entre esas dos funciones: v(A) )< P(A) )< v*(A) como
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en el caso de las funciones de creencia. Ahora se hace posible mostrar un teorema de la
teoria de juegos cooperativos que afirma que el nucleo es vacio para los juegos
cooperativos de suma constante, es decir para aquellos juegos en los que v(A) = 1-
v(—A); estos juegos supermodulares de suma constante son precisamente aquellos en los
que v se convierte en un distribucion de probabilidad sobre el conjunto de jugadores y
por lo tanto M(P) ha de coincidir con la unica probabilidad v que define el juego: los

juegos cooperativos de suma constante son los espacios de probabilidad clasicos.

4. ESTADISTICA EN LOS JUEGOS COOPERATIVOS

La interpretaciéon de la funcion caracteristica de los juegos cooperativos como una

funcidn de creencia permite introducir nociones «probabilisticas» en la teoria de juegos:

4.1.- Funcién de distribucion inferior y superior de un juego: Si v es la funcion
caracteristica del juego y X es cualquier funcién definida en Q se denomina funcion de
distribucion inferior de X F+ (x) = v (X < x) en analogia con la teoria de la probabilidad
estandar. Igualmente se define la funcion de distribucion superior como F' x)=v(X=>

x). Se puede mostrar que F+ (x) < F (x).

4.2.-Esperanza inferior y superior de una «vairable aleatoria x»:

E« (X)= T xdF (V)

E" (X)= T xdF.(v)

Los intercambios de las estrellas en las respectivas funciones de distribucion son
necesarios para que E+« (X) < E" (X).

Al igual que en el caso probabilistico estandar, los conceptos de valor esperado
inferior y superior generalizan los conceptos de funcion caracterisitica y probabilidad
superior en el sentido de que si It es la funcion indicador del subconjunto T Q se

tienen que E+ (X) =v(T) y E* (X) = P*(T) = 1- v(-T).
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Como se intuye puede demostrarse que el nucleo del juego (Q, @(Q),v)puede

caracterizarse como el conjunto de probabilidades P de Q tales que E« (X) < Ep (X) <

E" (X).

4.3.-Condicionalizacion. Si (Q, ¢(€2),V) es un juego cooperativo y B es una coalicion
se obtienen un nuevo juego cooperativo restringido a B (B,go(B),vB) en en el cual v,

se define

V(AN B)

Vg(A) = V(B)

como en el caso probabilistico estandar.

5. SOLUCIONES UNIVOVAS DEL JUEGO: VALOR DE SHAPLEY

El «core» o nicleo de un juego cooperativo (Q, ((Q),V) representa todas las posibles
redistribuciones entre los jugadores de los beneficios conseguidos por su cooperacion.
Como hemos visto dicho nucleo es un conjunto convexo compacto del simplex de

probabilidades de Q que contiene una cantidad infinita de elementos.

nucleo

(Cuadl elegir de todos ellos?. La teoria de juegos cooperativos ha considerado diversas
elecciones particulares y concretas del nicleo C(v) tales como el valor de SHAPLEY.
Si bien desde el punto de vista de la teoria de juegos, tales elecciones parecen
adecuadas, desde el punto de vista de la teoria de el evidencia no resultan tan
razonables. Esta friccion entre ambos enfoques, matematicamente analogos, puede

ilustrarse por medio del siguiente ejemplo.
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SeaQ ={1,2} un juego con dos jugadores

y sea v la funcidn caracteristica definida

por:

v:p(Q)—[0,1]

D —->v(D)=0
{1} > v{1}=0
{2} >v{2}=0

12} >v{1,2} =1

Ningln jugador consigue nada por si
mismo pero cooperando entre ellos
logran una unidad de beneficio. Se ve
que el nucleo de este juego consiste de
todas las probabilidades sobre Q, es
decir M(P) es el simplex [0, 1].

EFl valor de SHAPLEY de

({1,2},5@{1,2}V) es, como siempre, el

centro de gravedad del nucleo y en este
caso dicho centro de gravedad es la
probabilidad P(1/2, '2): esto es, los
jugadores se reparten el benefecio por

igual.

Consideremos la cuestion histdrica

(existe Dios?. Hay dos respuestas

posibles: SI o NO. Sea Q={si,no}y

la funcion de creencia minima:
V:p(Q) —[0,1]
@ (D) =0
{si} > BEL{si}=0
{no} — BEL{no} =0
{si,no} — BEL{si,no} =1

ya que todos estamos dispuestos a
creer que existe o que no existe, pero
salvo por creencias personales, no
sabemos en absoluto si Si o si no.
de
probabilidades P tales que BEL <P <

Como antes el conjunto

P’ esel simplex [ 0,1].

El de SHAPLEY
igualmente la probabilidad P(1/2, %)

valor seria

que equivale a creer que existe en un
50% de las veces y en otro 50% que no lo

que no parece una redistribucion de la

creencia  total BEL{si,no}:l muy

razonable.
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Claramente la redistribucion de la creencia a partes iguales s6lo puede depender de
forma subjetiva de la persona a la que se le plantee la cuestion. De igual modo, en el
ejemplo del juego cooperativo, la redistribucion del beneficio dependera del trabajo real
llevado a cabo por cada jugador en la coalicion y no s6lo por el beneficio total que dicha
coalicion reporta. La cuestion no es valadi como el siguiente caso legal demuestra:

EL CASO DEL PADRE A CARA O CRUZ. Un hombre fue acusado en un caso de
paternidad sobre la base de un marcador genético cuya frecuencia en la poblacion adulta
es del 1% y que se trasmite con probabilidad 1 de padres a hijos. Tanto el presunto
padre como el nifio causante del litigio poseian el citado marcador, por lo que el fiscal
del caso plante6 la conveniencia de obtener LA PROBABILIDAD DE QUE EL
ACUSADO FUERA EL PADRE DADO QUE EL NINO TENfA EL MARCADOR. Si
representamos el suceso “el acusado es el padre” por A y el hecho cierto de que “el nifio

tienen el marcador” por B el fiscal aplico el teorema de Bayes y calculd

P(A/B) - P(B/A)P(A)
P(B/A)P(A) + P(B/A*)P(A%)

De lo anteriormente dicho sabemos que P(B/A)=1yP(B/A%)= 0.01=1% . Por tanto
sélo se necesita conocer los valores de P(A)yP(A%), sustituir y calcular la
probabilidad de P (A/ B) . El fiscal estim6 que ambas eran 0.5, valores que trataban de

reflejar el desconocimiento que de la posible paternidad se tenia y puesto que podia ser
o no el padre, lo logico, penso el fiscal, parecia signar igual probabilidad a ambos

supuestos. El resultado de esa redistribucion de la creencia, que corresponde al valor de

SHAPLEY, no pudo ser mas concluyente en contra del acusado porque P(A/ B)

resulto ser aproximadamente 0.99. El defensor recurrié esa redistribucion de la creencia
y bas6 su recurso precisamente en la asignacion, considerada por el fiscal, del valor de

SHAPLEY a la funcién de creencia minima:
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V: go({Az el acusado es el padre, A° = el acusado no es el padre}) —[0,1]
D->Vv(D)=0
{A} - BEL{A} =0
{A"} - BEL{A"}=0
{A A} BEL{AA}=1

El defensor mostré que llevada a sus ultimas consecuencias, semejante asignacion de
probabilidades equivalia a declarar padre a cualquier adulto por el procedimiento de
CARA o CRUZ. Una vez mas, prosiguid el defensor, se confundia ignorancia con

probabilidad. Para rematar su discurso obtuvo P(A/B) para distintos valores de P(A)

que representamos en la siguiente grafica.

P(A/B) 0.5

0 0102 03 04 0506 07 08 09 1
P(A)

Se ve que para valores bajos de P(A), entre 0 y 0.1, P(A/ B) da valores bajos que

dificilmente condenan a cualquiera. Puesto que BEL(A) = inf {P(A): P probabilidad del

simplex [0,1]}=0 es la creencia adecuada para el suceso A= el acusado es el padre,

cualquier redistribucion de la creencia total BEL{A A° } =1 en alguna probabilidad del

simplex [0,1], como el valor de SHAPLEY, puede ser erréneo y puramente subjetivo.
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