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Resumen

Este trabajo presenta un nuevo modelo bifactorial en tiempo continuo que
describe el comportamiento estocastico que siguen ciertos productos no fi-
nancieros como son las mercancias (commodities) teniendo en cuenta que
el rendimiento por conveniencia (convenience yield) y el precio de estos
productos puede presentar cierta estacionalidad. Este modelo presenta una
cierta tratabilidad analitica pues proporciona férmulas cerradas para el pre-
cio de futuros y opciones Europeas sobre estas mercancias. Posteriormente,
se analiza el comportamiento empirico de este modelo mediante un estudio
“dentro de muestra” para tres productos: alumnio, petréleo y café.

Abstract

This Master thesis presents a new two-factor model in continuous-time that
describes the stochastic behaviour of some commodities aiming to reflect
that prices and the convenience yield of some commodities can show a
certain degree of seasonality. We provide a closed-form solution for the
prices of futures and European options on a commodity. Finally, we analyze
the empirical behavior of the model with an in-sample analysis applied to
three commodities: aluminimu, oil and coffee.



1. Introduccion

El mercado de mercancias (commodities) es de gran relevancia en lo que a mercados
financieros se refiere ya que mueve un gran numero de activos financieros. Ademds gran
cantidad de los productos derivados como futuros, opciones y futuros sobre opciones
tienen como subyacentes mercancias. Por eso, el estudio del comportamiento estocastico
de los precios de estas es un tema de suma relevancia tanto en el nivel académico, dénde
han sido y siguen siendo un tema de estudio muy importante, como para profesionales
del sector.

Una de las caracteristicas mas a fondo para este tipo de activos, es la posibilidad
de que presenten un comportamiento ciclico. Estos comportamientos varian segiin tipos
de mercancias y pueden deberse a factores tan diversos como problemas de almacenaje
6 estados climaticos. La mayoria de las mercancias presentan este tipo de patrones
estacionales. En el caso de las agricolas, esto puede ser debido a condiciones climaticas
y medioambientales que hacen que las cosechas se den en determinadas épocas, por
poner un ejemplo. Para las energéticos por su parte, pueden tener mas relevancia,
la dificultad de almacenaje y transporte 6 posibles patrones de consumo que estos
bienes pueden presentar. Los metales por contra, pueden depender mas de condiciones
relevantes al ciclo econémico, por ejemplo, en el caso de metales preciosos, ya que
sabemos que estos se utilizan a modo de bienes refugio, o de patrones de consumo u
otras posibles causas para metales industriales.

El hecho de que muchas mercancias presenten esta caracteristica ha hecho que
sea estudiada y modelizada de diferentes formas. En la literatura, podemos encontrar
un gran numero de modelos diferentes que explican el comportamiento de los precios
de las mercancias y sus implicaciones en la valoracion de activos derivados. En este
punto y para nuestro proposito son de especial relevancia aquellos modelos que tienen
un comportamiento estocdastico, y son en los que nos vamos a centrar.

Los modelos unifactoriales como el propuesto por Brennan y Schwartz (1985)
asumen que solo existe una fuente de incertidumbre. Gibson y Schwartz (1990) ya
estudian la idoneidad de introducir un segundo factor estocastico en el modelo, el
rendimiento por conveniencia (convenience yield), y lo hacen para el caso del petréleo.
Ademas estudian la adecuacién de que este segundo factor siga un proceso con reversion
a la media.

El hecho de introducir un segundo factor es ampliamente estudiado por Schwartz
(1997), que en su articulo menciona, que la asuncién de un tnico factor puede ser muy
restrictiva ya que asi, imponemos que solo existe una fuente de incertidumbre, esta-
mos asumiendo que el precio a futuro (forward price) de la mercancia tiene la misma
volatilidad que el precio al contado (spot). Es por eso que en este articulo, Schwartz
contrapone modelos de dos y tres factores al modelo de un factor para diferentes mer-
cancias, llegando a la conclusion de que los modelos de méas de un factor explican més



que el unifactorial. Para Schwartz, los factores a incluir al precio de la mercancia, son
el rendimiento por conveniencia y los tipos de interés. Ademads, los tres modelos presen-
tados por Schwartz tienen reversion a la media, concluyendo, que esta es indispensable
a la hora de modelizar el precio de mercancias comerciales.

Maés adelante, Schwartz y Lucia (2002) estudian la inclusiéon de un patrén ciclico
en la modelizacién de los precios de la electricidad en el estudio del mercado de energia
nordico. Presentan modelos de uno y dos factores en los que incluyen una componente
determinista ciclica dependiente del tiempo. Moreno y Platania (2013) amplian el mo-
delo presentado por Schwartz y Lucia, modelizando el precio al contado de la mercancia
mediante un proceso con reversion a la media, cuya media de largo plazo viene dada
por una funcién periddica dependiente del tiempo, que modelizan mediante una serie
de Fourier.

En el presente trabajo, presentaremos un nuevo modelo para describir el precio
de las mercancias. Incorporamos en el modelo las caracteristicas relevantes que hemos
mencionado anteriormente. Asi, extenderemos el modelo de dos factores presentado
por Schwartz (1997) teniendo en cuenta la extensién de Moreno y Platania (2013) al
modelo de Schwartz y Lucia (2002). De esta manera, explicaremos el precio de las mer-
cancias mediante un modelo en tiempo continuo que vendra explicado por dos factores
conjuntos. El primer factor modelizara el precio al contado de la mercancia median-
te un movimiento geométrico browniano y el segundo, el rendimiento por convenien-
cia instantaneo por medio de un proceso de Ornstein-Uhlenbeck. Nuestra aportacion
sera modelizar la media de largo plazo de este segundo factor mediante una funcién pe-
riédica dependiente del tiempo, descrita por una serie de Fourier, para poder capturar
la estacionalidad en el rendimiento por conveniencia de las mercancias.

En este punto, teniendo en cuenta la mejora que presenta el modelo de dos factores
de Schwartz respecto al de uno, y teniendo en cuenta la importancia de la reversion
a la media, nos preguntamos, ;puede nuestro modelo explicar sustancialmente mejor
que el modelo de dos factores de Schwartz el precio de las mercancias?

Que pretendamos recoger la posible estacionalidad en el rendimiento por conve-
niencia no es casual. Hull (2012) lo define como: “La medida de los beneficios que
obtiene el poseedor de un activo, que no son obtenidas por el tenedor de una posicion
larga en futuros de dicho activo”. Debido al comportamiento estacional de las mer-
cancias que ha sido estudiado por numerosos autores, el rendimiento por conveniencia
también ha de presentar un patron estacional similar al que presentan los precios de
las mercancias. Por tanto, el hecho de que el rendimiento por conveniencia varie entre
diferentes periodos de forma ciclica es un factor a tener en cuenta y que estudiamos en
este trabajo.

Este trabajo esta estructurado de la siguiente manera. En la seccién dos, se pre-
sentan y estudian brevemente los modelos que utilizaremos a modo de referencia. En
la seccion tres, presentamos el nuevo modelo y se mostramos la resolucion analitica del



mismo, asi como una férmula cerrada para la valoracion de futuros y opciones europeas
escritas sobre la mercancia. En la seccién cuarta presentamos el modelo econométrico
que utilizaremos para el analisis dentro de la muestra. En la cuarta y quinta seccion
presentamos los datos que vamos a usar haciendo una breve descripcién de estos y
presentamos los resultados de la estimacién respectivamente. Por ultimo en la sexta
seccién, mostramos las conclusiones que se desprenden del estudio.

2. Modelos de referencia

Introduciremos a continuacién los modelos que utilizaremos como benchmark. El
primero serd el modelo presentado por Moreno y Platania (2013) en el dltimo capitulo
de la tesis. Este modelo estd algo mas alejado de lo que tenemos como objetivo de
estudio ya que es un modelo de un factor y no tiene en cuenta por tanto, el rendimiento
por conveniencia, aun asi, lo incluimos ya que modeliza la media de largo plazo de la
mercancia mediante una serie de Fourier, que es la que hemos incorporado nosotros en
el segundo factor del nuevo modelo. El segundo modelo, seré el modelo de dos factores
presentado por Schwartz (1997), este es el modelo que extendemos cambiando la media
de largo plazo constante por la funcién dependiente del tiempo.

Presentamos los modelos con mayor detalle a continuacion.

2.1. Modelo de Moreno y Platania (2013)

De aqui en adelante, llamaremos a este modelo Modelo 1*.

Este modelo es una ampliacién de los modelos unifactoriales presentados por Sch-
wartz (1997) y por Schwartz y Lucia (2002), de hecho estos dos son modelos anidados
en el modelo presentado por Moreno y Platania (2013). Como hemos comentado ante-
riormente es un modelo que incorpora el componente estacional en su media de largo
plazo y lo hace mediante una serie de Fourier. Moreno y Platania hacen un anélisis
empirico del modelo, para ello, utilizan el Gas Natural, concretamente el Gas natural
Henry Hub que se comercia en el (NYMEX) y lo hace para un periodo comprendido
entre 1998 y 2011. El modelo mas detallado se presenta a continuacion.

Se trata de un modelo de un factor que modeliza el precio de la mercancia, Sy,
asumiendo que esta sigue un proceso estocastico que viene determinado por la ecuacion
diferencial estocastica

dSt = K (f(t) — hl(St)) Stdt + O'Stth

LA la hora de hacer el estudio empirico tendremos que truncar la serie de Fourier por lo que el
modelo para el cual cogeremos un solo término de esta lo llamaremos de aqui en adelante Modelo 1.1
y el modelo en el que cojamos dos coeficientes en la serie serd de aqui en adelante Modelo 1.2



donde k y o, la velocidad de reversion a la media y la difusion del proceso respecti-
vamente, son constantes, W; es un proceso de Wiener estandar y el nivel de reversion
a la media viene dado por una funcién periédica dependiente del tiempo, f(t), que
estd caracterizada por una serie de Fourier, es decir,

F#) =D R (Ae™)

de la que solo tenemos en cuenta la parte real ya que es la tnica que tiene sentido
econoémico.

Definimos X; = In(S;) y asumimos un precio de mercado del riesgo constante, .
Asi aplicando el lemma de Ito, el logaritmo del precio se puede representar mediante
el proceso ajustado por riesgo,

donde Wt = Wi+ At es un proceso de Wiener estandar bajo la medida neutral al riesgo

P

Nos damos cuenta de que el logaritmo del precio al contado viene caracterizado
por un proceso estocastico de Ornstein-Uhlenbeck, por tanto, para T'> s >t > 0, la
solucion al proceso neutral al riesgo que sigue el logaritmo del precio al contado viene
determinada por

X, =e"0X, 1 a1 —e 604

= Ay . s .
n Z R |: K (emws - e—n(s—t)+znwt):| + O'/ e—n(s—u)dwu
n=1 t

K+ inw

que esta distribuido de forma normal con media y varianza

kA,

: (eznws —e
K+ 1w

—f@(s—t)—i—inwt)

BIX,|F] = e 70X, +G(1— e C0) + SR [
=1

0.2

?[XS‘JT_%] _ % (1 B 672/€(57t))

Como el logaritmo del precio de la mercancia sigue una distribuciéon Gaussiana,
el precio de la mercancia sigue una distribucién lognormal. Por tanto el precio de un
contrato a plazo (forward) sobre la mercancia viene dado por

F(S,,t,T) = E[Sy|F] = exp {IE[XT\]-}] + %XN/[XT\]-}]} =

2
= exp {en(Tt)Xt + &(1 _ e*fi(Tft)) + Z_ (1 _ ef2m(T7t))
K
= KA
R v T —k(T—t)+inwt
+ nZ:; L i (e e )



o de manera equivalente,
2

In(F(S;,t,T)) = e T X, 4 a(l— e*n(Tft)) 4 Z_ (1 _ efZN(Tft))
K
kA . . (
§R n inwT _  —k(T—t)+inwt
+ ;:1 {—/{ T inuJ(e e )

Moreno y Platania también presentan las férmulas cerradas para valorar opciones
europeas y opciones europeas sobre el futuro de la mercancia.

2.2. Modelo de Schwartz (1997)

De aqui en adelante nos referiremos a este modelo como Modelo 2.

Nos centramos ahora en el modelo de dos factores presentado por Schwartz (1997).
Este modelo incorpora en un segundo factor estocastico, el rendimiento por convenien-
cia, y lo modeliza mediante un proceso con reversion a la media. Schwartz hace un
analisis empirico del modelo y lo compara con los otros modelos que propone en su
articulo. Para ello, utiliza diferentes mercancias, concretamente utiliza petréleo, cobre
y oro. El modelo mas detallado se presenta a continuacion.

El modelo consta de dos factores conjuntos. El primer factor modeliza el precio al
contado de la mercancia mediante un movimiento geométrico Browniano, mientras que
el segundo factor modeliza el rendimiento por conveniencia de la mercancia mediante un
proceso de Ornstein-Uhlenbeck. Los dos factores siguen el siguiente proceso estocastico
conjunto

dS; = (. — 6)Sydt + oS, dW}
dé; = k(a — &;)dt + oodW}

donde p, el termino de deriva del primer factor, es constante, o1 y o3 € RT son
respectivamente las difusiones del proceso del precio al contado y del rendimiento por
conveniencia. El segundo factor sigue un proceso de Ornstein-Ulenbeck, por tanto es
un proceso con reversiéon a la media, «, con una velocidad de reversién x. W} y W2
don dos procesos de Wiener estdndares correlacionados, es decir, dW}!dW? = pdt.

Definiendo X; = In(S;) y asumiendo un precio de mercado de riesgo asociado al
el rendimiento por conveniencia constante, A, y aplicando el lema de Ito al logaritmo
del precio, obtenemos el proceso ajustado por riesgo

2 —
dX, = (r - % - 5t) dt + oy dW)
d6; = (k(ae — &) — A) dt + ood W2

donde W} y W2 son procesos de Wiener estdndar correlacionados, dWdW?2 = pdt,
bajo la medida neutral al riesgo P



La solucién al proceso neutral al riesgo que sigue el logaritmo del precio al contado
para T > s >t > 0, viene dada por

2 1— —k(s—t)
ko (reas 2 D) (oA oa) e
K K

2 K

+on / it — 22 / (1— o) g7
t t

K

que esté distribuida de forma normal con media y varianza

. 2 _ —k(s—t)
B[X,|F] = X, + (r—wi—ﬁ) (s—1) + <a—3—5t) lze™?

K 2 K K
~ o2 02 0109p o109p 03\ 1 —e Y
) 1 — 6—2/4(3—15)
+ o3 4K3

Como en el modelo anterior, el logaritmo del precio de la mercancia sigue una dis-
tribucion normal. Por tanto, el precio de la mercancia sigue una distribucion lognormal.
Asi, el precio de entrega de un forward sobre el la mercancia viene dado por

F(S,,t,T) = E[Sr|F] = exp {IE[XTU-}] + %V[XTIE]} =

A 2 1 — —2k(s—t)
:Stexp{<r—a+—+&— 0102'0) (s—t)—i—age—
K

2K2 K 4K3
A o0 o2 1 — e rls=1)
K K K K

o, alternativamente,

In (F(St,T)) = In(Sy) + ( P W) (s—1)

Kk 2K? K
A o0 o2 1 — e rls=1)
+(a——+ 12[)——3—&)— (2)
K K K K
) 1 6—2.‘-@(3—1&)
+ o5

3. El nuevo modelo

De aqui en adelante, llamaremos a este modelo Modelo 32.

2A la hora de hacer el estudio empirico tendremos que truncar la serie de Fourier por lo que el
modelo para el cual cogeremos un solo término de esta lo llamaremos de aqui en adelante Modelo 3.1
v el modelo en el que cojamos dos coeficientes en la serie serd de aqui en adelante Modelo 3.2.



El nuevo modelo, que presentamos a continuacién, se basa en los dos modelos que
hemos presentado anteriormente. Nuestro objetivo sera dotar de una mayor flexibilidad
el modelo de dos factores de Schwartz (1997). Para ello, nuestra aportacién sera la de
modelizar la media de largo plazo de el rendimiento por conveniencia con una fun-
cién dependiente del tiempo ciclica. Asi pretendemos recoger mejor los efectos efectos
estacionales que puede haber en el largo plazo en esta.

Para ello, modelizamos el proceso conjunto de manera similar al Modelo 2. El
precio al contado de la mercancia, S;, seguira un movimiento geométrico Browniano,
y el rendimiento por conveniencia, d;, un proceso de Ornstein-Uhlenbeck cuya media
de reversién viene dada por una funcién peridédica dependiente del tiempo, f(t). De
acuerdo con esto, nuestros factores siguen el siguiente proceso conjunto

dSt = (,U — 575) Stdt + UlStthl (3)
dé; = K (f(t) — 0y) dt + oodW} (4)
donde p es el término de deriva para (3), K € RT es la velocidad de reversion en (4) y

o1, 03 € RT son los términos de difusién para (3) y (4) respectivamente, dW}! y dW?
son movimientos Brownianos estandares correlacionados con

dW}rdW? = pdt (5)

y la media a la que revierte el rendimiento por conveniencia, f(t), viene caracterizada
mediante una serie de Fourier

Ft) =" R (A (6)

n=0

de la que unicamente nos ocupamos de la parte real ya que es la que tiene sentido
econdémico.

En lo que se refiere al precio al contado, nos es de utilidad también, calcular el
proceso que sigue el logaritmo del mismo. Para ello definimos X; = In(.S;) y le aplicamos
el lema de Ito, por lo que obtenemos,

2
dXt = (/L - % - 5t) dt + Ulthl (7)

3.1. Proceso ajustado por riesgo

En primer lugar nos preocuparemos por mostrar el proceso neutral al riesgo. Para
ello debemos calcular los precios de mercado de riesgo asociado al precio de la mercancia
y de mercado de riesgo asociado a el rendimiento por conveniencia. Como este segunda



no puede ser cubierta, al ser un activo que no negociado en el mercado, tendra un
precio del mercado del riesgo asociado a él que consideraremos constante, es decir,

A
@2(5t; t) = —

02

Por otro lado, para calcular el proceso neutral al riesgo que sigue el precio de la
mercancia, al tener un rendimiento por conveniencia, tenemos que tratar a la mercancia
como si pagara dividendos,

dSt = ,LLStdt + Ulthl - 5t5tdt

bajo este enfoque, el valor descontado de la mercancia no tiene que ser martingala, sino
que lo tiene que ser el valor descontado con los dividendos reinvertidos, o dicho de otro
modo, reinvirtiendo el rendimiento por conveniencia.

Calculamos por tanto el valor del precio del mercado de riesgo ©1(S;;t). Para ello,
calculamos el proceso que sigue el precio descontado, reinvirtiendo el rendimiento por
conveniencia. Asumimos un tipo de interés libre de riesgo constante, r. Por tanto, el
proceso de descuento que consideraremos,

D(t) = eh @Dt — aD(t) = (5, — r)D(t)dt

y el proceso del precio descontado d(D(t)S;), que mediante la regla del producto de

Ito®
d(D(t)Sy) = dD(t)S;dt + D(t)dS; + dD(t)dS, =

= D(t)(ﬂ — T’)Stdt + D(t)O'lstthl ==

g

— D()o1S; (“ —Cat+ de>
1
por tanto, el precio del mercado del riesgo,

w—=r
01

@1(St; t) =

e introducimos la medida de probabilidad P que nos da el teorema de Girsanov bidi-
mensional, para el precio de mercado del riego O(t) = (©4(t), O2(t)) = (’ﬂ i).

Asi, bajo la nueva medida de probabilidad P

~ A
ty WrP=W2+ =t
o1 )

thzwtl—i"u_r

3M4s detalles sobre esta regla , véase Shreve (2004), Capitulo 4.



son Brownianos estandares correlacionados

AWLAW? = pdt

Si sustituimos estas expresiones en (3) y (4), obtenemos el proceso neutral al
riesgo, s
dSt = (T — (St) Stdt + O'lStthl

A —~
d(St =K (f(t) — (St — E) dt + O'QthZ
AW dW? = pdt

reescribimos el modelo agrupando las constantes en el término de deriva. Para ello,
definimos,

g(t) = f(t) — Ag = > R (Aem™")

y, por tanto, el proceso que sigue el rendimiento por conveniencia queda de la siguiente
manera,

dé; = K (AO — % +g(t) — 5t) dt + agthQ

Finalmente, definiendo o« = Aq —% el proceso neutral al riesgo queda de la siguiente
manera, -
dSt = (7’ — 5t) Stdt + O'lstthl
A6, = k(o + g(t) — 6,) dt + o2dW? (8)
AW AW? = pdt

3.2. Solucién del modelo ajustado por riesgo

Nos centramos en la resolucién del proceso neutral al riesgo.

En primer lugar, presentamos el proceso que sigue el rendimiento por conveniencia.
Es importante conocer la dindmica de este factor, ya que no es observable y el precio
de la mercancia, depende directamente de él. Es importante saber cémo evoluciona
antes de resolver el proceso conjunto, por eso, ademas de resolverlo analiticamente,
presentaremos también graficamente la evolucién de el rendimiento por conveniencia
segun el proceso que planteamos.

Proposicion 1. Para T >t > 0, la solucion al proceso neutral al riesgo que sigue el



rendimiento por conveniencia, se muestra en la siguiente ecuacion,

5T :6—R(T—t)5t +a (1 H(T t) + I{Z (an — (62'an . einwt—ﬁ(T—t))) +

) 9)
+0—2/ (1= ) gii2

Demostracion. Apéndice A n

Valiéndonos de resultado anterior, podemos mostrar la distribucién condicional
que sigue el proceso del rendimiento por conveniencia,

Proposicion 2. Para T >t > 0, la distribucion condicional que sigue el proceso del
rendimiento por conveniencia es normal con media E 1y varianza $? que vienen dados
por las siguientes expresiones.

E = E[op|F] =095, o (1 —eT0)

| | 10)
nwT  tnwt—k(T—t) (
+I{Z (znw+/<;(€ ‘ ))
22 :Var[5T|_E] — 2_2 (1 _ 6—27€(T—t)) (]_1)
K
Demostracion. Apéndice A n

Con objetivos ilustrativos, proponemos arbitrariamente una serie de parametros
para reflejar la flexibilidad de nuestro modelo para el rendimiento por conveniencia y
mostramos graficamente su evolucién temporal.

La I muestra unicamente el proceso de deriva incluido en (9), es decir, elimina-
mos el término de difusién haciendo oo = 0. Ambos paneles en esta Figura ilustran,
respectivamente, las diferencias que puede haber tomando uno o dos coeficientes en la
serie de Fourier.
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Proceso determinista (Modelo 3.1)

0.08 T T T

Rto. por conveniencia

e

Q

]
1

o
=
2

1afio 2 afios 3 afios 4 afios 5 afios 6 afios 7 afios 8 afios 9 afios 10 afios

Proceso determinista (Modelo 3.2)
01 : : :

0.08—

0.06 — —

0.04— —

—

Rto. por conveniencia

1afio 2 afios 3 afios 4 afios 5 afios 6 afios 7 afios 8 afios 9 afios 10 afios

Figura 1: Simulacién de la serie temporal del rendimiento por conveniencia sin difusién (o2 = 0) para cinco conjuntos
de pardmetros arbitrarios. En la primera imagen se toman A,—9 . =0, A,—9,, = 0. El valor de « es de 0,03 para todos.
Linea azul: kK = 0,52, Ap=1,0 = 0,02, Ap—14 = —0,05, Ap—9,. = 0,01, Ap—9y = 0,12, w = 0,006

Linea verde: k = 0,03, Ap=1,, = —0,11, Ay—1,4 = —0,1, Ap—9 =02, Ap—9, =0,01, w = 0,09

Linea roja: k = 0,69, Apn—1,2 = 0,07, Ap=1,y = 0,09, Ap—9,x = —0,03, Ap—9 4 = 0,01, w = 0,005

Linea turquesa: k = 0,22, Ap—=1,, = 0,02, Ap—1,4 = —0,03, Ap—9 . =0,04, Ay—9,y = 0,03, w=10,08

Linea morada: x = 0,14, Ap—1, = —0,06, An—1,y = 0,06, Apn—9, = 0,02, Ap—9,y = 0,02, w = 0,02

Mostramos también el proceso con los mismos conjuntos de parametros pero esta
vez con ruido. Para ello hemos anadido a la figura anterior el componente de difusion,
esto lo hemos hecho tomando o9 = 0,002. Tomamos una desviacién tipica pequena,
esto, permite que el ruido no distorsione la vista del proceso determinista que hemos
mostrado en la imagen anterior. Los parametros son los mismos que en la figura |1.

Proceso con ruido (Modelo 3.1)

e
o
&

o
o
=)

o
°
g

Rto. por conveniencia

o
9
)

o

1afio 2 afios 3 afos 4 afos 5 afos 6 afos 7 afos 8 afos 9 afios 10 afios

Rto. por conveniencia

1afio 2 afios 3 afios 4 afos 5 afios 6 afios 7 afios 8 afios 9 afios 10 afios

Figura 2: Simulacién de la serie temporal del rendimiento por conveniencia con difusién (o2 = 0,002) para los mismos
conjuntos de parametros de la figura 1.
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Vemos que la modelizacion del rendimiento por conveniencia mediante los parame-
tros que proponemos ofrece una gran versatilidad. Esto, nos permite que podamos
aproximarlo de una manera lo més precisa posible.

Puede resultar de gran interés también el presentar graficamente la sensibilidad
del rendimiento por conveniencia a diferentes parametros.

En los siguientes graficos se muestra la sensibilidad del rendimiento por convenien-
cia variaciones en diferentes pardmetros que intervienen en su modelizacion. Para cada
uno de los casos proponemos unos parametros arbitrarios y variamos uno de ellos para
ver el comportamiento del rendimiento por conveniencia al incrementar o disminuirlo.
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Serie temporal (determinista) de 6[ vs nivel de a

Rto.por conveniencia

1afio 2 afios 3 afios 4 afios 5 afios 6 afios 7 afios 8 afios 9 afios 10 afios

Rto.por conveniencia

1afio 2 afios 3 afios 4 afios 5 afios 6 afios 7 afios 8 afios 9 afios 10 afios

Serie temporal (determinista) de & vs A,

N

o T T T
S
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g 1
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S
S
5 0
=3
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1afio 2 afios 3 afos 4 afos 5 afos 6 afos 7 afos 8 afos 9 afios 10 afios
Serie temporal (determinista) de 3, vs A, |

g 2 T T T
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2
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g
2
S
S
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=3
S
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Serie temporal (determinista) de 3, vs 6

g ? T T T T T T T T
3
2
2
g 1
2
2
S
S k
5 0
2
2
4
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Figura 3: Sensibilidad a los pardmetros para la simulacién del proceso sin difusién, o2 = 0, con pardmetros elegidos
arbitrariamente: o = 0,3, k =1, Ap=1,2 = 0,1, Ap=1,y = —0,4 y w = 0,05.

En el primer grafico se mantienen todos los paramtros constantes salvo a que toma los siguientes valores:

Azul: a = 0, verde: o = 0,3, roja: a = 0,5, turquesa: o = 0,7, morada: o = 1.

En el segundo gréfico se mantienen todos los pardmtros constantes salvo k que toma los siguientes valores:
Azul: k = 0,01, verde: k = 0,02, roja: k = 0,03, turquesa: k = 0,04, morada: x = 0,05.

En el tercer grafico se mantienen todos los pardmtros constantes salvo A,—1,; que toma los siguientes valores:
Azul: Ap—1,, = —0,7, verde: Ap—1,, = —0,3, roja: Ap—1, =0, turquesa: A,—1,, = 0,3, morada: Ap—1,, = 1,2.
En el cuarto grafico se mantienen todos los pardmtros constantes salvo A,—1,, que toma los siguientes valores:
Azul: Ap—1,4 = —0,7, verde: Ay—1,4 = —0,3, roja: Ap,—1,4 = 0, turquesa: A,—1,4 = 0,3, morada: Ap—1,, = 1,2.
En el quinto gréifico se mantienen todos los pardmtros constantes salvo w que toma los siguientes valores:

Azul: w = 0,01, verde: w = 0,05, roja: w = 0,1, turquesa: w = 0,15, morada: w = 0,2.

Presentaremos también el rendimiento por conveniencia acumulado, aunque puede
resultar de menos interés practico, nos interesa tenerla para demostrar los resultados
siguientes.
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Lema 1. ParaT > s >t > 0, el rendimiento por conveniencia acumulado entre t y s,

/ 0y du
t
sigue el siguiente proceso

/ 5. du — 0y — O +als—t) + Zgﬁ (ﬂ (e — einwt)) X @/ a2 (12)
t n=1 t

K mw K
Demostracion. Apéndice A n

Una vez que conocemos la dindmica del rendimiento por conveniencia y que enten-
demos la flexibilidad que nuestro modelo aporta para aproximarla, nos centramos en la
resolucién del modelo de dos factores conjunto, el modelo (8)), que hemos planteado en
la seccion anterior. Resolvemos el proceso para el logaritmo del precio en la proposicion
que se muestra a continuacion.

Proposicion 3. Para T >t > 0, la solucion al proceso neutral al riesgo que sigue
el logaritmo del precio al contado de la mercancia, X, = In(S;), viene descrito por la
siguiente ecuacion,

2 1 — e—fi(T—t)

XT:XH—(T—%—Q) (T—t)+ ————(a=d)+

+ io: R A” (eian . einwtfn(Tft)) .
— 1w + K

oo (13)
An inwT’ inwt

— Z R(— (e — ™) ) +

— mnw

T oy [T
+ 01/ dW} — —/ (1 e_”(T_“)) dW?
¢ K Ji
Demostracion. Apéndice A n

Notese, que el proceso que sigue S; no es mas que tomar la exponencial a ambos
lados de la ecuacién (13) en la proposicién anterior.

En este caso no haremos un grafico que ilustre el precio del futuro bajo el modelo
que presentamos ya que este, depende directamente del rendimiento por conveniencia
y por tanto, deberiamos simularlo tomando una variable que ya, anteriormente hemos
simulado por lo que perdemos la nocién clara de como se modeliza el precio de la
mercancia bajo el modelo que presentamos.

Ahora, valiéndonos de las caracteristicas del proceso que acabamos resolver, po-
demos concluir que el logaritmo del precio, se distribuye de forma normal con media
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y varianza ¥2 que se detallan en la siguiente proposicién. Equivalentemente, podemos
decir que el precio se distribuye de forma lognormal.

Proposicion 4. Para T >t > 0, la distribucion condicional del logaritmo del precio
al contado de la mercancia es normal con media E y varianza .2,

~ o? 1 — e kT=1)

) 00 14
n Z R An (eian o 6inwt7n(T7t)) _ Z R ﬂ (eian . 6inwt) ( )

— wn + K ot iwn

2 _ 17 o 03 2
Y2 =Var[Xr|F] = (o] + T2 T pO102p (T —1t)
15
2 205 1 —k(T—t) a3 1 —2k(T—1) (15
+ ﬁalamo— ﬁ ( — e )+@( — € )

Demostracion. Apéndice A n

3.3. Precio de derivados sobre la mercancia

La distribuciéon condicional del logaritmo del precio, X;, es normal con media
E que de describe mediante (14) y varianza X? definida en (15). Por esto, sabemos
que el precio, S, se distribuye de forma lognormal, y aplicando las propiedades de
esta distribucién, podemos dar el precio futuro de la mercancia, mediante la siguiente
proposicion.

Proposicion 5. ParaT >t > 0, el precio de entrega de un forward sobre la mercancia
es ,
=
F(S;,t,T) = et =

o3 1
= S; exp (7‘ —a+ —= — —alagp) (T —t)
K

2k2
1 —e =11 1 o5
4 (a — 0 + —0o109p — —2)
K K K
1 — = 2r(T—t) ;2 (16)
ylze ™ 7o
K3 4kK3

= An inwT  inwt—k(T—t)
* ; R (iwn + K (6 ‘ )
- An mwl inwt
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0 equivalentemente,

2

2
In (F(Si,t,T)) = E+ — =

2
o3 1
=In(Sy) +(r—a+ o2 L 0102P (T —1t)
1 — e r(T-1) 1 o3
+ (a — 0+ —0o109p — —2)
K K K
1 — e—26(T—t) 42 (17)
-
K3 4r3

= An inwT _ inwt—k(T—t)
N ; R (iwn +R (e ‘ )

_ S ﬁ inwT  inwt
Z%(iwn (e e ))

n=1

donde E y X% son las obtenidas en (14) y (15).
Demostracion. Apéndice A n

De la misma manera que hemos calculado el precio de una entrega futura de
la mercancia, nos ocupamos también del valor que debe tener una opcién europea
emitida sobre esta bajo el nuevo enfoque que presentamos en este trabajo. En este caso
presentamos la formula cerrada para el caso de una opcion call europea, el precio de la
put puede obtenerse mediante la paridad put-call.

Consideramos una opcion call europea con precio de ejercicio K y vencimiento en
T, emitida sobre la mercancia. Su precio en t, vendra dado por, ¢(St, & t, T, K). La
condicién terminal viene dada por,

c(S;, 05T, T,K) =méx{Sy — K, 0} = (Sr — K)*
Bajo la medida neutral al riesgo, I?P;, el precio en t de la opcién, viene dado por,
c(Si, 8438, T, K) = E [T (Sp — K)* | F]
de lo que se deriva la siguiente proposicion,

Proposiciéon 6. Sea T' >t > 0, el precio en t de una opcion call Europea con venci-
miento en T y precio de ejercicio K sobre la mercancia es,

(S, 0 t, T, K) = E[e7TD (Sp — K)" | F]

— (T <6E+%2(I)(d1) (s — Z)) (18)

donde dy = w y () es la funcion de distribucion de la normal estandar.
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Demostracion. Apéndice A n

Podemos obtener la ecuacion en derivadas parciales que debe satisfacer el precio
de la call europea. El resultado se detalla en la siguiente proposicion.

Proposicion 7. El precio de una call europea escrita sobre una mercancia, que venga
determinada por la funcion c(t, S, ) valorada mediante el modelo que proponemos debe
satisfacer la siguiente ecuacion en derivadas parciales.

de  Oc dc 1 0% 49
—rc—a—i—%(T—5)5+%K(a+g—5)+§@015 +

190% , 0%
295272 * 5595°0172°

sujeto a la condicién final
C(T7S7K> = (ST - K)+

Demostracion. Apéndice A n

4. El modelo econométrico

La dificultad de estimar empiricamente este modelo reside en que tenemos va-
riables que no son observables en el mercado, como es el caso del rendimiento por
conveniencia, o, puede resultar complicado encontrar, como es el caso del precio al con-
tado de algunas mercancias. En el caso de que no dispusiéramos del precio al contado,
podriamos utilizar el futuro mas cercano a vencimiento a modo de aproximacién, pero
en el caso del rendimiento por conveniencia instantaneo, esto resulta mas complicado.
Gibson y Schwartz (1990) la aproximan con dos futuros a distintos vencimientos, de
forma que,

S5 — Ty — In <F(St,T + AT)>

F(S:,T)
donde F(S;,T) y F(S;, T + AT) son los futuros a cierto vencimiento 7"y el siguiente

futuro mas cercano a este.

Nosotros, tomaremos como una aproximacion del rendimiento por conveniencia, el
rendimiento por conveniencia implicito que toma Lautier (2002), basdndose en la que
toman Brennan y Schwartz (1985)

In(F (S, t,T1)) — In(F (S, t,Ty))
-1

donde T} y T son los vencimientos més cercanos.

5 =y —
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Al tener variables estado que no son directamente observables pero que siguen
procesos Markovianos?, el procedimiento adecuado es utilizar el modelo en la forma de
espacio de estados, y una vez que lo tengamos de esta forma, podremos aplicar el filtro
de Kalman para estimar las variables estado asi como nuestros parametros ya que el
filtro nos dara una funcién de verosimilitud que maximizaremos.

Usaremos el filtro de Kalman para estimar una variable estado x € R™ donde
x; vendra dada por una ecuacién diferencial estocéstica y tendremos una ecuacion de
medida.

4.1. Modelo en el espacio de estados

Para escribir nuestro modelo en la forma de espacio de estados, utilizaremos dos
ecuaciones, una de transicién para las variables no observables que sabemos siguen un
proceso de Markov de primer orden

Ty = Ay + ¢+ R & ~ N(0,V;) (20)
y una ecuacién de medida

Y = Zpxp + dp + &4 e~ N(0, Hy) (21)

Para escribir nuestro modelo en la forma del espacio de estados, tendremos que
diferenciar los casos en los que conocemos el precio al contado de los que no, ya que, en
el caso en el que lo conozcamos, en la ecuacion de transicion habremos de estimar una
sola variable estado mientras que en el otro caso tendremos que estimar ademas del
rendimiento por conveniencia el precio al contado. En ambos casos utilizaremos como
ecuacién de medida la ecuacién (17).

4.1.1. Precio al contado desconocido

Este es el caso mds general®. En este caso, tomamos como variables estado el
rendimiento por conveniencia y el precio al contado.

En primer lugar, presentamos la ecuacién de transicion a la que llegamos discre-
tizando las ecuaciones (4) y (7)

4Un proceso es Markoviano si cumple la propiedad de Markov, es decir, si s6lo depende del pasado
a través del presente. Mds formalmente la propiedad podia escribirse como, P(X;|Fs) = P(X¢| X5)

5No es nuestro caso porque nosotros disponemos de datos del precio al contado. Aun asi, es intere-
sante presentarlo ya que la variacién entre ambos casos es pequena y se puede obtener en ambos casos
la misma expresion para la parte de estimacion
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of
= Xppar=Xe + (0 — —

2 2
dXt: </,L—%—5t) dt+o-1th1:>Xt+At_Xt: <M—%> At—(;tAt—i—ftI:
:)

At — 5, At + &}

d5t = lf(f(t) - 5t)dt + deWE = 5t+At - 5,5 = K/f(t)At - K/(StAt + €t2 =
= Srrar = k(AL + (1 — KAL), + &

donde & ~ N(0,03At), & ~ N(0,02A1) y Cov(&, €2) = cioapiit

Podemos escribirlo en forma matricial,

AN VT 7Y At 1 —At Ti_ At
<5t> N <( /ff(tz)gt ) i (0 1- ’*’vAt) (5t—At) e
AN S—

277 :; Q: Qt—At
0 oIAt  o1o9pAt
&~ N((O) ’ (UlagpAt o3 At (22)
Vi
y de forma mas compacta
a; =c; + Qo nr + &, & ~ N(0,V;) (23)

La ecuacion de medida vendréd dada por (17). Como ¢ indexard el instante temporal
en el que nos encontramos y para no tener problemas con la notacién, y sobre todo
pensando en la hora de estimar, como los tiempos a vencimiento no seran constantes,
llamaremos, T'—t =7y asi, T =t + 7.

A la ecuacién (17) le anadimos perturbaciones con media cero y varianza h, para
tener en cuenta las diferencias entre oferta y demanda (bid-ask spreads), los limites en
precios, la no simultaneidad de las observaciones, errores en los datos, etc.
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In(F(S;, 7)) = X — p o +
N N os 1 +1—e_2”” o3 +‘
r—oa+ —=— —00 T+ ——=
o2 R 1% K3 4K3
1—e™" 1 o3
‘|—T Oé+;0'10'2p—§ +
. P d, (24)
R n tnw(t+7) _ inwt—kKT _
- ; (iwn +R (6 ‘ )
. Z R ( n znw (t+1) einwt))
7
+ &
de manera méas compacta
K:Ztat—‘—dt—{—gt tzl,,N (25)

donde Y; = In (F(S;, 7)), Zy = [1,— 7”] oy = [x4,04], es el vector que obtenemos
de la ecuacion de transmlon (22), &, ~ N(0,h) y N es el niimero de observaciones de
las que disponemos.

4.1.2. Precio al contado conocido

Este caso es mas simple, ya que pasamos de dos, a una tinica variable inobservable.
En este caso la ecuacién de transicién se reduce a discretizar la ecuacién (3), que rige
la dindmica del rendimiento por conveniencia. Esto lo hacemos de la misma manera
que en el apartado anterior,

dét = /ﬁ?(f(t) — 5t)dt -+ UgdWE = 5t+At - 5t = /ﬁ?f(t)At — /‘i&tAt + 5? =
= 5t+At = l‘f,f(t)At + (1 - /{At)(St + ft
donde &} ~ N(0,01At).
Por tanto, la ecuacién de transicion, sera
& =rfOAL+ (1 — kA G-ne+& & ~ N(0,05A0)
oy ct t At t

que podemos escribirla empleando exactamente la misma notacion que en la ecuacién

(23).
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En lo que respecta a la ecuacién de medida, un simple cambio en la ecuacién
(24) es suficiente para obtener nuestra ecuacién. Ahora, como conocemos el precio de
contado, este se agrupa dentro del término d;, de forma que,

1—e M
In(F(S;, 7)) = — — o +
2 —267 2
+Xt+<r—@+@_g0'102p)7 +—I<3 m'f‘
1—e " 1 ag
+T CY—|—E01O'2p—§ +
g (26)
00 A t
R n tnw(t+7) _ itnwt—kKT .
* ; (iwn +K (6 ‘ )
_ Z% ﬂ (einw(tJr‘r) _ einwt)
— wn )
+ &
que podemos reescribir empleando misma ecuacién (25)
Yt:Ztat+dt—{—€t tzl,,N (27)
1 — e 7
donde Y; = In (F (S, 7)) v &, ~ N(0, h), pero ahora, oy = 0, y Z; = -t
K

4.1.3. Modelo general en espacio de estados

En cualquiera de los dos casos las ecuaciones de transicion y medida pueden es-
cribirse de la misma manera. Por tanto, el modelo en el espacio de estados viene dado
por las siguientes ecuaciones,’

ECUACION DE TRANSICION

o = Cy + Qtatht + ft Et ~ N<07 Vt)
ECUACION DE MEDIDA

In Fy(Sy, 7) = di + Zyoy + &4 g, ~ N(0,h)

(28)

donde las matices las hemos definido en los apartados anteriores para cada uno de los
casos que planteamos.

6Ndétese que, en cada caso, las variable o matrices cambian pero podemos dar el modelo de forma
genérica para los dos casos. Esto nos serd de utilidad al presentar el filtro de Kalman ya que no
tendremos que diferenciar el caso en el que conocemos el precio de contado del que no lo conocemos
y la estimacion se llevara a cabo de forma muy similar
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4.2. Estimacion mediante el filtro de Kalman

Una vez que tenemos el modelo en la forma del espacio de estados, aplicaremos
el filtro de Kalman para estimar nuestros parametros. Partiremos del modelo en el
espacio de estados que hemos dado en (28)).

El filtro de Kalman es un algoritmo recursivo que nos permite dar una prediccion
optima de la(s) variable(s) estado considerando tinicamente el valor estimado previa-
mente. La forma en que lo hace, basicamente y sin entrar en mucho detalle, es en dos
etapas, una de prediccion y otra de correccion.

En primer lugar se da el valor de la variable de estado “a priori” en t;, &, con
la estimacion del estado en ¢; ;. También damos la matriz de varianzas y covarianzas
del error asociada a la estimacion “a prior:”,

a; = ¢+ Quay,
Pt: = Qtjjtifl Q:ﬁ _l_ W

En una segunda fase, la de correccion, se corrige esta estimacion teniendo en cuenta
el error entre el dato observado y el predicho con la estimacion “a priori”. Para ello

—

se calculan el error de la prediccién “a priori”, In(F (S, 7)) — In(F (S, 7)), v la
ganancia de Kalman (Kalman gain)

Vi, = IH(F(St“ Tti)) — (dtz + Ztla;)
~1
_ p—r7 — 7
Kti - ‘Pt@ Zti (thptz Zti —I— Ht)
y con estas dos ecuaciones se corrigen la prediccion, es decir, se da una estimacion a
posteriori, de la variable estado y de la matriz de varianzas y covarianzas

dti = &; + Ktivti
Pti = (I - KtiZti)Pt?

En cada una de las iteraciones, el filtro de Kalman, nos da la verosimilitud, que
sera la herramienta que emplearemos para estimar los parametros. En cada iteracién,
si llamamos Y al vector de observaciones, Y = F;(S;, 7) y ¢ al vector de pardmetros a
estimar,

1 1 1
€<§0|Y;€z) = _5 1H(27T> - §’Gtz - §V;¢G;1Vti Vi= 17 s 7N
o de manera equivalente
N N
N 1 1
UplY) = =75 In(2m) — 5 > |G| - 3 > V.G,

ti=1 ti=1
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donde Gy, = Z;, P, Z] + H, es la matriz de covarianzas de Y,,|Y;,_,.

Para obtener la estimacién de los pardmetros por maxima verosimilitud tenemos
que, maximizar esta funcién, es decir,

Gy = argmax (oY)
ped

5. Datos

Los datos que vamos a utilizar para estimar el modelo son los futuros mas cercanos
a vencimiento de mercancias de diferentes sectores para poder comprobar el efecto esta-
cional en el rendimiento por conveniencia. Para ello, usaremos una mercancia agricola,
el café en este caso, uno energético, el petréleo y un metal industrial, el aluminio.
No utilizaremos un metal precioso ya que este tipo de materias primas, al ser utili-
zados como producto refugio, suelen tener un efecto estacional menos claro, basado
mas en el ciclo econémico que en factores climaticos, de produccién o consumo o de
almacenamiento.

Como hemos comentado anteriormente, como aproximaciéon del rendimiento por
conveniencia, tomaremos el rendimiento por conveniencia implicito tal como lo hace
Lautier(2002), es decir,

In(Fi(m)) — In(Fy(72))

T — T2

§imP —

donde 7, y 75 indican el vencimiento mas cercano y el segundo vencimiento mas cercano,
respectivamente.

Presentamos a continuacién en més detalle los datos que vamos a utilizar y mos-
tramos graficamente la serie temporal del rendimiento por conveniencia implicito para
cada una de las mercancias que vamos a emplear en nuestro analisis en el periodo en
el que las vamos a analizar.

5.1. Energia (Petréleo)

En primer lugar, como precio representativo del petréleo, utilizaremos datos se-
manales de futuros sobre el petroleo Brent, negociado en el Intercontinental Fxchange
(ICE)[" Estos datos corresponden a los 20 futuros con vencimiento mas préximo desde
el 1/09/2005 hasta el 8/05/2014, lo que supone un total de 454 datos.

"Hasta 2005, el mercado de negociacién era el mercado internacional del petréleo International
Petroleum Exchange (IPE). Los dos primeros futuros que utilizamos vencen en Octubre y Noviembre
de 2005 y se negociaron en el IPE.
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Mostramos los tiempos a vencimiento de cada uno de los futuros que, debido al
proceso de seleccién, no es constante. Para el primer futuro, este tiempo a vencimiento
varia entre 1 y 30 dias, es decir, segin se acerca el vencimiento del futuro le quedan
menos dias para vencer y, cuando vence, tomamos el siguiente futuro con vencimiento
mas proximo.

Tiempo a de cada futuro
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Figura 4: Tiempos a vencimiento de los futuros para el petréleo (afos)

Para llevar a cabo nuestro andlisis, tomaremos unicamente dos futuros, uno a
un plazo medio y otro a un plazo largo. Tomamos el sexto y el duodécimo futuro
a vencimiento mas cercano. Los vencimientos de estos futuros en la figura |4 vienen
indicados, respectivamente, por la primera linea amarilla y la segunda linea morada en
la zona inferior. Para el primero el vencimiento varia entre cinco y seis meses, y para
el segundo entre once y doce meses.

A continuacién presentamos de forma grafica los futuros que vamos a utilizar con
el objetivo de tener una vision del comportamiento que han tenido, tanto el precio al
contado como los futuros utilizados en el analisis.
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Figura 5: Precio al contado (azul), 6°(verde) y 12° (rojo) futuros a mds cercano vencimiento para el petréleo

En noviembre de 2008 es de resenar la caida en el precio que podemos ver. El
debilitamiento de las perspectivas econdémicas, incrementé la probabilidad de que la
demanda de energia cayera lo que situé el precio del barril por debajo de $50.

8 implicita

0.4 T T

02— =

N
1&/&

Figura 6: Rendimiento por conveniencia implicito para el petréleo

Como se puede ver en la imagen, la caida del precio del petréleo en noviembre de
2008 supuso una caida muy pronunciada en el valor del rendimiento por conveniencia.

Mostramos por ultimo la media y la desviacion tipica tanto del precio de contado
y los futuros como el del rendimiento por conveniencia.
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Tabla 1: Descriptivos crudo

’ Par. \ media  Desviacién tipica ‘

F,(m1) | 88.6145 23.3551

Fy(m) | 88.7676 22.7634

Fy(3) | 88.9567 22.2578

Fy(ry) | 89.1018 21.8234

Fy(75) | 89.2060 21.4376

F,(1¢) | 89.2801 21.0837

Fy(7) | 89.3223 20.7560

Fy(rg) | 89.3414 20.4446

’ Par. \ media  Desviacion tipica ‘ Fy(1) |89.3414 20.1549
6, | -0.1022 0.2268 Fy(710) | 89.3254 19.8824
Sy 84.5401 19.2887 Fy(711) | 89.2956 19.6259
Fi(m2) | 89.2481 19.3781

Fy(mi3) | 89.1869 19.1441

Fy(4) | 89.1115 18.9205

Fy(715) | 89.0256 18.7092

Fi(716) | 88.9297 18.5093

Fy(m7) | 88.8251 18.3193

Fy(ms) | 88.7150 18.1370

Fy(m9) | 88.6034 17.9662

Fy(m90) | 88.4896 17.8053

Media y desviaciones tipicas para el rendimiento por conveniencia implicito, el precio al
contado y precio de los futuros observados del petrdleo

5.2. Metal (Aluminio)

En segundo lugar, utilizaremos datos semanales consistentes en futuros sobre el
aluminio. Como precio para el aluminio, utilizaremos Aluminium 99.7 % que se nego-
cian en el London Metal Exchange (LME). Tenemos datos semanales completos de los
12 futuros a mas cercano vencimiento desde el 1/06/2004 hasta el 14/03/2013, lo que
supone un total de 481 datos. Como en el caso anterior, inicamente utilizaremos el
sexto y duodécimo futuro a mas cercano vencimiento.

Mostramos el tiempo a vencimiento de cada uno de los futuros, que tiene una
interpretacion idéntica a la del caso del aluminio.
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Figura 7: Tiempos a vencimiento de los futuros para el aluminio

A continuacion se presenta de forma grafica los futuros que vamos a utilizar con el
objetivo de tener una vision del comportamiento del precio al contado y de los futuros.

3500 Preclo‘ spot y diferentes !‘utums

3000—

2500—

2000—

1500—

1000 ! ! ! ! ! ! ! ! !
<& < e

2 QO ]
o S oS

Figura 8: Precio al contado (azul), 6°(verde) y 12° (rojo) futuros a més cercano vencimiento para el aluminio

Se puede apreciar que, entre mediados de 2008 y principios de 2009, el precio del
aluminio cae alrededor de un 50 %. La principal explicacién es que la crisis financiera de
2008 y la desaceleraciéon global de 2009 destruyeron gran parte de la demanda de bienes
duraderos lo que hizo desplomarse la demanda (y, por tanto, el precio) del aluminio.
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Figura 9: Rendimiento por conveniencia implicito para el aluminio

En el grafico, vemos que el rendimiento por conveniencia implicito presenta patro-
nes ciclicos que pueden resultarnos de gran interés debido a que queremos explicar la
media de largo plazo de este mediante una funcion periddica.

“A priori” el aluminio no se presentaba como un gran candidato para comprobar
la efectividad del nuevo modelo que proponemos, ya que, al ser mas susceptible a
cambios en industrias que lo usan, tiende a fluctuar de forma ciclica con cambios en
las condiciones generales macroecondémicas y no con factores puramente estacionales
como podria ser el clima.

Como en el caso del petroleo, presentamos la media y desviacion tipica del precio
al contado y de los futuros asi como del rendimiento por conveniencia.
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Tabla 2: Descriptivos aluminio

’ Par. \ media Desviacién tipica

Fi(m) |2187.9 423.44

Fi(my) | 2196.8 424.63

Fi(r3) | 2204.9 425.6

Fy(ry) | 2210.8 426.21

’ Par. ‘ media  Desviacion tipica ‘ F(ms) | 2215 496.6
6, | -0.031027 0.05383 Fi(16) | 2218.2 426.7
Sy 2183.4 423.1 Fi(m7) |2220.7 426.42
Fi(rg) | 22225 425.92

Fi(m9) | 2223.9 425.17

Fi(m0) | 2224.9 424.42

Fi(m1) | 2225.5 423.7

Fi(m2) | 2226.1 422.97

Media y desviaciones tipicas para el rendimiento por conveniencia implicito, el precio al
contado y precio de los futuros observados del aluminio

5.3. Agricola (Café)

Por 1ltimo, utilizaremos datos semanales consistentes en futuros sobre el café.
Como precio para el café, utilizaremos Brazilian coffee que se negocian en el Coffee,
Sugar and Cocoa Exchange (CSCE). Tenemos datos completos de los 9 futuros a mas
cercano vencimiento desde el 1/01/2003 hasta el 15/01/2014, lo que supone un total de
577 datos. Aunque nosotros tendremos en cuenta unicamente el tercer futuro y sexto
futuro a mas cercano vencimiento. Debido a que los vencimientos en el caso de estos
futuros son un poco diferentes, el tercer y sexto futuro nos dan vencimientos similares
a los que nos daban el sexto y el duodécimo para las dos mercancias anteriores.

Las mercancias sobre bienes agricolas se presentan “a prior:” como los mejores
aliados de este estudio, ya que el componente ciclico estd muy marcado al venir dado
por factores climaticos que suelen tener una componente periédica muy importante.

Llama la atencién que los vencimientos para esta mercancia son distintos. Esto se
debe a que no todos los meses hay un futuro. Mas concretamente, tenemos futuros solo
para los meses de marzo, mayo, julio, septiembre y diciembre, lo que le da este aspecto
al grafico de tiempo a vencimiento de cada futuro a més cercano vencimiento.
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Figura 10: Tiempos a vencimiento de los futuros para el café

Como hemos comentado anteriormente, tomamos sélo los futuros tercero y sexto
ya que, primero, tenemos menos futuros, y el vencimiento que abarcan estos son més
amplios. Vemos el comportamiento que han tenido tanto el precio de contado como los
futuros que vamos a utilizar.
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Figura 11: Precio de contado (azul), 3°(verde) y 6° (rojo) futuros a més cercano vencimiento para el café

Mostramos también la dindmica que ha seguido en ese periodo el rendimiento por
conveniencia implicito.
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el café

implicito para el café pre-

senta patrones ciclicos que se repiten con una frecuencia anual o inferior al ano. Damos

estadisticos descriptivos como en los casos anteriores.

Tabla 3: Descriptivos café

\ media

Desviacion tipica ‘

131.3570
133.8585
136.3254
138.4812
140.4143
142.1854
143.6482
144.8987
145.9928

Desviacion tipica ‘
0.0573
52.9421

’ Par. \ media

5P | 0.0926
S, | 124.9937

e N S S N N

52.0395
51.8626
51.7553
51.4535
20.8863
50.0952
49.1105
48.1279
47.2051

Media y desviaciones tipicas para CY, precio spot y precio de los futuros observados del café

6. Estimacion dentro de la muestra

Anteriormente hemos presentado los precios que seguiran los futuros bajo el enfo-
que de cada uno de los modelos mediante las ecuaciones (1), (2) y (17). La estimacién
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de los pardametros la haremos de forma diferente para el Modelo 1 (tanto en el Modelo
1.1 cémo en el Modelo 1.2) y para los Modelos 2 y 3.

Para estimar los parametros estructurales del primer modelo minimizaremos los
errores de estimacién que abordaremos mediante el esquema de minimos cuadrados no
ponderados, como lo hacen Moreno y Platania (2013). Los parametros en los otros dos
modelos, se estiman los parametros maximizando la funcién de verosimilitud propor-
cionada por el filtro de Kalman.

Detallamos cémo llevaremos a cabo las estimaciones con los diferentes modelos.

Modelo 1 Queremos minimizar el error del modelo que vendra dado por una
ecuacion

!
In(F (S, t,T)) — e T In(S;) = Z Bizie + uy
i=1

donde, [ es el nimero de parametros a estimar vy,

2y =1—e T

1 — €—2n(T—t)
4K
Br=q; By = Ug‘

2ot =

Tl
Kt+iniw

y R [(AML1 + 1Ay ) eimws _ e‘“(s_t)“”lwt)} viene dado por 323 + B1z4.
Para el Modelo 1.2 tendremos ademas,
R [(Al,m + Ay ) —— (€295 — e"“(s_t)”"?“”)} que viene dado por Bszs: + Ss26t-

K+inow

Modelos 2 y 3 Nos valemos de la funciéon de verosimilitud que nos da el filtro de
Kalman. Asi variaremos los parametros de nuestro modelo para maximizar la funcién
de verosimilitud que hemos presentado en la seccién 4.2. Esto es,

@Mv = argmax €(90|Y)

ped
dénde NOBS NOBS
NOBS 1 1
UplY) = ————1n(2m) — 5 > IR, 3 > ViFuvi,

ti=1 ti=1

Los pardmetros a estimar son:
¢ ={a, Kk, 0s, 05, p, A\, h} para el Modelo 2,
o ={k, ogs, g5, p, A, Ao, Ay, Ayn,, w, h} para el Modelo 3.1 y
o =Ak, gs, gs, p, A, Ao, Aznyy Aynys Asnes Aynes w, h} para el Modelo 3.2

Es importante enfatizar en el caso de que al estimar, el filtro de Kalman también
esta estimando la variable no observable y por tanto, obtenemos una serie temporal
estimada para el rendimiento por conveniencia.
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Por ultimo, antes de proceder a mostrar los resultados obtenidos de la estimacion,
resulta interesante la obtencion del multiplo de la frecuencia fundamental. Moreno y
Platania (2013), calculan el espectro de la parte del precio del futuro que no queda
recogida parte estimada que no corresponde a la funcion periddica. De esta manera,
demuestran que con un maximo de tres términos en la serie de Fourier deberia ser
suficiente para un buen ajuste en el precio del futuro que no queda recogido por la
estimacion sin tener en cuenta la serie.

Nosotros por simplificar el analisis seguimos otra metodologia que también se des-
prende de la tesis. Hacemos una malla en el parametro w y estimamos nuestro modelo
para cada valor de esta malla. Para cada una de las estimaciones, calcularemos la suma
de cuadrados de los residuos o la funcion de verosimilitud. Vemos para qué valores de
w obtenemos los dos maximos (en el caso de que lo hayamos hecho con la verosimi-
litud) o los minimos (en el caso de que hayamos calculado la suma de los cuadrados
de los residuos) locales mayores. Calculamos el valor de n que hace que n - w; = wsy, y
asi obtenemos el miltiplo de la frecuencia fundamental.

6.1. Resultados

Mostramos los resultados obtenidos de las estimaciones. Los parametros no son
directamente comparables a los del Modelo 1 o tienen una interpretacion distinta a los
del Modelo 3, aun asi comentaremos las similitudes o diferencias entre algunos de ellos.
Cabe destacar como ya lo hemos hecho antes en la presentacion del Modelo 2, que éste es
un modelo anidado en el nuestro, por tanto, tomando A, ,,, = Ay n, = Az, = Ayn, =0
obtenemos el Modelo 2.

Presentamos, comentamos y representamos graficamente los resultados que hemos
obtenido para cada uno de los modelos.

Energia (Petroleo)

En primer lugar representamos el rendimiento por conveniencia estimado tanto
con el Modelo 2 como con Modelo 3.1, para cada uno de los futuros que analizamos.
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Figura 13: Rendimiento por conveniencia estimados e implicito para el petréleo
Linea azul: §;"""

Linea verde:A 5,5 estimada con el Modelo 2
Linea roja: ; estimada con el Modelo 3.1

Podemos observar que el rendimiento por conveniencia estimado por medio de
ambos modelos se ajusta bien al implicito, si bien en el periodo en el que dura la
recesion global el estimado por los Modelos 2 y 3.1, es sistematicamente inferior al
implicito en el caso de ambos futuros.

Los parametros estimados por los modelos que hemos presentado se resumen en
las siguientes tablas asi como graficos que representan el futuro observado y el estimado
y el error absoluto entre estos.
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Tabla 4: Pardmetros estimados para el 6° futuro del petréleo

Par. Modelo 1,1  Modelo 1,2 Modelo 2 Modelo 3,1  Modelo 3,2
ni=1 ni=1,n2=13 ni=1 ni=1,n2=11

Qa 2.082(0.002) 1.779(0.406) -0.11(0.030) - -

K 0.437(0.004) 0.419(0.003) 1.116(0.037) 2.019(0.003) 2.053(0.166)
o 1.546(0.007) 1.568(0.118) 1.960(0.028) 1.157(0.002) 4.005(0.093)
o - - 0.158(0.016) 0.197(0.009) 0.197(0.017)
p - - 0.463(0.057) 0.358(0.042) 0.241(0.039)
A - - -0.35(0.007) -0.58(0.036) -0.60(0.082)
Ay - - - -0.13(0.012)  -0.18(0.008)
Axm -0.22(0.006) -13.6(7.710) - 0.029(0.034) 0.008(0.028)
fly,nl -0.14(0.013)  -13.5(7.708) - 0.076(0.028) 0.059(0.036)
flxm - -0.05(0.004) - - 0.055(0.036)
flym - 0.098(0.004) - - -0.00(0.002)
w 0.735(0.016) 0.613(0.001) - 0.650(0.042) 0.543(0.012)
h - - 0.000(0.000) 0.000(0.000) 0.000(0.000)
>4 9.272 8.521 5.778 5.740 5.727

S a? 0.391 0.311 0.161 0.160 0.161

Parametros estimados para el sexto futuro a més cercano vencimiento para el petrdleo,
—_—

@Zt = ln(Ft(St,t,T)) - ln(Ft(St,t, T))

Futuro 6 obervado vs estimado.
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Figura 14: Futuro y estimacién para el sexto futuro del petréleo en la imagen de arriba y en la imagen de abajo la
direrencia absoluta entre estos dos
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Tabla 5: Pardmetros estimados para el 12° futuro del petrdleo

Par. Modelo 1,1  Modelo 1,2 Modelo 2 Modelo 3,1  Modelo 3,2
ni=1 ni=1,n2=13 ni=1 ni=1,n2=11

Q 2.382(0.002) 1.865(0.425) -0.12(0.037) - -

I3 0.341(0.002) 0.321(0.003) 0.994(0.020) 1.700(0.000) 1.689(0.015)
o 1.300(0.005) 1.347(0.116) 3.986(0.013) 4.080(0.007) 9.987(0.001)
0, - - 0.144(0.016) 0.191(0.004) 0.190(0.013)
P - - 0.404(0.003) 0.963(0.002) 0.995(0.005)
A - - -0.09(0.005) 0.258(0.017) 1.208(0.037)
Ay - - - -0.15(0.034)  -0.25(0.001)
flxm -0.17(0.022) 2.651(0.215) - 0.038(0.002) 0.017(0.022)
fly,nl -0.00(0.031) 2.757(0.213) - 0.057(0.018) 0.035(0.009)
Ay - -0.16(0.004) - - 0.205(0.001)
flym - -0.00(0.006) - - -0.00(0.001)
w 0.635(0.018) 0.636(0.001) - 0.652(0.004) 0.514(0.012)
h - - 0.000(0.000) 0.000(0.000) 0.000(0.000)
>4 12.69 10.94 4.894 4.857 4.846

S a? 0.650 0.474 0.109 0.109 0.108

Parametros estimados para el duodécimo futuro a mas cercano vencimiento para el petroleo,
—_—

@Zt = ln(Ft(St,t,T)) - ln(Ft(St,t, T))

Futuro 12 obervado vs estimado.
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Figura 15: Futuro y estimacién para el duodécimo futuro del petréleo en la iméagen de arriba y en la imégen de abajo
la direrencia absoluta entre estos dos

Como era de esperar, los mayores errores de ajuste se dan en el periodo en el que
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mas cambia el precio del petrdleo, pues son cambios bruscos en los que la volatilidad
es mayor, y que los modelos tienen mayor dificultad para recoger.

En lo que respecta a los parametros, observamos que @ es de entorno a 0.65 tanto
para el precio del futuro, que es la que estima el Modelo 1 como para el rendimiento
por conveniencia que es el que estima el Modelo 3. Esto quiere decir que tanto el
rendimiento por conveniencia como el precio tienen una frecuencia de entre 8 y 10
anos que guia tanto el precio como el rendimiento por conveniencia de los futuros del
petréleo. Era de esperar un comportamiento parecido tanto en el precio como en el
rendimiento por conveniencia, y éso es precisamente lo que acabamos de comprobar.
El multiplo de la frecuencia fundamental es de en torno a 10, lo que quiere decir que
como segunda frecuencia que guie tanto el precio de los futuros como el rendimiento
por conveniencia, se presenta la anual.

Comprobamos que salvo para el término de difusién del precio, los parametros
mas relevantes de los modelos 2 y 3 como son el coeficiente de correlacion y el término
de difusién para el rendimiento por conveniencia son valores cercanos.

Por tdltimo comentar que para el precio de los futuros del petréleo, el incorporar
la media de reversién no supone una gran ventaja a la hora de explicar el precio del
futuro. De hecho para el sexto futuro el incorporar el Modelo 3.1 reduce en un 0.7 %
la suma de errores absoluta sobre el Modelo 2, y el Modelo 3.2 sélo la reduce en un
0.9 %. Lo mismo pasa para el duodécimo futuro donde el Modelo 3.1 reduce en sélo un
0.8% y el Modelo 3.2 en un 1 %.

Metal (Aluminio)

Como en el caso anterior, representamos el rendimiento por conveniencia estimado
tanto con el Modelo 2 como con Modelo 3.1, para cada uno de los futuros que analizamos
al implicito.
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5‘ implicita vs estimada mediante el futuro 6.
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Figura 16: Rendimiento por conveniencia estimados e implicito para el aluminio
Linea azul: §;"""

Linea verde:A 5,5 estimada con el Modelo 2
Linea roja: ; estimada con el Modelo 3.1

Podemos observar que el rendimiento por conveniencia estimado por medio de
ambos modelos se ajusta bien al implicito siempre y cudndo el vencimiento no sea a
muy largo plazo. Cuando estamos con futuros a mas largo plazo vemos que el estimado
por medio del Modelo 2 se ajusta bastante bien al implicito aunque en algunos periodos
es superior a este, pero que el estimado por medio del Modelo 3.1 es superior al implicito
casi en todo el periodo de estudio.

Los parametros estimados por los modelos que hemos presentado se resumen en
las siguientes tablas asi como graficos que representan el futuro observado y el estimado
y el error absoluto entre estos.
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Tabla 6: Parametros estimados para el 6° futuro del aluminio

Par. Modelo 1,1  Modelo 1,2 Modelo 2 Modelo 3,1  Modelo 3,2
ni=1 n1=1,n2="7 ni=1 n1=1,n2=15
Q 2.832(0.036) 7.977(0.012) -0.01(0.000) - -
K 0.073(0.002) 0.070(0.002) 1.531(0.000) 3.501(0.000) 3.533(0.000)
o 0.882(0.511) -9.96(0.156) 1.664(0.000) 1.650(0.000) 0.132(0.000)
o - - 0.105(0.000) 0.156(0.000) 0.154(0.002)
p - - 0.745(0.001) 0.678(0.000) 0.301(0.000)
A - - 0.139(0.000) 0.192(0.000) -0.37(0.000)
A - - - 0.004(0.000) -0.10(0.001)
flxm -0.52(0.052) -0.67(0.019) - 0.055(0.001) 0.081(0.000)
fly,nl 0.412(0.076) 0.087(0.011) - 0.018(0.000) 0.006(0.000)
fl%m - -0.00(0.020) - - 0.022(0.000)
Ay, - -0.20(0.013) - - -0.00(0.000)
w 0.406(0.013) 0.469(0.001) - 0.404(0.000) 0.406(0.000)
h - - 0.000(0.000) 0.000(0.000) 0.000(0.000)
>4 5.469 4.993 0.048 0.023 0.012
S a? 0.107 0.083 1,1-107° 2,5-1076 6,7-1076

Parametros estimados para el sexto futuro a mas cercano vencimiento para el aluminio,
—_—

@Zt = ln(Ft(St,t,T)) - ln(Ft(St,t, T))
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Figura 17: Futuro y estimacién para el sexto futuro del aluminio en la imagen de arriba y en la imagen de abajo la
direrencia absoluta entre estos dos
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Tabla 7: Parametros estimados para el 12° futuro del aluminio

Par. Modelo 1,1  Modelo 1,2 Modelo 2 Modelo 3,1  Modelo 3,2
ni=1 ni=1,no=8 ni=1 ni=1,no=17
& 4.501(0.009) 5.098(0.009) 0.007(1.215) - -
K 0.095(0.001) 0.094(0.001) 0.695(3.126) 2.215(0.013) 2.205(0.000)
Gy 0.794(0.007)  0.706(0.006) 1.236(5.582) 3.094(0.007) 7.870(0.004)
5, - - 0.078(5.546) 0.140(0.008) 0.140(0.001)
p - - 0.880(2.321) 0.230(0.042) 0.713(0.003)
A - - 0.129(9.421)  0.205(0.029) 0.933(0.000)
Ag - - - 0.041(0.007)  0.044(0.000)
Agn, -0.60(0.027) -0.56(0.013) - 0.061(0.013) 0.031(0.001)
A,n, 0.181(0.045) 0.278(0.011) - 0.004(0.001)  -0.04(0.007)
Ay - -0.52(0.021) - - 0.070(0.001)
Ay, - -0.22(0.041) - - 0.000(0.000)
" 0.413(0.008) 0.395(0.001) - 0.428(0.014)  0.598(0.005)
h - - 0.000(0.000)  0.000(0.000) 0.000(0.000)
S al] 8.766 8.185 0.072 0.022 0.013
S 02 0.249 0.216 2,1-1075 1,9-10°¢ 7,3-1076

Parametros estimados para el duodécimo futuro a mas cercano vencimiento para el aluminio,
—_—

@Zt = ln(Ft(St,t,T)) - ln(Ft(St,t, T))
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Figura 18: Futuro y estimacién para el duodécimo futuro del aluminio en la iméagen de arriba y en la imégen de abajo
la direrencia absoluta entre estos dos

Como en el caso anterior, los mayores errores de ajuste se dan en el periodo en
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el que mas cambia el precio del aluminio como era de esperar pues son cambios mas
bruscos que los modelos tienen mayor dificultad para recoger.

En lo que respecta a los parametros, observamos que @ es de entorno a 0.45 tanto
para el precio, que es la que estima el Modelo 1 como para el rendimiento por conve-
niencia que es la que estima el Modelo 3. Como en el caso anterior, esto nos confirma
que tanto el rendimiento por conveniencia como el precio tienen tienen una frecuencia
de entre de entre 13 y 15 anos que guia tanto el precio como el rendimiento por conve-
niencia en el caso del aluminio. Como antes, era esperable un comportamiento parecido
tanto en el precio como en el rendimiento por conveniencia, y éso es precisamente lo
que acabamos de comprobar. El miltiplo de la frecuencia fundamental es de en torno
a 16, lo que quiere decir que como segunda frecuencia que guie tanto el precio de los
futuros como el rendimiento por conveniencia, se presenta la anual.

En este caso, aunque no fuera el méas esperable, el incorporar la media de reversion
si que supone una gran ventaja a la hora de explicar el precio del futuro. De hecho
para el sexto futuro el incorporar el Modelo 3.1 reduce en un 52 % la suma de errores
absoluta sobre el Modelo 2, es decir, a menos de la mitad, y el Modelo 3.2 la reduce
un 75 %. Para el duodécimo futuro esta mejora es incluso mayor, donde el Modelo 3.1
reduce un 69 % y el Modelo 3.2 en casi un 82 %.

Agricola (Café)

Por ultimo contraponemos el rendimiento por conveniencia tanto con el Modelo 2
como con Modelo 3.1, para cada uno de los futuros que analizamos en el caso del café.

5[ implicita vs estimada mediante el futuro 3.
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Figura 19: Rendimiento por conveniencia estimados e implicito para el café
Linea azul: §;"""

Linea verde:A St estimada con el Modelo 2
Linea roja: é+ estimada con el Modelo 3.1

41



Pese a que “a priori”

hubiéramos pensado que este era el que mejor resultado

debia dar, debido a comportamiento ciclico producido por las épocas de cosechas y el
clima en las mercancias agricolas, no hemos obtenido semejantes resultados.

Comparando el rendimiento por conveniencia implicito y el del modelo 2 y el
Modelo 3, estos dos ultimos, estan dando un precio muy por debajo del que da la
implicita. Y si nos fijamos en los parametros estimados, y en los errores de ajuste,

Tabla 8: Pardmetros estimados para el 3°" futuro del café

Par. Modelo 1,1  Modelo 1,2 Modelo 2 Modelo 3,1  Modelo 3,2
ni=1 n1=1,n2=10 ni=1 n1=1,n2=>6

Q 0.012(0.001) -0.33(0.273) -0.32(1.685) -

K 0.322(0.004) 0.313(0.002) 2.018(0.079) 2.091(0.342) 3. 518(0 184)
o 1.947(0 013) 1.983(0 044) 8.424(0.056) 8.759(0.066) 1.364(0.038)
o 0.253(0.008) 0.258(0.047) 0.346(0.020)
p - - 0.999(0.023) 0.998(0.180) 0.977(0.002)
A - - 1.329 (0 005) 1.435(0.114) -2.00(0.056)
Ay - -0.32(0.041)  -0.71(0.017)
Azm 0.159(0.017) 0.192(0 007) - -0.04(0.035)  -0.05(0.017)
Aym -0.07(0.017)  -0.03(0.008) - 0.023 (0 042) 0.018(0.022)
fl%nz - -0.07(0.013) - -0.03(0.032)
fl%m - 0.054(0.013) - - -0.00(0.000)
w 0.738(0.006) 0.759(0.002) - 1.211(0.127) 1.148(0.024)
h - - 0.000(0.000) 0.000(0.000) 0.000(0.000)
>4 15.82 15.73 4.880 4.864 4.764

S a? 0.758 0.746 0.076 0.074 0.070

Parametros estimados para el tercer futuro a ma&s cercano vencimiento para el café,
—_—

th == hl(Ft(St, t, T))

- ln(Ft(St7 t, T))
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Futuro 3 obervado vs estimado.
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Figura 20: Futuro y estimacién para el tercer futuro del café en la imédgen de arriba y en la imagen de abajo la

direrencia absoluta entre estos dos

Tabla 9: Pardmetros estimados para el 6° futuro del café

Par. Modelo 1,1  Modelo 1,2 Modelo 2 Modelo 3,1  Modelo 3,2
ni=1 n1=1,np=4 ni=1 n1=1,np=4
«a 0.877(0.000) 4.906(0.783) -0.18(0.009) - -
IS 0.195(0.001) 0.104(0.001) 0.973(0.001) 1.120(0.001) 2.555(0.010)
o 1.421(0.003) 1.802(0.057) 2.736(0.009) 5.417(0.001) 5.386(0.004)
0, - - 0.118(0.007) 0.127(0.000) 0.226(0.013)
p - - 0.617(0.027) 0.712(0.018) 0.667(0.011)
A - - -0.02(0.000)  0.243(0.031) -0.50(0.009)
Ay - - - -0.19(0.003)  -0.54(0.014)
Axm -0.29(0.007) -97.7(3.905) - -0.04(0.023)  -0.04(0.020)
Aym -0.09(0.013) -88.6(3.481) - 0.058(0.019) 0.039(0.016)
Ay, - -1.45(0.078) - - 0.015(0.014)
Aym - -0.20(0.050) - - -0.00(0.001)
w 3.746(0.005) 0.118(0.001) - 1.218(0.010) 1.155(0.002)
h - - 0.000(0.000) 0.000(0.000) 0.000(0.000)
>4l 14.59 14.19 4.730 4.690 4.663
S a2 0.632 0.539 0.071 0.069 0.066
Parametros estimados para el sexto futuro a m&s cercano vencimiento para el café,

—

u} = ln(Ft(St, t, T)) - hl(Ft<St, t, T))
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Figura 21: Futuro y estimacién para el sexto futuro del café en la imdgen de arriba y en la imagen de abajo la direrencia
absoluta entre estos dos

En este caso no observamos esa armonia entre el w que estimamos para los precios
y para el rendimiento por conveniencia. Si tenemos en cuenta el del rendimiento por
conveniencia, podemos decir que @ es de entorno a 1.2, lo que nos estaria diciendo que
el rendimiento por conveniencia tiene tienen una frecuencia de unos 5 anos que guia
la dindmica de este. En este caso también esperabamos un comportamiento similar
en para los dos casos, pero no hemos obtennido un resultado satisfactorio. Para la
rentabilidad por conveniencia, el multiplo de la frecuencia fundamental es de en torno
a b, lo que quiere decir que como segunda frecuencia se presenta en este caso también,
la anual.

Vemos que los parametros estimados por medio del Modelo 2 van en concordancia
con los del Modelos 3. Pero, para este caso, como en el primero, el incorporar la media
de largo plazo ciclica no supone una gran ventaja a la hora de explicar el precio del
futuro. De hecho para el tercer futuro el incorporar el Modelo 3.1 reduce en un 0.3 %
la suma de errores absoluta sobre el Modelo 2, y el Modelo 3.2 sélo la reduce en un
3.5%. El caso del duodécimo futuro es aun mas escueto ya que el Modelo 3.1 reduce
en sélo un 0.9% y el Modelo 3.2 en un 1.5 %.
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7. Conclusiones

En este trabajo hemos introducido un modelo en tiempo continuo de dos factores
para el precio de mercancias (commodities). El modelo, es una extensién del presentado
por Schwartz (1997)y trata de proporcionar una mayor flexibilidad para modelizar el
rendimiento por conveniencia (convenience yield) de las mercancias.

Hemos presentado un modelo que ofrece cierta tratabilidad analitica ya que he-
mos obtenido férmulas cerradas para valorar futuros y opciones europeas sobre las
mercancias.

Por medio de la realizacion de un estudio empirico del modelo, hemos comprobado
la efectividad con la que el modelo aproxima el precio de los futuros sobre las mercancias
y la hemos comparado al modelo que le precede. Obtenemos datos muy buenos para
el caso de metales industriales, més precisamente para el aluminio, que hemos tenido
como objeto de estudio y ha mostrado resultados extraordinariamente buenos a la
hora de aproximar el precio de los futuros mediante el modelo que proponemos. Por el
contrario nuestro modelo ha mostrado un resultado escueto con mercancias energéticas
y contrariamente a lo que podiamos esperar ha mostrado una mejora casi inexistente
para la mercancia del la que mas esperdabamos. La que esta ligada a la agricultura, el
café en este caso, ya que esperabamos que en este el componente climatico permitiera
una gran mejora en la aproximacion del precio de los futuros de mercancias de este
tipo.

Mostramos que el rendimiento por conveniencia tiene una frecuencia corta que
gufa el comportamiento de esta, muy similar al que tienen los precios de los futuros
del petréleo y el aluminio cercano a 10 y 15 anos respectivamente. Por el contrario, no
hemos encontrado ese mismo patron para el café, donde si que podemos decir, que el
rendimiento por conveniencia tiene una frecuencia corta que guia el comportamiento
de esta, de entorno a 5 anos.

A través del analisis realizado hemos mostrado las discrepancias que pueden en-
contrarse entre el rendimiento por conveniencia implicito y el estimado a través de un
modelo estocastico y la aplicacion del filtro de Kalman
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Apéndice

A. Demostraciones

Proposicion 1. El proceso es un proceso de Ornstein-Uhlenbeck por lo que se resuelve
de la misma forma que los procesos de esta familia. Definimos el proceso QQ; = €4, y
le aplicamos el lema de Ito, lo que nos da,

d(@ntét) = th = /iemtétdt + eﬂtd(st =
= ke™0ydt + re™ (a+ g(t) — 0) dt + e oadW? =
= ke (o + g(t)) dt + e oodW?

integrando la expresién anterior,
T T T N
e op — ey, = /fa/ e™du + /i/ e™g(u)du + 02/ AW 2 =
t t t
T T N
=a (e —e") + K/ e™g(u)du + oy / e dW?
t t

y calculando el segundo término que es una integral de Riemmann, y sabiendo que la
integral de una serie de Fourier es laintegral término a término, que es una condicién
necesaria para poder intercambiar el sumatorio y la integral,

T T e’} o) T
/ e™g(u)du = / e Z R (Ape™") du = Z R (An/ e(mw“)“du) =
t t n=1 n=1 t

_ i R ( An (e(inw+n)T . 6(inw+l€)t>>
— mw + K

obtenemos
CHT(ST . 6’%515 — (enT o ent) + K i R A, (6(inw+m)T . e(inw+f€)t) +
vt mw + K
T —~
+ 02 / e dW?
t

y reorganizando los términos,

or = e *TD6, + (1- e_H(T_t)) +

S A, . e T
" RZ% (Zn n (€(WU)T _ tnwt—r(T t))) +02/t o (T u)dW,f
n=1

w+ K
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la reescribiremos para darla de una forma equivalente que luego usaremos en la demos-
tracién de la proposicion 4

or =0 = (e — 1) 5 +a(l—e 1)+

0o An ‘ . T L
+ K R ( (e(znw)T . eznwt—n(T—t))> + 0_2/ e—n(T—u)dwi _
in '
n=1

w+ K

_ (O{ . 675) (1 . e—n(T—t)) + K/Z R ( An (e(inw)T _ einwt—n(T—t))) +
n=1

mnw + K

T
—1—02/ e~ T=w g2
¢

]

Proposicion 2. Por el primer resultado del Apéndice B o1 esta distribuido de forma
normal, con media y varianza que se detallan a continuacién,

IE [5T‘«/—_-t] — E|:€_H(T_t)6t T+ (1 _ e—n(T—t)) +

+ K i R < A e(inw)T i einwtn(Tt))) +
n=1

MW + K (
T —~
+ 02/ e~ rT=w gy ] =
t
= T, 4 o (1 — e_’“‘(T_t)) +

T Z o ( A, (e(inw)T _ einwtn(Tt))) n

mw -+ K

n=1
~ T —_—
(Bl [ -
t

= ¢ "T05, +a (1 —e ")

Tk i T < A, (e(inw)T _ einwtn(Tt)))
n=1

mw + K
T N 2
(o [ cosars)|
t
utilizando la propiedad de isometria de [to

T N N T
(0,2/ en(T”)dWi) - [gg/ e?H(Tu)du:| _
t t

T o2
_ Jg/ o= 2h(T—u) g, — 72 (1 _ e—2k(T—t))
¢ 2K

¥2 =Var[or|F] = E {(&p ~E [5T|]-“t]>2 |ft] ~E

2

Y =FE
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Lema 1. Integramos el proceso que sigue la convenience yield,

T T T
/ do, = /i/ (o + g(u) — &) du + / oo dW?
t t t

por lo que tenemos

T T T
or — 6 = ka(T —t) + /@/ g(u)du — K,/ dydu + / oo dW?
t t t

calculamos el segundo término que es una integral de Riemmann, y sabiendo que la
integral de una serie de Fourier es laintegral término a término, que es una condicién
necesaria para poder intercambiar el sumatorio y la integral,

T T o [e'e] T
[ tidu= [ SR (A du= S (An / du) _
t t n=1 n=1 t
_ - ﬂ inwl _ inwt _ - Z‘Al inwt _ inwT
_;%(mw(e e ))—Z?R(nw (e e ))

n=1

introduciendo este término que hemos calculado y reorganizando los términos obtene-
mos la ecuacién que buscabamos

T . [e%e] A A A T .
/ Sudu = = or aT—t)+ ) R (Zn—” (et — elWT)) + 2 / AW
t =1 t

K W K

]

Proposicion 3. En primer lugar definimos X; = In(S;) y le aplicamos el lema de 1t6

1 11
X, = ln(St) =dX, = gtdst — ES—E(
— 1
= dXt = (T — (St)dt + Ulthl - §U%dt =

1 —~
= dXt = (7” — 50'% — 5t> dt + Ulthl

dS,)? =

e integrando entre ¢t y T esta ecuacion diferencial estocastica

1 T T
XT—Xt: (7"-50’%) (T—t)—/ 5udu—|—01/ dWI}
t t
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introduciendo el término de la convenience yield acumulada del lema 1

o —

XT—Xt:(r—%af> (M=) + =% _ o — o)

— ZS‘E (ZAJ (emwt — ei"WT)) — %/ dW? + o, / dW}
nw Kk J, .

n=1

sustituyendo dr — d; que hemos mostrado en la demostracion de la proposicion 3,

Xr— X, = (7’——01> t)+(a—5t)ﬂ+

K
Z (inw)T o einwt—n(T—t)) +
— mnw —|— /1
o T

+ =2 T W2 — o(T — t)—

K

o0

; ' ' o [T T

- Zére (—" (et — emwT)) - = / dW; + 0, / dw,
— nw Kk Jy '

y reorganizando la ecuacion

(1 _ e—n(T—t))

K

+ Z (an — e(inw)T . einwt—n(T—t))) .
- o i inwt
; R (inw (e e )) +

r 1, 02 g T T2 02 r 372
—1-01/ dw}! +—/ eI g2 ——/ AW
t K Jt K J¢

Proposicion 4. Para esta demostracién, nos basamos también en el resultado del
)

Apéndice B, por tanto, Xp|F; estd distribuido de forma normal, con media y varianza

que se detallan a continuacion,

XT—Xt:<7’—a—%af)(T—t)—l—(oz—ét) +

]
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(1 _ e—n(T—t))
K

> A . .
n (tnw)T _ inwt—k(T—t) .
—l—Zﬂ?(—mw_i_ﬁ(e e ))

n=1

_ Z% (ﬂ (eian _ 6inwt)> +
1 mw

E [X1|F] :EKr—a—%cﬁ) (T —t) + (o — &) +

g 71, 92 r T w2 02 T 372
+01/ qu+—/ e F =W qy2 ——/ dwu] -
t K Jt t

R
1 1 — @_“(T_t)
= (r—a——af) (T—t)+(a_5t)¥+
2 K
+ i R L (e(inw)T . einwtfli(Tft)) _
= mw+ K

oo

_ Z% (ﬁ (eian o 6inwt)> +
1 nw

= T = =102 4 07 =02
+E[al / dwj] +E[— / e‘“(T_“)dW3] —E[—
t K Jt K

1 1 — e n(T=1)
= (r—a—aaf) (T—t)—l—(oz—5t)(—/€)+
+ i R An (e(inw)T . einwtfﬁ(Tft)) .
o mw+ K

[e.9]

An inwl  inwt
_ nEZI % <m (6 e )>
2 _N T _ ™ 2 _
Y2 =Var[or|F] =E <5T E [5T’-7:t]> [Fi| =

T T or [T N oo T —\?
E (01 / AW}l + =2 / e HT—wgw? — 2 / de)
t K Jy K Ji

T T
N1 / dW2dw! + 27172 / =T g2 J T ]
K Ji K Je
2 T
— 20—; e H(T—w) <dW3)2
K= Jt

o1

T T N2 s [T N\ ? or [T —
E (0’1 / dwj) + (—2 / e”(T“)dW3> + (—2 /
t K Jt K J¢



utilizando la propiedad de isometria de Ito

T _\?2 oo [T o \?2 oo [T —
o / awl) + (=2 / e T-wgw?) 4 (=2 / dW?
t K Jt K Jy

T T
2% [ 277 [ e aizai

K t K t

2

Y =E

2 T
— 20—; e H(T—w) <dW3>2
K= Jy

T 2 T 2 T T
= Jf/ du+ 22 e 2T gy, 4 U—;/ du — 20102p/ du
t K= Jt t
2 T

w2
K= Jy K

T
+ 0 J192P / e Ty, — 2% e T4 gy

K t t
2 2 T
= (022D L RN p gy 2 [ gy
! K K2 k2 J,

2010 202
+( 12P__22
K K

K K2

Proposicion 5. El precio futuro de la mercancia, no es mas que,
F(Stv ta T) =E [ST|ft]

y como conocemos que la distribuciéon condicional del precio es lognormal, es decir,
St|Fi ~ logn(E,¥?), su esperanza no es mas que

22

5>

E[S7|F] = "F

y sustituyendo las expresiones de la demostracion anterior en esta expresion obtenemos
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el precio de futuro de la mercancia.

0.2

F(S;,t,T) =S, exp{ (r —a+ —22 - l(7102,0) (T —1t)
2K K

1 — e n(T-1) 1 o3
+— (a — 0 + —0109p — —2)
K K K

1— efZH(Tft) 0.%

T

o An

mwT _ inwt—k(T—t)
+;%(iwn+li(e ‘ ))
. Z R (ﬂ (eian . einwt)) }
o wn

Proposicion 6. Tenemos que calcular,
(S t, T, K) = e "™ YE [méx (Sp — K,0)| F

entonces,

o0

E[(Sr— K,0)"|F] =T / (e* — K,0)" p(E, %?)dx
donde p(E,¥?), denota la funcién de densidad normal con media E y varianza 2.
Ahorasi e > K = z > In(K)

- [7 (e et [ e e
e t)/_oo (¢ — K,0)" p(B,52)dz — ¢ t)/hm(e ) e =
o R o
- /ln<K> o R /ln(K) Nors
definiendo
w:# N dw:%; _dlzln(K)—EE—Z2
y:I;E N dyzd—;; _d2:ln(Kz):—E

(z—E>2 _ (z—E)?

o—(T—1) /OO 26 K/Oo ¢ > | =
\/27r22 In(K) V2m2?
= "TY) %dw K/ %
dl V2T d2
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Por tanto,

o(Se, 0, T, K) = E [0 (S — K)* |7
_ @y <eE+%2q>(d1) ~ 0(d - %))

donde, d; = w y ®(-) es la funcién de distribucién de la normal estdndar. [

Proposicién 7. En primer lugar demostramos que E[e"¢(Sy; t, T, K)|F] es martin-
gala, para ello,

E[e’”c(st;t,T, K)|F = E [e*TtE[e*T(T*t)(S(T) _ K)+|ft]|fs:| _
= B[ T0(S(T) — K1) =
= _TSE[ IN(S(T) = K)F|F] =
=e (S s, T, K)

En realidad, ¢(Sy; s, T, K) = ¢(S;, d; s, T, K). Ahora, le aplicamos el lema de It6
al proceso que sigue la call descontado

d(e™"¢(S,0;, T, K)) =

=e " <—Tcdt + g dt + g—sds %dé + %%déﬂ
%2—;&2 a(?:; 5de5) =
= (—rcdt + %dt + gs ((r = 9)sdt + o 5aW}!) +
g(s ( (a+g—d)dt + O'QdW2> %% 2S%dt+
Lo, %

+- Soi09 pdt>

595272 Has&s

dc  Oc oc
=e (—rc+§+%( —5)54—%%(0[4—9 9)+
1 9% 2, 1 0% 52 d*c
295575 + 3559 + 35055 "1"2”) di+
de .~ de
+ %UlSth + %

pero hemos visto que es martingala por lo que el término de deriva ha de ser cero, de
donde obtenemos nuestra EDP

(o) d/W/tQ

0=—rc+ 2%+ 2> —5)S+ Lr(a+g—05)+ %%05 +%§— +650550102P

o4



de forma que

dc  Oc dc 10°
—rc-—t—l——(r—é)S—l—%/ﬂ(ang—é)

C2g2 1 0% 2 d*c
305271 T2 +as(955"1”2p

]

B. Resultados matematicos relevantes

Presentamos algunos resultados que hemos utilizado durante el presente trabajo
sin centrarnos en su demostracion.

Férmula de It6 bidimensional

Teorema (Férmula bidimensional de It6-Doeblin). Sea f(t,x,y) una funcion de clase
C?. Sean X, e Y; procesos de Ité

dX; = pi (t)dt + oy (t)dW}
dY; = pp(t)dt + oo (t)dW}?

donde, AW }dW? = pdt. Entonces,

of ., of of
Brit g dXet 5 dYit 3

L 1o
2 0y?

82f

dy;)? +

(1 X, i) = L0 ax ¢ T axay,

Regla del producto de Ito

Corolario (Regla del producto de 1t6). Sean X; e Y, procesos de Ité. Entonces,

Propiedad de isometria de It6

Teorema (Isometria de 10). La integral definida como,

cumple la siguiente propiedad,

E[I*(t)] =E Uot A2(u)du]
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Distribucién de una integral de It6 con integrando determinista

Teorema (Distribucién de una integral de It6 con integrando determinista). Sean un
movimiento Browniano, Wy, s > 0, y h(s) una funcion no aleatoria dependiente del
tiempo. Definimos,

Entonces,

vt >0, I(t)~ N (0, /Ot h2(s)ds)

Teorema de Girsanov bidimensional

Teorema (Girsanov bidimensional). Sean T' un instante de tiempo positivo fijado de
antemano y O(t) = (01(t), O2(t)) un proceso bidimensional adaptado. Definimos

2 = e {~ [ 0w 3 [ j0(w)Fau

N t
W(t) =W(t) +/ O(u)du
0
Y asumimos que

T
E {/ ||@(u)||222(u)du} < 00
0
Entonces, bajo la medida de probabilidad P dada por
B(A) = / Z(W)dPw) VA€ F
A

el proceso W es un movimiemto browniano bidimensional.
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