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Resumen

El presente trabajo analiza distintas soluciones para el cdlculo de CVA
entre dos contrapartidas incorporando correlacion entre los procesos de
impago de ambas. En primer lugar se propone una extensién del modelo
habitual de intensidad de impago consistente en incorporar correlaciéon
mediante una cépula gaussiana. Los resultados obtenidos son bastante
cuestionables y se deben al efecto de la aplicacién de la funcién de copula.
Posteriormente se analizan los resultados bajo un esquema maés sofistica-
do, consistente en aplicar el modelo estocédstico de intensidad de impa-
go CIR++. Esta alternativa parece comportarse mejor pero no evita la
aparicion de resultados inverosimiles ademés de otra serie de limitaciones.
Finalmente se propone un modelo discreto de arboles basado en el modelo
de valoracién de derivados de crédito de Jarrow-Turnbull (1995) [6] el cual
se comporta de manera satisfactoria en los escenarios donde los anteriores
modelos no funcionan.
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1. Introduccion

El CVA o Credit Value Adjustment es la diferencia entre el valor
neutral al riesgo de un derivado y su valor real, incorporando su riesgo
de contraparte. Si se supone que no existe intercambio monetario en el
caso de un impago conjunto, entonces el valor de dicho ajuste deberia
disminuir a medida que la correlaciéon dentre los procesos de crédito de
ambas contrapartes aumenta. Puesto que en general es bastante razonable
asumir la hipétesis de que existe una cierta correlacién, quizés sistematica,
entre los procesos de crédito de dos contrapartidas dadas, no incluir el
efecto que dicha correlacién tiene sobre el cdlculo del CVA supone en la
préctica sobre valorer dicho ajuste.

En el presente trabajo se analiza el cdlculo de CVA en presencia de
correlacion entre los eventos de crédito de ambas entidades.

Como primera alternativa se parte del modelo deterministico de in-
tensidad de impago presentado por Collin-Dufresne et al. (2002) [§] y
se incorpora la correlacién mediante una funcién de cépula gaussiana.
Se observa en el andlisis de esta solucién resultados inverosimiles y, tras
analizarlos, se concluye que éstos son debidos al efecto de la aplicacién de
la funcién de cépula.

Brigo and Chourdakis (2008) [2] analizan el cdlculo de CVA con Wrong
Way Risk en Credit Default Swaps y atribuyen un fenémeno parecido a la
no existencia de aleatoriedad en el modelo de intensidad de impago. Para
solventar este problema, estos autores definen un modelo estocéstico de in-
tensidad de impago, llamado CIR++4, basado en el modelo unifactorial del
tipo instantdneo propuesto en Cox et al. (1985) [7]. Sin embargo, nuestro
andlisis mostrard que la aplicacién del modelo CIR++ presenta serias
limitaciones ademas de no evitar la aparicién de los mismos escenarios
inverosimiles que aparecian anteriormente.

Como alternativa a estos modelos, este trabajo propone un nuevo mod-
elo basado en el modelo de valoraciéon de derivados de crédito propuesto
por Jarrow and Turnbull (1995) [6] y que serd implementado en un es-
quema bidimensional. Dentro de la construcciéon de este nuevo modelo,
se analiza la manera mds eficiente de incorporar la correlacién entre los
eventos de crédito y se propone finalmente incorporarla mediante la al-
teraciéon de las probabilidades de transicién a través de una funcién de
coépula gaussiana.

2. Definiciones Preliminares

De manera simplificada, suponemos a) independencia entre la exposi-
cidn de una contrapartida A (el valor positivo del derivado para la misma
en caso de impago) y la calidad crediticia de la otra contrapartida B y
b) riesgo unilateral (es decir, se supone tnicamente riesgo de crédito
en una de las contrapartidas, B en este caso). Entonces, el CVA desde el
punto de vista de A se define como

CVAa = Lgdg / ’ E[Vi(t) x FD(0,t)]dPD5(0,t) (1)



donde

= Lgdp (Lost Given Default) es la tasa de pérdida de la contrapartida
B en caso de impago.

» VI (t) (Exposicion) es el valor positivo del derivado para la contra-
partida A en el instante t.

= dPDg(0,t) es la probabilidad neutral al riesgo de impago de la con-
trapartida B.

= FD(0,t) es el factor de descuento hasta el instante ¢.

La definicién de CVA unilateral se puede escribir a su vez en funcién
de un subyacente habitual en la modelizacion del crédito: el tiempo hasta
el impago. Las férmulas generales de CVA unilateral de A y B en funcién
del tiempo hasta el impago son

OVAA(t) = E[1{z<TB<T}FD(t7TB)LgdBVA(TB)+] (2)
CVAp(t) = E[ly<ry<ryFD(t,7a)LgdaVi(1a)"] (3)

donde 7;, i = A, B indica el tiempo hasta el impago de la contrapartida
i=A,B.

Alternativamente, se puede suponer riesgo bilateral (es decir, riesgo
de crédito en ambas contrapartidas). Entonces, ademds de CVA (el ajuste
al valor de mercado del derivado que hace una contrapartida A por suponer
riesgo de contraparte con la otra B) se debe contemplar el DVA o Debit
Value Adjustment (el ajuste al valor de mercado del derivado que se debe
hacer por el hecho de que la contrapartida contraria, B, supone riesgo de
contraparte con la contrapartida A). En estos términos ademds, se define
la férmula del CVA bilateral introduciondo el matiz de que el impago de
la contrapartida a la que se le estd cobrando el CVA se produzca antes
del impago propio. Asi, con riesgo bilateral las férmulas del CVA de A y
B son

CVAA(t) = E[ljcrp<rrp<rayFD(t,78)LgdsVa(re)*] (4)
CVAB(t) = E[lpcry<tiracrsyFD(t,74)LgdaVs(ta)*]  (5)

En la practica se supone que el tiempo de observaciéon no es continuo
sino discreto a intervalos. Si ademads se supone independencia entre la ex-
posicién de una contrapartida, la calidad crediticia de la otra contraparti-
da y los factores de descuento, las férmulas anteriores pueden reducirse a
las siguientes:

CVAA(t) = LgdpFD(t, t:)E[Vy (t)|P (t: < 75 < tiy1,78 < Ta)
i=1
(6)
CVAp(t) =) LgdaFD(t,t:;)E[VE (t:)]P (t: < 7a < tiy1, 78 < 7a) (7)
=1
Sin embargo, estas expresiones no tienen en cuenta la posible cor-

relacién existente entre los procesos de crédito de las contrapartes A y
B.



3. Punto de partida: Modelo de intensi-
dad de impago y copula Gaussiana

Como punto de partida se analiza la solucién presentada por Collin-
Dufresne et al. (2002) [8] consistente en modelizar el Tiempo hasta el
impago imponiendo un modelo de intensidad de impago deterministico de
tal manera que permita estimar las probabilidades:

P(ti <74 <tig1,7a < 7B) (8)

P(ti <7 <tit1,78 < Ta) )
Una vez definido el modelo de Tiempo hasta el impago, éste se extiende
incorporando correlacién entre los tiempos a impagos de ambas entidades
utilizando la funcién de cépula gaussiana.
Veremos que, en algunos casos, serd necesario aproximar las ecuaciones
By @ por
P(t;i <7a <tiv1 <7B) (10)

P(ti <7 <tig1 <7Ta) (11)

De tal manera que la estimacién de CVA para la empresa A y B
definida por las férmulas [ y [[l se aproximard por:

CVAAL) = Z LgdpFD(t,t,)E[Vi ()P (t: <75 < tip1 <7a) (12)
i=1
CVAg(t) =Y LgdaFD(t,t;)E[Vy (t)|P (t: < 7a < tiy1 < 75)  (13)

i=1

3.1. Modelo para el tiempo hasta el impago

Con el objetivo de modelizar el tiempo hasta el impago, se define un
proceso deterministico que asocia a cada instante de tiempo un pardmetro
estrictamente positivo llamado intensidad (hazard rate):

La intensidad acumulada (hazard function) viene dada por el proceso
t

Ay =:t— / Asds (15)
0

En la préactica el proceso definido en ([I4]) no es continuo sino discreto
en funcién de la curva de CDSs cotizada en el mercado. Por tanto, el
proceso de intensidad acumulada ([IB]) vendra especificado por una suma.

Se define el tiempo hasta el impago como la inversa del proceso de
intensidad acumulada sobre una variable aleatoria con distribucién expo-
nencial £, de media 1 e independiente de A

= A7)



Por tanto, la probabilidad de solvencia en tiempo ¢ viene dada por
P(r>t)=PA (&) >t)= P> A1)
Puesto que £ sigue una distribucién exponencial, se tiene

P(T > t) _ efA(t) _ 67‘[(; Asds (16)

Observacién 3.1. Si se reemplaza el proceso A por un proceso r de tipos
de interés, el resultado de ([I8) representa exactamente el valor de un bono
cupon cero.

Observacién 3.2. El resultado de (I8) determina una estructura tempo-
ral exponencial para la probabilidad de solvencia.

Ejemplo 3.1. En esta situacion valoramos un bono cupon-cero con ries-
go de crédito de vencimiento T. Suponemos que el proceso que define la
evolucion del tipo de interés instantdneo i es independiente de . El precio
del bono con riesgo serd denotado por P(0,T) y viene definido por

P(0,T) [FDO,T)1(rry] = B[l 10, 1o ]

|
|
|

eld T P(g > A(T))] = B [l rete N

E

E
= F

B e—fOT rsdse—fOT Asds):| - E [e—foT 7"5-&-)\5(13]

Por tanto, el precio de un bono cupdn-cero con riesgo se puede inter-
pretar como el precio de un bono libre de riesgo donde el proceso del tipo
instantaneo viene dado por r; mas un spread determinado por .

Sea A, k = A, B el proceso de intensidad para la contrapartida k. Con

esta especificacién del tiempo hasta el impago, podemos calcular para el
intervalo temporal [t;,ti11]:

ti yk tibl K tit1
Pt <7 < tig1) =e Jo rsds _ g Jo Asds / Neds, k= A, B
t

3
donde la aproximacién funciona sélo para valores pequenos de los ex-
ponentes.

Teorema 3.1. Sea k = A, B. Si \¥ =\, es un valor constante, entonces
Tk sigue una distribucion exponencial de parametro \j.

Demostracion.

P(7, > t) P(AL'(€) > t) = P(€ > Ay(t)) = P(€ > /t Aids)

= PE>Mt)=e " k=AB

T T
E [efo msl{oA(T)}] P‘””] =k [efo B [Lesacry A,
0

al

(17)



Corolario 3.2. Si, ademds, suponemos que no existe correlacion entre
TA Y TB entonces

A _ ) _ .
P(ti <7a <tiy1,74 < TB) = oo JFA/\ [e Qatrpltivt o ~(AatAp)ti
A B

Demostracion.
it e A A
P(t; < Ta < tig1,74 < TB) :/ / Ape "B e " AYdxdy
t; y

i+l - - Aa - —(at+Ap)t
— Aae MY ABY ] [6 Aa+Ap)tit1 _ o=(Xa+Ap) 7,]
/t 4 YT XA+

O
De la misma manera podemos obtener el siguiente resultado:

Corolario 3.3. Sea Psowi(t), k = A, B la funcidn que devuelve la prob-
abilidad de solvencia en el instante t de la contrapartida k. Entonces se
tiene que

P(t; < Ta < tix1 < 7B) = [Psotva(ti+1) — Psotva(ti)] Psovn(tit1)

Demostracion.

P(ti <TA < tig1 < TB)
IfZ <7A < tit1,TB > tz.i,-l)
i1 tit1
/ / /\Bac)\Ae—AAydxdy — / )\Ae—AAye—)\Bti+1dy
tit1 123
_ 7ABtl+1/ o Ase MAVdy = ¢ Blit1 |:e*)\Ati+1 _ At
23

Por otro lado
Psoror(t)(t) = P(m, >t) =e ™' k= A B
lo que completa la demostracion. O

Observacién 3.3. En la prdctica, los procesos \¥, k = A, B no son
constantes pero si son constantes a intervalos. En estas condiciones el
Teorema [3.3 sigue siendo vdlido.

Con estas especificaciones, bajo ausencia de correlacién entre los tiem-
pos hasta impago de A y B y suponiendo que AF = \x, k = A4, B son
constantes, el CVA de A viene dado por

> LgdgFD(t,t:)E[V,{ (t:)]P (t: < 78 < tiy1, 78 < Ta)

i=1

S Lods FD(t ) B[V (t)] —2

|:e_(>\A+>\B)ti+1 _ e_()\A"!‘)\B)ti]
pt Aa+ AB

(18)



De manera similar, se obtiene

A+ AB

CVAg(t) = Z LgdAFD(t,ti)E[Vg(ti)]/\iA e~ AatAB)tivy _ e*()\A‘F)\B)tm]
i=1

(19)

Si se relaja la hipétesis de constancia en A\F, k = A, B y se supone

constancia a intervalos, el valor del CVA de A puede aproximarse mediante
la siguiente expresion:

> LgdpFD(t,t) B[V (t)]P (t: < 75 < tig1 < 74)
i—1

= Z LgdsFD(t,t;)E[V{ (t:)] [Psoton(ti+1) — Psotvn(ti)] Psotwa(tit1)
i—1

(20)

De manera similar, CV Ap(t) viene aproximado por

Z LgdaFD(t,t;)E[VE (t:)] [Psotwa(tit1) — Psotwa(ti)] Psotvs (tit1)
i=1

(21)

3.2. Incorporacion de la correlaciéon

Esta Subseccién considera la correlacion entre los tiempos hasta el
impago utilizando la funcién de cépula Gaussiana.

Se tienen los procesos de tiempos hasta el impago 7x, k = A, B cuyas
funciones de distribucién vienen definidas por G-, (z), k = A, B de modo
que

P(ry <z)=Gr(x), k=A,B

El objetivo es calcular la probabilidad conjunta P(ta < z,7B < y)
incorporando una correlacién p.

Sea la variable Y, = G-, (1), k = A, B cuya distribucién es uniforme
en el intervalo [0, 1], esto es, Yy ~ U[0,1], k = A, B.

Sea Fiy(o,1)(x) la funcién de distribucién de una variable normal estdndar.
Definimos las variables Z;, = FJQSO,I)(Y;C) ~ N(0,1), k=A,B

La variable bidimensional (Z4, Zp) sigue una distribucién normal bi-
variante cuya funcién de distribucién dada una correlacién p es

P(Za<x,Zp <y;p) = ®p(x,y)

Entonces, la distribucién conjunta de los tiempos hasta impago con
correlaciéon p viene dada por la funcién de cépula Gaussiana con cor-
relacién p que denotamos por c(z,y; p) y tal que

c(z,y;p) = Pra<z, 78 <y;p)=P(Ya<Gr,(z),Ya <Gr5(y);p)
= P(Za < Fyo1)(Gra(2)), ZB < Fy(o1)(Grs (¥)); p)
= (I)P(FI;(IO,l)(GTA (m))7FI;(10,1)(GTB () (22)

Suponiendo la aproximacién ya comentada

P(ti <7A < tit1,7TA <TB)%P(ti<TA<ti+1 <TB)



se puede realizar el cdlculo incorporando correlacién p:
P(ti < Ta < tit1 < TB; p)

El cédlculo de esta probabilidad se realiza integrando la funcién de
densidad sobre el drea definida en la Figura [

Ta

Figura 1: Area de integracién para calcular P(t; < 74 < t;41 < 7p).

Por tanto

Pt <Ta <tit1<7B;p) = Pti<7Ta <tit1,7B > tit1;p)
P(1a < tiy1,78 > tit1;p) — P(ta < ti, 7B > tit1;p)
= P(1a < tit1,78 <inf;p) — P(1a < tit1,7B < tit1;p)
— (P(1a < ti, 7B < Inf;p) — P(1a < ti, 7B < tit1;p))

Utilizando la ecuacién (22)), esta expresion se escribe con la funcién de
coépula como

P(ti <71a <tit1 <7B;p) = c(tiy1,00; p)—c(tiv1, tit1; p)—(c(ti, 003 p) — c(ti, tit1; p))

3.3. Resultados

A continuacién se analizan resultados en el caso de un swap de tipos
de interés (Interest Rate Swap, IRS) de nominal 1 firmado entre las con-
trapartidas A y B en el que A paga un tipo de interés fijo y recibe un tipo
de interés variable. La Figura [2 incluye las exposiciones de A y B.
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Figura 2: Exposiciones de Ay B en un IRS de nominal 1

En los siguientes ejemplos se supone una tasa de recuperacién del 30 %,
decir, (Lgd) = 70 %. Adems4s, se supone que los procesos de intensidad
Ay B son constantes, es decir, A\f = Ay, k= A, B.
1. CASO 1: A4 y Ap tienen valores similares

Supongamos inicalmente que Aa = Ap = 1%. La Figura [3 incluye
los valores de CV Ay, k = A, B, es decir, el CVA que debe cargar la
contrapartida k a la otra contrapartida.
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Figura 3: CVA4s vs. CVAg con Aa =Ap =1%

Las dos conclusiones més relevantes de este grafico son las siguientes:

a) Tanto CV A4 como CV Ap son decrecientes al aumentar la cor-
relacién. Se estd suponiendo que no existe liquidacién de com-
pensacién en caso de impago conjunto. Por tanto, al aumentar
la correlacion, se estd concentrando la probabilidad en el esce-
nario de impago conjunto donde no existe pago de ninguna de
las dos partes.

b) El valor neto CVA4 — CVAp también decrece con la cor-
relacién.

2. CASO 2: \4 y A\p tienen valores diferentes

Supongamos ahora que Aa = 1%, A = 10%. Si se observa la Figu-
ra [ se puede ver que CVA4 — CV Ap es funcién decreciente para
valores bajos de la correlacién pero empieza a crecer a partir de un
cierto valor de correlacién. Este comportamiento no resulta razon-
able ya que, segln se estd asumiendo, el escenario de impago conjun-
to es un escenario donde no se realiza ningun intercambio monetario
y, por tanto, se esperarfa un ajuste nulo al valor del derivado.

11
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Figura 4: Neto CVAA — CVAp con Aa =1%; A =10%

Analizando los CVAs individuales, la Figura Bl muestra que, en el
caso de CV Ap, se obtiene el comportamiento esperado, es decir,
la funcién es decreciente con la correlacién. Este hecho es debido a
que, al aumentar la correlacion, la probabilidad se concentra en el
escenario de impago conjunto donde no se produce ningin pago.

e T B B

-150% -100% -30% 0Ops 50% 1008 150%

O40% \
20

- \
0-00%

Correlacion

Figura 5: CVAg con Aa=1%, A\ =10%
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En cambio, la Figura [6] muestra que CV A4 decrece para valores
bajos de la correlacién pero esta relaciéon cambia de signo a partir
de cierto valor (p ~ 40%) pasando a ser un valor creciente con la
correlacion.

e [T B

13 con
\ 1500
11200 /
\ T4 /
11 309
hif: /
P
J.J.,J.\.m:\ /
Fate.ts \

-150% -100% -50% 0% 50% 100% 150%

Correlacion

Figura 6: CVAa con Ay =1%, Ag =10%

En la siguiente seccién se analizara este fenémeno mas detalladamente.

3.4. Analisis de la correlacion con cépula

La explicacién de los resultados previos cuando la diferencia entre las
intensidades del impago son grandes, como se verd a continuacién, se
encuentra en el efecto de la aplicacién de la funcién de cépula.

En la Figura [1 se puede observar cémo varia P(7p < 74) en funcién
de la correlacion. Esta variable es la que explica el comportamiento de
CVAa.

13
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Figura 7: P(tp < Ta) con Aa = 1%, A =10%

Para entender el comportamiento de P(rp < 7a) se estudia el com-
portamiento de una variable aproximada P(t; < 7 < ti+1,ti+1 < TA) en
el periodo temporal medido en afios [t; = 1,t;41 = 5].

1. CASO 1: A4 y Ap tienen valores similares

Supongamos inicalmente que A4 = Ap = 1 %. Tras realizar las trans-
formaciones que permiten llevar el espacio de probabilidad al espacio
de la distribucién normal bivariante, la regién de integracién de dicha
distribucién se observa en la Figura[8l En el grafico se representa 74
en el eje vertical y 7p en el eje horizontal.

14



T

Figura 8: Regién de integracién con Aa = Ap = 1%

El efecto que tiene la correlacién de la normal bivariante al integrar
en el drea sefialada se puede observar en la Figura [0 Al aumentar
la correlacién la masa de probabilidad de esta variable se dispersa
para posteriormente cambiar de pendiente y volver a concentrarse
en la diagonal con pendiente 1. Este movimiento hace que la regién
sefialada vaya perdiendo masa de probabilidad hasta que ésta se
anula.

15
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Figura 9: Efecto de la correlacién con Aa = Ap = 1%

Por tanto, tal como muestra la Figura [[0] una subida en la cor-
relacién hace que el valor de la variable P(t; < 7 < tiy1,tit1 < Ta)
vaya bajando hasta anularse.

P(a<tau_B<b,tau_A>b)

-100% -75% -50% -25% 0% 25% 50% 75%

Correlacion

Figura 10: P(ti < 1B < tit1,tiv1 < TA) con g =X3=1%

2. CASO 2: \4 y Ap tienen valores diferentes

16




Supongamos ahora que Aa = 1%, Ap = 10%. Tras realizar las
transformaciones que permiten llevar el espacio de probabilidad al
espacio de la distribucién normal bivariante, la regién de integracién
de dicha distribucién se observa en la Figura [[1l Como antes, 74 y
7 se indican en los ejes vertical y horizontal, respectivamente.

Lt

Figura 11: Regién de integracién con Aa = 1%, Ag =10%

Comparado con el caso anterior, se observa que la columna que rep-
resenta la regién de integracién se ha desplazado a la derecha sin
ganar altura. En este caso, el efecto de la correlacién de la variable
normal bivariante al integrar en el drea senalada es distinto. Una
subida en la correlacién hace que la masa de probabilidad de esta
variable se disperse y, por tanto, se pierda probabilidad en el drea
sefialada. Sin embargo, al cambiar de pendiente y volverse a concen-
trar en la diagonal con pendiente 1, el drea de integracion vuelve a
ganar masa de probabilidad. Este efecto se observa en la Figura [I2

17
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Figura 12: Efecto de la correlacién con Aa = 1%, Ag = 10%

Al considerar correlaciones crecientes, el valor de la variable P(t; <
7B < tit1,ti+1 < Ta) es inicialmente decreciente y crece a partir de
un cierto valor de la correlacién, como se muestra en la Figura [T3

P(a<tau_B<b,tau_A>b)

20 nnaas
5,600%

26,500% /
38,8003 \v

-100% -75% -50% -25% 0% 25% 50% 75% 10086

Correlacion

Figura 13: P(ti < 7B < tit1,tiy1 <Ta)con Aa =1%, Ap =10%
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3.5. Limitaciones

Como se ha constatado previamente, el punto de partida considerado
consitutye una alternativa habitual pero genera resultados poco razon-
ables cuando las diferencias entre las probabilidades de impago de ambas
contrapartidas son grandes y la correlacién es elevada.

Con el objetivo de solventar estas limitaciones se propone un modelo
donde el proceso de intensidad de impago sigue una evolucién estocastica.

4. El modelo CIR++

En estas condiciones la funcién de distribucién del tiempo hasta el
impago P(7 > T) viene dada por

P(r>T)

Elom] =E [1{A*1(§)>T}]
= E[leamy] =F [e_A(T)] =E [e_f"T MS] (23)

Como ya se comentd tras la ecuacién ([IT), el proceso de intensidad A(t)
puede entenderse como el proceso del tipo instantdneo con la restricciéon
de tener que ser estrictamente positivo. En este caso, la expresién 23]
representa el precio de un bono cupoén-cero de vencimiento 7.

Cox et al. (1985) proponen un modelo de difusién para el tipo de interés
instandneo que garantiza a) un valor estrictamente positivo para dicho tipo
instantdneo y b) férmulas cerradas para el precio del bono cupén-cero con
las consiguientes ventajas para la calibracién de dicho modelo.

En este contexto, Brigo and Chourdakis (2008) [2] proponen el modelo
CIR++ que supone una evolucién estocdstica para el proceso de intensi-
dad de impago.

En concreto, el proceso de intensidad de impago definido en (4] viene
dado por la expresién

Ai(t) =y, () + (L, 8;), t 20, j = A, B (24)

donde v es una funcién deterministica que depende del vector de
pardmetros (3, integrable en intervalos cerrados y que se utilizard para
calibrar el modelo utilizando la curva de probabilidades de solvencia im-
plicita en la cotizacién de CDSs.

El proceso estocastico y debe ser estrictamente positivo. Entonces, una
alternativa es la propuesta en Cox et al. (1985):

dy;(t) = kj(u; —y;(0)dt +viN/y;(t)dZ;, §= A, B (25)

donde el vector de parametros 3; = (kj, pj,v5,y5(0)), j = A, B in-
cluye constantes positivas y Z; son movimientos Brownianos estdndar
independientes entre si que, bajo la medida neutral al riesgo, determinan
la evolucién estocéstica del procesoEE

LEl proceso y; es positivo si se cumple la restricciéon 2kp > V2.
2Brigo and El-Bachir (2010) [] introducen una variacién a este modelo ahadiendo un
proceso de saltos a la evolucién de y(t).
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Se introduce la siguiente notacién para los procesos acumulados:
t t t
AW = [ nds, Y = [ uo)ds, w(e.5) = [ vis, s
0 0 0

4.1. Calibracion al mercado de CDSs

Este tipo de modelos y su calibracién al mercado de CDS ha sido
investigado en detalle en Brigo and Alfonsi (2005) [I].

Del mercado de CDSs se puede extraer la curva de probabilidades
(neutrales al riesgo) de solvencia asociada a un emisor mediante un pro-
cedimiento de stripping. Si estas probabilidades de solvencia se asocian a
un proceso de intensidad (hazard function) de mercado TM*(¢), la cali-
bracién del modelo CIR++ solo requiere imponer que dicho modelo sea
coherente con TM*(¢), es decir,

exp (~TMM(8) = P(r > 1) = exp (~¥(t, B)E [ V%] (26)

Nétese que E [ef Js y(s)ds] es el precio del bono cupén-cero de vencimien-

to t donde el tipo de interés instantdneo y(s) sigue el modelo CIR. En este
caso, este precio tiene férmula analitica, la cual se denota por PY(0, ¢, yo; 3).

Por tanto, el modelo CIR++ se calibra al proceso de intensidad de
mercado ™" (t) definiendo

U(t, B) = TV (t) + In(PY(0, ¢, y0; B)) (27)

Observése que esta especificacién de U(t, 3) es valida para cualquier
especificacién de los pardmetros [ que garantize que v es positiva

4.2. Correlacién en los procesos de impago

Una solucién inicial para incorporar correlaciéon en los procesos de
impago es introducir correlacién entre los movimientos Brownianos de
y;(t), j = A,By Z;, j = A,B. Sin embargo Brigo and Chourdakis
(2008) [2] citan en su trabajo que ésta alternativa tiene un escaso impacto
en la correlacién entre los impagos.

Como alternativa se supondra que los movimientos Brownianos Z;, j =
A, B son independientes y se introducira la correlacién mediante la funcién
de cépula Gaussiana, tal y como se hizo anteriormente.

Se tiene la siguiente informacién para j = A, B:

= Modelos de intensidad de impago:
dy;(t) = k;j(p; — y;(X))dt + vi\/y; (t)dZ;

= Intensidades acumuladas estocdsticas definidas por:

Aj(t) = /Ot Aj(s)ds

3La especificacién de los valores de 8 acordes con el mercado requiere utilizar cotizaciones
de opciones sobre CDS, un mercado muy poco liquido actualmente.
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= Tiempos hasta el impago a partir de dos valores (triggers) con dis-
tribucién exponencial de media 1; y correlacionados mediante una
cépula Gaussiana con correlacion p:

= A7 (4;)

El siguiente grafico muestra el esquema mediante el cual se introduce
la correlacion:

CopulaGaussiana:
Correlacionalos Triggers § con distribucién

Contrapartida A Contrapartida B

=N (Es) =g (Ep)

Modelo CIR++ Modelo CIR++

Figura 14: Esquema de introduccién de correlacién

4.3. Simulacién de los procesos de intensidad

La ecuacién (26) proporciond una expresién analitica para la funcién de
distribucién de los tiempos hasta el impago. Sin embargo, no se obtienen
expresiones cerradas al hacer las transformaciones necesarias para aplicar
la funcién de cépula incluida en [22]). Por tanto, la implementacién de la
funcién de cdépula requiere simular los procesos A;(t), 7 = A, B.

La simulacién de estos procesos mediante los esquemas de discretizacion
habituales (como el esquema de Euler) es muy inestable y requiere dar
pasos temporales de simulacién muy pequenos para asegurar que la simu-
lacién no proporciona valores negativos. Por tanto, la simulacién es muy
costosa en términos computacionales.

Shao (2012) [5] analiza en detalle el problema de simular procesos CIR
y propone un método eficiente que se resume a continuacién.
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Considérese el proceso CIR dado porﬁ

dX(t) = ab—-X@)dt+ o/ (X@)W(t), a>0,b>0,0>0
X(O) = 20>0

Dado X (u), se comprueba que X(t), ¢t > u sigue una distribucién
chi-cuadrado no centrada tal que

X (1) X (u) — ¢ x xa(N)
donde

2 —a(t—u) —o(t—u)
c“(1—e ) 4ba dae
ST da o T AT aa ey )
Por tanto, la simulacién de un proceso CIR se reduce a simular efi-
cientemente una distribucién chi-cuadrado no centrada. Shao (2012) [5]
muestra el siguiente resultado.

Teorema 4.1. Una distribucidn chi-cuadrado no centrada x3(\) puede
expresarse como A
Xa(\) = xi(0) +Y (A 2, 2,0)

donde x3(0) sigue una distribucion gamma T(d/2,2), U sigue una dis-
tribicion uniforme en el intervalo [0,1] y Z y Z son variables normales
estandar. Estas cuatro variables son independientes entre si. La funcion
Y se define como

0 siA+2In(U) <0
Z+\A+2n(0)+ 2% siA+2In(U) >0

4.4. Resultados

Se analizan los resultados generados para distintos escenarios de cor-
relacién y de volatilidad v de los modelos CIR++ de A y B. Supondremos
que v4 = v = v. Los valores iniciales y;(0), j = A, B y los niveles de
reversién p;(0), 7 = A, B son ya(0) = pa = 1%, ys(0) = up = 10%.

Para cada valor de v se calculan los pardmetros de velocidad de re-
version del modelo kj, j = A, B de modo que se asegure la condicién de
positividad del modelo CIR.

La Figura [T5] muestra los resultados obtenidos con 4000 simulaciones.

Y(\ Z,2,U) = {

4La restriccién 2ab > 02 garantiza que nunca se alcanzard el origen y, por tanto, X (t)
serd siempre positivo.
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Figura 15: CVA/DVA con modelo CIR++ para distintos valores de la volatilidad

Se observa que, a medida que aumenta la volatilidad de los modelos
CIR, el valor de la correlacién que minimiza CV A4 se retrasa. Este he-
cho se cumple siempre pues existe, para cada valor de v, un valor de la
correlacién p donde este efecto se reproduce.

4.5. Limitaciones

A pesar de ser una alternativa que proporciona resultados mas razon-
ables, el modelo CIR++ presenta una serie de limitaciones importantes
en su implementacién. Las principales son las siguientes:

1. En primer lugar, para asegurar la positividad del proceso CIR se
debe cumplir, con la notacién de @5l que 2ku > v, Sin embargo,
esta condicién sumada a la imposicién de valores positivos para la
funcién ¢ (necesaria para asegurar intensidades de impago positivaa
limita la volatilidad implicita de los CDS generada por el modelo

2. Como se ha mencionado anteriormente, la especificacién de los val-
ores de 3 acordes con el mercado requiere utilizar cotizaciones de
opciones sobre CDS, un mercado que es muy poco liquido en la ac-
tualidad. Por tanto, no es posible calibrar el proceso (estocdstico) de
intensidad de impago.

3. A pesar de los resultados del Teoremal[£T] el tratamiento del modelo
de cara al cdlculo de CVA /DVA sigue requiriendo la implementacién
de métodos de simulacién Monte Carlo, lo que supone un coste com-
putacional elevado.

5Brigo and Cousot (2006) [3] examinan los patrones de volatilidad implicita de CDSs
asociados con el modelo.
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4. Finalmente, como se observa en la Figural[I5] los resultados obtenidos
son poco razonables.

5. Modelo propuesto

Se propone un modelo alternarivo para calcular CVA / DVA correla-
cionando los procesos del crédito de las dos contrapartidas. Este modelo
estd basado en el modelo de Jarrow-Turnbull (xxxx) y serd implementado
en un arbol bidimensional. Al contrario que en las secciones anteriores
donde se modelizaba como subyacente el tiempo hasta el impago 7 de las
contrapartes, ahora el subyacente a modelizar es el estado de solvencia /
insolvencia de la entidad.

A continuacién se detallard cémo construir un esquema discreto de
evolucién bidimensional que contemple el proceso de solvencia/insolvencia
conjunto de las dos entidades y sobre el que se pueden valorar deriva-
dos de cédito. Posteriormente se describira el procedimiento para valorar
el derivado de crédito que representa el CVA/DVA sobre el esquema de
evolucién especificado. Por 1ltimo se especificard cémo incorporar la cor-
relacién entre los dos procesos de solvencia.

5.1. Esquema de evolucion del proceso de solven-
cia

Se define el proceso de solvencia / insolvencia de la entidad como un
proceso de Markov discreto donde, en cada instante, se contemplan dos
estados: el estado de solvencia y el estado de insolvencia. De esta manera,
para un paso de discretizacién dt, el proceso de solvencia / insolvencia
de la entidad es una sucesién de variables X (n) que indica el estado de
solvencia en el que se encuentra la entidad en el instante n x dt. Los valores
de X,, son

X(n) = 1 sino ha habido impago hasta el instante n x dt
~ | 0 siha habido impago antes del instante n x dt

Las probabilidades asociadas a las variables X (n) son la probabilidades
de solvencia de la entidad en el instante n x dt (P(n) = P(X(n) =1)) y la
probabilidad de impago antes del instante n x dt (1 — P(n) = P(X(n) =
0)). Las probabilidades de transicién entre la variable X (n—1) y la variable
X (n) vienen dadas por

m(n) = PX(Mn)=1XMn-1)=
1-7n(n) = PXMmn)=0X(n-1)=1)

Se supone ademads que el estado de insolvencia es un estado absorbente
del proceso, es decir,

P(X(n)=1X(n—-1)
P(X(n)=0/X(n-1)

)
)

La Figura [I6l incluye el esquema de evolucién del proceso de solvencia
de la entidad desde el instante (n — 1) x dt hasta el instante n x dt.

0)=0
0 1
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Solvencia

Solvencia

Insolvencia

Tiempo n-7 Tiempo n

Figura 16: Esquema de evolucién del proceso de solvencia

La siguiente figura indica el esquema de evolucién del proceso de sol-
vencia para dos periodos.

Solvencia Solvencia
Pnfl o Rf s Pn+1
. ]
1 - 1 - 7[11-0—1
n
Insolvencia Insolvencia
Tiempo n-1 Tiempo n Tiempo n+l

Figura 17: Esquema de evolucién del proceso de solvencia en dos periodos

Este esquema de evolucién permite valorar cualquier derivado de crédi-
to mediante el procedimiento de aisgnar flujos a los nodos del arbol de
evolucién. Estos flujos son descontados mediante los factores correspondi-
entes y ponderados utilizando las probabilidades de transicién

En este contexto, el CVA /DVA se entiende como un derivado de crédito
cuyo valor depende de los procesos de crédito conjuntos de ambas contra-
partes y cuyos flujos vienen definidos por las exposiciones ponderadas por
Lgd. Para poder valorar este derivado de crédito se construye un arbol de
dos dimensiones simulando ambos procesos de solvencia/insolvencia. De
este modo, en cada instante de tiempo n, existen cuatro nodos:
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Cuadro 1: Nodos del arbol de dos dimensiones

Solv. A Insolv. A
Solv. B Nodoi(n) Nodoa(n)
Insolv. B Nodos(n) Nodos(n)

Podemos indicar los siguientes hechos:

Los nodos Nodo4(.) son nodos absorbentes del proceso.
Los nodos Nodoz(.) son nodos absorbentes en la dimensién de A.

Los nodos Nodos(.) son nodos absorbentes en la dimensién de B.

Por tanto, la relaciéon entre los nodos correspondientes a dos instantes
de tiempo consecutivos es la siguiente:

El nodo Nodoi(n — 1) se relaciona con todos los nodos de n.

Elnodo Nodoz(n—1) se relaciona con los nodos Nodoz(n) y Nodos(n)
pues A ha realizado impago.

Elnodo Nodos(n—1) se relaciona con los nodos Nodos(n) y Nodos(n)
pues B ha realizado impago.

El nodo Nodos(n — 1) se relaciona con el nodo Nodos4(n) pues tanto
A como B han realizado impago.

Supongamos que las probabilidades 7 (n) = P(Xk(n) = 1| Xk (n—1) =
1), k = A, B son conocidas. En caso de independencia, las probabilidades
de transicién del instante (n—1)dt al instante ndt asociadas a este esquema
de evolucién bidimensional vienen dadas en la siguiente Tabla.

5.2.

Nodoi(n — 1) Solv. A Insolv. A
Solv. B wa(n) g(n) (1 —ma(n)) me(n)
Insolv. B 7ma(n)(1—7g(n)) (1 —ma(n))(l—7p(n))
Nodoz(n — 1) Solv. A Insolv. A
Solv. B 0 wB(n)
Insolv. B 0 1—mp(n)
Nodos(n — 1) Solv. A Insolv. A
Solv. B 0 0
Insolv. B wa(n) 1—ma(n)
Nodos(n — 1) Solv. A Insolv. A
Solv. B 0 0
Insolv. B 0 1
Valoracién

La valoraciéon en este esquema de evolucién requiere asignar los flujos
correspondientes en los sucesivos nodos del drbol. Comenzando por los
nodos del dltimo instante temporal, tenemos lo siguiente:
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= Sise va a calcular el CVA que A debe cargar a B (CV A4), el nodo
3 incluye un valor igual a la exposicién que tiene A en ese momento
multiplicada por la tasa de pérdida de B (Lgd).

= De modo similar, si se va a calcular CV Ap, el nodo 2 incluird un
valor dado por la exposicién de B en ese momento multiplicada por
la tasa de pérdida de A (Lgd).

En los instantes anteriores, los valores de los nodos seran:

= Nodo 1: el derivado que representa el CVA no vence pues no se ha
producido ningin impago. Por tanto, el valor en este nodo es el valor
medio del instante siguiente actualizado al instante de valoracién. Es
decir, este valor serd la suma de los valores de los cuatro nodos del
siguiente instante ponderados por las probabilidades de transicién y
multiplicada por el factor de descuento implicito en ese periodo de
tiempo.

= Nodos 2 y 3: el derivado que representa el CVA ha vencido pues en
ambos nodos se produce impago. El valor serd su pay-off, el cual es:

e Si se va a calcular el CVA que A debe cargar a B (CV A4), el
nodo 3 incluye un valor igual a la exposicién que tiene A en ese
momento multiplicada por la tasa de pérdida de B (Lgd).

e De modo similar, si se va a calcular C'V Ag, el nodo 2 incluird un

valor dado por la exposicién de B en ese momento multiplicada
por la tasa de pérdida de A (Lgd).

= Nodo 4: el derivado que representa el CVA ha vencido pues se ha
producido impago. Por tanto, su valor coincide con su pay-off el
cual es nulo si se supone que no se liquidan posiciones o igual a la
diferencia entre las pérdidas si se supone liquidacién de posiciones.

A continuacion, se describe cémo incorporar adecuadamente la cor-
relacién entre los eventos de crédito.

5.3. Correlacion entre impagos

El planteamiento para introducir la correlacién en el arbol bidimen-
sional es modificar las probabilidades de transicién de modo que se pre-
serven las distribuciones marginales. De hecho, sélo se alteraran las prob-
abilidades de transicién del Nodo; pues son las tinicas que intervienen en
el procedimiento de valoracién.

Se parte de las probabilides de transicién asociadas al Nodoi(.) en el
caso de independencia.

Solv. A Insolv. A
Solv. B TATB (1-ma)mB
Insolv.B 7wa(l—7mg) (1—7a)(1—7B)

Estas probabilidades se alteran incorporando una cantidad ¢ a la prob-
abilidad asociada al escenario de (Solv.A, Solv.B). La tnica manera de
preservar las distribuciones marginales es la siguiente:
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Solv. A Insolv. A
Solv. B TATB+€ (1—ma)mp —¢
Insolv. B ma(l—mp)—e¢ (1—ma)(l—7mB)+e

Teorema 5.1. El valor que debe de tener € para que la correlacion sea p
viene dado por

e=pVma(l —ma)ms(l—7p)

Demostracion. Sea el proceso

~_J 1 con probabilidad =; .
X5 = { 0 con probabilidad 1 — 7; ’ j=AB
La media y varianza de este proceso son
E|X;|=m;, VarlX;]=m;(1—7;), j=A,B (28)

La siguiente Tabla incluye la probabilidad conjunta del par X4, X

Xa=1 Xa=0
Xp=1 TATB + € (1—ma)mB —¢€
Xp=0 7wa(l—mp)—e (1—ma)(l—7B)+e

Sea el proceso bidimensional Z = X4 Xpg. Este proceso vale 1 si y sélo
si X4 = Xp = 1. Su media es

E[Z) = E[Xa Xp] =manp +¢ (29)

Utilizando (28) y (23)), se obtiene que la correlacién entre X4 y Xp es

_ €
B Vra(l —ma)m(l —75)

p

O

Obsérvese que, para que el resultado de este Teorema tenga sentido y
no genere probabilidades de transicién negativas, se debe cumplir

min(ra(l —7p),78(1 — 7))
Vra(l—ma)re(l — 75)

méx(—(1 —7a)(1 —7B), —mamB) < p <

Por tanto, si w4 y wp son similares, se puede obtener cualquier cor-
relacién positiva pero las correlaciones negativas estaran limitadas. En
cambio, si m4 y mp son diferentes existirdn limites también para las cor-
relaciones positivasﬂ La explicacién de estos resultados es el propio sig-
nificado de la correlacién cuando las probabilidades de ocurrencia son muy
diferentes. En més detalle, no tienen sentido correlaciones altas (que obli-
garfan a generar resultados similares) en variables que, por definicién, son
diferentes al tener probabilidades de ocurrencia distintas.

Por tanto, en este caso, se debe considerar el significado de la cor-
relacién en el sentido de esperar que la estructura de probabilidades de

SPor ejemplo, si 74 = 99%, m = 90 % la correlacién méxima que se puede obtener es del
orden de 30 %.
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transicién maximice / minimice la probabilidad en los escenarios conjuntos
(solvencia conjunta e impago conjunto) en el caso de correlacién méxima
/ minima, preservando siempre las distribuciones marginales.

La siguiente Tabla indica la estructura de probabilidades conjuntas
que preserva las distribuciones marginales.

Solv. A Insolv. A
Solv. B ¢ ™ — q1
Insolv. B wma—q1 q1+1—7a—7p

Todas las probabilidades incluidas en esta Tabla deben de ser positivas
y menores que 1. Estas restricciones se resumen en

méx (0,74 + 73 — 1) < 1 < min(mwa,mwa)

Teorema 5.2. La estructura de probabilidades que mazximiza la probabil-
idad en los escenarios conjuntos (asociada, por tanto, a una correlacion
mdzxima) se alcanza cuando

g1 = min(7a,7B)

La estructura de probabilidades que minimiza la probabilidad en los
escenarios conjuntos (asociada, por tanto, a una correlacion minima) se
alcanza cuando

@1 = méx(ma + 75 — 1,0)

Demostracion. El resultado se alcanza maximizando (minimizando) las
probabilidades de escenarios conjuntos en la estructura de probabilidades
definida en la Tabla anterior. La funcién a maximizar (minimizar) es

fle)=qa+q+1—7ma—75=2q +1—74 — 7B

Por tanto, esta funcién es monétona en ¢ y alcanza su méximo en
min(wa,7g) y su minimo en max(0, 74 + 75 — 1). O

Partiendo de los escenarios de correlacién méxima / minima y de la
estructura de probabilidades asociada al escenario de independencia (que
también es conocida), se plantea una primera estructura de probabilidades
dada una correlacion p:

Cuadro 2: Probabilidades de transicién en modelo de drboles

Solv. A Insolv. A

Solv. B q1(p) T™B — (1
Insolv. B ma—qu 1—ma—7p+q1

donde ¢1(p) viene dada por

(1 —|p])ramp + max(p,0) min(ra, 7p) — min(p, 0) méx(0, 74 + 75 — 1)
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La Figura [I8 muestra el CVA de A en funcién de la correlacién bajo
las condiciones indicadas en la Subseccién B3l para Ay = Ap = 1%. Se
puede observar un comportamiento lineal y una singularidad en el caso
de correlacion nula.

—CVA A Mod. Arbol

EE . Tut 72
T 200

r
-150% -100% -50% 0% 50% 100% 150%
Correlacion

Figura 18: CVA en modelo arbol

Una manera alternativa de introducir la correlacién y que proporciona
resultados méas razonables es mediante la funcién de cépula Gaussiana.
En este caso, si ma(n) y mg(n) son las probabilidades condicionadas de
solvencia para el instante n, la probabilidad de solvencia conjunta condi-
cionada es

Prob(Solva, Solvg;p) = c(ma(n),ms(n);p)
= q)P(F];(IO,l) (ra(n)), F1;(10,1)(7"B (n)); p)

que indica el valor de ¢i(p) (véase el Cuadro [2]). La Figura [I9) muestra
los resultados obtenidos e ilustra que, ahora, se obtiene una funcién de
CVA vs. correlacién més suavizada.
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—CVA A Mod. Arbol

EE . Tut 72
T 200

r
-150% -100% -50% 0% 50% 100% 150%
Correlacion

Figura 19: CVA en modelo 4rbol con correlacién a través de la funcién de cépula

5.4. Resultados

A continuacién se analizan los resultados obtenidos mediante el modelo
propuesto y se comparan con el modelo propuesto en la Seccién [ es
decir, el modelo de intensidad de impago y cépula Gaussina. Se utilizan
los mismos datos que en la Subseccién y se consideran dos escenarios
correspondientes, respectivamente a intensidades de impago similares y
diferentes. El modelo de arbol se basa en la propuesta de correlacién con
c6pula Gaussiana.

1. CASO 1: A4 y Ap tienen valores similares
Supongamos inicalmente que Aa = Ap = 1 %. La Figura2Qlmuestra
que, en los escenarios de correlacién negativa, el modelo previamente
presentado en la Seccién [3sobrevalora el CVA con respecto al nuevo
modelo propuesto.
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Figura 20: CVA/DVA en modelo drbol con \'s similares

2. CASO 2: A4 y Ap tienen valores diferentes

Supongamos A4 = 1%, Ap = 10%. La Figura [2]] ilustra que,
al analizar el caso conflictivo del CVA de A, el modelo propuesto
no genera los escenarios inverosimiles de cambio de pendiente en
el CVA en funcién de la correlacién. Adicionalmente, en todos los
escenarios con alta probabilidad de impago de la contrapartida, el
modelo presentado en la Seccién [B] tiende a sobrevalorar el CVA con
respecto al modelo de arboles.
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Figura 21: CVA/DVA en modelo drbol con \'s diferentes

6. Conclusiones

Tras de la aplicaciéon del modelo tradicional de intensidad de impa-
go y correlacién mediante cépula gaussiana, se observan resultados in-
verosimiles en la relacién entre el ajuste CVA y la correlacién. Después
de analizar estos resultados se demuestra en el presente trabajo que son
debidos al efecto que la funcién de cépula tiene en el célculo.

Adicionalmente se analiza la propuesta alternativa de aplicar el mod-
elo CIR++ al proceso de intensidad de impago, y se observa que, a pesar
de mejorar los resultados, sin embargo se siguen obteniendo la misma
relacién inverosimil entre el ajuste CVA y la correlacién para determina-
dos valores de volatilidad del modelo. Ademas. la aplicacién del modelo
CIR++ presenta limitaciones importantes, la més relevantes son:

1. Restricciones en la estructura de volatilidad implicita de los CDS
generada por el modelo por el hecho de exigir positividad al proceso
de intensidad

2. Imposibilidad de calibracién de la estructura estocastica del modelo
debido a la escasa liquidez en el mercado de opciones sobre CDS

Por otro lado, a pesar de que en este trabajo se propone una manera
eficiente de simular el proceso CIR4+, sin embargo la implementacién de
dicho proceso sigue incorporando un elevado coste computacional.

El modelo propuesto de estimacién de CVA con riesgo bilateral, basado
en un esquema de arbol bidimensional, soluciona de manera eficiente los
problemas encontrados. En su definicién se analizan ditintas propuestas
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para incorporar la correlacién alterando las probabilidades de transicién y
se concluye, tras analizarlas, que la propuesta que genera resultados més
razonables es realizarlo mediante la aplicacién de una funcién de cépula
gaussiana.

Sin embargo, el modelo propuesto supone independencia entre la ex-
posicién de las contrapartidas y los procesos de default de ambas. Una ex-
tensién a dicho modelo serid estudiar su aplicaciéon en presencia de dicha
correlacién entre los procesos de solvencia y las exposiciones, para incor-
porar en la estimacién de CVA el riesgo de correlacion adversa 6 Wrong-
Way-Risk.
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