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1. Introducción 
 

Tras las recientes crisis financieras y el incremento en la complejidad de los mercados 

financieros, medir el riesgo se ha convertido en uno de los asuntos más importantes en el 

sector financiero. Desde entonces los  supervisores han aumentado los controles de los bancos 

para asegurarse de que disponen de suficiente capital para sobrevivir a los mercados 

deficientes. Para calcular el capital requerido, se han definido algunas medidas de riesgo. Estas 

medidas se suelen utilizar para resumir el riesgo total de una entidad con un único número. El 

uso de un único número es beneficioso en muchos aspecto, pero, abre un debate sobre qué 

medida de riesgo es adecuado utilizar y como se puede comprobar su efectividad.  

Durante años la medida más utilizada ha sido Value-at-Risk (VaR). Las razones más importantes 

para utilizar esta medida son que el concepto es muy fácil de entender y que se puede realizar 

un backtesting de una manera sencilla. Sin embargo, este método tiene algunas desventajas. 

La más importante es que no captura el riesgo de la cola de la distribución, es decir, no 

especifica en cuanto superara la pérdida el valor del VaR. Además, no cumple la propiedad de 

subaditividad. Y por tanto, el VaR de dos carteras combinadas puede ser mayor que la suma 

del VaR de las dos carteras. Esto quiere decir que la diversificación puede aumentar el riesgo, 

una contradicción a las creencias en finanzas. Por tanto, en consecuencia de la falta de 

capacidad de  capturar el riesgo de la cola y la falta de subaditividad se propuso una nueva 

medida de riesgo, el Expected Shortfall (ES).  

En enero del 2016 el comité de Basilea en el documento “Minimun capital requierements for 

market risk” bajo el Fundamental Review of the Trading Book (FRTB) propuso realizar el 

cambio de VaR a ES. Y cambiaron el cálculo del VaR al 99% por el ES al 97.5% como medida de 

riesgo. 

El ES soluciona algunos de los problemas por los cuales el VaR ha sido criticado. Sin embargo, 

mientras que analizar la capacidad predictiva del VaR mediante el backtesting es muy sencillo, 

no ocurre lo mismo en el caso del ES.  Además, en 2011 Gneiting publicó un artículo en el que 

demostraba que el ES carecía de una propiedad matemática llamada elicatibilidad el cual el 

VaR sí que lo cumplía y que podría ser importante para realizar el backtesting del ES. Siguiendo 

su investigación, muchos pensaron que era imposible realizar un backtesting del ES. Sin 

embargo, desde entonces, se han publicado algunos artículos como el de Acerbi y Szekely 

(2014) en el que demuestran que sí es posible realizar en backtesting del ES siempre y cuando 

no se utilice la propiedad de la elicatibilidad.  

El objetivo de esta tesina es analizar las ventajas e inconvenientes del cambio de medida de 

riesgo del VaR al ES analizando las distintas propiedades de las medidas de riesgo y mostrando 

3 maneras distintas de realizar el cálculo del ES, además de analizar la capacidad predictiva 

mediante 3 modelos distintos de backtesting. 
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Este trabajo comienza con una breve introducción del marco para el ES en el Fundamental 

Review of the Trading Book. Luego, en el siguiente capítulo, se definen las propiedades más 

importantes de las medidas de riesgo, las medidas de riesgo VaR y ES y se analizan que 

propiedades cumple cada una de las medidas. En el capítulo 4 se presentan distintos modelos 

para el cálculo del ES, dos no-paramétricos (la Simulación Histórica y una modificación de este 

método) y un método semi-paramétrico (Simulación Histórica Filtrada). En el capítulo 5 se 

presentan 3 métodos distintos de backtesting, dos en las que no hay que hacer supuestos 

paramétricos y otro en el que sí. Por último, en los capítulos 6 y 7 se presentan los resultados 

empíricos y las conclusiones.   
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2. Definición del marco para el ES en el FRTB  

 
A principios del 2016, el comité de Basilea publicó un documento “Minimun capital 

requiriment for market risk” bajo el Fundamental Review of the Trading Book (FRTB). En este 

documento se establecen metodologías para el cálculo del riesgo de las entidades financieras.  

Este trabajo se centra en el cambio de la medida de riesgo Value-at-Risk (VaR) a la medida 

Expected Shortfall(ES). El objetivo de este cambio es asegurar una captura prudente del riesgo 

de cola y la elección de un capital adecuado durante los periodos de mucho estrés de los 

mercados financieros. 

El documento “Minimun capital requiriment for market risk” da flexibilidad a las entidades 

financieras en el diseño de sus modelos, aunque especifica las normas mínimas que deberán 

de aplicarse en el modelo interno para calcular su carga de capital: 

 El ES tiene que calcularse en una base diaria para el modelo interno de todo el banco y 

también para cada mesa de trading (según la definición interna de mesas de trading). 

 El ES se calcula a un percentil del 97,5. 

 El ES para un horizonte de liquidez tiene que calcularse a partir de un ES con un 

horizonte de base de liquidez de 10 días con una escala aplicada a este horizonte base 

de la siguiente manera: 

𝐸𝑆 = √(𝐸𝑆𝑇(𝑃))
2

+ ∑ (𝐸𝑆𝑇(𝑃, 𝑗)√
(𝐿𝐻𝑗−𝐿𝐻𝑗−1)

𝑇
)

2

𝑗≥2 donde 

 ES es el Expected Shorfall ajustado por liquidez por el regulador. 

 T es el horizonte  base (10 días). 

 𝐸𝑆𝑇(𝑃) es el Expected Shorfall a un horizonte T de una cartera con posiciones 

𝑃 = (𝑝𝑖) respecto de los shocks de todos los factores de riesgo que las posiciones 

P están expuestos.   

 𝐸𝑆𝑇(𝑃, 𝑗) es el Expected Shorfall a un horizonte T de una cartera con posiciones 

𝑃 = (𝑝𝑖) respecto se los shocks para cada posición 𝑝𝑖  en el subgrupo de los 

factores de riesgo 𝑄(𝑝𝑖, 𝑗) , con todos los demás riesgos tomándolos constantes.   

 El ES en un horizonte T, 𝐸𝑆𝑇(𝑃) tiene que calcularse para cambios en los factores 

de riesgo, y 𝐸𝑆𝑇(𝑃, 𝑗) tiene que calcularse para cambios relevantes en el subgrupo 

𝑄(𝑝𝑖, 𝑗)  de los factores de riesgo, durante el intervalo de tiempo T sin escalar de 

un horizonte más corto. 

 𝑄(𝑝𝑖, 𝑗) es el subgrupo de factores de riesgo donde 𝑝𝑖  tiene que ser al menos tan 

grande como 𝐿𝐻𝑗. 

 𝐿𝐻𝑗  es el horizonte de liquidez j: 

 

J 𝐿𝐻𝑗  

1 10 

2 20 

3 40 

4 60 
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5 120 

 

 El ES tiene que calibrarse para un periodo de estrés. La medida tiene que replicar la 

carga en el ES que se generaría, si los factores de riesgo relevantes experimentasen un 

periodo de estrés.  Los bancos pueden especificar una cantidad reducida de factores 

de riesgo que sean relevantes para sus carteras y que tengan una serie de 

observaciones suficientemente larga.  Este conjunto reducido de factores de riesgo 

tiene que explicar un mínimo del 75% de la variación en el modelo de ES. 

El ES para riesgos de capital se calcula de la siguiente manera: 

𝐸𝑆 = 𝐸𝑆𝑅,𝑆

𝐸𝑆𝐹,𝐶

𝐸𝑆𝑅,𝐶
 

El ES para propósitos de capital es igual al ES basado en los periodos de observaciones 

de estrés utilizando un grupo reducido de factores de riesgo (𝐸𝑆𝑅,𝑠) multiplicado por el 

ratio de la medida ES basada en el periodo de observación de 12 meses más reciente 

con un conjunto entero de factores de riesgo (𝐸𝑆𝐹,𝐶) y la medida ES basada en el 

periodo actual con un grupo reducido de factores de riesgo (𝐸𝑆𝑅,𝐶).  

 Para medir 𝐸𝑆𝐹,𝐶  los bancos tienen que ajustar el conjunto de datos al menos una vez 

al mes y tienen que revalorarlos cada vez que los precios de mercado están sujetos a 

cambios materiales.  Para medir 𝐸𝑆𝑅,𝐶  los bancos tienen que identificar el periodo de 

12 meses de estrés del  horizonte observado en el que la cartera experimenta mayores 

pérdidas.   

 No se especifica un único modelo para el cálculo de ES mientras que cada modelo 

utilizado recoja todos los riesgos que tiene el banco, confirmado por la atribución P&L 

y el backtesting. De este modo el supervisor permite que el banco utilice un modelo 

basado en la simulación de Monte Carlo, en la simulación histórica u otro modelo 

analítico apropiado.  

EL P&L y el backtesting son componentes muy importantes para revisar los modelos 

internos para capitalizar las actividades de trading. Comparan periódicamente las medidas 

de riesgo diarias de los bancos (ES o VaR) con la ganancia o pérdida diaria posterior.  

En el documento se especifica que el backtesting se debe calcular a un día. Por tanto, a lo 

largo del trabajo se calcularán el ES y el VaR a 1 día con una muestra de 250 días. Mientras 

que para el cálculo del capital el ES se debe calcular a 10 días, y re-escalar posteriormente 

por el horizonte de liquidez adecuado.  
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3. Definición de una medida de riesgo y sus propiedades 
 

Manejar el riesgo es una de las competencias básicas para instituciones financieras como 

bancos, compañías de seguros, fondos de inversión… El riesgo se puede medir en términos de 

distribuciones de probabilidad. Sin embargo, a veces suele ser útil poder expresar el riesgo con 

un número que puede ser interpretado como una cantidad de capital.   

Sea (Ω, ℱ, 𝑃) un espacio de probabilidad donde Ω es el conjunto de estados de la naturaleza, 

ℱ la colección de sucesos aleatorios el cual es la σ-álgebra sobre Ω y P la medida de 

probabilidad 𝑃: ℱ → ℝ+. 

Las medidas de riesgo son herramientas que permiten pasar de espacios de probabilidad o 

variables aleatorias a números reales. Se considera Ω el conjunto de todos los posibles 

escenarios de pérdidas y ganancias y 𝑋𝑖 ∈ Ω la pérdida  (o ganancia) en la posición i, para que 

𝜌: Ω → ℝ+  sea una medida de riesgo tiene que cumplir las siguientes propiedades: 

- 𝜌(0) = 0  

Normalizado: Si la cartera está vacia no tiene que haber riesgo. 

- 𝜌(𝑋 + 𝑎) = 𝜌(𝑋) − 𝑎      donde  𝑎 ∈ ℝ y 𝑋 ∈ Ω   

Transitivo: si a una cartera se le añade un escalar no aleaotorio a (por ejemplo una 

cantidad de dinero) entonces el riesgo tiene que disminuir en exactamente esa 

cantidad. 

-  𝜌(𝑋1) ≤ 𝜌(𝑋2)     𝑑𝑜𝑛𝑑𝑒 𝑋2 ≤ 𝑋1 ∈ Ω   

Monótono: Si el valor de una cartera siempre va a ser mayor que el de otra cartera, 

entonces, la cartera con mayor valor será siempre menos arriesgada. 

 

3.1 Propiedades de las medidas de riesgo 

3.1.1 Medidas de riesgo coherentes 

 

Artzner et al. (1999), “Coherent Mearures of Risk”, propusieron cuatro axiomas que cualquier 

medida de riesgo tenían que cumplir. A las medidas que cumpliesen estos axiomas les 

llamaron medidas de riesgo coherentes.  

Una medida de riesgo ρ es coherente si cumple las siguientes condiciones: 

A) Homogeneidad positiva: si para todas las variables X y cualquier λ≥0 se cumple que: 

ρ(λX)=λρ(X) 

Este axioma implica que hay una relación proporcional entre el tamaño del 

rendimiento del activo y la medida de riesgo. Si se aumenta en  λ el rendimiento 
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entonces el tamaño de la medida de riesgo también aumenta en λ. O en otras 

palabras, el doble de capital significa el doble de riesgo. 

 

B) Subaditividad: si para todas las variables X1 , X2 se cumple que:  

ρ(X1+X2)≤ρ(X1)+ ρ(X2) 

El riesgo de una cartera de dos activos siempre tiene que ser menor o igual que la 

suma de las medidas de riesgo individuales. La subaditividad se basa en la idea de la 

diversificación, el cual puede disminuir el riesgo pero nunca puede aumentarlo.  

 

C) Monotonía: si para todas las variables X1 , X2 se cumple que:  

𝑋1 ≤ 𝑋2 → 𝜌(𝑋2) ≤ 𝜌(𝑋1)  

D) Invarianza por traslación: si para todas las variables X y 𝑎 ∈ ℝ se cumple que: 

ρ(X+a)=ρ(X)-a 

3.1.2 Convexas 

 

Föllmer and Schied(2002) y Frittelli y Rosazza Gianin(2002) introdujeron el concepto de 

medidas de riesgo convexas.  

En algunas situaciones, el riesgo de una posición puede aumentar de forma no lineal con el 

tamaño de la posición. Por tanto, esto puede llevar a relajar las condiciones de homogeneidad 

positiva y subaditividad  y requerir otra propiedad como la convexidad: 

𝜌(𝜆𝑋1 + (1 − 𝜆)𝑋2) ≤ 𝜆𝜌(𝑋1) + (1 − 𝜆)𝜌(𝑋2) para cualquier 𝜆 ∈ [0,1] 

Gracias a la convexidad se asegura de que al diversificar el riesgo no sea mayor. El riesgo de 

una posición diversificada  𝑋1 + (1 − 𝜆)𝑋2 es menor o igual que la media ponderada de los 

riesgos individuales.  

Una medida de riesgo se dice que es convexa si es invariante por traslación, monótona y 

convexa.  

Una medida de riesgo convexa se dice que es coherente si cumple la propiedad de 

homogeneidad positiva. Por tanto, las medidas de riesgo coherentes son un subgrupo de las 

medidas de riesgo convexas.  Bajo la homogeneidad positiva la convexidad de una medida de 

riesgo es equivalente a la subaditividad.  . Föllmer and Schied(2008). 
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3.1.3 Invariante por ley 

 

Una medida de riesgo ρ es invariante por ley si: 

𝑃(𝑋1 ≤ 𝑎) = 𝑃(𝑋2 ≤ 𝑎), 𝑎 ∈ ℝ ⟹ 𝜌(𝑋1) = 𝜌(𝑋2) 

Es decir, si dos variables tienen la misma distribución entonces la medida de riesgo es la 

misma.  

 

3.1.4 La aditividad comonótona 

 

La aditividad para riesgos comonótonos es otra propiedad de las medidas de riesgo que es de 

gran interés como complementario de la propiedad subaditiva.  

Dos variables aleatorias  reales 𝑋1 𝑦 𝑋2 son comonótonas si existen dos funciones crecientes 

𝑓1 𝑦 𝑓2  y una variable aleatoria de valores reales Y tal que:  

𝑋1 = 𝑓1(𝑌) 𝑦 𝑋2 = 𝑓2(𝑌). 

Por tanto, la comonotonicidad entre dos variables aleatorias significa que son perfectamente y 

positivamente dependientes. 

Una medida de riesgo 𝜌(𝑋) es comonótonamente aditiva si para cualquier variable 

comonótona 𝑋1 𝑦 𝑋2 se cumple que: 

𝜌(𝑋1 + 𝑋2) =  𝜌(𝑋1) + 𝜌(𝑋2) 

Es una propiedad muy deseable para las medidas de riesgo. Si una medida de riesgo es 

comonótonamente aditiva y subaditiva, por un lado, premia la diversificación (a través de la 

subaditividad), pero por otro,  no atribuye ningún beneficio a la diversificación para riesgos 

comonótonos (a través de la aditividad para riesgo comonótonos ).   

 

3.1.5 Medidas de riesgo espectrales 

 

Tasche (2002) demostró que las medidas de riesgo espectrales son medidas coherentes, 

invariantes por ley y comonótonamente aditivas. Las medidas espectrales se pueden escribir 

de la siguiente manera: 

𝜌(𝐿) = 𝛼 ∫ 𝑉𝑎𝑅𝑢(𝐿)𝐹(𝑑𝑢) + (1 − 𝛼)𝑉𝑎𝑅1(𝐿)
1

0
  

donde 𝛼 ∈ [0,1] y L=-X es la pérdida de la cartera. 

Para 𝛼 =1 y F(u)=max(0,
𝑢−𝜏

1−𝜏
) se obtiene el Expected Shortfall. 
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3.1.6 Elicitabilidad 

 

La elicitabilidad fue introducida por Osband (1985) y Lambert (2008) y luego por Gnaiting 

(2011).  Esta propiedad matemática es importante para evaluar la interpretación del 

pronóstico.  

Antes de definir la elicitabilidad, se introduce el concepto de una función de scoring 

estrictamente consistente.  Una función de scoring  asigna un valor numérico a un punto de 

predicción:  

𝑠: ℝ × ℝ → [0, ∞),
(𝑥, 𝑦) → 𝑠(𝑥, 𝑦)

 

donde x e y son los puntos predichos  y observados respectivamente.  

Sea 𝜈 un funcional en una clase de medidas de probabilidad 𝒫 en ℝ 

                                           𝜈:  𝒫 → 2ℝ(𝑒𝑙 𝑐𝑜𝑛𝑗𝑢𝑛𝑡𝑜 𝑑𝑒 𝑝𝑜𝑡𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎 𝑑𝑒 ℝ)

𝑃 → 𝜈(𝑃) ⊂ ℝ
 

Una función de scoring 𝑠: ℝ × ℝ → [0, ∞) es consistente para el funcional 𝜈 relativo a la clase 

𝒫  si y solo si para todo 𝑃 ∈ 𝒫, 𝑡 ∈ 𝜈(𝑃) y 𝑥 ∈ ℝ, 

𝐸𝑃[𝑠(𝑡, 𝑋)] ≤ 𝐸𝑃[𝑠(𝑥, 𝑋)] 

La función es estrictamente consistente, si es consistente y   

𝐸𝑃[𝑠(𝑡, 𝑋)] = 𝐸𝑃[𝑠(𝑥, 𝑋)] ⇒ 𝑥 ∈ 𝜈(𝑃) 

La función 𝜈 es elicitable para 𝒫 si y solo si existe una función de scoring s el cual es 

estrictamente consistente para 𝜈 relativo a 𝒫. 

Algunas funciones de scoring: 

 S(x,y)=(𝑥 − 𝑦)2 error cuadrático. 

 S(x,y)= (𝟏{𝑥≥𝑦} − 𝛼)(𝑥 − 𝑦)2𝑠𝑔𝑛(𝑥 − 𝑦), 0 < 𝛼 < 1 error cuadrático ponderado. 

 S(x,y)=|𝑥 − 𝑦| error absoluto. 

 S(x,y)=(𝟏{𝑥≥𝑦} − 𝛼)(𝑥 − 𝑦), 0 < 𝛼 < 1 error absoluto ponderado. 

Son funciones de scoring estrictamente consistentes (ver W.Newey,  J.Powell 1987) 

La elicitabilidad es un buen criterio para determinar el punto óptimo de predicción: la clase 

de funciones de scoring consistentes para un funcional es idéntica a la clase de funciones 

bajo las cuales el funcional es óptimo para el punto predicho. Es decir, si hemos 

encontrado una función de scoring estrictamente consistente para un funcional 𝜈 se puede 

determinar la mejor predicción para 𝑥 para 𝜈(𝑝)mediante: 

�̂� = arg min
𝑥

𝐸𝑃[𝑠(𝑥, 𝑋)] 
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3.1.7 Robustez 

 

Otra característica importante es la robustez. Si las medidas de riesgo no fuesen robustas, los 

resultados no tendrían sentido puesto que pequeños errores de medición en la distribución 

podrían tener un gran impacto en la estimación de la medida de riesgo. Una medida común 

para la robustez es la continuidad respecto a la topología débil (Huber y Rochetti 2009). Pero 

como la mayoría de las medidas de riesgo no son robustas respecto a la topología débil, se 

utiliza la distancia Wasserstein a la hora de calcular la robustez de las medidas de riesgo (Stahl 

et al 2012 y Bellini et al. 2014). 

La distancia de Wasserstein entre dos medidas de probabilidad P y Q se define de la siguiente 

manera: 

𝑑𝑊(𝑃, 𝑄) = inf {𝐸(|𝑉 − 𝑍|): 𝑉~𝑃, 𝑍~𝑄} 

Una medida de riesgo se dice que es robusta respecto a la distancia de Wasserstein si es 

continua respecto a esta distancia, es decir, si se cumple que: 

Sea 𝑃𝑛, donde 𝑛 ≥ 1 y P una medida de probabilidad, y 𝑉𝑛~𝑃𝑛 , donde 𝑛 ≥ 1 𝑦 𝑃~𝑉.Una 

medida de riesgo 𝜌 se dice que es continua  respecto la distancia Wasserstein si 

lim
𝑛→∞

𝑑𝑊(𝑉𝑛, 𝑉) = 0 ⇒ lim
𝑛→∞

|𝜌(𝑉𝑛) − 𝜌(𝑉)| = 0.  

 

3.2 Medidas de riesgo 
 

La varianza o la desviación típica han sido las medidas de riesgo históricamente más utilizadas 

en finanzas: 

√𝑉𝑎𝑟(𝑋) = √𝐸[(𝑋 − 𝜇)2] 

donde  𝜇 es la media aritmética de X. 

 

3.2.1 VaR 

 

La definición del VaR puede hacerse en términos de rentabilidades o en términos de Pérdidas y 

Ganancias P&L (términos nominales). Y puede calcularse para posiciones largas (compra) o 

cortas (venta). 

Para el cálculo del VaR hay que especificar el nivel de significación 𝛼 o equivalentemente, el 

nivel de confianza 1- 𝛼; y el horizonte de riesgo al cual se está calculando la rentabilidad en 

cuestión. El horizonte debe estar asociado al tiempo durante el cual se piensa que se va a estar 
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expuestos al riesgo con la posición asumida por el activo o cartera. Ese periodo de tiempo es 

menor en los activos muy líquidos, y mayor en los activos poco líquidos. 

Considerando una posición larga, el cual es la que se asume normalmente. El VaR se define 

como un valor límite tal que la probabilidad de que una pérdida de una cartera sobre un 

horizonte temporal exceda ese valor sea el nivel de probabilidad dado. O de manera 

equivalente, con una probabilidad (1 − 𝛼) el propietario de esa acción experimentará una 

pérdida no superior al VaR. 

Por tanto, para un nivel de confianza 𝛼 y la función de distribución acumulada 𝐹𝑡 de 𝑋𝑡 el VaR 

se puede definir de la siguiente manera: 

𝑉𝑎𝑅𝛼,𝑡 = inf{𝑋|𝐹𝑡+1(𝑋) ≥ 𝛼} = 𝑞𝛼(𝑋) 

Es equivalente al cuantil 𝛼. 

 

3.2.2 Expected Shortfall 

 

El VaR fue criticado por no cumplir varias propiedades como no ser subaditiva y el hecho de 

que ignore por completo la gravedad de las pérdidas de la cola de la distribución de pérdidas. 

Como alternativa al VaR se propuso el Expected Shortfall (ES)1. 

ES al nivel 𝛼 ∈ (0,1) de una variable X viene dado por: 

𝐸𝑆𝛼(𝑋) =
1

𝛼
∫ 𝑞𝑢(𝑋)𝑑𝑢

𝛼

0

=
1

𝛼
(𝐸[𝑋|𝑋 ≤ 𝑞𝛼(𝐿)] + 𝑞𝛼(𝑋)(𝛼 − 𝑃[𝑋 ≤ 𝑞𝛼(𝑋))) 

Si 𝑃[𝑋 = 𝑞𝛼(𝑋)] = 0 , es decir,  si la distribución de X es continua el Expected Shortfall se 

puede escribir de la siguiente manera: 

𝐸𝑆𝛼(𝑋) =
1

𝛼
∫ 𝑞𝑢(𝑋)𝑑𝑢

𝛼

0

=  𝐸[𝑋|𝑋 ≤ 𝑞𝛼(𝑋)] 

Acerbi y Tasche(1999). 

 

 

 

                                                             
1 Ver Acerbi y Tasche(2002) (Proposición 3.2) y Quantitative Risk Management (distribución 

continua). 
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3.3 Propiedades de las medidas de riesgo estándar 

3.3.1 Coherencia 

 

La propiedad subaditiva generalmente no se cumple en el caso del VaR, solo se cumple para 

algunas distribuciones, como, por ejemplo: el caso en el que las rentabilidades son i.i.d. y 

varían de manera  positiva y regular (Embrechts(2009)) ; si la distribución es elíptica 

(Embrechts(2005))…  

Por tanto, el VaR no es una medida coherente, esto se puede observar en Acerbi y 

Tasche(2002).   Que no cumpla esta propiedad contradice el hecho de que la diversificación es 

beneficiosa para la cartera.  

Además, el VaR no da información sobre la gravedad de las pérdidas, no tiene en cuenta como 

son las pérdidas que exceden ese umbral VaR, al contrario que el ES.  Dos carteras con el 

mismo VaR pueden tener distinto ES: 

 

 

A contrario que el VaR, el ES si es coherente como se puede observar con detalle en el 

Apéndice A. 

 

3.3.2 Convexidad 

 

Como las medidas de riesgo coherentes son un subgrupo de las medidas de riesgo convexas y 

el ES es una medida de riesgo coherente, también será una medida de riesgo convexa. Föllmer 

and Schied(2008). 

Sin embargo, el VaR es una medida de riesgo positivamente homogénea pero no es subaditiva. 

Y como bajo la homogeneidad positiva una medida de riesgo coherente es equivalente a la 

subaditividad, el VaR no es una medida de riesgo coherente.  
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3.3.3 Medidas de riesgo espectrales 

 

El ES es una medida de riesgo espectral al ser coherente, invariante por ley y 

comonótonamente aditiva como se ha visto más adelante.  

Sin embargo el VaR no es una medida de riesgo espectral al no ser una medida coherente. 

 

3.3.4 Elicitabilidad  

 

Según el artículo de Gneiting (2011) Expected Shortfall  al contrario que el VaR no es elicitable. 

Gneiting demostró que no existía una función de scoring para el Expected Shortfall. Muchos 

autores, como por ejemplo Carver (2013), interpretaron el hecho de que no fuese elicitable 

con que no se podía hacer un Backtesting sobre el ES. Aunque, antes de que Gneiting 

demostrase que el ES no era elicitable ya se habían propuesto métodos efectivos para el 

backtesting del Expected Shortfall, como por ejemplo Kerkhof and Melenberg (2004). 

Tasche (2013) demostró que el Expected Shortfall podía aproximarse mediante una media de 

cuantiles y de este modo crear un ES condicionalmente elicitable. 

Más tarde, Acerbi y Szekely (2014) demostraron que era posible realizar el backtesting del 

Expected Shortfall incluso sin que este fuese condicionalmente elicitable. La elicitabilidad es 

principalmente una forma de clasificar la capacidad de predicción de distintos modelos. 

Además, aunque el VaR sea elicitable, esta propiedad no suele utilizarse en un modelo de 

backtesting normal. Por tanto, se puede hacer el backtesting del ES siempre y cuando no se 

necesite utilizar la propiedad de elicitabilidad. 

 

3.3.5 Robustez 

 

Según el artículo de Stahl (2012) la varianza y el ES son discontinuas respecto a la topología 

débil.  También observaron que el VaR y el ES eran continuos respecto a la distancia de 

Wasserstein. 
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Resumen de las propiedades de las medidas de riesgo:  

Propiedades VaR ES 

Coherencia  X 

Convexidad  X  

Aditividad comonótona X X 

Espectral  X  

Robustez con la topología débil X   

Robustez con la distancia de 
Wasserstein 

X X 

Elicitabilidad X  
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4. Modelos seleccionados de ES 
 

Los distintos métodos que existen para modelizar las medidas de riesgo se suelen clasificar en 

tres grupos: no-paramétricos, semi-paramétricos y paramétricos.  

 

4.1 No-paramétricos 
 

La principal ventaja de estos modelos es que no hay que asumir una distribución específica o 

un modelo específico.  En los modelos no paramétricos se asume que la distribución de los 

rendimientos en un futuro cercano será similar al del pasado reciente, de tal modo que estos 

rendimientos pueden utilizarse para estimar el ES. Incorpora además de modo natural la 

existencia de colas pesadas en las rentabilidades.  Su mayor limitación es el supuesto que el 

pasado representa fielmente lo que cabe esperar del futuro. Además, pondera por igual las 

observaciones más recientes que las más alejadas en el tiempo.  

El modelo no paramétrico más utilizado es el método de simulación histórica. 

 

4.1.1 Modelo de simulación histórica 

 

Según la Ley de los Grandes Números de Kolmogorov la media muestral �̅�𝑛 =
1

𝑛
(𝑋1 + ⋯ + 𝑋𝑛) 

converge al valor esperado �̅�𝑛 → 𝜇 para 𝑛 → ∞, donde 𝑋1, … , 𝑋𝑛 es una secuencia de 

variables aleatorias i.i.d donde 𝐸(𝑋1) = 𝐸(𝑋2) = ⋯ = 𝜇  . 

En este caso, asumiendo que la muestra tiene una estructura i.i.d se aplica la Ley de los 

Grandes Números a todo Xj que sea menor que el cuantil 𝑞𝛼. Por tanto, una aproximación para 

calcular el Expected Shortfall es calcular la media de los valores que sean menores que el 

cuantil durante un periodo [t-∆, t ] donde ∆ es el tamaño de la ventana de estimación.   

𝐸𝑆𝛼,𝑡(𝐿) = ∑ 𝐸[𝑋𝑖|𝑋𝑖 < 𝑞𝛼]

𝑡

𝑖=t−∆

 

O de forma equivalente, se pueden ordenar los rendimientos de manera creciente 𝑋1 ≤ 𝑋2 ≤

⋯ ≤ 𝑋𝑛 , y tomar la observación k tal que 𝑉𝑎𝑅𝛼,𝑡(𝑋) = 𝐹𝑛
−1(𝛼) = 𝑋𝑘 , 𝛼 ∈ (

𝑘−1

𝑛
,

𝑘

𝑛
). Entonces, 

el Expected Shortfall se calcula haciendo una media de los valores que exceden el VaR: 

𝐸𝑆𝛼,𝑡(𝑋) =
1

𝑛𝛼
∑ 𝑋𝑖

𝑛𝛼

𝑖=1
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Las posiciones de trading de los bancos incluyen miles de factores de riesgo que gracias al 

método de simulación histórica se puede implementar fácilmente al contrario que en el caso 

de los métodos paramétricos más complejos. Ya que no se necesita calibrar las correlaciones 

entre los distintos factores de riesgo puesto que las correlaciones van implícitas en los datos 

históricos. Los modelos paramétricos están expuestos al riesgo de modelo y al riesgo de 

estimación, y pueden generar una volatilidad no deseada en el capital requerido por los 

bancos, que no represente las necesidades de capital reales. 

A pesar de lo anterior, este método de estimación tiene algunas desventajas. Si se elige una 

ventana de estimación demasiado sencilla las medidas de riesgo estimadas serán muy 

pequeñas mientras que con ventanas demasiado volátiles se tiene justo el efecto contrario.  

Además, como  el estimador bajo este método es una media de los puntos de la cola izquierda 

que sean menores que el VaR la estimación es muy sensible a los outliers. Por tanto, en el caso 

de que haya muchos outliers el ES estará sobre estimado y esto llevará a requerimientos extra 

de capital que serán innecesarios. 

Para intentar corregir el error cometido por los outliers Jadhav, Ramanathan y Nimbalkar 

(2009) propusieron dos nuevos modelos no paramétricos similares a la simulación histórica. 

Para eliminar ese error se basan en la intuición que tiene el manager de tener outliers en los 

datos.  La intuición se puede ver en la constante ‘a’ que toma valores comprendidos entre 

[0,0.1]. Cuando a=0, los métodos son parecidos al método de simulación histórica. 

Se ordenan de menor a mayor las pérdidas que sean mayores que el VaR: 𝑋1
′ ≤ 𝑋2

′ … ≤ 𝑋𝑘′ . Y 

se calcula el estimador de la siguiente manera: 

 

𝐸𝑆𝛼,𝑎
1 (𝑋) =

∑ 𝑋𝑘(𝑖)
(𝑛𝛼1+𝑎)+1

𝑖=0

([𝑛𝛼1+𝑎] + 2)
 

𝑘(𝑖) = [(𝑛 + 1)𝛼𝑖
′ ]  

𝛼𝑖
′ = 𝛼 −

𝑖𝛼

𝑛𝛼 + 1
,        𝑖 = 0,1, … , ([𝑛𝛼1+𝑎] + 1) 

 

 

Cuanto mayor sea el valor de a, más outliers se estarán dejando fuera y por tanto, el valor del 

Expected Shortfall será mayor, es decir, la pérdida será menor. Si el tamaño de la muestra y el 

de a es muy pequeño, puede que no haya diferencias entre estimarlo mediante simulación 

histórica o mediante simulación histórica modificada.  

En el caso en el que los rendimientos tienen una mayor variabilidad por el método de 

simulación histórica se obtienen unos valores menores de los que se obtienen por el método 

propuesto por ellos, es decir, pérdidas menores. Y en el caso en el que la variación es muy 

pequeña, los resultados son muy parecidos. 
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4.2 Semi-paramétricos  
 

Los métodos semi-paramétricos combinan lo mejor de los métodos no paramétricos y de los 

paramétricos.  

Riggi y Ceretta (2015) compararon distintos tipos de estimaciones para el ES viendo cuál de los 

métodos era el más efectivo para cada circunstancia.  Para la mayoría de los casos vieron que 

el mejor estimador era el FHS. En este trabajo se analizará un método de estimación no-

paramétrico: la simulación histórica filtrada (FHS).  

 

4.3.1 FHS   

 

El método de simulación histórica filtrada (FHS) fue introducido por Barone-adesi (1998,1999). 

El proceso combina el modelo de simulación histórica con modelos de volatilidad condicional 

(como el modelo GARCH), lo cual lo hace atractivo para trabajar con volatilidades cambiantes. 

El método mantiene la estructura de correlación de las rentabilidades sin tener en cuenta la 

distribución condicional de los rendimientos de los activos. Puede ser modificado para tener 

en cuenta la autocorrelación de los rendimientos de los activos.  FHS captura la volatilidad 

condicional, volatilidad cluster y factores que pueden tener un efecto asimétrico en la 

volatilidad. Estos modelos suelen ser adecuados  para grandes carteras y tienen buena 

capacidad predictiva para el cambio de las condiciones de mercado. 

Para poder aplicar el método FHS se necesita que los residuos de las series de rentabilidades 

estén estandarizados y que estén idénticamente e independientemente distribuidos. Para ello 

se utilizará un modelo ARMA(m,n)-GARCH(p,q) como propusieron Rigui y Ceretta. En este 

artículo se utilizará el modelo GARCH con innovaciones t-student para el cálculo de la 

volatilidad condicional e innovaciones t-student asimétricas para tener en cuenta la asimetría 

de las colas. El modelo ARMA-GARCH utilizado para modelizar las rentabilidades y las varianzas 

condicionales será el siguiente: 

  

𝑋𝑡 = ∑ 𝜙𝑗𝑋𝑡−𝑗

𝑚

𝑗=1

+ ∑ 𝜓𝑗𝜀𝑡−𝑗

𝑛

𝑗=1

+ 𝜀𝑡   𝐴𝑅𝑀𝐴(𝑚, 𝑛) 

𝜎𝑡
2 = 𝜔 + ∑ 𝛼𝑗𝜀𝑡−𝑗

2

𝑞

𝑗=1

+ ∑ 𝛽𝑗𝜎𝑡−𝑗
2

𝑝

𝑗=1

      𝐺𝐴𝑅𝐶𝐻(𝑝, 𝑞) 

De este modo se obtienen los residuos estandarizados  

𝑧𝑡 =
𝜀𝑡

𝜎𝑡
, 𝑧𝑡~𝑡𝜈  𝑖. 𝑖. 𝑑 
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donde 𝜎𝑡
2 es la varianza condicional; 𝜙𝑗, 𝜓𝑗, 𝜔, 𝛼𝑗  y  𝛽𝑗 son los parámetros; 𝜐 son los 

grados de libertad de la t-student; 𝜀𝑡 son los residuos; y 𝑧𝑡 representa una serie de ruido 

blanco distribuida como una t-student o como una t-student asimétrica {𝑧}𝑇−𝑁
𝑇−1 . Los 

parámetros se estiman por Máxima Verosimilitud.  

Una vez obtenida la serie de residuos estandarizados que estén idénticamente e 

independientemente distribuidos, se comienza a realizar bootstrapping con remplazamiento. 

El método FHS utiliza el bootstrapping en los residuos estandarizados para no hacer ningún 

supuesto paramétrico sobre la distribución de las rentabilidades. Este procedimiento produce 

residuos estandarizados i.i.d consistentes con los obtenidos por el proceso de filtración 

ARMA(m,n)-GARCH(p,q). Se simulan M=10 000 ensayos aleatorios de residuos estandarizados 

sobre un horizonte S (en este caso como se está calculando el ES a un día el horizonte será 1). 

Si por ejemplo, en un tiempo t se quiere simular los residuos de los siguientes S días, se 

escogen {𝑧𝑡+1
∗ , 𝑧𝑡+2

∗ , … , 𝑧𝑡+𝑆
∗ } aleatoriamente con reemplazamiento de {�̂�1, �̂�2, … , �̂�250}. Los 

datos en t son conocidos. Se utiliza el modelo para calcular los rendimientos para los próximos 

S días para las fechas s=t+1,t+2,…,t+S de la siguiente manera: 

𝜎𝑠
2∗

= �̂� + ∑ �̂�𝑗𝜀∗
𝑠−𝑗
2

𝑞

𝑗=1

+ ∑ �̂�𝑗𝜎∗
𝑠−𝑗
2

𝑝

𝑗=1

 

𝜀𝑠
∗ = 𝑧𝑠

∗𝜎𝑠
∗,   

𝑋𝑠
∗ = ∑ �̂�𝑗𝑋𝑠−𝑗

∗

𝑚

𝑗=1

+ ∑ �̂�𝑗𝜀𝑠−𝑗
∗

𝑛

𝑗=1

+ 𝜀𝑠
∗ 

 

Este procedimiento se repite M veces.  

Luego se agregan las rentabilidades sobre el horizonte de riesgo de S días para obtener las 

rentabilidades logarítmicas simuladas sobre dicho periodo de tiempo, de este modo 

obteniendo M rentabilidades distintas {𝑋∗[1], … , 𝑋∗[𝑀]}. Se calcula el VaR como el α -cuantil 

de la distribución de rentabilidad a S días. Si se ordenan de manera creciente las rentabilidades 

{𝑋∗[1], … , 𝑋∗[𝑀]} obteniendo {𝑋∗∗[1], … , 𝑋∗∗[𝑀]}. El Expected Shortfall se calcula de la 

siguiente manera: 

𝐸𝑆𝑆
𝛼 =

1

𝛼𝑀
∑ 𝑋𝑖

∗∗

𝛼𝑀

𝑖=1

 

 el cuál es la media de los valores que estén por debajo del VaR. 

Como los shocks negativos en t-1 tienen un mayor impacto en la varianza en t que los shocks la 

varianza condicional se puede modelizar mediante un modelo GARCH no lineal como puede 

ser el modelo GJR-GARCH. O también podría utilizarse un modelo EGARCH (para ver los dos 

modelos ver apéndice B). 
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Máxima verosimilitud 

Se utiliza el método de máxima verosimilitud para estimar los parámetros  𝜙𝑗, 𝜓𝑗, 𝜔, 𝛼𝑗 ,  𝛽𝑗 y 𝜐 

del modelo ARMA(m,n)-GARCH(p,q) . Las ecuaciones anteriores se escriben de la siguiente 

manera: 

𝜀𝑡 = − ∑ 𝜙𝑗𝑋𝑡−𝑗

𝑚

𝑗=1

− ∑ 𝜓𝑗𝜀𝑡−𝑗

𝑛

𝑗=1

+ 𝑋𝑡    𝐴𝑅𝑀𝐴(𝑚, 𝑛) 

𝜎𝑡
2 = 𝜔 + ∑ 𝛼𝑗𝜀𝑡−𝑗

2

𝑞

𝑗=1

+ ∑ 𝛽𝑗𝜎𝑡−𝑗
2

𝑝

𝑗=1

      𝐺𝐴𝑅𝐶𝐻(𝑝, 𝑞) 

𝑧𝑡 =
𝜀𝑡

𝜎𝑡
      𝑧𝑡~𝑡𝜈  𝑖. 𝑖. 𝑑 

donde 𝜆 = { 𝜙𝑗, 𝜓𝑗, 𝜔, 𝛼𝑗 , 𝛽𝑗, 𝜐 } es el conjunto de parámetros a estimar.  

Se tiene la función de verosimilitud  

𝐿(𝜆) = 𝑇 [𝑙𝑛Γ (
𝜐 + 1

2
) − 𝑙𝑛Γ (

𝜐

2
) − 0.5 ln(𝜋) − ln (

𝜈 − 2

2
 )]

−
1

2
∑(1 + 𝜈) ln (1 +

𝑧𝑡
2

𝜈 − 2
) − ∑

𝑙𝑛𝜎𝑡
2

2

𝑇

𝑡=1

𝑇

𝑡=1

 

Entonces, se define  

�̂� = arg max
𝜆

𝐿 (𝜆) 

donde �̂� será el estimador de máxima verosimilitud y �̂� = {�̂�, �̂�, �̂� , �̂�, �̂� , �̂�  } serán los 

parámetros estimados.  

Esto mismo se puede realizar para el caso en el que las innovaciones sigan un proceso t-

student asimétrica (ver apéndice B). 
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5. Modelos seleccionados de Backtesting 
 

El backtesting es un conjunto de procedimientos estadísticos diseñados para comprobar que 

las pérdidas realizadas, observadas ex post, coinciden con las predicciones de la medida de 

riesgo.  

Primero, se verá de una forma sencilla como se hace el backtesting del VaR y luego se 

analizarán tres métodos distintos para el backtesting del Expected Shortfall.   

 

5.1 Backtesting VaR 
 

El backtesting del VaR consiste en contar el número de excepciones. Es decir, el número de 

veces que las pérdidas superen el nivel de VaR predicho.  Se definen las excepciones de la 

siguiente manera: 

𝑒𝑡 = 1{𝑋𝑡+𝑆≤𝑉𝑎𝑅𝛼,𝑡
𝑆 (𝑋)} 

Por tanto, 𝑒𝑡  tomará el valor 1 si se ha producido alguna excepción en t o tomará el valor 0 en 

caso contrario. En este caso el horizonte de tiempo S es 1 y habrá una violación del VaR si el 

clean P&L de ese día es menor que el VaR predicho para ese día. Es decir, si la pérdida es 

mayor que el predicho mediante el modelo VaR. Cada exceso sigue una distribución de 

Bernoulli con probabilidad 𝛼.  Por tanto, si denotamos por 𝑌𝑛,𝛼 al número de excepciones 

observadas, esta variable sigue una distribución binomial. 

𝑌𝑇,𝛼 = ∑ 𝑒𝑡~ 𝐵𝑖𝑛(𝑛, 𝛼)

𝑇

𝑡=1

 

Que el número de violaciones del VaR sea correcto en media se puede comprobar mediante 

un test binomial estándar de un solo lado. Un nivel de significación observado se define de la 

siguiente manera: 

𝛼′ =
𝑁ú𝑚𝑒𝑟𝑜 𝑑𝑒 𝑒𝑥𝑐𝑒𝑠𝑜𝑠 𝑜𝑏𝑠𝑒𝑟𝑣𝑎𝑑𝑜𝑠

𝑁ú𝑚𝑒𝑟𝑜 𝑑𝑒 𝑑í𝑎𝑠 𝑑𝑒 𝑛𝑒𝑔𝑜𝑐𝑖𝑎𝑐𝑖ó𝑛 𝑒𝑛 𝑒𝑙 𝑝𝑒𝑟𝑖𝑜𝑑𝑜 𝑑𝑒 𝑏𝑎𝑐𝑘𝑡𝑒𝑠𝑡𝑖𝑛𝑔
=

𝑌𝑇,𝛼

𝑇
 

Se espera que 𝛼′ = 𝛼. La hipótesis nula será: 

𝐻0: 𝛼 ≤ 𝛼′ 

Frente a la alternativa: 

𝐻1: 𝛼 > 𝛼′ 
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La probabilidad de tener exactamente k violaciones en T intentos viene dado por la función de 

densidad binomial: 

𝑓(𝑘; 𝑇, 𝛼) = (
𝑛
𝑘

) 𝛼𝑘(1 − 𝛼)𝑇−𝑘  

Las desviaciones de la hipótesis nula pueden significar tanto sobreestimación como 

subestimación del VaR. Pero que 𝛼 ≠ 𝛼′ no significa que sea un mal modelo.  

La función de distribución acumulada de una variable binomial se define de la siguiente 

manera: 

𝐹(𝑘; 𝑇, 𝛼) = 𝑃(𝑌 ≤ 𝑘) =  ∑ (
𝑇
𝑖

) 𝛼𝑖(1 − 𝛼)𝑇−𝑖

𝑘

𝑖=0

 

El comité de Basel tiene definidas tres zonas según el riesgo de los modelos de riesgo 

utilizados: zona verde, amarilla y roja.  La tabla de abajo muestra las reglas para el backtesting 

del VaR al 99%. El número de excesos durante los últimos 250 días determina si el modelo VaR 

está en la zona verde, amarilla o roja.  Las zonas amarillas y rojas requieren un capital adicional 

mayor.  

Zona Número de excesos Probabilidad 
cumulativa 

 
 
Verde 

0 8.11 

1 28.58 

2 54.32 

3 75.81 

4 89.22 

 
 
Amarillo 

5 95.88 

6 98.63 

7 99.60 

8 99.89 

9 99.97 

Rojo 10+ 99.99 

 

Por tanto, el banco estará en la zona verde si el número de excesos no puede rechazar el 

modelo VaR con menos del 95% de confianza. Es decir, estará en la zona verde si tiene 4 

excesos o menos. La zona amarilla está definida como la zona donde el banco tiene excesos de 

tal manera que el modelo pueda ser rechazado con un nivel de confianza del 95% pero no con 

un nivel de 99.99%. Es decir, estará en la zona amarilla si tiene entre 5 y 9 excesos. Y por 

último, la zona roja está definida para el número de excesos   que implica que el modelo VaR 

puede ser rechazado con un nivel de confianza de 99.99%. Por tanto, estará en la zona roja si 

tiene 10 excesos o más. 
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5.2 Backtesting Expected Shortfall 
 

Como se ha podido observar el backtesting del VaR es muy sencillo, al contrario que para el 

caso del Expected Shortfall. Después de que Gneiting(2011) demostrase que el ES no era 

elicitable ha sido cuestionada la capacidad de poder hacer un backtesting del ES. Sin embargo, 

según Emmer(2013) y Acerbi y Tasche (2014) se puede realizar un backtesting del ES siempre y 

cuando no se utilice la propiedad de la elicitabilidad. Acerbi y Tasche demostraron que  la 

elicitabilidad era relevante para la elección del modelo y no para verificar la capacidad 

predictiva del modelo.  

En este trabajo se analizarán tres métodos distintos de backtesting: Emmer, Kratz y 

Tasche(2015); el primer y segundo método propuesto por Acerbi y Szekely (2014) y el método 

de Rigui y Ceretta(2013). 

Antes de analizar más profundamente los tres enfoques, cabe destacar que en la literatura 

existen varias propuestas anteriores a estas para el backtesting del Expected Shortfall. Algunos 

ejemplos son McNeil y Frey (2000) los cuales sugirieron lo que ellos llaman enfoque residual; 

Berkowitz (2001) el cual propuso un método que se conoce como el enfoque de Gauss; y el 

funcional delta propuesto por Kerkhof y Melenberg (2004). Todos estos métodos son capaces 

de realizar el backtesting del ES bajo algunos supuestos. Sin embargo, tienen dos 

inconvenientes: necesitan realizar supuestos paramétricos y se necesitan muestras grandes.  

Además, tienen en cuenta toda la muestra para calcular el p-valor en vez de contar el número 

de excepciones. 

Más tarde Wong (2008) propuso utilizar un método paramétrico. El objetivo del método es 

encontrar una función de densidad del Expected Shortfall de tal modo que la muestra ES esté 

definida como la media de un número de variables independientes idénticamente e 

independientemente distribuidas que representan las distribución de la cola. Al método de 

Wong se le llama técnica de punto de silla. En este método, primero, se calcula la inversa de la 

función generatriz de momentos y luego se utiliza la técnica de punto de silla. Aunque el 

método propuesto por Wong permite realizar el backtesting aun teniendo una muestra 

pequeña con pocas excepciones, tiene como desventajas la suposición de una distribución 

Gaussiana y el uso de toda la distribución de la desviación condicional estándar como medida 

de dispersión. Podría utilizar otra distribución como puede ser la distribución t-student, pero 

en este caso no existe la función generatriz de momentos.  
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5.2.1 Aproximación por cuantiles de Emmer, Kratz y Tasche 

 

El método de Emmer(2013) es una manera sencilla de hacer el backtest del Expected Shorfall 

basándose en la aproximación de varios niveles de VaR. Aunque la aproximación que se 

consigue con este método no sea tan exacta como la que se consigue con los otros dos 

métodos es el menos complejo y probablemente el que más se utilice en la práctica debido a 

su simplicidad.  

El ES lo aproximan de la siguiente manera mediante distintos niveles de VaR: 

𝐸𝑆𝛼(𝑋) =
1

𝛼
∫ 𝑞𝑢(𝑋)𝑑𝑢

𝛼

0

≈
1

4
[𝑞𝛼(𝑋) + 𝑞0.75𝛼+0.0025(𝑋) + 𝑞0.5𝛼+0.005(𝑋) + 𝑞0.25𝛼+0.0075(𝑋)] 

donde  𝑞𝛼(𝑋) = 𝑉𝑎𝑅𝛼(𝑋).  Si se hace el backtesting de 𝑞𝛼(𝑥), 𝑞0.75𝛼+0.0025(𝑥), 𝑞0.5𝛼+0.005(𝑥) 

y 𝑞0.25𝛼+0.0075(𝑥) y lo superan con éxito, entonces la estimación de 𝐸𝑆𝛼(𝑥) puede 

considerarse correcta.  

Si se supone que 𝛼 = 0.05 se tiene que: 

𝐸𝑆5%(𝑥) =≈
1

4
[𝑞1.25%(𝑋) + 𝑞2.5%(𝑋) + 𝑞3.75%(𝑋) + 𝑞5%(𝑋)] 

 

El test no especifica si con 4 puntos es suficiente para aproximar el ES. La fuerza del test para 

las violaciones del VaR decaerá con el número de puntos elegidos, pero aumentará con el 

tamaño de la muestra de las observaciones disponibles.  

En este trabajo se utilizarán 5 puntos para aproximar el ES. Por tanto, la aproximación del ES 

será la siguiente: 

𝐸𝑆2.5%(𝑋) ≈
1

5
[𝑞2.5%(𝑋) + 𝑞2%(𝑋) + 𝑞1.5%(𝑋) + 𝑞1.0%(𝑋) + 𝑞0.5%(𝑋)] 

 

El método permite diferentes interpretaciones, ya que no especifica cómo se tienen que sumar 

los distintos backtests. Se puede asumir que se utiliza el mismo backtest para cada nivel de 

VaR, con un 95% de fiabilidad al rechazar el modelo. Se aproxima el ES2.5% como la suma de 5 

niveles distintos de VaR: 2.5%, 2.0%, 1.5%, 1.0% y 0.5%, asegurando que todos superan el 

backtesting  del VaR.   

Primero, se calcula las probabilidades acumulada para distintos números de excepciones del  

VaR para los distintos niveles de significación. Se asumen 250 días en el backtesting. Se rechaza 

la predicción del VaR si la probabilidad acumulada es mayor que 95%.  
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El número de excepciones que se admitirán se resume en la siguiente tabla según los distintos 

niveles de VaR: 

Probabilidades cumuladas según los distintos niveles de VaR 

Número de 
excepciones 

97.5% 98% 98.5% 99% 99.5% 

0 0.18 0.94 2.29 8.11 28.56 

1 1.32 3.91 10.99 28.58 64.44 

2 4.97 12.21 27.49 54.32  86.89

3 12.7 26.22 48.26 75.81 96.21 

4 24.95 43.87 67.79  89.22 99.11 

5 40.4 61.60 82.43 95.88 99.82 

6 56.57 76.37  91.53 98.63 99.97 

7 71.03 86.87 96.36 99.60 100.00 

8 82.29  93.39 98.59 99.89 100.00 

9 90.05 96.96 99.51 99.97 100.00 

10  94.85 98.72 99.84 99.99 100.00 

11 97.53 99.50 99.95 100.00 100.00 

12 98.90 99.82 99.99 100.00 100.00 

 

Es decir, se rechazará la predicción del VaR si ha habido 10, 8, 6, 4 o 2 excepciones como 

máximo para cada VaR respectivamente. 

 

5.2.2   Modelo no-paramétrico de Acerbi y Szekely 

 

Acerbi y Szekely (2014) propusieron tres métodos distintos de backtesting para el Expected 

Shortfall. Los tres métodos son no-paramétricos, pero, definen un test estadístico y utilizan 

simulaciones para encontrar la significación. La ventaja de estos métodos es que no se necesita 

hacer ningún supuesto paramétrico. 

  

Test 1   

 

El Expected Shortfall se puede escribir de la siguiente manera, representando las pérdidas en 

valor positivo: 

𝐸𝑆𝛼,𝑡 = −𝐸[𝑋𝑡|𝑋𝑡 ≤ 𝑉𝑎𝑅𝑡
𝛼 ] ⟺ 1 = −𝐸 [

𝑋𝑡

𝐸𝑆𝛼,𝑡
|𝑋𝑡 ≤ 𝑉𝑎𝑅𝑡

𝛼] 

De manera equivalente se puede escribir: 

𝐸 [
𝑋𝑡

𝐸𝑆𝛼,𝑡
+ 1| 𝑋𝑡 ≤ 𝑉𝑎𝑅𝑡

𝛼] = 0 
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Dividir la ecuación por 𝐸𝑆𝛼,𝑡 no es necesario pero de este modo se puede obtener tests 

estadísticos sin dimensión y se puede controlar la heterocedasticidad. 

Se define una función indicadora para una excepción alpha : 𝐼𝑡+𝑆 = 1(𝑋𝑡+𝑆≤𝑉𝑎𝑅𝑡
𝛼). El test 

estadístico se puede escribir de la siguiente manera: 

𝑍1(�⃗�) =

∑
𝑋𝑡𝐼𝑡+𝑆

𝐸𝑆𝛼,𝑡

𝑇
𝑡=1

𝑁𝑇
+ 1 

si 𝑁𝑇 = ∑ 𝐼𝑡+𝑆
𝑇
𝑡=1 > 0 y donde �⃗� denota el vector de rendimientos (𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑇). 

Denotamos por 𝐹𝑡 a la distribución (desconocida) de los rendimientos (clean P&L) el cual se 

predice mediante la distribución 𝑃𝑡 , condicional a la información previa utilizada para calcular 

VaR y ES. Escribimos 𝑃𝑡
[𝛼]

 a la distribución de la cola condicional a 𝛼 < 𝑉𝑎𝑅𝑡
𝛼 , se escribe como 

𝑃𝑡
[𝛼]

= min (1,
𝑃𝑡(𝑥)

𝛼
).  

 

Se define la hipótesis nula: 

𝐻0 = 𝑃𝑡
[𝛼]

= 𝐹𝑡
[𝛼]

, ∀𝑡 

Y la alternativa 

𝐻1 ∶ 𝐸𝑆𝛼,𝑡
𝐹 ≥ 𝐸𝑆𝛼,𝑡 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑡𝑜𝑑𝑜 𝑡 𝑦 > 𝑎𝑙𝑔𝑢𝑛 𝑡 

𝑉𝑎𝑅𝛼,𝑡
𝐹 = 𝑉𝑎𝑅𝛼,𝑡 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑡𝑜𝑑𝑜 𝑡 

Bajo el supuesto de que el VaR ha superado el backtesting, el VaR predicho sigue siendo 

correcto bajo 𝐻1, de acuerdo con la idea de que es necesario realizar antes un test para el VaR. 

Bajo estas condiciones,  se espera que el valor 𝑍1(�⃗�) sea cero y muestra un problema cuando 

es negativo, es decir,  𝐸𝐻0
(𝑍1|𝑁𝑇 > 0) = 0 y 𝐸𝐻1

(𝑍1|𝑁𝑇 > 0) < 0 (la prueba está en la 

proposición A.2 de Acerbi y Szekely). 

 

Test 2 

 

El ES se puede escribir como una esperanza incondicional  

𝐸𝑆𝛼,𝑡 = −𝐸 [
𝑋𝑡𝐼𝑡+𝑆

𝛼
] ⟺ 1 = −𝐸 (

𝑋𝑡𝐼𝑡+𝑆

𝛼𝐸𝑆𝛼,𝑡
) ⟺ 𝐸 (

𝑋𝑡𝐼𝑡+𝑆

𝛼𝐸𝑆𝛼,𝑡
) + 1 = 0 

Por tanto, el estadístico es: 

𝑍2(�⃗�) = ∑
𝑋𝑡𝐼𝑡+𝑆

𝑇𝛼𝐸𝑆𝛼,𝑡
+ 1

𝑇

𝑡=1
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Y las hipótesis son: 

𝐻0 = 𝑃𝑡
[𝛼]

= 𝐹𝑡
[𝛼]

, ∀𝑡 

𝐻1 ∶ 𝐸𝑆𝛼,𝑡
𝐹 ≥ 𝐸𝑆𝛼,𝑡 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑡𝑜𝑑𝑜 𝑡 𝑦 > 𝑎𝑙𝑔𝑢𝑛 𝑡 

𝑉𝑎𝑅𝛼,𝑡
𝐹 ≥ 𝑉𝑎𝑅𝛼,𝑡 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑡𝑜𝑑𝑜 𝑡 

Como se puede observar en la hipótesis alternativa, no hay que realizar el backtesting del VaR 

antes de realizar el del ES. Rechaza a la vez el VaR y el ES. Como en el anterior caso, 

𝐸𝐻0
(𝑍2) = 0 y 𝐸𝐻1

(𝑍2) < 0 (prueba en la preposición A.3 de Acerbi y Szekely). 

Las ventaja de este test es que solo se necesita guardar dos números por día, la magnitud 𝑋𝑡𝐼𝑡 

de una excepción del 𝑉𝑎𝑅𝛼,𝑡  y el 𝐸𝑆𝛼,𝑡 predicho.  

 

Significación  

 

Como en el caso del backtesting del VaR una desviación de los valores 𝐸𝐻0
(𝑍1|𝑁𝑇 > 0) = 0 y 

𝐸𝐻0
(𝑍2) = 0 no significa que el modelo no sea correcto.  Las deviaciones son normales. En el 

caso del VaR calcular la significación era muy fácil puesto que la distribución bajo 𝐻0 era 

conocida (la distribución binomial), pero en el caso del ES no es así.  

Para comprobar la significación Acerbi y Szekely propusieron simulaciones de la distribución 

bajo 𝐻0. Propusieron seguir los siguientes pasos: 

 Simular 𝑋𝑡
𝑖  de Pt para todo t y i=1,2,…, M. 

 Para todo i, calcular 𝑍𝑖 = 𝑍(�⃗�𝑖). Calcular el valor de Z1 o Z2 dependiendo del tipo de 

método aplicado, utilizando las simulaciones del paso anterior.  

 Estimar el p-valor como 𝑝 =
∑ 1

{𝑍𝑖<𝑍(�⃗⃗⃗�)}
𝑀
𝑖=1

𝑀
. Donde 𝑍(�⃗�) denota el valor observado de Z1 

y Z2. 

Donde M es un número grande de distintos escenarios.  Finalmente, se acepta el test si p>α y 

se rechaza si p≤ 𝛼.   

 

5.2.3 La distribución truncada de Rigui y Ceretta 

 

Rigui y Ceretta propusieron una nueva forma de hacer el backtesting con el fin de mejorar los 

métodos ya existentes mencionados al principio. Las tres mejoras que propusieron: 

 Utilizar la dispersión de la distribución truncada cogiendo como límite superior el VaR 

estimado, en vez de toda la función de probabilidad. 

 Permiten distribuciones de probabilidad distintas, hasta la distribución empírica, no se 

limitan a la Gaussiana.  
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 Permite verificar si cada violación individual del VaR es significativamente distinta del 

ES, de este modo permitiendo verificar el error más rápidamente.  

Ellos propusieron modelizar los rendimientos mediante un modelo GARCH(p,q) 

𝑅𝑡 = 𝜇𝑡 + 𝜀𝑡 ,    𝜀𝑡 = 𝜎𝑡𝑧𝑡 

𝜎𝑡
2 = 𝑤 + ∑ 𝑎𝑝𝜀𝑡−𝑝

2 + ∑ 𝑏𝑞𝜎𝑡−𝑝
2

𝑄

𝑞=1

𝑃

𝑝=1

 

Mediante este método el VaR se puede escribir de la siguiente manera: 

𝑉𝑎𝑅𝛼,𝑡+1(𝑅) = 𝜇𝑡+1 + 𝜎𝑡+1𝐹−1(𝛼) 

donde F denota la distribución de probabilidad de z.  

Y el Expected Shortfall se puede escribir de la siguiente manera: 

𝐸𝑆𝛼,𝑡+1(𝑅) = 𝜇𝑡+1 + 𝜎𝑡+1𝐸[𝑧𝑡+1|𝑧𝑡+1 < 𝐹−1(𝛼)] 

Definieron una nueva medida que calcula la dispersión del Expected Shortfall: Shortfall 

Desviation (SD). Esta medida es la raíz cuadrada de la varianza truncada por un cuantil 

condicional a una probabilidad 𝛼 . Se define de la siguiente manera: 

𝑆𝐷𝛼,𝑡+1(𝑅) = (𝜎𝑡+1
2 𝑉𝑎𝑅[𝑧𝑡+1|𝑧𝑡+1 < 𝐹−1(𝛼)])

1
2 

El SD es un estimador mejor que la desviación estándar de toda la muestra puesto que a las 

instituciones financieras les preocupa el riesgo de la cola izquierda cuando suceden 

rendimientos negativos extremos y este estimador lo tiene en cuenta. 

En el caso de la FHS el SD se calcula de la siguiente manera: 

𝑆𝐷𝑡+1
𝛼 = (

1

𝛼𝑇
∑(𝑋𝑖1𝑋𝑖<𝑉𝑎𝑅𝑡+1

𝛼 − 𝐸𝑆𝑡+1
𝛼 )

2
𝑇

𝑖=1

)

1
2

 

Como se pude ver en Rigui y Ceretta (2014). 

 

 El método de backtesting 

 

Los autores propusieron realizar un test para comprobar si cada violación del VaR para algún 

día t es significativamente peor de lo esperado. En cada día en el que se produce una violación 

del VaR se tiene que estimar el ES y el SD. Para comprobar si la excepción es peor de lo 

esperado  ellos definieron el siguiente ratio backtesting: 

𝐵𝑇𝑡+1 =
𝑅𝑡+1 − 𝐸𝑆𝑡+1

𝛼

𝑆𝐷𝑡+1
𝛼  
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Este valor puede estimarse directamente de los datos observados si 𝐸𝑆𝑡+1
𝛼  y 𝑆𝐷𝑡+1

𝛼  son 

conocidos. Es decir, será muy fácil realizar el backtesting si se calcula la dispersión junto con el 

ES.  

Rigui y Ceretta propusieron realizar simulaciones para determinar el valor crítico. Como la 

verdadera distribución de probabilidad de 𝑋𝑡+1  es desconocida, lo reemplazaron por 𝑧𝑡+1 y de 

este modo llegaron a que: 

𝐵𝑇𝑡+1 =
𝑧𝑡+1 − 𝐸𝑡+1[𝑧𝑡+1|𝑧𝑡+1 < 𝐹−1(𝛼)]

(𝑉𝑎𝑅𝑡+1[𝑧𝑡+1|𝑧𝑡+1 < 𝐹−1(𝛼)])1/2
 

Asumiendo que z sigue una distribución particular se pueden utilizar un gran número de 

simulaciones para determinar el valor crítico. El backtesting que propusieron es un test a una 

cola donde la hipótesis alternativa es que la pérdida ocurrida es peor que la esperada. 

Utilizaron la simulación por Monte Carlo, estos son los pasos que hay que seguir: 

 Paso 1: Simular T variables aleatorias 𝑢𝑖 de la distribución F, donde i=1,…, T. 

 Paso 2: calcular 𝐸[𝑢𝑖|𝑢𝑖 < 𝐺−1(𝛼)] y 𝑉𝑎𝑅[𝑢𝑖|𝑢𝑖 < 𝐺−1(𝛼)] donde 𝐺−1(𝛼) es el 

𝛼 quantil de la muestra 𝑢𝑖. 

 Paso3: Para todo 𝑢𝑖 < 𝐺−1(𝛼), calcular 𝐵𝑇𝑖 =
𝑢𝑖−𝐸[𝑢𝑖|𝑢𝑖<𝐺−1(𝛼)]

(𝑉𝑎𝑅[𝑢𝑖|𝑢𝑖<𝐺−1(𝛼)])1/2 

 Paso 4: Calcular 𝑃(𝐵𝑇𝑖 < 𝐵𝑇𝑡+1). 

 Paso 5: Repetir los paso del 1 al 5 M veces. 

 Paso 6: Calcular el p-valor como la media de todas las probabilidades calculadas en las 

M simulaciones y el valor crítico como la mediana del 𝛼 cuantil de cada serie 𝐵𝑇𝑖  

obtenidos en los T pasos.   

 

5.3 ¿Qué método de backtesting utilizar? 
 

El método escogido para calcular el ES y el VaR es importante y el backtesting puede 

determinar cuál es mejor dependiendo de la muestra. O por lo menos si un método es 

suficientemente bueno.  

Se tendrán en cuenta tres aspectos distintos del cálculo del VaR. Como se ha podido ver 

anteriormente el VaR es el cuantil de una función de distribución de probabilidad que 

representa los rendimientos.  La distribución puede ser empírica, este es el caso de la 

simulación histórica; la distribución puede asumirse empíricamente suponiendo que sigue una 

determinada distribución o puede basarse en la simulación por Monte Carlo.  

Si un banco utiliza simulaciones de Monte Carlo para el cálculo del VaR y ES los métodos de 

backtesting con supuestos paramétricos no serán adecuados. Por tanto, los métodos más 

adecuados serán el método de Emmer, Kratz y Tasche o los métodos de Acerbi y Szekely. 
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Si se realiza un supuesto sobre la distribución, se pueden utilizar o bien el método de Acerbi y 

Szekely o el de Rigui y Ceretta. Aunque este último puede ser el más complejo de 

implementarlo en la práctica puesto que hace supuestos paramétricos y además hay que hacer 

simulaciones. 

Y por último, el caso en el que el ES haya sido calculado por simulación histórica. Este caso 

puede ser el más complejo para saber que método de backtesting es el más apropiado.  Esto 

se debe a que los supuestos paramétricos normalmente estén mal y que las simulaciones se 

extraerán de solamente 250 rendimientos. Por tanto, en este caso la simplicidad del método 

de Emmer, Kratz y Tasche puede ser una buena elección.  

¿Pero existe algún método que se pueda implementar de una manera general para todos los 

backtesting del Expected Shortfall? Comparados con el backtesting del VaR los métodos 

propuestos son más complejos, el único que es lo suficientemente simple es el método de 

Emmer, Kratz y Tasche. Pero este método puede tener algunos inconvenientes.    
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11/04/2014 
Ventana de datos históricos  

(250 días de negociación) 

14/04/2014 
Ventana de datos históricos  

(250 días de negociación) 

15/04/2014 
Ventana de datos históricos  

(250 días de negociación) 

Iteraciones de 

backtesting: 

6. Resultados empíricos 
 

6.1 Datos 
 

Los datos utilizados son las Pérdidas y Ganancias (Profit and Loss (P&L)) proporcionadas como 

muestra de cartera de derivados representativa del mercado por el  Banco Santander. La 

cartera recoge derivados de tipos de interés, renta variable, tipo de cambio y commodities. Los 

datos de P&L se han analizado teniendo en cuenta la cartera total (Total) considerada como 

muestra así como cuatro subcarteras,  divididas por factor de riesgo: Tasa de Interés(IR), 

Equity(EQ),  Tipo de Cambio Extranjero (FX) y Commodity(CM). Cada subcartera se ha dividido 

por factor de riesgo y no por tipo de activo subyacente, por ejemplo dentro de la subcartera de 

IR puede haber derivados de renta variable si se considera los tipos de interés como factor de 

riesgo para estos productos. 

Para estimar los factores de riesgo y poder hacer el backtesting se ha utilizado una ventana de 

backtesting de un año, es decir, una ventana de 250 días de negociación (𝑉𝐵 = 250). Las 

estimaciones se han realizado a un día (horizonte temporal=1), como se especifica en el FRTB 

para la realización de los backtestings. Por tanto, el proceso de backtesting tiene T=249 

iteraciones. Para cada iteración se estima un VaR y un ES siguiendo los tres métodos 

explicados en el capítulo 4. El esquema del proceso de backtesting sería el siguiente: 

 

  

 

  

       

 

 

       

 

 

       

 

. 

.  

31/03/2015 
S=1 

1/04/2015 

t=1 

1/04/2015 

S=1 

2/04/2015 

t=2 

2/04/2015 
S=1 

6/04/2015 

t=3 

𝑉𝑎𝑅𝛼
𝑡=1,𝑆=1      𝐸𝑆𝛼

𝑡=1,𝑆=1 

 

 

𝑉𝑎𝑅𝛼
𝑡=2,𝑆=1      𝐸𝑆𝛼

𝑡=2,𝑆=1 

 

 

𝑉𝑎𝑅𝛼
𝑡=3,𝑆=1      𝐸𝑆𝛼

𝑡=3,𝑆=1 
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13/04/2015 

Ventana de datos históricos  

(250 días de negociación) 

. 

       

 

 

 

 

         

  

 

 

 

Se puede observar que la venta de los datos históricos cambia en cada iteración y de esta 

manera la estimación de la medida de riesgo cambia.  

Para realizar un análisis de los datos, como representar las 249 iteraciones de los 5 factores 

distintos es demasiado, se cogerán al azar algunas series y se analizarán los resultados 

obtenidos.   

El la Imagen C.1 están representadas las series de los P&L para t=150 y en la tabla C.1 del 

apéndice C están representados algunos estadísticos de los cinco factores de riesgo para las 

iteraciones t=1, 50, 100, 150, 200,249.  Se aprecia la reversión a la media y cluster de 

volatilidad, esto último también se pude apreciar en las gráficas de las autocorrelaciones de las 

series al cuadrado en la Imagen C.3. Se puede observar que el Total es la variable más volátil, 

puesto que es el que mayor desviación estándar tiene y el que más difiere entre el valor 

máximo y el mínimo. Seguido de IR y FX. Los menos volátiles son EQ y CM. 

La asimetría es distinta de cero en todos los casos aunque es muy pequeña y en cada iteración 

se pueden observar tanto asimetrías positivas como negativas. Aunque en la mayoría de las 

veces es positiva, es decir, la cola derecha es más larga que la izquierda. Esto también se 

puede observar en la diferencia entre la media y la mediana, si la media es más grande que la 

mediana  la cola derecha será más larga y al contrario. 

La kurtosis es mucho mayor que 3 en todos los casos y como en el caso de la distribución 

normal la kurstosis es igual a 3, se puede decir que los factores presentan leptokurtosis. La no 

normalidad de los factores también se puede ver en los qq-plots (imagen C.2), en el test de 

normalidad de Jarque-Bera y el test no paramétrico de Kolmogorov-Smirnov. El estadístico de 

J-B se distribuye asintóticamente como una chi-cuadrada con dos grados de libertad, cuyo 

umbral para un nivel de significación del 5% es 5.99. Como el valor del estadístico en todos los 

casos es mayor que 5.99 se rechaza la hipótesis nula de una distribución normal. En el caso del 

test de Kolmogorov-Smirnov también se rechaza la hipótesis de normalidad de los P&L.  

30/03/2016 

S=1 

31/03/2016 

t=T=249 
𝑉𝑎𝑅𝛼

𝑡=249,𝑆=1  𝐸𝑆𝛼
𝑡=249,𝑆=1 

 

 

31/03/2016 31/03/2015 

 

Ventana de backtesting 
t=250 t=1 
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Luego, se han realizado dos test de raíz unitaria ADF (Dickey-Fuller aumentado) y PP (Phillips-

Perron) para analizar la estacionalidad de los P&L. Como se puede ver en la Tabla C.2 no tienen 

raíz unitaria y por tanto las series son estacionarias.  

Por último, se analizan los gráficos de autocorrelación de los cinco factores. Para ello se 

analizan los gráficos de autocorrelación de las series, de las series al cuadrado y las gráficas de 

autocorrelación parcial  y se han realizado algunos test. En la imagen C.3 se pueden ver las 

autocorrelaciones para cada factor en el caso t=150, no se han representado las gráficas para 

los demás casos por falta de espacio. En los gráficos no se aprecia ninguna tendencia de AR ni 

MA, no cortan la recta ni se aprecia un decaimiento suave. Por tanto no se puede decir mucho 

de estos gráficos. Para seguir analizando la autocorrelación, primero, se ha realizado el test de 

Ljung-Box-Pierce con retardos desde 1 hasta 15, los resultados para los retardos 1,5,10 y 15 se 

pueden ver en la tabla C.3.  En la tabla se observa que en la mayoría de los casos no se puede 

rechazar la hipótesis de que los P&L no estén autocorrelacionados.  

 

 6.2 Cálculo del Expected Shortfall 
 

 El ES se ha calculado de 3 maneras distintas, como se ha podido ver en el capítulo 4, por 

simulación histórica, simulación histórica modificada y simulación histórica filtrada. A 

continuación se presentarán los resultados obtenidos por cada método de estimación: 

 

6.2.1 Simulación histórica 

 

Para la simulación histórica no se necesita hacer ningún supuesto sobre la distribución de los 

P&L ni sobre el modelo. Simplemente consiste en calcular el VaR al 2.5% de los P&L para cada t 

mediante un cuantil y a continuación hacer la media de todos los P&L que sean menores que el 

VaR estimado.   

Imagen 6.2.1 
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En la imagen 6.2.1 están representados el VaR2.5% y el ES2.5% para cada factor. Se puede 

observar que en el caso de EQ, FX y CM el ES y el VaR son muy parecidos, esto se debe a que 

las pérdidas que son mayores que el VaR son muy parecidos a este, es decir, no hay muchos 

outliers. En cambio, en Total e IR se puede observar que esta diferencia es un poco mayor. 

 

6.2.2 Simulación histórica modificada 

 

En este método propuesto por Jadhav, Ramanathan y Nimbalkar como en el caso de la 

simulación histórica no se necesita asumir ninguna distribución ni ningún modelo. Sin 

embargo, sí que hay que elegir un valor para el parámetro a que toma valores entre 0 y 0.1 

dependiendo de la intuición que se tenga de que el modelo presente outliers. Más adelante, 

mediante el Backtesting se analizarán los resultados obtenidos para los distintos valores de a y 

se intentará especificar un valor de a que sea el más adecuado para cada caso.  
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Imagen 6.2.2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

En los gráficos de la imagen 6.2.2 se pueden observar los gráficos para los 5 factores utilizando 

el primer estimador de Jadhav,  Ramanathan y Naik para cuando a=0.02 y 0.08. Se puede ver 

que cuanto mayor sea el valor de a mayor es el valor del ES, es decir, menos es la pérdida.  

Cuando a=0.02, las estimaciones son muy cercanas a las obtenidas por el método de 
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simulación histórica. Además, se puede ver que como en el caso de la simulación histórica las 

mayores diferencias entre los distintos métodos y el VaR se obtienen para IR y el Total.  

 

6.2.3 FHS 

 

Para el cálculo del Expected Shortfall por simulación histórica filtrada se necesita tener una 

serie de residuos que estén idénticamente e independientemente distribuidas. Para modelizar 

la media y la varianza condicionales se utilizará un modelo ARMA(m,n)-GARCH(p,q).  

Para cada uno de los cinco factores de riesgo se ha elegido un modelo para todas las ventanas 

de estimación, puesto que no sería efectivo si se tuviese que elegir un modelo distinto para 

cada factor y para cada ventana de estimación.  

 

Selección de modelo 

 

Total:  

Primero, se analizan distintos modelos ARMA (m,n) para saber qué modelo es el más 

adecuado. Para elegir un modelo se tomarán en cuenta los test AIC  y BIC. Hanna(1980) 

demostró que �̂�, �̂� de AIC(m,n) no son consistentes y que mediante BIC si son consistentes. 

Además, BIC penaliza más los parámetros adicionales que el AIC, por tanto, la selección del 

modelo se basará sobre todo en el valor de BIC. Después de analizar los resultados de AIC y BIC 

para los ARMA(0,0), ARMA(1,0), ARMA(2,0), ARMA(3,0), ARMA(0,1), ARMA(0,2), ARMA(0,3), 

ARMA(1,1), ARMA(2,1), ARMA(3,1), ARMA(3,2), ARMA(1,2), ARMA(1,3), ARMA(2,2) , 

ARMA(2,3) y ARMA(3,3) (Ver tabla D.1). El modelo seleccionado ha sido ARMA(3,2) puesto que 

era el que menor BIC tenía en la mayoría de los casos. 

Segundo, se ha analizado el efecto ARCH en los residuos mediante el test Ljung-Box, el cual 

confirma la utilización del modelo tipo GARCH.   

Por último, se han comparado los modelos ARMA(3,2)-GARCH(1,1), ARMA(3,2)-EGARCH(1,1) y 

ARMA(3,2)-GJR-GARCH(1,1) con innovaciones t-student y t-student asimétrica. Se observa, que 

para los dos casos el modelo ARMA(3,2)-GARCH(1,1) es el que menor BIC tiene. Por tanto, este 

será el modelo seleccionado. Rigui y Ceretta también escogieron el modelo GARCH(1,1) puesto 

que no observaron ninguna mejora en utilizar otros modelos GARCH y vieron que el modelo 

GARCH con innovaciones t-student era el que mejor se ajustaba para la mayoría de los casos. 

Se utilizará la misma parametrización para todo t, el obtenido en t=250. 

Tasa de interés: Del mismo modo se calcula el modelo seleccionado para el caso de tasa de 

interés, que en este caso sería el mismo que para Total: ARMA (1,3)-GARCH (1,1). 

Equity: En este caso el modelo escogido es ARMA (2,3)-GARCH(1,1). 
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Tasa de Cambio: En este caso el modelo escogido es ARMA (2,2)-GARCH (1,1). 

Commodity: En este caso el modelo escogido es ARMA (3,1)-GARCH (1,1). 

 

Una vez que se ha elegido el modelo para la filtración, mediante el modelo seleccionado se 

calculan las varianzas y las medias condicionales y se estandarizan los residuos para cada 

ventana de estimación consiguiendo de este modo series i.i.d 

𝑧𝑡 =
𝜀𝑡

𝜎𝑡
, 𝑧𝑡~𝑡𝜈  𝑖. 𝑖. 𝑑 

Los parámetros que se utilizan en cada modelo ARMA(m,n)-GARCH(p,q) se han calibrado 

mediante el método de máxima verosimilitud en t=250 el cual se explica más adelante, los 

resultados de la calibración se pueden ver en el Apéndice E. 

 Luego, se realiza el bootstrapping con remplazamiento. Se simulan M ensayos aleatorios a un 

horizonte de un día para cada ventana de estimación. Por ejemplo, para el caso de Total se 

procedería de la siguiente manera:  

(1) se escoge 𝑧𝑡+1
∗  aleatoriamente de {𝑧1̂, . . , �̂�250} y se calculan P&L futuros utilizando    

el modelo 

(2) 𝜎𝑡+1
2 ∗

= �̂� + �̂�1𝜀∗
𝑡
2 + �̂�1𝜎∗

𝑡
2 

(3) 𝜀𝑡+1
∗ = 𝑧𝑡+1

∗ 𝜎𝑡+1
∗ ,   

(4) 𝑋𝑡+1
∗ = �̂�1𝑋𝑡 + �̂�2𝑋𝑡−1 + �̂�3𝑋𝑡−3 + �̂�1𝜀𝑡

∗ + �̂�2𝜀𝑡−1
∗ + 𝜀𝑡+1

∗  

Se repite lo mismo M veces para cada iteración.  

En este caso como se está calculando a un día no hay que sumar los P&L, si se estuviese 

calculando a 10 días habría que realizar la suma de {𝑋𝑡+1
∗ , 𝑋𝑡+2

∗ , … , 𝑋𝑡+10
∗ }.  

Por último se calcula el Expected Shortfall: 

𝐸𝑆𝑡+1
𝛼 =

1

𝛼𝑀
∑ 𝑋𝑖

∗

𝛼𝑀

𝑖=1

 

En los siguientes gráficos se pueden observar las series de VaR y ES: 
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6.3 Backtesting 
 

Para realizar el backtesting se compara el ES obtenido en cada método con la serie de clean 

P&L obtenido cada día para la cartera del día anterior. A lo largo de la muestra el valor del P&L 

cambia por el movimiento de los factores de riesgo y por el cambio de la composición de la 

cartera. Para poder comparar el ES del día t con el P&L realizado al día siguiente hace falta 

“limpiar” el P&L y fijar la cartera en la misma composición del día anterior, para que sean 

comparables. De esta manera, el cambio solo se debe a los factores de riesgo.  

Se han realizado tres backtesting distintos, en la siguiente tabla se muestra si es necesario 

simulaciones o si es necesario realizar alguna hipótesis paramétrica: 

Hipótesis paramétrica 

Si No 

Simulaciones Si Rigui y Ceretta Acerbi y Szekely 

No  Emmer, Krantz y Tasche 

 

Sólo se ha realizado el backtesting del Total puesto que no se disponía de la serie de clean P&L 

de los factores de riesgo. A continuación se analizarán los resultados obtenidos: 

 

6.3.1 Emmer, Krantz y Tasche 

 

En su artículo aproximaron el  Expected Shortfall mediante la suma de distintos VaR: 

𝐸𝑆2.5%(𝑋) =≈
1

5
[𝑞2.5%(𝑋) + 𝑞2%(𝑋) + 𝑞1.5%(𝑋) + 𝑞1%(𝑋) + 𝑞0.5%(𝑋)] 

Y realizaron el backtesting comprobando que cada uno de los cinco VaR superase el 

backtesting. Para ello contaron las veces en las que sucedía una excepción, es decir, que los 

clean P&L fuesen menores que los distintos VaR, si el VaR se representa como pérdidas en 

negativo. Para cada valor de α y el nivel de significación elegido el número de excepciones 

permitido es distinto, si se realizan los cálculos para un nivel del 95% para cada α el número de 

excepciones permitido será: 

α=2.5%  10 excepciones 

α=2%   8 excepciones 

α=1.5%  6 excepciones 

α=1%   4 excepciones 

α=0.5%  2 excepciones 

Como el backtesting consiste en realizar individualmente el backtesting para cada VaR y ver si 

cada uno por su cuenta supera el backtesting, en el caso de la simulación histórica y de la 
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simulación histórica modificada los resultados serán los mismos porque el cálculo del VaR se 

realiza de la misma manera. Entonces, solo se realizaran los backtestings para el caso de 

simulación histórica y FHS. 

 

Simulación histórica/ simulación histórica modificada 

 

Primero se contabilizan el número de violaciones de VaR cometidas para cada α. Luego, se 

comprueba si el número de excepciones corresponde a lo que deberían de ser para superar el 

backtesting del VaR. 

 

 

 

 Estos son los resultados obtenidos: 

 𝐕𝐚𝐑𝟐.𝟓%  𝐕𝐚𝐑𝟐% 𝐕𝐚𝐑𝟏.𝟓%  𝐕𝐚𝐑𝟏% 𝐕𝐚𝐑𝟎.𝟓%  

Número de 
excepciones 

14 11 9 7 2 

 

Se puede ver que el número de excesos es mayor que el máximo número de excesos permitido 

para superar el backtesting del VaR. No estarían en la zona verde, sino que estarían en la zona 

amarilla según las definiciones de Basel. Por tanto, como cada VaR por su cuenta no supera el 

backtesting, el ES no supera el backtesting.  

Según Emmer, Krantz y Tasche el ES se puede aproximar por la suma de los distintos VaR. A 

continuación se representan los ES calculados por simulación histórica y los aproximados 

mediante este método: 
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Se puede observar que los resultados obtenidos son muy parecidos. 

 

FHS 

 

Del mismo modo que en el caso de HS se han contado los excesos que ha habido para cada 

nivel de VaR y se ha comprobado que cada uno supere el backtesting. La comprobación se ha 

realizado para el VaR calculado con innovaciones t-student y t-student asimétrica. Los 

resultados son los siguientes: 

 En el caso de la t-student: 

 𝐕𝐚𝐑𝟐.𝟓%  𝐕𝐚𝐑𝟐% 𝐕𝐚𝐑𝟏.𝟓%  𝐕𝐚𝐑𝟏% 𝐕𝐚𝐑𝟎.𝟓%  

Número de 
excepciones 

14 12 9 6 4 

 

 

El número de excesos es mayor de lo permitido. Por tanto, no supera el backtesting.  
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Según Emmer, Krantz y Tasche el ES se puede aproximar por la suma de los distintos VaR. A 

continuación se representan los ES calculados por student-t FHS y el aproximado mediante 

este método: 

 

Se puede observar que el ES aproximado por Emmer y el calculado mediante Simulación 

Histórica Filtrada son muy parecidos aunque en el último caso las pérdidas calculadas son 

mayores.  

 En el caso de la t-student asimétrica: 

 𝐕𝐚𝐑𝟐.𝟓%  𝐕𝐚𝐑𝟐% 𝐕𝐚𝐑𝟏.𝟓%  𝐕𝐚𝐑𝟏% 𝐕𝐚𝐑𝟎.𝟓%  

Número de 
excepciones 

14 12 9 6 4 

 

 

Se puede ver que el número de excesos es mayor que el máximo número de excesos permitido 

para superar el backtesting del VaR. Por tanto, el ES calculado por FHS student-t asimétrica no 

supera el backtesting.  
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Según Emmer, Krantz y Tasche el ES se puede aproximar por la suma de los distintos VaR. A 

continuación se representan los ES calculados por FHS t de student asimétrica y los 

aproximados mediante este método: 

 

6.3.2 Acerbi y Szekely 

 

Primero, se han realizado los dos tests para el caso de la simulación histórica, luego para la 

simulación histórica modificada y por ultimo para los dos casos de FHS. Para el primer test 

antes de realizar el backtesting para el ES es necesario comprobar que se supera el backtesting 

del VaR. En los tres modelos se supera el backtesting del VaR1% al tener un número de excesos 

que según el Minimun Capital Requiriments for Market Risk está en la zona amarilla. 

En el caso del segundo test los valores críticos para 𝑍2 muestran una notable estabilidad para 

diferentes tipos de distribución. Comprobaron que para una t-student con más de 3 grados de 

libertad, puesto que cuando ν=3 no se aprecia tanto la estabilidad, el valor crítico se mantenía 

constante. Por ejemplo, con una t-student con 100 grados de libertad los valores críticos son 

los siguientes para α=0.05 y α=0.0001: 

Significación Z2 

0.05 -0.6861 

0.0001 -1.7589 

 

Por tanto, en el caso del segundo estadístico no sería necesario realizar simulaciones, sería 

suficiente con ver que el estadístico Z2 es mayor que el valor crítico. Ellos crearon un sistema 

de colores como el que se utiliza en el caso del backtesting del VaR.  
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Simulación histórica 

 

Para el primer test, como ya se ha comprobado que supera el backtesting del VaR, con los 

clean P&L y los datos de VaRα,t y ESα,t de cada día se calcula el test estadístico.  

Una vez calculado el estadístico se procede a hacer las simulaciones. Para ello, como para el 

cálculo del VaR y ES por simulación histórica no se ha utilizado ninguna distribución, se han 

seguido los siguientes pasos para realizar el backtesting: 

1. Para cada día t=1,…,250  se utilizan P&L históricos de 1 año, los que se han utilizado 

para el cálculo del VaR y ES: 𝑟1,𝑡 , … 𝑟250,𝑡 . 

2. Para cada t se escoge aleatoriamente un P&L 𝑥𝑡,𝑚 de 𝑟1,𝑡, … 𝑟250,𝑡 y de este modo de 

obtiene la serie 𝑥1,𝑚 , … , 𝑥250,𝑚 y se calculan los estadístico Z1,m y Z2,m. 

3. Se repite el segundo paso M veces y de este modo se obtienen M Z1 y Z2. 

4. Se calcula el valor crítico, c(ε) de significación ε, donde c(ε) es el Mε más pequeño de 

todos los estadísticos simulados. Para cada test se obtiene un valor crítico. 

5. Se acepta el modelo si Z> c(ε). Donde Z es el test estadístico calculado con los clean 

P&L. 

 

 Test 1 Test 2 

𝐙 0.035782 -0.548944 

Valor crítico -0.222465 -0.662188 

Resultados del test Aceptar H0 Aceptar H0 

 

En los dos casos se acepta la hipótesis nula y por tanto, supera el backtesting en el caso de la 

simulación histórica. 

 

Simulación histórica modificada 

 

Se siguen los mismos pasos que en el caso de la simulación histórica. En este caso, los 

resultados obtenidos son los siguientes: 

Test 1: 

 a=0.02 a=0.08 

𝐙𝟏 -0.108766 -0.251171 

Valor crítico -0.402148 -0.232458 

Resultados del test Aceptar H0 Rechazar H0 
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Test 2: 

 a=0.02 a=0.08 

𝐙𝟐 -0.781150 -1.149445 

Valor crítico -0.922352 -1.002575 

Resultados del test Aceptar H0 Rechazar H0 

 

Se puede observar que para a=0.02 se supera el backtesting en ambos casos, que es cuando 

más cerca está de las simulación histórica. Sin embargo, cuando a=0.08 no supera el 

backtesting. Por tanto, en el caso de utilizar el método de simulación histórica modificada hay 

que tener mucho cuidado con el valor escogido para ‘a’, puesto que un valor pequeño será 

muy parecido a la simulación histórica, y en cambio, si se escoge un valor cercano para a=0.1 

puede que el número de pérdidas que se estén dejando fuera del cálculo del ES sea demasiado 

grande. Este método es muy subjetivo puesto que puede ser muy difícil tratar de calibrar un 

valor óptimo de a.  

 

FHS 

 

En el caso de la Simulación Histórica Filtrada, los test estadísticos 𝑍1 y 𝑍2 se calculan de la 

misma manera que en los dos casos anteriores con los clean P&L, VaR y ES que se han 

calculado en el anterior apartado.  Después, se han realizado simulaciones de los P&L para 

cada caso utilizando los parámetros ya calibrados para el cálculo del VaR y ES del FHS. El 

número de simulaciones escogidas ha sido M=10000.  

Una vez realizadas las simulaciones, se han calculado los test estadísticos 𝑍1
𝑖 y 𝑍2

𝑖  donde i=1,…, 

M.  Y por último, se ha estimado el p-valor contando las veces en las que el test estadístico 

simulado es menor que el observado y dividiendo pos el número de simulaciones realizadas. 

Los resultados obtenidos se muestran en las siguientes tablas: 

 

Test 1: 

 t-student t-student asimétrica 

𝐙𝟏 0.031255 0.018508 

Valor crítico -0.194793 -0.141447 

p-valor simulado 0.395900 0.373600 

Resultados del test con M 
simulaciones y 𝜶𝒁𝟏

= 𝟓% 
Aceptar H0 Aceptar H0 

 

 

 



46 
  

 

Test 2: 

 t-student t-student asimétrica 

𝐙𝟐 -1.178702 -1.207371 

Valor crítico -0.718395 -1.333574 

p-valor simulado 0.005600 0.086500 

Resultados del test con M 
simulaciones y 𝜶𝒁𝟐

= 𝟓% 
Rechazar H0 Aceptar H0 

 

Como se puede observar, para el primer test el valor crítico es menor que el del test 

estadístico y p-valor obtenido es mayor que el 5% para ambos casos, por tanto, se acepta la 

hipótesis nula. En cambio, en el segundo test el FHS con innovaciones t-student no supera el 

backtesting.  

 

6.3.3 Rigui y Ceretta 

 

Para realizar el backtesting de Rigui y Ceretta es necesario realizar suposiciones paramétricas, 

pero en el caso de la Simulación Histórica esto no tendría mucho sentido y podría estar mal. 

Por tanto, solo se ha realizado este test para el caso de la FHS. 

Primero, al realizar el cálculo del ES para FHS en el apartado 6.2.3 también se ha calculado el 

Shortfall Desviation (SD), que para el caso de FHS no es más que calcular la desviación 

estándar:  𝑆𝐷𝑡+1
𝛼 = (

1

𝛼𝑇
∑ (𝑋𝑖1𝑋𝑖<𝑉𝑎𝑅𝑡+1

𝛼 − 𝐸𝑆𝑡+1
𝛼 )

2𝑇
𝑖=1 )

1

2
. 

Una vez calculados el ES, VaR y SD con un 𝛼 del 2.5% se ha analizado si cada excepción del VaR 

es significativo. Para ello, se calcula en cada excepción, que en ambos casos (t-student y t-

student asimétrica) el número de excepciones ha sido 14, el ratio de backtesting  

𝐵𝑇𝑡+1 =
𝑅𝑡+1 − 𝐸𝑆𝑡+1

𝛼

𝑆𝐷𝑡+1
𝛼  

donde 𝑅𝑡+1 es el clean P&L donde haya habido la excepción, es decir, que la pérdida haya sido 

peor que el VaR2.5%; ES es el ES donde se ha producido la excepción y lo mismo en el caso del 

SD. 

 Por tanto, en total para cada distribución hay 14 ratios de backtesting. Para comprobar si la 

perdida ocurrida es peor a la esperada, para cada excepción se han realizado 250xM 

simulaciones. Para las simulaciones se han utilizado los parámetros ya calibrados del modelo 

ARMA(3,2)-GARCH(1,1) utilizado para el cálculo de FHS.  

Luego,  para cada simulación M se han calculado el VaR, el ES y el SD. Una vez estimados estos 

valores, se han calculado los ratios de backtesting, pero solo para las variables simuladas cuyo 

valor fuese menor que el VaR. Para cada una de las M simulaciones se ha calculado 𝑃(𝐵𝑇𝑖 <

𝐵𝑇𝑡+1) y el α-cuantil de todos los 𝐵𝑇𝑖 . 
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Por último, se ha calculado el p-valor como la media de las probabilidades calculadas para cada 

M y el valor crítico como la mediana de todos los α-cuantiles. 

Los resultados obtenidos se resumen en la siguiente tabla: 

t-student 

Posición de las 
excepciones 

(k) 

BTt+k Valor crítico p-valor 

9 0,056888 -1,854471 0,457812 

11 0,120400 -1,856630 0,365472 

12 -0,025408 -1,844780 0,295457 

20 0,187061 -1,856232 0,365541 

24 -0,117044 -1,838516 0,398544 

29 0,107942 -1,848215 0,354754 

83 -0,021185 -1,853759 0,474514 

87 0,260484 -1,845799 0,352141 

95 0,112361 -1,856276 0,469832 

101 0,034334 -1,845421 0,421785 

103 -0,392115 -1,851308 0,469858 

212 -0,198029 -1,849584 0,365248 

213 0,018729 -1,847574 0,4547524 

215 0,080836 -1,848271 0,411300 

 

t-student asimétrica: 

Posición de las 
excepciones 

(k) 

BTt+k Valor crítico p-valor 

9 0,013837 -1,849023 0,275865 

11 0,142497 -1,842082 0,351922 

12 -0,056181 -1,856529 0,456814 

20 0,135092 -1,859563 0,394127 

24 -0,107053 -1,838516 0,325461 

29 0,144415 -1,855063 0,514265 

83 -0,044346 -1,850258 0,375450 

95 0,119768 -1,853303 0,422116 

101 0,080487 -1,845620 0,411850 

103 -0,404275 -1,849216 0,297083 

209 0,112764 -1,855499 0,420300 

212 -0,171608 -1,853385 0,344900 

213 0,028911 -1,851163 0,395350 

215 0,0867637 -1,857349 0,411300 

 

En todos los casos, con un α=0.01 o α=0.05, no se rechaza la hipótesis nula, indicando que las 

pérdidas no son significativamente distintas a las esperadas. Por tanto, el ES calculado 

mediante FHS supera el backtesting.   
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7. Conclusiones 
 

El Expected Shortfall, debido a los cambios regulatorios, va a pasar a ser la medida en los 

próximos años la medida de riesgo principal para las entidades financieras en vez de la 

utilizada hasta ahora, el VaR. Algunas de las mejoras que aporta esta nueva manera de medir 

el riesgo es que tiene en cuenta la cola de la distribución de pérdidas además de cumplir la 

propiedad de subaditividad, una propiedad muy importante en finanzas. Sin embargo, tiene 

alguna desventaja respecto del VaR y es que el ES no es elicitable. A pesar de ello, se ha 

demostrado que es posible realizar el backtesting siempre y cuando no se utilice la 

elicitabilidad. 

La siguiente tabla resume los resultados obtenidos con los distintos métodos: 

  
HS 

HSM FHS 

a=0.02 a=0.08 t-student t-student 
asimétrica 

Emmer No pasa No pasa No pasa No pasa No pasa 

Acerbi Test 1 Pasa Pasa No pasa Pasa Pasa 

Test 2 Pasa Pasa No pasa No pasa Pasa 

Rigui    Pasa Pasa 

 

De los tres métodos que se han utilizado para realizar el cálculo del ES el FHS con innovaciones 

t-student asimétrica parece que sea el mejor, puesto que supera los dos backtestings y no 

sobreestima el riesgo como puede ser en el caso de la Simulación Histórica. La simulación 

Histórica Modificada es de los tres métodos propuestos el que peores resultados ofrece, 

puesto que puede ser difícil escogen un valor para a. Si este valor es demasiado alto puede que 

se subestime el riesgo y si es muy pequeño puede que sea parecido a la simulación histórica y 

por lo tanto su contribución respecto al método de simulación histórica sería muy pequeña. 

El backtesting de Emmer se ha podido observar que es el más fácil de implementar, pero al 

tener en cuenta solo los valores del VaR a distintos niveles y no el Expected Shortfall, no 

recoge bien el riesgo en la cola. Esto se pude ver que al aproximar el ES como la suma de los 

distintos VaR el ES calculado como la suma de los anteriores es más pequeño. Además, 

ninguno de los tres métodos ha superado este backtesting al tener un número de excesos 

mayor de lo que en el FRTB lo define como zona verde. Por otra parte, parece difícil crear a 

partir de este método una escala en la calidad del ES al estilo de la definición de umbrales de 

colores como actualmente hay establecido para el VaR. 

Los dos test de Acerbi son bastante sencillos de implementar y no requieren realizar 

suposiciones paramétricas siendo dos métodos que se pueden aplicar en la práctica muy 

fácilmente como se ha podido observar. Sin embargo, en el segundo test del método de FHS 

con innovaciones t-student no supera el backtesting. 

 Por último, el backtesting de Rigui es el más difícil de implementar y en la practica el más 

costoso. Puesto que hay que analizar por separado cada exceso y realizar suposiciones 

paramétricas. 
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Apéndice A 
 

Comprobar que el Expected Shortfall es una medida monótona, positivamente homogénea e 

invariante por traslación es inmediato. Por tanto, es suficiente demostrar que es subaditiva 

para ver que es coherente. Acerbi and Tasche(2002). 

Proposición A.1 Dadas dos variables aleatorias X1 y X2 el Expected Shortfall será subaditiva si se 

cumple que:  

ESα (X1+X2)≤ ESα(X1)+ ESα(X2) 

Demostración 

Se define 𝑋3 = 𝑋1 + 𝑋2 y se quiere demostrar que 𝐸𝑆𝛼 (𝑋1) + 𝐸𝑆𝛼(𝑋2) − 𝐸𝑆𝛼(𝑋3) ≥ 0. 

Para ello se utiliza la siguiente definición de ES: 𝐸𝑆𝛼(𝑋) = −
1

𝛼
𝐸[𝑋1{𝑋≤𝑞𝛼(𝑋)}].  

La demostración sería la siguiente: 

𝛼(𝐸𝑆𝛼(𝑋1) + 𝐸𝑆𝛼(𝑋2) − 𝐸𝑆𝛼(𝑋3)) = 𝐸[−𝑋11{𝑋1≤𝑞𝛼(𝑋1)}
𝛼 − 𝑋21{𝑋2≤𝑞𝛼(𝑋2)}

𝛼 + 𝑋31{𝑋3≤𝑞𝛼(𝑋3)}
𝛼 ]

= 𝐸[𝑋1(−1{𝑋1≤𝑞𝛼(𝑋1)}
𝛼 + 1{𝑋3≤𝑞𝛼(𝑋3)}

𝛼 ) + 𝑋2(−1{𝑋2≤𝑞𝛼(𝑋2)}
𝛼 + 1{𝑋3≤𝑞𝛼(𝑋3)}

𝛼 )]

≥  𝑞𝛼(𝑋1)𝐸[(−1{𝑋1≤𝑞𝛼(𝑋1)}
𝛼 + 1{𝑋3≤𝑞𝛼(𝑋3)}

𝛼 ] + 𝑞𝛼(𝑋2)𝐸[−1{𝑋2≤𝑞𝛼(𝑋2)}
𝛼

+ 1{𝑋3≤𝑞𝛼(𝑋3)}
𝛼 ] = 𝑞𝛼(𝑋1)(𝛼 − 𝛼) + 𝑞𝛼(𝑋2)(𝛼 − 𝛼) = 0 

 

La desigualdad anterior viene de que {
−1{𝑋1≤𝑞𝛼(𝑋1)}

𝛼 + 1{𝑋3≤𝑞𝛼(𝑋3)}
𝛼 ≥ 0 𝑠𝑖 𝑋1 ≥ 𝑞𝛼(𝑋1) 

 
−1{𝑋1≤𝑞𝛼(𝑋1)}

𝛼 + 1{𝑋3≤𝑞𝛼(𝑋3)}
𝛼 ≤ 0 𝑠𝑖 𝑋1 ≤ 𝑞𝛼(𝑋1)

 

Y lo mismo para el otro caso {
−1{𝑋2≤𝑞𝛼(𝑋2)}

𝛼 + 1{𝑋3≤𝑞𝛼(𝑋3)}
𝛼 ≤ 0 𝑠𝑖 𝑋2 ≤ 𝑞𝛼(𝑋2)

−1{𝑋2≤𝑞𝛼(𝑋2)}
𝛼 + 1{𝑋3≤𝑞𝛼(𝑋3)}

𝛼 ≥ 0 𝑠𝑖 𝑋2 ≥ 𝑞𝛼(𝑋2)
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Apéndice B 

Distribución t-student asimétrica 
La función de máxima verosimilitud de la distribución t-student asimétrica se escribe de la 

siguiente manera: 

𝐿(𝜀𝑡|𝜃) = 𝑇 (𝑙𝑛Γ (
𝜐 + 1

2
) − ln (

𝜐

2
) −

1

2
ln(𝜋(𝜈 − 2)) + ln (

2

𝜉 + (1/𝜉)
) + ln (𝑠))

−
1

2
∑ (ln(𝜎𝑡

2) + (1 + 𝜈) ln (1 +
(𝑠𝑧𝑡 + 𝑚)2

𝜈 − 2
𝜉−2𝐼))

𝑇

𝑡=1

 

 donde  𝜉es el parámetro de asimetría, 𝜐 es el grado de libertad.  

𝐼𝑡 = {
1 𝑠𝑖 𝑧𝑡 ≥ −

𝑚

𝑠

−1 𝑠𝑖 𝑧𝑡 < −
𝑚

𝑠

 

𝑚 =
Γ (

𝜈 + 1
2

) √𝜈 − 2

√𝜋Γ (
𝜐
2

)
(𝜉 − 1/𝜉) 

𝑠 = √(𝜉2 +
1

𝜉2 − 1) − 𝑚2 

 

Modelo GJR-GARCH 
El modelo con un modelo ARMA(m,n) para la media condicional sería el siguiente: 

𝐿𝑡 = ∑ 𝜙𝑗𝐿𝑡−𝑗

𝑚

𝑗=1

− ∑ 𝜓𝑗𝜀𝑡−𝑗

𝑛

𝑗=1

+ 𝜀𝑡   𝐴𝑅𝑀𝐴(𝑚, 𝑛) 

𝜎𝑡
2 = 𝜔 + ∑ 𝛼𝑗𝜀𝑡−𝑗

2

𝑞

𝑗=1

+ ∑ 𝛽𝑗𝜎𝑡−𝑗
2

𝑝

𝑗=1

+ ∑ 𝛾𝑗𝐼𝑡−𝑗𝜀𝑡−𝑗
2

𝑞

𝑗=1

      𝐺𝐽𝑅 − 𝐺𝐴𝑅𝐶𝐻(𝑝, 𝑞) 

 donde 𝐼𝑡 = {
1, 𝜀𝑡 < 0
0, 𝜀𝑡 ≥ 0

   

Modelo EGARCH 
El modelo con un modelo ARMA(m,n) para la media condicional sería el siguiente: 

𝐿𝑡 = ∑ 𝜙𝑗𝐿𝑡−𝑗

𝑚

𝑗=1

− ∑ 𝜓𝑗𝜀𝑡−𝑗

𝑛

𝑗=1

+ 𝜀𝑡   𝐴𝑅𝑀𝐴(𝑚, 𝑛) 

ln 𝜎𝑡
2 = 𝜔 + ∑ 𝛼𝑗𝑔(𝜀𝑡−𝑗)

𝑞

𝑗=1

+ ∑ 𝛽𝑗 ln 𝜎𝑡−𝑗
2

𝑝

𝑗=1

      𝐸𝐺𝐴𝑅𝐶𝐻(𝑝, 𝑞) 



54 
  

Donde   𝑔(𝜀𝑡) = 𝜃𝜀𝑡 + 𝜆(|𝜀𝑡| − 𝐸(|𝜀𝑡|)) 

Una de las limitaciones que tienen los modelos GARCH es la persistencia de los shocks de 

volatilidad. Algunos shocks puede que persistan para un periodo finito mientras que otros 

puede que duren para siempre. Y esto puede ser indeseable en algunos casos. El modelo 

EGARCH mejora este aspecto de los modelos GARCH.  
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Apéndice C 
 

Tabla C.1 Análisis descriptivo de los P&L: 

 
 

Media Mediana Desviación estándar Asimetría Kurtosis JB Kolmogorov-Smirnov 
(p-valor) 

 
 

Total 

1 1.169.745,47 1.215.944,20 7.122.208,85 -0,0533 7,69 229,6 1,903e-74 

50 1.110.613,72 1.268.147,05 6.838.413,35 0,2924 6,69 145,51 1,220e-79 

100 398.079,98 256.384,50 5.143.109,15 0,8393 7,36 227,82 7,645e-61 

150 488.416,14 280.475,93 4.374.130,77 0,2592 6,87 159,42 1,668e-66 

200 466.331,54 550.099,11 4.341.810,88 0,9097 12,60 996,02 1,979e-69 

249 620.005,08 552.884,37 5.491.830,48 0,9307 11,92 866,01 2,028e-70 

 
 

Tipo de 
Interés 

1 845.576,17 668.285,52 4.614.417,06 0,3375 4,20 19,93 1,903e-74 

50 431.629,35 346.911,69 3.592.697,06 -0,0317 4,15 13,88 1,220e-79 

100 328.410,76 581.614,45 5.143.109,15 -0,228 4,72 33,09 7,645e-61 

150 201.642,50 47.523,55 3.994.987,72 -0,374 5,91 94,17 1,668e-66 

200 170.533,78 5.250,02 3.674.612,36 1,143 16,56 1.971,57 1,979e-69 

249 130.732,68 -102.579,92 4.730.534,23 1,117 17,06 2.112,71 2,028e-70 

 
 

Equity 

1 349.527,09 322.359,7 2.326.868,51 -0,0694 7,86 247,00 1,903e-74 

50 163.872,65 134.682,81 2.068.032,59 -0,4992 5,77 90,44 1,220e-79 

100 235.948,70 158.584,25 712.060,11 0,7082 4,42 42,12 7,645e-61 

150 176.889,23 122.449,08 837.917,47 0,5996 4,98 55,82 1,668e-66 

200 110.105,14 62.509,36 647.163,85 0,7755 4,79 58,50 1,668e-66 

249 427.404,36 221.434,96 1.087.015,79 2,3634 13,59 1.402,80 2,028e-70 

 
 

Tipo de 
Cambio 

1 -23.832,41 -2.669,35 3.394.154,03 0,8891 7,43 237,76 1,903e-74 

50 611.431,55 357.156,18 2.050.859,08 1,7626 11,10 814,43 1,221e-79 

100 -48.874,87 -20.498,43 2.752.603,86 2,2969 23,62 4652,95 7,645e-61 

150 183.980,07 114.433,13 1.559.856,06 2,3865 19,18 2966,45 1,668e-66 
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200 280.046,28 175.482,22 1.356.012,11 0,1319 2,70 10,64 1,979e-69 

249 215.327,79 338.059,86 2.529.406,89 -0,1498 3,56 15,13 2,0289e-70 

 
 

Commodity 

1 2.482.867,63 20.382,58 32.623,49 -0,2123 8,25 289,74 1,904e-74 

50 767.103,34 17.048,25 64.840,51 -1,2303 8,18 342,68 1,221e-79 

100 -4.934.231,51 -41.153,62 33.490,57 -0,0164 5,91 88,30 7,645e-61 

150 4.412.910,89 58.967,49 34.698,65 -0,8785 5,72 109,44 1,668e-66 

200 -728.304,20 0 16.172,94 0,6182 7,27 206,12 1,979e-69 

249 -375.176,13 -6.916,55 9.427,56 0,0742 3,60 40,07 2,029e-70 

 

 

Tabla C.2: test de raíz unitaria ADF y PP 

 
 

ADF 
(p-valor) 

PP 

 
 

Total 

1 -16,19 (p-valor<0,001) -16,38(p-valor<0,001) 

50 -16,17(p-valor<0,001) -16,21(p-valor<0,001) 

100 -15,90(p-valor<0,001) -15,85(p-valor<0,001) 

150 -15,74(p-valor<0,001) -15,79(p-valor<0,001) 

200 -17,07(p-valor<0,001) -17,19(p-valor<0,001) 

249 -19,78(p-valor<0,001) -20,01(p-valor<0,001) 

 
 

Tipo de Interés 

1 -15,75(p-valor<0,001) -15,75(p-valor<0,001) 

50 -16,20(p-valor<0,001) -16,20(p-valor<0,001) 

100 -16,10(p-valor<0,001) -16,10(p-valor<0,001) 

150 -15,75(p-valor<0,001) -15,75(p-valor<0,001) 

200 -15,75(p-valor<0,001) -15,75(p-valor<0,001) 

249 -12,38(p-valor<0,001) -12,384(p-valor<0,001) 

 
 

1 -15,75(p-valor<0,001) -15,75(p-valor<0,001) 

50 -15,75(p-valor<0,001) -15,75(p-valor<0,001) 
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Equity 100 -15,68(p-valor<0,001) -15,68(p-valor<0,001) 

150 -15,73(p-valor<0,001) -15,73(p-valor<0,001) 

200 -16,74(p-valor<0,001) -16,74(p-valor<0,001) 

249 -15,14(p-valor<0,001) -15,14(p-valor<0,001) 

 
 

Tipo de Cambio 

1 -15,75(p-valor<0,001) -15,75(p-valor<0,001) 

50 -15,75(p-valor<0,001) -15,75(p-valor<0,001) 

100 -15,75(p-valor<0,001) -15,75(p-valor<0,001) 

150 -15,75(p-valor<0,001) -15,75(p-valor<0,001) 

200 -15,66(p-valor<0,001) -15,66(p-valor<0,001) 

249 -15,55(p-valor<0,001) -15,55(p-valor<0,001) 

 
 

Commodity 

1 -14,44(p-valor<0,001) -14,44(p-valor<0,001) 

50 -15,37(p-valor<0,001) -15,37(p-valor<0,001) 

100 -15,54(p-valor<0,001) -15,54(p-valor<0,001) 

150 -15,25(p-valor<0,001) -15,25(p-valor<0,001) 

200 -15,26(p-valor<0,001) -15,26(p-valor<0,001) 

249 -15,19(p-valor<0,001) -15,19(p-valor<0,001) 

 

Tabla C.3 Ljung-Box Test con p-valor de los P&L y de los P&L al cuadrado. 

  Q(1) Q(5) Q(10) Q(15) 

P&L P&L2 P&L P&L2 P&L P&L2 P&L P&L2 

 
 
 

Total 

1 0,4551 0,9395 0,3783 0,9819 0,1331 0,6271 0,0122 0,9048 

50 0,1631 0,4172 0,7405 0,8617 0,0504 0,3493 0,00196 0,4251 

100 0,1032 0,7931 0,2369 0,8932 0,0914 0,0002 0,1640 0,0006 

150 0,1602 0,8711 0,2065 0,4188 0,0289 0,4780 0,0117 0,7436 

200 0,6099 0,7451 0,1656 0,9964 0,4040 0,9994 0,5397 0,9999 

249 0,2264 0,1741 0,0084 0,7664 0,0159 0,9739 0,0338 0,9978 

 
 

1 0,2040 0,1662 0,06809 0,0182 0,1036 0,1409 0,1409 0,0164 

50 0,8742 0,0679 0,99911 0,0912 0,0944 0,0314 0,0314 0,0864 
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IR 100 0,4380 0,1150 0,06404 0,0001 0,1301 0,0006 0,0007 0,0054 

150 0,0868 0,6225 0,05536 0,6122 0,0858 0,9136 0,9136 0,9729 

200 0,2237 0,9213 0,07647 0,9987 0,1340 0,9999 0,9999 0,9999 

249 0,8717 0,2570 0,4091 0,8632 0,3189 0,9916 0,9916 0,9996 

 
 

EQ 

1 0,0184 0,2854 0,0751 0,8255 0,2151 0,9698 0,1950 0,9959 

50 0,0349 0,2458 0,0792 0,2828 0,2983 0,6066 0,4699 0,8645 

100 0,4382 0,4454 0,6441 0,9526 0,7832 0,9504 0,3382 0,5562 

150 0,1090 0,1739 0,1710 0,2398 0,4675 0,5118 0,3030 0,5818 

200 0,6548 0,8556 0,9862 0,5011 0,8176 0,8372 0,5203 0,9332 

249 0,2733 0,3425 0,6314 0,9113 0,6756 0,6188 0,4037 0,8597 

 
 

FX 

1 0,9757 0,6399 0,8854 0,1816 0,9419 0,3458 0,6407 0,6449 

50 0,2145 0,9329 0,7220 0,9913 0,8948 0,9999 0,9147 0,7943 

100 0,4048 0,8103 0,7842 0,9974 0,7077 0,9998 0,4773 0,9999 

150 0,5750 0,8209 0,6702 0,9990 0,0497 0,9909 0,1190 0,9997 

200 0,9950 0,3065 0,9201 0,2631 0,7348 0,4434 0,6043 0,5555 

249 0,8285 0,5804 0,9493 0,2473 0,8035 0,7048 0,6829 0,7866 

 
 

CM 

1 0,164 0,7270 0,2283 0,061 0,0548 0,027 0,235 0,022 

50 0,1310 0,9395 0,3211 0,7891 0,4765 0,4771 0,1173 0,7467 

100 0,3424 0,0191 0,8874 0,2048 0,9474 0,3381 0,9822 0,6268 

150 0,1405 0,7489 0,5454 0,4354 0,6540 0,7633 0,0710 0,5564 

200 0,3813 0,9989 0,6497 0,0699 0,8438 0,3196 0,7747 0,5027 

249 0,4445 0,0370 0,9018 0,4502 0,5212 0,1864 0,2435 0,3334 
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Imagen C.1: Representación de los P&L para t=150. 
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Imagen C.2 QQ-plot para los cinco factores de riesgo para la iteración t=150. 
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Imagen C.3. Autocorrelación de las series y de las series al cuadrado y autocorrelación parcial 

 

  



62 
  

 

  



63 
  

 

  



64 
  

Apéndice D 
 

Tabla D.1 Comparación modelos ARMA(0,0), ARMA(1,0), ARMA(2,0), ARMA(3,0), ARMA(0,1), ARMA(0,2), ARMA(0,3), ARMA(1,1), ARMA(2,1), ARMA(3,1), 

ARMA(3,2), ARMA(1,2), ARMA(1,3), ARMA(2,2) , ARMA(2,3), ARMA(3,3) para Total. Resultados BIC y entre paréntesis resultados AIC. 

 1 25 50 75 100 125 150 200 225 249 

AIC BIC AIC BIC AIC BIC AIC BIC AIC BIC AIC BIC AIC BIC AIC BIC AIC BIC AIC BIC 

ARMA(0,0) -
4299 

-
4303 

-
4323 

-
4327 

-
4290 

-
4293 

-
4229 

-
4232 

-
4219 

-
4223 

-
4249 

-
4253 

-
4178 

-
4181 

-
4177 

-
4181 

-
4241 

-
4245 

-
4236 

-
4240 

ARMA(1,0) -
4301 

-
4308 

-
4325 

-
4332 

-
4291 

-
4298 

-
4231 

-
4238 

-
4220 

-
4227 

-
4250 

-
4257 

-
4179 

-
4186 

-
4179 

-
4186 

-
4243 

-
4250 

-
4238 

-
4245 

ARMA(2,0) -
4303 

-
4313 

-
4327 

-
4337 

-
4293 

-
4303 

-
4233 

-
4243 

-
4222 

-
4233 

-
4251 

-
4261 

-
4179 

-
4190 

-
4181 

-
4192 

-
4244 

-
4255 

-
4237 

-
4248 

ARMA(3,0) -
4305 

-
4319 

-
4329 

-
4343 

-
4294 

-
4308 

-
4234 

-
4249 

-
4224 

-
4238 

-
4253 

-
4267 

-
4180 

-
4195 

-
4181 

-
4196 

-
4246 

-
4260 

-
4237 

-
4251 

ARMA(0,1) -
4301 

-
4308 

-
4325 

-
4332 

-
4291 

-
4298 

-
4231 

-
4238 

-
4220 

-
4227 

-
4250 

-
4257 

-
4179 

-
4186 

-
4179 

-
4186 

-
4243 

-
4250 

-
4237 

-
4244 

ARMA(0,2) -
4303 

-
4313 

-
4327 

-
4337 

-
4293 

-
4303 

-
4233 

-
4243 

-
4222 

-
4233 

-
4251 

-
4261 

-
4180 

-
4190 

-
4181 

-
4192 

-
4244 

-
4255 

-
4238 

-
4249 

ARMA(0,3) -
4305 

-
4319 

-
4329 

-
4343 

-
4294 

-
4309 

-
4235 

-
4249 

-
4224 

-
4238 

-
4253 

-
4267 

-
4181 

-
4195 

-
4181 

-
4195 

-
4246 

-
4260 

-
4236 

-
4250 

ARMA(1,1) -
4301 

-
4312 

-
4327 

-
4337 

-
4291 

-
4301 

-
4229 

-
4240 

-
4222 

-
4233 

-
4251 

-
4262 

-
4180 

-
4191 

-
4180 

-
4191 

-
4245 

-
4255 

-
4239 

-
4250 

ARMA(1,2) -
4302 

-
4316 

-
4329 

-
4343 

-
4295 

-
4309 

-
4234 

-
4248 

-
4222 

-
4236 

-
4253 

-
4267 

-
4181 

-
4195 

-
4182 

-
4196 

-
4246 

-
4260 

-
4238 

-
4253 

ARMA(1,3) -
4304 

-
4321 

-
4330 

-
4347 

-
4296 

-
4313 

-
4236 

-
4254 

-
4225 

-
4243 

-
4255 

-
4272 

-
4183 

-
4200 

-
4183 

-
4201 

-
4248 

-
4265 

-
4238 

-
4256 

ARMA(2,1) -
4303 

-
4317 

-
4328 

-
4342 

-
4294 

-
4309 

-
4231 

-
4245 

-
4223 

-
4237 

-
4253 

-
4267 

-
4180 

-
4195 

-
4183 

-
4197 

-
4246 

-
4260 

-
4238 

-
4252 
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ARMA(2,2) -
4306 

-
4323 

-
4330 

-
4347 

-
4291 

-
4309 

-
4234 

-
4252 

-
4224 

-
4242 

-
4255 

-
4272 

-
4179 

-
4196 

-
4177 

-
4195 

-
4247 

-
4265 

-
4236 

-
4253 

ARMA(2,3) -
4309 

-
4330 

-
4331 

-
4352 

-
4294 

-
4315 

-
4235 

-
4256 

-
4225 

-
4246 

-
4256 

-
4277 

-
4178 

-
4199 

-
4179 

-
4200 

-
4249 

-
4270 

-
4237 

-
4258 

ARMA(3,1) -
4296 

-
4314 

-
4330 

-
4347 

-
4295 

-
4313 

-
4236 

-
4254 

-
4216 

-
4233 

-
4255 

-
4272 

-
4182 

-
4200 

-
4183 

-
4201 

-
4247 

-
4265 

-
4239 

-
4256 

ARMA(3,2) -
4309 

-
4330 

-
4331 

-
4352 

-
4294 

-
4315 

-
4236 

-
4257 

-
4225 

-
4246 

-
4256 

-
4277 

-
4178 

-
4199 

-
4180 

-
4201 

-
4248 

-
4269 

-
4237 

-
4258 

ARMA(3,3) -
4281 

-
4306 

-
4304 

-
4329 

-
4293 

-
4314 

-
4236 

-
4261 

-
4227 

-
4250 

-
4257 

-
4282 

-
4180 

-
 4206

-
4167 

-
4192 

-
4251 

-
4275 

-
4238 

-
4256 

                            

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



66 
  

 

Apéndice E 
 

Tabla E.1. Parámetros de Total del modelo ARMA(3,2)-GARCH(1,1)   

 t-student t-student asimétrica 

𝝓𝟏 0,443121 0,443241 

𝝓𝟐 -0,559398 -0,559461 

𝝓𝟑 0,201772 0,208945 

𝝍𝟏 -0,433307 -0,434125 

𝝍𝟐 0,509098 0,509121 

𝜶𝟏 0,326851 0,327581 

𝜷𝟏 0,152041 0,154984 

𝝂 5,561503 5,396391 

λ  -0,028836 

Máxima verosimilitud 6789,152730 6789,095947 

 

Tabla E.2. Parámetros de IR del modelo ARMA(1,3)-GARCH(1,1)   

 t-student t-student asimétrica 

𝝓𝟏 0,112679 0,214514 

𝝍𝟏 -0,010981 -0,015484 

𝝍𝟐 -0,033573 -0,034598 

𝝍𝟑 0,127056 0,134854 

𝜶𝟏 0,2254179 0,240762 

𝜷𝟏 0,4969139 0,470517 
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𝝂 4,7040838 4,474019 

λ  0,135871 

Máxima Verosimilitud 6774,780085 6773,675419 

 

Tabla E.1. Parámetros de EQ del modelo ARMA(2,3)-GARCH(1,1)   

 t-student t-student asimétrica 

𝝓𝟏 0,171649 0,161552 

𝝓𝟐 0,829605 0,814735 

𝝍𝟏 -0,073122 -0,065172 

𝝍𝟐 -0,822373 -0,814201 

𝝍𝟑 -0,080407 -0,080121 

𝜶𝟏 0,084062 0,061570 

𝜷𝟏 0,880943 0,895311 

𝝂 2,767980 2,665241 

λ  0,366199 

Máxima Verosimilitud 6384,985627 6367,838917 

 

Tabla E.1. Parámetros de FX del modelo ARMA(2,2)-GARCH(1,1)   

 t-student t-student asimétrica 

𝝓𝟏 0,423246 0,432414 

𝝓𝟐 0,298465 0,281247 

𝝍𝟏 -0,296514 -0,283201 

𝝍𝟐 -0,303600 -0,291842 

𝜶𝟏 0,004513 0,001103 

𝜷𝟏 0,822830 0,823688 

𝝂 4,708194 4,323345 

λ  -0,060199 
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Máxima Verosimilitud 6534,548759 6534,303446 

 

 

 

Tabla E.1. Parámetros de CM del modelo ARMA(3,1)-GARCH(1,1)   

 t-student t-student asimétrica 

𝝓𝟏 -0,110444 -0,101542 

𝝓𝟐 0,047023 0,041209 

𝝓𝟑 -0,029945 -0,027820 

𝝍𝟏 0,174761 0,163480 

𝜶𝟏 0,111740 0,129172 

𝜷𝟏 0,735007 0,7117601 

𝝂 5,885142 5,8190286 

λ  0,080824 

Máxima Verosimilitud 5225,686787 5225,021472 
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