L’article analitza I’evolucio del calcul aritmétic i el seu ensenya-
ment en la cultura occidental a través de la historia fins als nostres
dies.

L'evolucio historica del calcul aritmetic

ensenyament

Introduccié

Els origens historics del calcul aritmétic son tan antics com la hu-
manitat ja que ha estat present en totes les cultures per conéixer ’hora,
mesurar la terra, fer comptes, aplicar impostos, determinar distancies
o aixecar edificis.

Els antics grecs van arribar a una concepcié del fenomen numeéric
que els va portar a distingir entre 1’estudi teoric i el calcul practic.
El primer van anomenar-lo aritmética i el segon logistica. Molt més
endavant, a I’edat mitjana, a partir dels segles xi1 i x11 es va comengar
a usar el terme algorisme per referir-se al calcul a la manera indoara-
biga; 1 pels volts de 1’aparicié de la impremta es va imposar com a
denominaci6 general el terme aritmética, el qual anava acompanyat
de P’adjectiu practica o teorica/especulativa per diferenciar-ne les

dues branques.

A I’edat mitjana, pero, els calculs es feien amb 1’ajuda dels abacs, i
aix0 va propiciar que el nom d’aquest instrument es fes servir sovint
per referir-se al que era una espécie d’aritmeética practica mercantil,
fet que explica que alguns autors italians denominessin aquestes arit-
metiques llibres d’abac.

13

i del seu

Bernardo Gomez
Departament de Didactica
de la Matematica.
Universitat de Valéncia



14

Enterrem els algorismes aritmétics!

A partir del segle xix, I’estudi de I’aritmética practica i de
aritmeética tedrica s’unifica i passa a ser considerada la branca de les
matematiques que tracta dels numeros. El terme “teoria” €s reserva
per al plantejament de conceptes i propietats, al costat de la fonamen-
tacid, quan era possible, d’alguns procediments; per la seva part, la
“practica” s’identifica amb I’aplicacid i I’execuci6 dels procediments
de calcul en la resolucié de problemes i exercicis.

La difusié del calcul aritmeétic

L’aritmética hindd i arab va significar el desenvolupament del
calcul aritmétic tal com el coneixem avui. Els seus métodes, lligats
indissolublement al sistema de numeracié decimal i de columnes, es
van difondre a Europa entre la segona meitat del segle xi1 i el co-
mencament del xui, a través del Liber Abaci (1202) de Leonardo de
Pisa i la versi6 llatina dels dos tractats d’al-Khuwrizmi (825): I’un
d’aritmética i I’altre d’algebra.

AIX0 no obstant, els textos que més han incidit en la divulgacié i
difusié d’aquest tipus de calcul, a més dels dos citats, son els denomi-
nats algorismes en I’ambit més culte o universitari! i els llibres d’abac
en ’ambit vulgar o popular,

Un algorisme era un text que compendiava el conjunt d’informacié
que es necessita per operar les xifres indoarabigues en el sistema de
numeracio decimal, a saber: el seu significat, la seva nomenclatura, la
manera de llegir-les, la manera d’usar-les per escriure els nimeros i
per executar els seus calculs. Aquests textos solien explicar les opera-
cions d’addicié, sostraccid, duplicacid, divisi6 per dos, multiplicacid,
divisio, les progressions i el calcul d’arrels quadrades i ctbiques.

Els dos “algorismes” més antics que es coneixen sén del segle xii:
el Carmen de Algorismo d’Alexander de Villa Dei i el Tractatus de
Arte de Numerandi, també denominat Algorismus vulgaris, de Johan-
nes Sacrobosco.

1. A ’edat mitjana 1’ Aritmética s’ensenyava amb la Geometria, Astronomia i Musica,
que formaven el “Cuadrivium”, primer a les escoles monacals i després a les univer-
sitats.
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El Carmen de Algorismo (1202) esta escrit en
vers (imatge 1), i no mostra ni definicions ni con-
sideracions teodriques, caracteristica que mostra
una determinada concepcid de ’ensenyament que
busca afavorir I’aprenentatge de memoria.

L’ Algorismus de Sacrobosco (imatge 2 esquer-
ra) hi afegeix els principis del sistema decimal i
les definicions de les operacions abans de donar
les instruccions per al desenvolupament dels cal-
culs. Aquestes definicions seran recollides en els
llibres posteriors sense a penes cap modificacid
i s’hi han mantingut fins no fa gaire (imatge 2
dreta).

T4 CARMEN DE ALGORISMO.

Se decies: procedas multipli
Post prazdicta scias breviter quod tres numerorum
Distinctz species sunt; nam quidam digiti sunt;
Arliculi quidam; quidam quoque compositi sunt.
Sunt digiti numeri qui semper infra decem sunt;
Axticuli decupli digit 3 positi sunt

lli qui constant ex articulis digitisque.

Ergo, proposito numero tibi scribere, primo
Respicias quis sit numerus; quia si digitus sit,
Una figura satis sibi; sed si compositus sit,
Primo scribe loco digitum post articulum; atque
Si sit articulus, in primo limite cifram,

Articulum vero tu in limite scribe sequenti.
Quolibet in numero, si par sit prima figura,

Par erit et totum, quicquid sibi continuatur;
Impar gi fuerit, totum sibi fiet et impar.

Septem' sunt partes, non plures, istius srtis;
Addere, subtrahere, duplareque dimidiare;
Sextaque dividere est, sed quinta est multiplicare ;
Radicem extrahere pars septima dicitur esse,
Subtrahis sut addis a dextris vel mediabis;

A leva dupls, divide, multiplicague ;

Imatge 1.

Alexander de Villa Dei. 12022 p. 74

111.—Subtractio.

Subtractio est, propositis duobus numeris, ma-
joris ad minorem excessus inventio: vel sic,

VL.—Multiplicatio.

numeri necessarii, scilicet, numerus multiplican-
dus et numerus multiplicans. Numerus multi-

Johannes de Sacrobosco, 1240. p. 12

DE LA SUSTRACCION.

12, El objeto de la sustraccion es hallar el esceso de un numero
sobre otro mas pequedo. Este esceso se Nama reste 6 diferencia.

Johannes de Sacrobosco, 1240. p. 6 Bourdon, 1843, p. 30

'D® LA MULTIPLICACION.

17.  Multiplicar un nimero por oiro es (véase n® 9) Jormar un

Multiplicatio est pamer per’ se vel '?ef n.hurf\, tercer nimero que sea respecto del primero lo que el segundo es res-
propositis duchus numeris, est tertii inventio pecto de la umidad; y cuando los mimeros propucstos son enteros,
qui contineat alterum illorum quot continentur su multiplicacion se reduce & fomar el primero fantas veces como
unitates in reliquo. In multiplicatione duo sunt unidades contiene el segundo. ;

Bourdon, 1843, p. 35

Imatge 2

Esta escrita en prosa i utilitza un llenguatge retoric (sense simbols) 1
reglat (sense raons), sense exemples que il-lustrin la disposici6 practica
de columnes propia dels algorismes elementals (imatge 3).

2. Per als que no coneixen el vocabulari aritmétic utilitzat en aquesta época, cal dir que
especies indica una cosa semblant a ‘tipus’ o ‘temes’, tot i que en certa manera podria
interpretar-se com a ‘operacions’; duplicar i demediar és la multiplicacid i divisi6
per dos; figures o digitus indica xifra o nimero comprés entre 1 1 9; article indica un
multiple de 10 i compositus és un numero més gran que 10 i no multiple de 10.

15



16

Enterrem els algorismes aritmétics!

convertitur multiplicando.. Bunt nutem sex re-
gule multiplicitionis, quarum prims talis est:
quinam digitus multiplicat digitum, subtrahendus
est winor digitus ab articulo susw denominationis
per differentinm  majoriy digiti od denarium,
denario simul computato. Verbi gratia, si vis
scire quot sunt quater in octo, vide quot sunt
unilates intra octo et decem, denario simul com-
putato, et patet quot sunt duo: subtrahatur
€rgo guatervarius a quadraginta bis et remanent

Johannes de Sacrobosco, 1240, p. 12

32, et hwc est summa totius multiplicationis.
Similiter quando  digitus multiplicat seipsum,
Quando autem digitus multiplicat  numerum
compositum, ducendus est digitus in ntramgue
parlem numeri compositi, ita quod digitus in
digitum per primam regulsm, et digitus in articu-
lum per gecundam regulam; postea producta
coujungantur simul, et erit summa totius multi-
plicationis, Quando articuius multiplicat articu-
lom, ducendus est digitus a que denominatur
ille articulus. in digitum & quo denominatur
reliquus. Quando articulus multiplicat numerum
compositum, ducendus est digitus axticuli in
utramque partem numeri compositi ; conjungan-
tur producta, et patebit summa Llotins, Quando
numerus compositus multiplicat numerum com-
positum, ducenda est utrague pars numeri multi-
plicsntis in utramque partem numeri multipli-
candi et sic ducetur digitus bis, quia semel. in
digitum et semel in articulum, Articulus similiter
bis, quia semel in digitum et iterum in articulum ;
hic tamen ubique orticulus non ad principales
extenditur articulos.  Si igitur velis aliqguem
numerum vel per so vel per alium multiplicare,
scribe pumerum multiplicandum in superiori or-
dine per suas differenting, numorum vero multi-
plicantem in inferiori per suas differentias, ita
tamen quod prima fgurs inferioris ordinis sit
sub ultima superloris. Hoe fucto, ducenda est
ultima wmultiplicantis in ultimam multiplicandi.
Ex illo igitur ductu aut excrescit digitus, aut

Johannes de Sacrobosco, 1240, p. 13

Imatge 3

Un llibre d’abac no és un manual per en-
senyar I’us d’aquest instrument, sin6 un text que,
seguint I’empremta del Liber Abaci de Leonardo,
esta organitzat com una série d’exercicis practics,
la major part d’interés mercantil. Aquests textos
van coexistir amb els algorismes i encara que
compartien amb aquests ’tis de les xifres indoara-
bigues i els métodes de calcul de llapis i paper,
solien mantenir 1’us de la numeraci6 romana i pres-
taven una atencié especial a 1’us de les fraccions.
Incloien un apartat dedicat a la regla de tres i les
seves aplicacions en els problemes de companyies,
d’alligacio, canvi, bescanvi, etc.; també dedicaven
un capitol als problemes que es resolen mitjangant
les regles d’una i dues falses posicions i que avui
resolem mitjangant equacions de primer grau. Ja
a la seva epoca tardana, es completaven amb un
apartat dedicat a una algebra sincopada que servia
per resoldre problemes que avui considerariem
d’equacions de primer i fins i tot de segon grau.

Els llibres d’abac s’esfor¢aven a presentar una
gran varietat de métodes de calcul (imatge 4), per-
que en una eépoca en qué no hi havia calculadores,
un bon calculista no solament havia de saber cal-
cular bé i amb seguretat, siné que havia de fer-ho
el més rapidament possible. Aixod podria explicar
I’interés que van tenir els autors de mostrar les for-
mes i els meétodes practics més comodes, senzills,
segurs i breus possibles, ja fos per estalviar temps,

per rebaixar la dificultat, per evitar errors, per comprovar resultats,
per ser rapids, o senzillament perqué en matematiques sempre s’ha
considerat que és més elegant i brillant agafar el cami més curt que
no I’innecessariament més llarg.3

3. En matematiques s’han cercat métodes per abreujar el calcul, no solament per
estalviar temps, siné també per reduir la possibilitat de cometre errors. Hi ha un
altre motiu per reduir la quantitat de treball quan es fa un calcul. Els matematics
s’enorgulleixen d’agafar el cami més curt quan emprenen un “viatge”. Troben elegant
una soluci6 curta d’un problema i matussera una d’innecessariament llarga (Bowers
1 Bowers, 1961).
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Aquests manuals, que pretenien exposar el coneixement de manera
metodica, concisa, clara i precisa per fer-lo ensenyable, van assentar
les bases per a I’establiment d’un curriculum obligatori comu per als
estudiants d’un mateix nivell educatiu, i sén la clau per entendre la
manera com s’ha configurat I’aritmética escolar de 1’actualitat.

Tres aspectes mereixen ser destacats:

1. L’adopci6 del sistema meétric decimal, a partir de la llei de
juliol de 1849 que I’implanta a Espanya i en fa obligatori (art. 11)
I’ensenyament des de I’1 de gener de 1852.

Aquesta llei obliga a reestructurar els llibres de text, els quals van
guanyar en simplificaci6 1 brevetat en virtut de la unificacié de metodes
de calcul que va significar la introducci6 dels nimeros decimals. Aixi,
en perdre importancia els tediosos capitols dedicats als diferents siste-
mes de pesos 1 mesures i al calcul amb complexos, va anar disminuint
el seu temps escolar i augmentant el d’altres continguts.
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2. L’adaptaci6 de I’ensenyament al principi que prescriu que tots
els estudiants han de rebre el mateix ensenyament i han d’aprendre les
mateixes coses en el mateix nivell educatiu, va requerir 1’establiment
d’un programa comi per als estudiants, un programa de minims que
tots havien d’aprendre. Aix0 es va traduir, en el cas dels métodes de
calcul, en I’ensenyament d’un sol métode per a cada una de les ope-
racions, el millor i el més general en cada cas.

En posar I’émfasi en I’aprenentatge d’un unic algorisme per ope-
racio, la resta de métodes alternatius van perdre en valoracié i en la
majoria dels casos es van deixar de banda. D’aquest manera s’imposa
com a percepcid general que el calcul aritmétic es reduia a “quatre

regles”.
Profesores:'§ Por qué introducir én los Evemzxros
sz Al 0ci le. estrafias, -
3. L’assumpci6é d’alguns dels e ,;:Z"b',-:f}‘ft_,,.ﬁ:ﬁ,': S otigerar D:}Qf'fpn-’_
w5 A A . ar, para justificarme, que aquellos autores
mlt_] ans de l,algebra (parenteSI, el ;‘::er h:rgx ;ue_l:'iﬂ: t]!ar 1 conocnrqcic.rlaql propicdfdu
: = = de los niimeros, sin emplear los signos algebriicos,
signe 1gual, els signes de les ope- 10 han podido presentarlos -sino de un modo in-
. . pleto y nada wetddico;- aun habiéndose visto
racions, el llenguatge horitzontal) peniiadie. K ssnc-dlgoes ahseeiadoe 3¢ s Dperas
1- 1 . d, ciones aritmélicas, cuando por el_wntra-rio el mé-
per eXp 1car les OperaCIOHS una 1odo que yo he obunaﬂo,_me ha- permitide esta-
manera “metodica” i en relacié poopeliiarme A ibun
es y sus : R

- - ' gundyo lugar, que l:xlu Propi:;iades, cuyo conoci-
amb les seves propietats (imatge 5), miento es indjspensable & cuantos quieran paseer &
e fondo la- Aritmética, no podrian entra¥ 4 formar
amb els consegiients augment en la parte de los Eleaentos de Algebra, sia destruir Ia
- \ % s relacion ¢ encadenamicnto que hay entre las teorias

bl’evetat 1 perdua de retorlca. que constiluye esta parte de las Ma_temzil_icn.
En Tactualitat, els textos espa- Imatge 5. Bourdon, 1843, p. 14

nyols integren els distints llenguat-

ges que han anat apareixent en el transcurs de la historia (retoric, de co-
lumnes i horitzontal) en un model que es completa amb diagrames i fletxes
que expressen missatges implicits tacitament acordats (imatge 6).

Com multipliquem un mimero de dues xifres portant

Observa ara com es multiplica 65 per 9:

65 —= 60+5
%9 %9 A la practica
T 540 + 45 es fa aixi:
b DA

Imatge 6
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La irrupcié del calcul mental

En els Ilibres de text del final del segle XIX recobra forga la vella
teoria de la psicologia de les facultats.* Aquesta teoria considera que la
ment esta constituida per diverses facultats, com imaginacié, memoria,
percepcié i raonament, i que aquestes facultats son, en certa manera,
analogues als muisculs i d’acord amb aquesta condici6 es formen i
s’enforteixen amb 1’exercitacid, com més dura i fatigosa millor.

En I’ambit de I’ensenyament de les matematiques, aixo va impul-
sar un corrent que insistia en I’ensinistrament en I’aritmética mental,
que consistia en el fet que Pestudiant resolgués llargues llistes de
feines sense permetre-li el recurs al llapis i el paper. Des de llavors,
Paritmética mental sera una preséncia comuna en els llibres de text
escolars, fet que origina un canvi radical respecte a les aritmetiques

precedents, on ni s’esmentava.

A Espanya s’aplicaren els adjectius “oral” i “mental” a una gran
varietat de qiiestions per ser resoltes de cap: exercicis de comptar, de

calcular, problemes d’enunciat, preguntes
en relacid amb les alteracions de les dades
pel resultat, preguntes relacionades amb la
comprensié de artifici de les operacions
(imatge 7).

El declivi de la teoria de “les facultats
mentals” sembla que va comengar quan,
a partir de la década de 1920, es va cons-
tatar el nul efecte de I’ensinistrament en
una disciplina sobre una altra de diferent.’
Més tard, noves investigacions van per-
metre concloure que la memoritzacio de

Problemas de .sumar, cestar y multiplicar

para resolver menfalmente

.l. Antonio ticne 4 peselas en la mano derecha, 5 en
la mano izquierda y 2 en un bolsillo. ;Cuantas pesetas
tiene?

2. Emilio tenla 15 aleluyas, y le han regalado 9,
,iCuantas ticne ahora?

3. Una peseta tiene 100 céntimos; Luis tienc 4 pese-
tas. ;Cuantos céntimos tiene?

. 4. Una casa tiene 9-balcones cn el pis~ 4.0, 8 balco-
ines cn el 2.0 y 6 balcones en ¢l 3.° ;Cuantos balcones tle-
.n€ dicha casa? .

r ,5. Un hombre adulto tiene 32 dicntes, y ¢l nifo sélo
‘tlcnu 20,  ;Cuantos dientes liene mas el adulto que ¢
Jnino?

Imatge 7. Dalmau, 1898, p. 43.

4. Atribuida al fildsof i matematic alemany Christian Wolf (1679-1754) i descrita en
la seva obra Psychologia Rationalis (1734) (NCTM, 1970b).

5. Bl declivi d’aquesta teoria de la “disciplina mental” va comengar quan, a la década
de 1920, Thorndike va presentar els resultats de la seva investigaci6 amb test d’intel -
ligéncia on comparava estudiants que havien estudiat “disciplines” amb estudiants
d’Educaci6 Fisica: les puntuacions obtingudes eren similars (Ausubel, 1969).
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fets d’un tipus determinat (poesia) no millora I’habilitat per memo-
ritzar fets d’un altre tipus.®

Aquest fenomen va anar acompanyat d’un canvi en la concepcid
segons la qual el calcul mental interessa pel seu valor com a disciplina,

pel fet de considerar-1o (imatge 8) com a complement del calcul escrit
per a les aplicacions a la vida real.

ST ——

Deben utilizarse el calculo mental y el escrito; ambos son in-
dispensables en toda actividad matemética y se complementan..
Conviene que el nifio se acostumbre a la indicacién ordenada de |
las operaciones en Ia resolucién de los problemas que, sobre todo
en los primeros afios, tiende a resolver mentalmente.

Imatge 8. Cuestionarios nacionales para la ensefianza
primaria, 1953, p. 64

Més endavant, en les orientacions oficials per al curriculum espa-
nyol de Primaria de la década de 1970, 1a idea que preval és formulada
quan es diu que un dels objectius especifics de 1’ Area de Matematiques
ha de ser el desenvolupament de Iagilitat mental en el calcu] (Folletos
del Magisterio Espafiol, 1970, p. 30), i més tard, en els programes
renovats dels anys vuitanta, s’amplia i concreta aquesta idea en termes
de calcul mental i rapid de sumes, restes, multiplicacions i divisions
(Programas renovados, 1981a, p. 21; 1981b, p. 7), perque el calcul
mental €s un aspecte a tenir en compte per a I’automatitzacié de les
operacions (op. cit. p. 72). Com a activitats per desenvolupar ’agilitat
mental en el calcul de les operacions es proposa que s’apliquin les

propietats conegudes per simplificar i agilitar el calcul mental (op.
cit. 1981b, p. 145).

Tot aixo en un marc d’ensenyament ciclic (tornar al tema augmen-
tant I”ordre de dificultat en cursos segiients), en el qual es distribueixen
les tasques de calcul menta] a] llarg del llibre de text de cada curs

1 es procedeix a donar-los un tractament de perfodes de temps curts
pero intensius.

6. Williams James investiga si aprendre una cosa podria ajudar a aprendre’n una altra
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Actualment, els textos escolars espanyols actuen amb total llibertat
metodologica 1 s’hi troben combinacions de tres tipus principals de
llenguatges: el retoric reglat (imatges 9 i 10), el dels diagrames amb
fletxes, i I’horitzontal d’igualtats. Aquest darrer, que és simbolic i
contret, prové de la sintaxi de I’algebra i permet unificar la descripcid,
’exemple i la fonamentaci6 dels metodes com una realitzacié de les
propietats fonamentals de les operacions.

Multipliquem un niimero per 99
42 x99 =42 x(100-1) =
=-4.200—42=4‘]58 4261400 — 826
Per multiplicar un nimero per 99 826 menys 2 — 824

s’afegeixen dos zeros 1 després es
resta aquest mmero.

426 + 398 = (426 + 400) - 2

Imaige 9 Imatge 10

Epileg: propostes alternatives i de futur

De poc temps enga han sorgit veus a favor d’una aritmética mental
que insisteixi en els fets del sistema de numeraci6 i nocions del valor de
posici6 i en el significat i naturalesa de les quatre operacions (Plunkett,
1979). També s’ha suggerit que s’ha de plantejar I’ensenyament del
calcul mental de manera integrada amb 1’algorisme escrit, fins 1 tot
abans que es domini 1’algorisme per evitar que influeixi negativament
en el calcul mental. Aquesta Gltima idea va especialment dirigida con-
tra la practica escolar d’exercitar el calcul mental després del calcul
escrit, perqué aix0 fa que molts alumnes, en particular aquells que
son destres en calcul escrit, tendeixin a resoldre el problema de calcul
mental utilitzant les técniques del calcul escrit (Hazekamp, 1986). A
més, si es pot operar satisfactoriament amb 1’emulaci6 en el calcul
escrit, els estudiants no s’adonaran de 1’avantatge o la necessitat de
desplegar estratégies del calcul mental, o simplement no faran I’esforg
que comporta tot nou aprenentatge.

Una perspectiva, que sembla ser una tendéncia actual en els curricu-
lums, que ubica el calcul mental en una situaci6é important, per bé que
no com la panacea que resoldra la problematica del desenvolupament
del pensament numéric, en particular allo relacionat amb les relacions
numeriques que descobreixen dreceres convenients per al calcul; 1amb
la motivacid recreativa que enriqueix 1’experiéncia numeérica.
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