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1. INTRODUCCION AL PROBLEMA

Marrades y Gutiérrez (2000) presentan una investigapara analizar formas en las
que el Software de Geometria Dinamica (SGD) puesteusilizado por estudiantes de
Educacion Secundaria para mejorar la comprensiota deaturaleza de la demostracion
matematica y sus destrezas de demostracion. Loseayiresentan también un marco teorico
para describir y analizar las respuestas que daesiudiantes a problemas de demostrar. Una
de las conclusiones del estudio citado es que & $Ede ayudar a los estudiantes de
secundaria a entender la necesidad de las justdives abstractas y las demostraciones
deductivas en matematicas. La transicion desdejuisisficaciones empiricas hasta las
deductivas es un proceso lento y debe estar adi@igyalos métodos empiricos usados por los
estudiantes hasta el momento. En este procesarggdion, el SGD permite a los estudiantes
realizar exploraciones empiricas antes de intgotaducir una justificacion deductiva. Al
final del articulo apuntan que hay muchas invesiigees basadas en estudiantes de

secundaria pero que los estudios basados en egaglimiversitarios son insuficientes.

Es en este punto donde comienza nuestro proyettestédio ha sido realizado con
alumnos de los ultimos cursos de la LicenciaturdMatematicas. Esto implica un cambio en
la esencia del planteamiento respecto de otrastigaeiones: los alumnos supuestamente ya
han finalizado la transicion desde las justificaei® empiricas hacia las deductivas. Por tanto,
en principio, no buscamos maneras de utilizar eD Sgara favorecer o agilizar dicha
transicion, sino que estamos interesados en cosbetisten diferencias entre los procesos
de demostracién utilizados por los alumnos en darea de SGD, concretamente de Cabri

(C), y en un entorno clasico de Lapiz y Papel (LP).

Una vez introducida la situacion didactica estualiadescribimos los objetivos que

marcamos para la investigacion (capitulo 2), raalias una revision bibliogréfica de aquellos

Anélisis de demostraciones en LP y C por estudsasieeMatematicas 3



estudios que consideramos importantes para nupsbgecto (capitulo 3), detallamos las
bases tedricas sobre las que fundamentamos latiga@8n (capitulo 4), explicamos las
condiciones y el contexto en el que llevamos a dabiase experimental (capitulo 5), asi
como algunos aspectos metodolégicos relevantestfap) tales como los tipos de datos
recogidos en la fase experimental, mostramos dteslos obtenidos del analisis de dichos
datos (capitulo 7) y, finalmente, revelamos laschsiones que hemos extraido del analisis
realizado y consideraciones de caracter generat $alinvestigacion (capitulo 8). Al final de
esta memoria de investigacion, como es costumbidec®r puede encontrar la lista de la

bibliografia referenciada a lo largo del texto.

4 Félix Rodriguez Diaz



2. OBJETIVOS

Como ya comentamos en el capitulo 1, realizamasvisstigacion con estudiantes de
Matematicas. Supuestamente estos alumnos se ballan terreno deductivo y, por tanto, no
gueremos utilizar Cabri para agilizar el paso h&asademostraciones deductivas, como suele
realizarse en las investigaciones con alumnos defi@amza secundaria. Cabri, en el contexto
de nuestra investigacion, es una herramienta gsieestudiantes pueden utilizar para la
resolucion de problemas, como lo es el compas eantarno de resolucion de Lapiz y Papel.
El programa Cabri tiene un amplio abanico de heeatas que lo hacen mas potente que los
utensilios convencionales utilizados en un entodeoLapiz y Papel (regla y compas).
Ademas, se trata de software dinamico, lo quednire nuevos aspectos a tener en cuenta en
la resolucion de problemas de demostrar. Por t&etmos considerado pertinente marcar los

siguientes objetivos centrales de nuestra investiga

O1. Identificar los tipos de demostraciones queehados estudiantes de

Matematicas en un entorno de Lapiz y Papel (LR) gntorno Cabiri (C).

02. Analizar si existen diferencias en las resolnes de problemas de demostrar
por estudiantes de Matematicas entre ambos entdemeossolucion y, en caso

de existir, determinar de qué tipo son las difeesc

Creemos conveniente aclarar ciertos términos atibz en la redaccién de los objetivos
principales. Una aclaracion es sobre el significddbtérmino “resolucion”, que aqui esta
utilizado en el sentido del proceso que realiza peessona para llegar al resultado del
problema, donde el término “resultado” significadapuesta final a la pregunta del problema,
producto de la resolucion. Nétese que utilizamostéemino “problema” en lugar de
“ejercicio” ya que en didactica de las matematiaadste se le da la connotacion de pura

manipulacion algoritmica o de cierta mecanica mautmemorizadas. Para mas detalle sobre
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la terminologia propia de resolucion de problemasi aitilizada, puede consultarse Puig
(1996, capitulo 2).

Otra aclaracion es qué entendemos por diferennideseresoluciones o en los procesos
de demostrar. Estas diferencias no radican endéiegssde las producciones ni en el material
utilizado, ya que éstas son obvias. Nos referipposgjemplo, a diferencias en la tipologia de
las demostraciones realizadas, en el mismo semficko en los trabajos de Bell (1976),
Balacheff (1988), Harel y Sowder (1998), Marraddgsufiérrez (2000) e Ibafies (2001); o en
las fases recorridas en los procesos de exploraoidjetura-demostracion, en el sentido de
los trabajos de Gallo (1994), Arzarello y otros 9892002), y Olivero (1999). Para mas

detalle sobre estas investigaciones véase el tafitu

Asi pues, podriamos reformular el objetivo O2 denfoque se ajuste en mayor medida

al punto de vista desde el que nos interesa re&lizaimer analisis:

02. Determinar si la categorizacion propuesta ycguonientos descritos en el
marco tedrico son Utiles para analizar las diféeencsi existen, en las

resoluciones de problemas de demostrar entre omentP y un entorno C.

Esta reformulacion hace énfasis en el hecho desgue hallamos diferencias en las
resoluciones efectuadas en ambos entornos puedificsig dos cosas: que realmente no
existen dichas diferencias o que la categorizad®nhas demostraciones y estudio de fases

empleados no sirven para este fin.

Por otra parte, y en la linea de lo que comentatagrconclusiones de Marrades y

Gutiérrez (2000), hemos planteado otro objetivo:

03. Intentar aportar informacion sobre un temaopexplorado, o inexplorado en
algunos aspectos, como es la posible influenciaistelde SGD en los métodos
de resolucion de problemas de demostrar empleadosalpmnos de la

Licenciatura en Matematicas.
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3. REVISION BIBLIOGRAFICA

En este capitulo realizamos una breve descrip@doglestudios que consideramos mas
importantes por estar relacionados con algun aspesitemplado en nuestro proyecto. En
ninguno de los apartados pretendemos realizar igtea dxhaustiva de las investigaciones
existentes, sino que presentamos las que mas melaviaan tenido en el desarrollo de este
estudio. El apartado 3.1 recorre cronologicamelgignas de las clasificaciones existentes de
la demostracién. El apartado 3.2 muestra variasstiyaciones que analizan los procesos
involucrados en la resolucion de problemas de d#arosomo los de exploracion, conjetura
y demostracion, asi como la relacién existenteeegitos. En el apartado 3.3 realizamos una
revision de investigaciones que relacionan algjpeas de la demostracion con la utilizacion
de Software de Geometria Dindmica. Finaliza eltafpel apartado 3.4, donde enumeramos
las investigaciones halladas sobre la demostrac@m alumnos de la Licenciatura en

Matemaéticas.

Creemos conveniente aclarar que no contemplamos obietivo de nuestro proyecto
realizar un analisis didactico y epistemoldgicofndo de la demostracion matematica. Por
tanto, en este capitulo no mencionaremos publinasieentradas en este aspecto (de autores
como Balacheff, Duval, Hanna, Mariotti, Recio y Raj entre otros). No obstante, como
dicho andlisis didactico y epistemologico es perite en el tema que tratamos, remitimos al
lector, por ejemplo, al primer capitulo de la tefistoral de Ibafies (2001), en el que dedica

unos apartados a desarrollar el correspondientisiana
3.1. Clasificaciones de la demostracion

En las paginas siguientes resumimos las tipolodggademostraciones elaboradas por

varios autores (Bell, Balacheff, Harel y Sowder,riddes y Gutiérrez e Ibafies) que son los
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antecedentes a partir de los cuales hemos defiagloategorias de demostraciones usadas

para analizar las respuestas de los estudiantasesira experimentacion.
3.1.1. Las categorias de respuesta de A. Bell

El propésito del trabajo de Bell (1976) es analizas intentos de construir
demostraciones y explicaciones por parte de alunenosituaciones matematicas sencillas,
observar en qué modos difieren de los usos denwmsteacion que hacen los matematicos
profesionales y, de este modo, encontrar orientasdre como fomentar mejor el desarrollo
de los alumnos en esta area. La fase experimenti@vid a cabo con unos 40 alumnos, con
edades entre 14 y 15 afios, de tres escuelas alistinbs que les puso una serie de problemas

de demostrar. Un ejemplo de dichos problemas sigu@knte:

Escoge un ndmero entre el 1 y el 10. Sumalo a é€cyibe debajo la respuesta. Resta el
primer nimero a 10 y escribe debajo la respuesim&stus dos respuestas.

1. ¢, Qué resultado has obtenido?

2 Prueba empezando con otros numeros. ¢ Has obtehidismo resultado?

3. ¢Elresultado serd el mismo para todos los nimeooslos que empieces?
4

Explica por qué tu respuesta es corre¢fa.40)

Para el andlisis de los resultados, Bell (197@)@la diversazategorias de respuesta
Distingue, en primer lugar, entre la categ@amapiricg caracterizada por el uso de ejemplos
como elemento de conviccidon, y la categadiductiva caracterizada por el uso de la
deduccion para conectar los datos con las condesidentro de la categoria empirica, Bell

define las siguientes subcategorias de respuesta:

- Incapacidad cuando el estudiante es incapaz de generar ejsnoplrectos o que
cumplan las condiciones dadas.

- Extrapolacion cuando la veracidad de un resultado generalfegdra partir de un
subconjunto de casos relevantes.

- No sistematicacuando el estudiante encuentra algunos de las cagueridos, que
no son subconjuntos completos, e ignora el requikgtencontrarlos todos.

- Parcialmente sisteméticacuando el estudiante encuentra algun subconjunto
parcialmente completo de casos y tiene cierta eooc@ del requisito de
encontrarlos todos.

- Sistematicacuando el estudiante encuentra al menos alglosjumto completo de
casos y esta claramente intentando encontrarlos tod
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- Completa cuando se comprueba el conjunto finito completcakos.
La categoria deductiva la subdivide en:

- No dependencjacuando uno o mas ejemplos son trabajados comeaota, pero no
usados para probar el resultado general, ademds ebeistencia de una falta de
conciencia de la conexion de los datos con la caianh.

- Dependenciasi se intenta unir deductivamente los datos aarohclusidon pero no se
consigue alcanzar una categoria superior.

- Relevante - reenunciado generauando el estudiante no hace un analisis de la
situacion, menciona aspectos no relevantes maslallés datos pero representa la
situacion como un todo, en términos generales csirge diera cuenta de que existe
una conexién deductiva pero incapaz de exponerla.

- Relevante - detalles colateraJesuando el estudiante hace algun analisis de la
situacion y menciona aspectos relevantes que podidamar parte de una
demostracion pero es fragmentaria y falla al cardes diferentes subclases en un
argumento.

- Conexa incompletasi se realiza un argumento conexo con calidaticaxpria, pero
es incompleto.

- Conexa Ssi el argumento falla s6lo porque apela a hechmsncipios que no estan
mas aceptados o acordados que la propia proposicion

- Explicacion completacuando el estudiante obtiene la conclusion mésliam
argumento conexo a partir de los datos y de heoch@sincipios generalmente

aceptados.

A modo de sintesis, incluimos en el siguiente diagr las categorias de respuesta

propuestas en Bell (1976).
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Categorias de

Respuesta
(Bell)
/\
[ Empirica | l Deductiva I

Incapacidad J+— No dependencia
Extrapolacion

Mo sisternatica =
Relevante
Parcialmente
sistematica Conexa

Sistematica A
xplicacian
completa

Completa

3.1.2. Los niveles y tipos de demostracion de N. [Baheff

Reenunciado
general
Detalles
Colaterales
Incompleta

0

La tesis doctoral de Balacheff, sintetizado en &ad# (1988), versa sobre la nocion de
demostracion desde el punto de vista de las pa&ctimtematicas de alumnos y no desde la
I6gica matematica. Trata de examinar como los atsntlegan a la conviccion de la validez
de la solucion propuesta. En primer lugar realiza revision de los autores que han trabajado
sobre el tema, como Semadeni, Bell, Piaget, Fischbkakatos entre otros, para realizar una
clasificacion tedrica que luego aplica en un est@diperimental con 28 alumnos de 13 afios
gue trabajan en parejas. Liigos y niveles de demostraciongsie Balacheff (1988) incluye

en su clasificacion son los siguientes:

La primera distincibn que realiza es ent@emostraciones pragmaticas
demostraciones conceptualéss demostraciones pragmaticas son aquéllasegueren a la
accion real o a la ostension. Las demostracionesepbuales son las que estan basadas en un
razonamiento deductivo mediante la formulacion definttiones, propiedades, etc.

pertinentes y de relaciones entre ellas.
Dentro de las demostraciones pragmaticas distitrgaeasos:

- Empirismo naifque consiste en afirmar la veracidad de un @doltras verificarla en
unos cuantos casos elegidos sin ningun criteriecéEo.
- Experimento crucialque consiste en verificar la proposiciéon en wemgjlo elegido

cuidadosamente de forma que “si funciona aqui,fumaca siempre”.
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- Ejemplo genéricoque involucra hacer explicitas las razones deetacidad de una
conjetura mediante operaciones o transformacioeesndobjeto que se considera

representante de su clase.
Las demostraciones conceptuales las divide en:

- Experimento mentalen las que las acciones son interiorizadas yci@idas de una
representacion particular.

- Calculo sobre enunciadpgue son construcciones intelectuales basadaodad mas
o menos formalizadas y explicitas de las ideas wstdn en la solucion del

problema, y aparecen como resultado de un céalotéoeincial sobre enunciados.

A modo de sintesis, incluimos en el siguiente diagr los niveles y tipos de

demostracion propuestos en Balacheff (1988).

Niveles y Tipos
de Demostracion
{Balacheff)
[ Fragmatica ] ( Zonceptual ]

Experimento
Mental

Calculo sobre
Enunciados

(Empirismu Na]’f)(ExperimentD Crucial)(EjempID Genéricu)

3.1.3. Los esquemas de demostracion de G. Harel ySowder

Estos autores, basandose en estudios anterioresrade investigadores, definen los
esquemas de demostraciproof scheme) y realizan una clasificacion déholicesquemas
(Harel y Sowder, 1998). Para entender la definiciéresquema de demostracion es necesario
recoger las definiciones de otros dos conceptogsgaeindagar (ascertaining) ypersuadir

(persuading).

Indagar es el proceso que un individuo emplea pEmainar sus propias dudas sobre la
veracidad de una observacion.
Persuadir es el proceso que un individuo emplea diminar las dudas de otros sobre la

veracidad de una observaciqip. 241)
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El esquema de demostracién de una persona es |laanstituye indagar y persuadir para

esa persongp. 244)
Los esquemas de demostracion quedan divididogsemtandes categorias:

- De conviccion externajue son aquéllos en los que se apela a ageatessaj
- Empiricos que son aquéllos en los que se apela a ejempéxos fisicos o
experiencias sensitivas.

- Analiticos que son aquéllos en los que se realizan dedweiogicas abstractas.

Dentro de los esquemas de demostracion de conmiesiterna, los autores distinguen

tres grupos:

- Autoritarios, si la persona sitda su conviccion en lo que éiggofesor, un libro, etc.

- Rituales,si la persona fundamenta su conviccién en fundélnaspecto o apariencia
del argumento.

- Simbdlicos,si la persona basa su conviccion en la manipulacinbdlica de

expresiones.
Los esquemas de demostracién empiricos los suledivd dos grupos:

- Inductivos en los que la conviccion consiste en la compridbade uno o varios casos
concretos.
- Perceptivos en los que la conviccion estd fundamentada err@xeias fisicas o

sensitivas.
En los esquemas de demostracion analiticos difiaredos clases:

- Transformativos que involucran operaciones sobre objetos y ga@iidn del
resultado.

- Axiomaticosen los que las deducciones se basan en térnmafiogdds y axiomas.
Los esquemas axioméaticos los dividen a su vezesrghupos:

- Intuitivo-axiomaticos en los que la persona sélo es capaz de mang@amax que
corresponden a su intuicion.
- Estructurales en los que los teoremas se deducen a partir @estnuctura formada

por un conjunto fijo de axiomas.
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- Axiomatizantesen los que la persona es capaz de investigamlpicaciones de

variar un conjunto de axiomas o axiomatizar ciegmpo.
Del mismo modo, los esquemas transformativosubdisiden en tres grupos:

- Restrictivos en los que la persona se limita y restringe iesaga e
inconscientemente.

- Internos en los que la coleccion de transformaciones puagdeuparse para formar
una heuristica.

- Interiorizados en los que un esquema de demostracion interraordgerte en un

objeto de reflexion permitiendo la comparacion gtcaste con otras heuristicas.

A modo de sintesis, incluimos en el siguiente diagr los esquemas de demostracion

propuestos en Harel y Sowder (1998).

Esquemas de Demostracion
{Harel y Sowder)

il M=

[ Conviccion Externa [ Empiricos | [ Analiticos l

= A

[ Autoritarios ) ( Inductivos )( FPerceptivos )(Transfurmau:iunales) (Axinmétiu:us)
Restrictivas

axiomaticog
Interiorizados 4

)

!
e

3.1.4. Las categorias de demostracion de R. Marraslg A. Gutiérrez

Basandose en trabajos anteriores de Bell (19768acBeff (1988) y Harel y Sowder
(1998), Marrades y Gutiérrez (2000) proponen un cmatedrico que categoriza las
demostraciones. Los propios autores utilizan segoaizacion en una investigacion llevada a

cabo con estudiantes de ESO.

Estos autores distinguen entre las demostraciemgsricas en las que el elemento de

conviccion es la verificacion de la propiedad esnglos, y las demostraciongsductivasen
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las que los elementos de conviccion son argumealbssractos basados en propiedades

generales, operaciones abstractas y deducciorieaddg

Las demostraciones empiricas las dividen a sudegzendiendo de cémo se eligen los

ejemplos, en:

- Empirismo naifen las que los ejemplos son escogidos sin ningterio especifico.

- Experimento crucialen las que se escoge cuidadosamente un ejempleeagulo
menos particular posible.

- Ejemplo genéricpen las que se escoge un ejemplo genérico alegigeda caracter de

representante de su clase.

A su vez, las demostraciones de empirismo nadiladen eninductivasy perceptivas
siendo su definicion analoga a los esquemas desteanin empiricos con el mismo nombre

en la clasificacion de Harel y Sowder (1998).

Las demostraciones de experimento crucial o denmfe genérico, ambas, las

subdividen en los siguientes tipos, dependiendmd® se utilizan los ejemplos:

- De ejemplificacién en las que Unicamente se muestra la existenaia égemplo o la
ausencia de contraejemplos.

- Constructivasen las que la justificacion se basa en la forenalitener el ejemplo.

- Analiticas en las que se utilizan propiedades observadagieamente en el ejemplo.

- Intelectuales en las que a pesar de estar basadas en la abéenempirica del
ejemplo, principalmente se utilizan propiedadeseladgiones aceptadas sobre los

elementos del ejemplo.
Las demostraciones deductivas las dividen en doesl

- Experimento mentalcuando, aun siendo deductivas y abstractas, estgmizadas
con la ayuda de un ejemplo.

- Formales que son cadenas de deducciones logicas y simtea@mejemplos.
Ambas clases las subdividen en:

- Transformativas que estan basadas en operaciones mentales gdecgmouna

transformacion del problema inicial en otro equewvik.
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- Axiomaticas que son secuencias de deducciones logicas dasidabsde los datos del

problema y axiomas, definiciones o teoremas aceptad

A modo de sintesis, incluimos en el siguiente diagr las categorias de demostracion

propuestas en Marrades y Gutiérrez (2000).

Categorias de Demostracion
{(Marrades y Gutiérrez)

[ Empirica J [ Deductiva J
Experimento

Wental

. ransformativa .

(Empirismu Nal’f)(ExperimentD Crucial)(Ejemplu Genéricu)

jemplificacion

Axiomatica

il

3.1.5. Los esquemas de demostracion de M.J. Ibafies

En la tesis doctoral de Ibafies (2001), el autandestel proceso de aprendizaje de la
demostracion en Matematicas de Bachillerato. Eapartado “Investigaciones que definen
niveles de demostracion” (1.3) se halla un brevsmmeen de estudios referentes al tema
realizados por autores como Bell, van Dormolen, &kmi, Blum y Kirsch, Balacheff,
Movshovitz-Hadar, y Miyazaki. Apartado propio (1.d4¢ne la investigacion de Harel y
Sowder (1998) ya que es el trabajo que, segun agigrautor, mas ha influido en la
investigacion llevada a cabo.

No obstante, le surgié la necesidad de modificagldaificacion de los esquemas de
demostracion de Harel y Sowder (1998) para que jg&taga en mayor medida a las
circunstancias de la investigacion y a las respged¢ los alumnos. Ibafies (2001) mantiene
las tres grandes categorias de esquem@syiccion externaempiricosy analiticos e
introduce nuevas subclases. Dentro de los esquedegasdemostracion empiricos
experimentalegdenominados perceptivos por Harel y Sowder)pdhice: losestaticos en

los que se utilizan procedimientos experimentalesdd los elementos son fijos; y los
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dindmicos en los que se utilizan procedimientos experiniestadonde se realizan

movimientos o se varian elementos.

En los esquemas inductivos también crea una swialyi atendiendo a distintos

criterios:

- Segun su interpretacion por parte de los alumnesjeser:
* Auténticq en el que el alumno comprueba la proposiciénigimacaso particular
siendo consciente de que no es suficiente.
* Falso, en el que la persona entiende la justificaciomada comprobacion en
algun caso.
- Segun el niumero de casos considerado, puede ser:
* De un casgen el que se comprueba en un Unico caso concreto.
* De varios casosen el que se comprueba en varios casos concretos.
- Segun la forma de seleccionar los casos, puede ser:
* Sistematicg en el que la elecciéon de los ejemplos sigue iericr definido.
* No sistematicpen el que se seleccionan los ejemplos sin @itifinido.

En los esquemasansformacionaleslbaries (2001) no considera las subclases de Harel

y Sowder (1998) y define las siguientes, atendiendarios criterios:

- Segun el procedimiento, pueden ser:

* Estaticos en los que los elementos son fijos.

* Dindmicos en los que se realizan movimientos o se variameahtos.
- Segun su extension, pueden ser:

* Particulares en los que se razona sobre un objeto particular.

* Generalesen los que se razona sobre elementos genéricos.
- Segun su grado de correccion, pueden ser:

* Completosen los que el razonamiento es completo y correcto

* Incompletosen los que el razonamiento es incompleto o iector

Creemos importante destacar que, a diferenciasdeldsificaciones de Harel y Sowder
(1998) y Marrades y Gutiérrez (2000), las nuevéglsses afiadidas en esta investigacion no
son mutuamente excluyentes. Es decir, siguiendcldsificacion de Ibafies (2001), un
esquema de demostracion puede ser catalogado qumoponer un ejemplo, empirico

inductivo auténtico de varios casos y sistematidn.esquema de demostracion analitico
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transformacional también podemos catalogarlo, pemglo, como estatico general e

incompleto.

A modo de sintesis, incluimos en el siguiente diagr los esquemas de demostracion

propuestos en Ibafies (2001):

Esquemas de Demostracion
{Ibafies)

[Conviccién Externa ] [ Empiricos ] [ Analiticos ]

Intuitivo- (Transfurmaciunales)
Axiomaticas

Inductivos

Experimentales

Incompletos Completos

Una aportacion importante de Ibafies (2000) esda i que los alumnos no poseen un
determinado esquema de demostracién, sino queaainfiuenciados por varios de ellos y
utilizan uno u otro en funcién de la proposicionde si se les pide que hagan una
demostracion o entender una que se les proponecllBodefine diferentes modalidades de

esquema de demostracion:

- Esquema Utilizadoel esquema utilizado por el estudiante para vesaln problema
determinado.

- Esquema Aceptadsi un razonamiento presentado es aceptado comosti&acion.

- Esquema Adheridesi el estudiante, ademas de aceptar la demastracesentada,
rechaza explicitamente las anteriores.

- Esquema Declarada@uando el estudiante expone su interpretacido deae significa

demostrar.
3.2. Los procesos de exploracion-conjetura-demostri@én

Las investigaciones de Gallo (1994), Mariotti yost(1997), Arzarello y otros (1998,

2002), y Olivero (1999) exploran, cada una en sutecdo, la manera en que se elaboran
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conjeturas, cOmo se produce la transicion destiédgueda de conjeturas hasta la validacion
o refutacion de las mismas y cdmo se relacionaasestapas de la resolucién de los

problemas.

Por ejemplo, Arzarello y otros (1998) elaboran uodslo tedrico para interpretar los
procesos de exploracion de situaciones geométribagnulacion de conjeturas y
demostracion de las mismas. Este modelo, queartilmra investigar la transicién hacia las
demostraciones deductivas, surge de los experimertalizados en diferentes entornos
durante dos afios con estudiantes de secundari@ersitarios, asi como con sus profesores,
en el area de la geometria elemental. Toman copu€sis inicial de trabajo el estudio de
Mariotti y otros (1997), que concluye que estudiante nivel medio y alto muestran
sucesivamente dos modalidades de actuacién queéstesngnexplorar/seleccionar una

conjeturay concatenar sentencias l6gicamemelemas afirman que:

Cualquier proceso de exploracidn-conjetura-demasitna esta caracterizado por complejos

cambios desde una modalidad a la otra y vicevépa£28)

El objetivo de Arzarello y otros (1998) es analizaidadosamente de qué manera tiene
lugar la transicion desde una modalidad a la dima. puntos principales del marco tedrico,

sintetizado en Olivero (1999), son los siguientes:

- Control ascendentese “observa” la figura con el objetivo de elalbaranjeturas. Se
corresponde con exploraciones de la situacion dada.

- Abduccion se escoge “de que regla esto es un caso”, es, decirecorre el
conocimiento tedrico con el objetivo de encontiatgde una teoria que encaje con la
situacion particular. Las exploraciones son tramsémlas en conjeturas.

- Control descendentese ha elaborado una conjetura y se busca unasti@eion. Se
hacen referencias a la teoria para justificar v ppeviamente se ha “observado” en la

figura y validar la conjetura.

Finalmente en Arzarello y otros (2002), donde datudbs relaciones existentes entre

las modalidades y los tipos de arrastre en Cadmagen las siguientes definiciones (p. 67):

- Procesos ascendentedesde las figuras a la teoria, con el objetivoedplorar
libremente una situacién, buscando regularidadésmentos invariantes, etc. y

enunciar una conjetura.

18 Félix Rodriguez Diaz



- Procesos descendentadesde la teoria a las figuras, con el objetivovdidar o
refutar la conjetura, asi como comprobar propieslads#c. necesarias para la

validacion.
3.3. Demostracion y software de geometria dinamica.

Es este apartado mostramos algunos estudios mdagse con la demostracion y el uso

de software de geometria dinamica.

Si realizamos una revision de las investigacionestrptan este tema, merecen especial
mencion los articulos incluidos en “Proof in Dynan@eometry Environments”, nimero
especial (44) de Educational Studies in Mathema#akemas del estudio de Marrades y
Gutiérrez (2000) explicado en anteriores apartasisncluyen otros articulos cuya tematica
comentamos a continuacién muy brevemente, ya qes objetivo de nuestro trabajo realizar

una descripcion pormenorizada de los mismos.

El articulo de Hanna (2000) explora el papel dedéanostracion en la educacion
matematica y justifica su importancia en el cultiou También discute tres aplicaciones del
software de geometria dinamica como herramientd®saa en la ensefianza de la
demostracion y como retos potenciales para la itapoia de la demostracion. Destacamos
especialmente el apartado en el que trata el temmka dvisualizacion y las denominadas

demostraciones visuales.

Mariotti (2000) estudia el papel de Cabri-géométrelos procesos de ensefianza y
aprendizaje. Asumiendo una perspectiva Vigotskiaeatra la atencion en la construccion
social de conocimiento y en la mediacion semidGticanzada a través de objetos culturales.
En un articulo posterior, Mariotti (2001), sugiel® posibilidad de utilizar tareas de
construccion en Cabri como una llave para accetenumdo tedrico de la geometria.
Ademas, concluye que la evolucién de las justifmaes del lenguaje natural hacia las

demostraciones no es algo simple ni espontanemgsi® se revela como algo complejo.

Jones (2000) analiza los datos obtenidos en undiestlongitudinal de las
interpretaciones de objetos geométricos, y susioglas, por parte de estudiantes de 12 afios
cuando utilizan software de geometria dinamica.fdelo del articulo es la progresiva
matematizacion del software por parte del estueiahf investigacion sugiere que las

explicaciones del estudiante evolucionan desdepadcision de las expresiones del lenguaje
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comun hacia las explicaciones matematicas de &ihex geométricas, gracias al

razonamiento propiciado por el uso del software.

Hadas, Hershkowitz y Schwarz (2000) afirman quenanhos problemas geométricos,
los estudiantes pueden sentir que la universaligagha propiedad conjeturada de una figura
es validada por sus acciones en un entorno de g@éandinamica. Por el contrario,
generalmente no sienten que una explicacion dedufctitalezca su conviccion acerca de que
una figura geométrica cumpla cierta propiedad. €labjetivo de crear en los estudiantes una
necesidad de argumentar de forma deductiva, losremutdesarrollaron una coleccion de
actividades innovadoras con la intencion de cassgpresa e incertidumbre. En el articulo
describen dos actividades y analizan las conjeturegodos de trabajo y explicaciones
utilizadas por los estudiantes.

Finalmente, Laborde (2000), partiendo de los ddf@nteriores, intenta desarrollar
una discusion sobre el papel del SGD en cuatradesntla variedad de posibles contextos
para la demostracion en SGD, la naturaleza dukd demostracion (cognitiva y social) como
reflejo en el entorno construido sobre el uso deDS@esde la observacion hasta la

demostracion, y la oposicion entre hacer y demiostra

Al margen de las publicaciones mencionadas, podemoantrar numerosas referencias
bibliograficas en torno a la demostracion y elwafe de geometria dinamica. Unos pocos

ejemplos son los siguientes:

Healy y Hoyles (2001) exploran el papel de las drarentas informaticas en la
resolucion de problemas de geometria y como estaarhientas median en los procesos de
resolucién de problemas. A través del andlisisaderéspuestas con éxito de los estudiantes,
las autoras muestran la manera en que las herramieriorméticas dindmicas pueden no
s6lo fundamentar el proceso de resolucion sino i&mayudar a los estudiantes a moverse
desde la argumentacion en lenguaje comun haciedacdion l6gica. Sin embargo, haciendo
referencia al trabajo de estudiantes que no tuvidemto éxito en las respuestas, las
investigadoras ilustran como las herramientas iinébicas que no pueden ser programadas
para ajustarse a los objetivos de los estudianiedgm impedirles expresar sus (correctas)

ideas matematicas y de esta forma imposibilitarliggeen a su solucion del problema.

Segun Mogetta (2001), un analisis de los procesosedolucion necesita tener en
cuenta tres componentes principales: el problethagente y el contexto de resolucion.
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Cuando el contexto incorpora un software de gedenatmnamica, aspectos adicionales
relacionados con la disponibilidad de las herrataginamicas necesitan ser considerados.
El articulo ilustra y analiza el papel de las hmiemtas heterogéneas, tales como
herramientas concretas y herramientas conceptuadgsicas, en los procesos de elaboracién
de conjeturas y demostrarlas. La autora realizadis@usion sobre los posibles conflictos
debidos a la naturaleza estéatica de la teorianafaraleza dindmica de las herramientas de

exploracion.

Leung y Lépez-Real (2002) describen y estudiandemaostracion por contradiccion en
Cabri de un teorema de cuadrilateros ciclicoszad# por estudiantes de 16 afios de edad en
un instituto de Hong Kong. Realizan una discusiéria$ datos obtenidos desde la Optica de
la unidad cognitiva de teoremas. Los autores prepama posible perspectiva para superar el
salto experimental-tedrico en SGD introduciendadiza de “plantilla dindmica” (dynamic

template) como un visualizador de la justificacydadquisicion de teoremas geomeétricos.
3.4. Demostracion y alumnos de los estudios univéesios de Mateméticas.

Ya comentamos anteriormente que, hasta el momeatbemos encontrado ninguna
investigacion que estudie los procesos de demastrgcla influencia del uso de Cabri con
alumnos de la Licenciatura en Matematicas. Destiepesito de vista, nuestra investigacion
se convierte en un estudio exploratorio ya queajoaldisponer de experiencias previas, ni
personales ni procedentes de las publicacionesitadas, una finalidad de nuestro estudio

es obtener datos que nos permitan empezar a congalegs la situacion.

No obstante, hallamos una investigacion que t@baesla demostracion en este tipo de
alumnos. En dos articulos, Almeida (1998, 2000aubr relata una experiencia con alumnos
de los primeros cursos de los estudios universgate Matematicas en el Reino Unido. El
investigador realiza un analisis cuantitativo yootualitativo acerca de las concepciones
sobre la demostracion y las practicas relacionadasla demostracion que poseen estos
alumnos. Finalmente, también realiza una companaeidtre las concepciones sobre la

demostracion declaradas publicamente y sus prdaliéis cuando demuestran en la practica.
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4. MARCO TEORICO

En este capitulo describimos el marco teorico sabrque fundamentamos nuestra
investigacién en los diversos aspectos que tratamosel apartado 4.1 describimos una
clasificacion propia en categorias de demostragargida de los estudios revisados en el
apartado 3.1, con alguna aportacion nuestra. Rail#tdr una vision global, el apartado 4.2
incluye una tabla con las relaciones entre catagayile pueden considerarse analogas de las
diferentes clasificaciones de los autores aqui gidos. Finalmente, tras la revision
bibliografica realizada sobre el tema en el aparta@, definimos en el apartado 4.3 las fases
de los procesos de exploracidon-conjetura-demoétracjue utilizamos en nuestra

investigacion para analizar los datos obtenidds égse experimental.
4.1. Determinacion de una clasificacion de las dermtoaciones

Para el andlisis de los datos de nuestra invegligaen lo referente a categorias de
demostracion, hemos intentado reunir aquellos éspele las clasificaciones de los autores
comentados anteriormente (apartado 3.1) que coasids mas adecuados para alcanzar los

objetivos marcados en nuestro estudio.

Antes de describir la clasificacion definitiva ascesario realizar una aclaracion
terminoldgica. Utilizaremos el términdemostracionen un sentido amplio, de modo que
incluya cualquier tipo de argumento o justificac&laborado para convencer de la veracidad
de una afirmaciéon matematica. lbafies (2001) coectjue no podemos hablar del esquema
de demostracién de una persona ya que en disfiitteiones puede utilizar distintos tipos
de demostracion, y por eso afiade lo que denomimdaalidades de los esquemdor
tanto hablaremos depos o categoriasde demostracion en lugar de utilizar el término

esquema de demostracion.
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Asi pues, la clasificacion de las categorias de odénacion sobre la que hemos

trabajado queda de la siguiente forma:

Distinguimos entre demostraciones amviccion externaque son aquellas en las que
la fuente principal o decisoria de conviccion esagente ajeno a la propia persona, y
demostracionede conviccion propiaen las que el origen de conviccion radica ernrdgip
persona. Es importante destacar que, en el casoddemostracion de conviccion externa, no
se trata exclusivamente de aceptar o rechazar dexwwioses de otros, sino que la clave esta
en donde reside el origen de conviccion sobre tacidad o falsedad de una demostracion,

que puede ser realizada por uno mismo.

Dependiendo de cual sea el agente ajeno de cobwjctas demostraciones de

conviccion externa las clasificamos en:

- Rituales si la fuente de conviccion es una cierta apaidetie los argumentos.

- Simbdlicas si la fuente de conviccion radica en la manipdlacsimbdlica de
expresiones.

- Autoritarias, si la fuente de conviccion es otra persona, brolide texto u otro

elemento que constituya una autoridad o referesuparior de conocimiento.

Una vez determinado que la demostracion es de @oawi propia, diferenciamos dos

tipos:

- Empiricas aquéllas en las que la conviccién proviene, a angdneral, de la
comprobacion en ejemplos, experiencias fisicas msitbeas y de argumentos
inductivos.

- Deductivas en las que la conviccion proviene, principalmedguna argumentacion

|6gico-deductiva.

Para clasificar las demostraciones empiricas ambs 3 aspectos distintos: la
naturaleza de las comprobaciones realizadas, Haafole escoger los ejemplos y, por ultimo,

la presencia 0 ausencia de razonamientos masealés domprobaciones empiricas.
l. Una demostracion empirica puede ser:

- Inductiva si la conviccion de que la propiedad se cumplapoproviene de uno o

varios ejemplos en los que se realizan comprobasiempiricas como, por ejemplo,
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recuentos, mediciones de los elementos de los &eroddentificacion de relaciones
y propiedades matematicas observadas en los mismos.

- Perceptiva si la conviccién proviene solo de una experieffisiga o sensitiva como,
por ejemplo, el reconocimiento visual de que erjemplo la propiedad se satisface,

o explicitar la sensacidon de que asi es sin llagaimprobarlo por otros métodos.

Il. Si centramos la atencion en la forma de escoger €@snplos, una

demostracioén empirica la clasificamos en:

- Empirismo naifsi se verifica en uno o varios ejemplos escogal@zar o sin ningun
criterio especifico.

- Experimento crucialsi se verifica en un ejemplo escogido de formaspa “lo menos
particular posible”.

- Ejemplo genéricpsi se verifica en un ejemplo al que se le dactar@le representante
de su clase.

- Exhaustivasi se verifica en todos los casos posibles.

La categoria exhaustiva sélo es aplicable en ctogufinitos y, a pesar de que no
aparece en los trabajos de la mayoria de los autdeslos anteriormente, si que aparece en el
texto original de Bell (1976). La hemos recuperadancluido en esta clasificacion por

considerar que contempla una situacién no abamadks otras clasificaciones.
[l Por ultimo, clasificamos una demostracién empicmao:

- Pura si la justificacion consiste en realizar comprobaes empiricas de que la
propiedad se cumple.

- Con inferenciasi, a pesar de seguir basandose en ejemplosalsmnerazonamientos

mas all4d de las comprobaciones empiricas como, egmplo, la utilizacion de

propiedades aceptadas o relaciones entre elemaatesaticos del ejemplo.

Hay que destacar como hecho diferenciador de lamsteaciones deductivas, que los
razonamientos que existen en una demostracion iemgion inferencia no se desligan del
ejemplo sobre el que se trabaja. Este ultimo aspieias demostraciones no aparece en las
investigaciones de los autores comentados antegidenTan solo en Marrades y Gutiérrez
(2000) hallamos un planteamiento similar, aunquetea direccion, cuando subdividen las
categorias empirica de experimento crucial y ecwide ejemplo genérico en los tipos
analitica e intelectual. La inclusion de este agpen la clasificacion de las demostraciones
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empiricas es, a nuestro juicio, positiva puesto&ueaso contrario quedan catalogadas bajo

un mismo nombre demostraciones con un nivel deneam@ento distinto.

Del mismo modo, para clasificar las demostraciodesluctivas analizamos dos

aspectos: la utilizacion o no de ejemplos y lanmsdéza del razonamiento realizado.

l. En primer lugar, centrandonos en la utilizaciomoode ejemplos, clasificamos

una demostracion deductiva como:

- Experimento mentali, aun siendo deductiva y abstracta, esta orgdaizon la ayuda
de ejemplos.

- Formal, si la demostracion esta elaborada sin la ayudgeteplos.

Para diferenciar la categoria de experimento metdgdha demostracion empirica con
inferencia, podemos observar que los razonamienilczados en una demostracion deductiva
de experimento mental se desligan totalmente deejlEr®plos concretos sobre los que se
trabaja. Es importante destacar que en una deroigstrdeductiva formal también puede
haber presencia de ejemplos, pero éstos nuncacepamecondicionando o encauzando el

razonamiento.

Il. En segundo lugar, atendiendo al tipo de razonansar@lizados, clasificamos

una demostracion deductiva en dos tipos:

- Transformativa si esta basada en operaciones mentales que produca
transformacion del problema inicial en otro equevi.
- Axiomatica,si, para demostrar la tesis, se parte de los dkioproblema, términos

definidos y axiomas que se organizan en una catkshzctiva.

Obsérvese que en esta clasificacion tenemos tygsctas en las demostraciones
empiricas. Por tanto, una demostracién empiricalgser catalogada como, por ejemplo,
inductiva de experimento crucial con inferencial Bdé&mo modo, tenemos dos aspectos en
las demostraciones deductivas. Asi pues, una deanmst deductiva puede ser catalogada
como, por ejemplo, de experimento mental transfouaalUna cuestion que, de momento, no
entraremos a analizar es si todas las combinacjpogbles entre los elementos de los tres
aspectos de las demostraciones de conviccion prempigirica son tedrica o realmente
posibles, aportan incongruencias o simplementesgoaciones demasiado artificiales que en

la practica dificilmente pueden aparecer.
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A modo de sintesis, incluimos en el siguiente @iagr las categorias de demostraciones
gue proponemos y que hemos utilizado en nuestudiest

Categorias
de Demostracion

™

D commiccion
propia

De comnviccion
externa

(Ritual )

(5imboiica)

(Autaritaria )

Empirica

Deductiva

Perceptiva Inductiva
de Experimento
Farmal
mental
de Empirismio de Experimento de Ejemplao :
Maif crucial genarico Exhapstisa

Transformativa

Axiomatica

Pura con Inferencia

4.2. Relaciones entre las diversas clasificaciones

Para facilitar la discriminacién de categorias agas$ en las diversas clasificaciones,
adjuntamos la siguiente tabla. Las columnas cooretgn a las clasificaciones de los
diferentes autores. En una misma fila se hallaegeatas analogas. El guion, —, denota que en
la clasificacion de esa columna no existe analoo Gategoria contenida en esa fila. En la

tabla s6lo aparecen las categorias de las clagdives que tienen andlogo en alguna otra
clasificacion.

Harel y Marrades y . Clasificacion
Bell Balacheff y Ibafies _
Sowder Gutiérrez Propia
] ] Conviccién ] Conviccién Conviccion
externa extema externa
- - Ritual - - Ritual
- - Simbdlica - - Simbolica
- - Autoritaria - - Autoritaria
Empirica | Pragmatica Empirico Empirica Empirico Empirica
Empirismo Empirismo _ . Empirismo
- " - ) No sistematico )
nalif naif naif
i Experlment i Experlr_nento Sistematico Experlr_nento
crucial crucial crucial
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Harel y Marrades y . Clasificacion
Bell Balacheff y Ibafies )
Sowder Gutiérrez Propia
- EJG”,‘P'O - Eje”,]plo Ejemplo genéricp
geneérico genérico
) Inductiva, ) )
- - Inductivo . Inductivo Inductiva
subtipo de na
_ Perceptiva, _ _
- - Perceptivo . Experimental Perceptiva
subtipo de na
Deductiva | Conceptual Analitico Deductiva Analitico Deductiva
i Experiment i Experimento i Experimento
mental mental mental
Célculo
- sobre - Formal - Formal
enunciados
- - Transformacion{TransformativiTransformacion; Transformativa
- - Axiomatico Axiomatica - Axiomatica
i i Intuitivo- i Intuitivo- i
Axiomatico Axiomatico
No sistematiq - - - Falso -
Parcialmente i i ) )
sistematica Auténtico
Sistematica - - - -
Completa - - - - Exhaustiva
Explicacion i i i Completo i
completa
Resto de
subcategorig - - - Incompleto -
deductivas

4.3. Estudio de los procesos de exploracion-conjetddemostracion

Comenzamos este apartado haciendo eco de un péoafenido en el articulo de
Marrades y Gutiérrez (2000):

Las diferentes clasificaciones de demostracionexcritas en esta seccion, incluida la
nuestra, implicitamente asumen que los estudidrabajan de una forma lineal y coherente
desde el principio hasta el final de la soluciénufeproblema. Sin embargo, la realidad es,

en muchos casos, diferente. Normalmente, muchagliastes comienzan realizando
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comprobaciones empiricas y, cuando han entendigwafllema y la manera de demostrar
la conjetura, contindan escribiendo una justifigati deductiva. También es habitual
realizar varios saltos entre métodos empiricos gudévos durante la resolucion de un
problema.(p. 94-95)

Asi pues, es necesario ampliar el marco tedridagielasificaciones de la demostracion
y el analisis de las resoluciones de manera qudequeecogidos de alguna forma el tipo de
trabajo realizado en cada momento de la resoludgnn problema y los diferentes saltos
entre unas modalidades y otras. Para ello, basasden las investigaciones sobre los
procesos de exploracién-conjetura-demostracionritiesen el apartado 3.2 y en la linea de
Arzarello y otros (1998) y Marrades y Gutiérrez(Q)) definimos:

- Fase ascendentd@oda actividad empirica que ayuda a entenderaidlgma, generar
conjeturas o verificarlas.
- Fase descendent®da actividad encaminada a construir una demcstn deductiva

de una conjetura realizada.
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5. CONTEXTO DE LA INVESTIGACION

Una vez introducida la situacién didactica que goers estudiar, descritos los objetivos
de nuestra investigacion, revisada la bibliograéiferente al tema y fundamentada la base
tedrica, en este capitulo relatamos los aspect®sgusideramos mas importantes de la parte

experimental llevada a cabo con los estudiantes.

La fase experimental de la investigacion fue redzdurante el curso 2004-2005 con
los 8 alumnos matriculados en la asignatura “Mé&o@eométricos”, optativa cuatrimestral
del segundo ciclo de la Licenciatura en Matematiamda Universitat de les llles Balears.
Dicha asignatura constaba de clases de aproximadarh@0 minutos, dos dias a la semana

durante el primer cuatrimestre.

En afios anteriores, la primera parte del cursostie asignatura estaba dedicada a que
los alumnos, trabajando en pequefios grupos entamerde lapiz y papel (LP), resolvieran
en clase una bateria de problemas de geometria plariidea propuestos por la docente.
Ademas, la ultima parte del curso, impartida poo dbcente, estaba dedicaba a la didactica
de la geometria. La docente, cuando estimaba gueemesario, realizaba las indicaciones
oportunas con el fin de ayudar a los alumnos. Ademsidpara la resolucién del problema
propuesto era necesario refrescar algin concepitttr@aducir algun otro, la docente lo
realizaba antes de enunciar el problema o cuandeecip la necesidad de utilizarlo. Si no
daba tiempo a acabar la resolucion de un problemal @imero de clases que la docente
habia establecido, éste quedaba como tarea paadmsendo los alumnos entregar a la
docente la resolucion final pasada a limpio.

Teniendo en cuenta que la docente titular de Ignasira seguia siendo la misma que

en cursos anteriores y que, previsiblemente, la@stra de la asignatura seria similar, si no
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idéntica, tuvimos que consensuar con ella una skerieambios para que las condiciones en
las que realizdramos la fase experimental de lastigacion fueran éptimas, dentro de lo
posible, y tener controladas algunas variables.

Una de las novedades fue la introduccion del eat@abri (C). Esto suponia que
debiamos dedicar algunas sesiones de clase aldg@endel software por parte de los
alumnos. Otra de las cuestiones que hubo que ezsefa la disponibilidad de una sala de
ordenadores con el software Cabri Il Plus instalado

Otra novedad que decidimos antes de empezar laiggpeacion fue cambiar la forma
de introducir o refrescar los conceptos geométraquas los alumnos necesitarian durante el
curso. Creimos conveniente introducir los concepgesmétricos necesarios a principio del
curso ya que si continuabamos introduciéndolos lemanento en qué los necesitaban,
entonces esto podia dar una idea a los alumnassdmhceptos y propiedades involucradas
en la resolucion del problema vy, en cierto modearésmos influyendo en sus procesos de
resolucién al indicarles el camino a seguir. Al eoar el curso fue asignado un tema a cada
pareja de alumnos y fueron ellos los que introduier refrescaron los conceptos al resto de

Sus companeros.

Para formar las cuatro parejas dimos libertad allmsinos para que las formaran, con
la Unica consigna de que al menos un miembro da parckja hubiera cursado la asignatura
de geometria de primer curso del plan nuevo. Debidoe coexistian dos planes de estudios
y en el antiguo no existia ninguna asignatura dengéria euclidea, la directriz dada impedia

gue formaran una pareja sin una base establecidandeimientos en este tipo de geometria.

Una vez introducidos los conceptos basicos neassaromenzamos con las clases de
resolucién de problemas. La estructura generahdeclase fue la siguiente:

i) se enuncia el problema,

il) cada pareja intenta resolverlo por separado,

iii) la docente supervisa las resoluciones de ¢mtaja, evaluando si es necesario dar
alguna ayuda o resolver alguna duda que surja,

iv) si dentro del tiempo de la clase se resuelvpreblema, entonces alguna de las
parejas que lo han resuelto expone su resolucida pizarra y se discute entre toda la clase

bajo la moderacion de la docente.
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Si no da tiempo a terminar el problema dentro deldae, éste queda pendiente como
tarea para casa que las parejas deben entregdoeadate en las préximas clases. Tanto si el
problema queda resuelto como si no, al terminacldae, los alumnos deben entregar al
investigador las resoluciones que han realizadanderla clase. El papel que jugo el
investigador durante las clases fue el de obseryaatticipativo, tomando notas de campo, y
colaborando con la docente en la tarea de sup@nviie las resoluciones y evaluacion de la
necesidad de dar ayudas o resolver dudas.

La bateria de problemas fue dividida en dos blogiégprimero corresponde a los
problemas que debian resolverse en el entorno &P sggundo corresponde a aquellos que
debian resolverse en el entorno C. Cada uno ds kelstgues comienza con varios problemas
de construir (problemas dénde el objetivo es cairstierta figura geométrica vy justificar la
correccién de los pasos dados para realiZagl&) sirvieron de recordatorio para la resolucién
de problemas de geometria euclidea, de entrenam@mnta nueva forma de escribir las
resoluciones de los problemas y para familiarizaseel compafiero de pareja, la dinAmica
de las clases y con el entorno (especialmente @soalie Cabri). Ademas, una vez finalizados
los problemas de LP y antes de comenzar los dedicainos dos clases completas a explicar
a los alumnos el funcionamiento del programa C@éemetre (version Il plus para
Windows) y sus comandos Yy funciones con ejercipiasticos para que fueran adquiriendo
cierta destreza en su manejo, que acabarian deeolsien los problemas de construir.

En cada bloque, una vez finalizados los probledesonstruir, fueron resueltos los
problemas de demostfagque han sido objeto de estudio en este trabajs.ptoblemas de
cada tipo (construir y demostrar) de la lista gabiamos elaborado para el curso fueron
repartidos en los dos bloques sin seguir un avitespecifico. Dicho de otro modo, los
problemas del bloque de C no son problemas que lannggertas condiciones ni que hayan

sido elegidos porque sea mas facil o dificil solteson con dicho software.

La siguiente tabla resume la temporalizacién des@experimental, con la cantidad de
clases dedicadas a cada tipo de actividad.

! En la clasificacién de Polya (1981) son probledmsonstruir y demostrar.
2 En problemas de demostrar englobamos, segun dificdaion de Polya (1981), problemas de demostrar

problemas de encontrar y demostrar.
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Tipo de actividad

NOmero de clase

\*2)

aprendizaje del auto-protocolo

Presentacion, recordatorio de contenidos matensat|co

Problemas de construir en LP

Problemas de demostrar en LP

Aprendizaje de Cabri

Problemas de construir en C

Problemas de demostrar en C

La siguiente tabla muestra la cantidad de probleteasonstruir (c) y de demostrar (d)

planteados a los estudiantes a lo largo del culsodystribucion de los problemas entre los

dos entornos (LP y C). Las celdas de la tabla andgi cada pareja de estudiantes trabajé (S)

0 no (N) en los problemas.

Parejas de estudiantesg

N° de problema

GO01

G02

GO03

G04

LPO1 (c)

LPO2 (c)

LPO3 (c)

LP04 (c)

LPO5 (d)

LPO6 (d)

LPO7 (d)

LPO8 (d)

LP09 (d)

CO01 (c)

C02 (c)

C03 (d)

C04 (d)

CO5 (d)

C06 (d)

CO7 (d)

nuwnnounmomononinnin nvnininin v

nwnnnmomononinuninnvnininin v

nnmninonnninininin|Z2 0 0n|n

mwinnnnninininjn|n|n|®iZ2inin
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6. METODOLOGIA

En el capitulo anterior mostramos los aspectos relé@santes de la fase experimental
de la investigacion. En este capitulo centramagdacion en la metodologia empleada tanto
para la recogida de datos como para el analisiesdmismos con el objetivo de extraer los
resultados del estudio. También discutimos aspetgosigunas herramientas metodoldgicas
existentes para la recogida de datos en este éipovestigaciones y proponemaos una nueva,

el auto-protocolo, que utilizamos de forma expentaken nuestra investigacion.

Uno de los dilemas que surgieron a la hora de figdanila investigacion fue hallar una
herramienta metodoldgica que nos permitiera obteEnenaxima informacion posible sobre
los procesos cognitivos realizados por los alunthwante la resolucion de los problemas, es
decir en sus intentos de llegar a escribir demasinas que sean las soluciones de los
problemas.

La informacion aportada por pruebas de tipo testipiser Util si lo que nos interesa es
la solucidon del problema, pero es insuficiente pegtudiar los procesos realizados en la

resoluciéon del mismo.

Por otra parte, la informacién que aporta una déacién formal “pasada a limpio” y
saneada de conjeturas refutadas y comprobaciongisieas es escasa. La valoraciéon de las
demostraciones finales producidas por los estugBam@omparadas con las resoluciones de

“experto”, no es lo que mas interesa en esta ilgason.

Si son recogidas las producciones “en sucio” delesinos, esto es, las hojas de papel
gue contienen sus conjeturas, comprobaciones @apirfragmentos de demostraciones

informales y formales, sin mas orden que el espdeidugar en que han sido escritas por los
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alumnos, obtenemos una informacion mucho masaigague, al mismo tiempo, mucho mas

compleja y dificil de analizar.

Realizar entrevistas clinicas seria util y produgtipero entrevistar a todas las parejas
de alumnos después de cada problema era, en lac@ramposible dado el numero de
problemas y el tiempo disponible para ello, y enstar sélo a parte de los estudiantes o solo

después de unos pocos problemas podria dar irsntédnformacion.

Para solventar esta serie de inconvenientes dadtsdos tradicionales de recogida de
datos pensamos que, como novedad de la investiggcagd modo experimental, podriamos
hacer que fueran los propios alumnos quienes, raemésolvian los problemas, escribieran
un “guién” de lo que hacian y pensaban, qué dewsidomaban y por qué las tomaban, y
cualquier otro aspecto que ellos consideraranastste o que habia influido en su trabajo.
Hemos denominadaauto-protocolo a estos textos escritos por los estudiantes, que,
generalmente, incluyen, entremezclados pero oredsnenporalmente, sus progresos en la

resolucion de los problemas y sus comentariosptedscriptivo o metacognitivo.

Como esta forma de escribir las resoluciones d@entente nueva para los alumnos,
dedicamos una sesion de clase a explicar como rdedsieribir un auto-protocolo y qué
esperabamos que escribieran. Para ello resolvimgeablema de forma conjunta entre los
alumnos, la docente y el investigador. Al final esa clase entregamos a cada alumno un
auto-protocolo del problema resuelto escrito poineéstigador, para que éstos tuvieran un
ejemplo en el que fijarse (ver anexo 4.1). Ademésaltamos, entre otras cosas, que es muy
importante que la escritura del auto-protocolo aoréalizaran tras haber finalizado la
resolucién del problema, sino que debian hacer@glamente a ésta, a la vez. Si escriben el
auto-protocolo después de haber terminado de exsotvproblema, lo mas probable es que
los estudiantes olviden algunos de los pasos segjugspecialmente aquéllos que no le
condujeron a ninguna conclusién Gtil para su resotudel problema. Ademas, los problemas
de construir resueltos al principio del curso, sarde los primeros problemas de demostrar,
sirvieron a los estudiantes de entrenamiento erelddoraciéon de auto-protocolos; el
investigador los supervisé diariamente y comentdsaalumnos lo que consideraba que era

necesario cambiar o corregir en los mismos.

Otra de las instrucciones dadas a los estudiantes s6mo debian organizar los auto-
protocolos es que no incluyeran en las mismas hagsfiguras de las construcciones

geométricas que realizaran durante sus resolucam&ss problemas, sino que las hicieran en
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hojas aparte (numeradas para su identificaciéapyehtregaran al final de la clase junto con
el texto del auto-protocolo. El motivo de esta dgiéti es que en los problemas resueltos con
Cabri, previsiblemente, la mayor parte de las figutas realizarian en la pantalla del

ordenador y no en papel, por lo que no seria posdnler un auto-protocolo que incluyera el

guion y las figuras. Por eso decidimos que en &rea LP lo hicieran de la misma manera

(guion y figuras en hojas separadas), para quikegdrl a los problemas del entorno C los

alumnos siguieran empleando el mismo formato de-prdtocolo y no tuvieran que

modificar una costumbre ya adquirida.

Los auto-protocolos pueden ser considerados unantarde lo que es conocido como
“pensar en voz alta”. Este método consiste en padalumno que mientras resuelve el
problema vaya comentando oralmente al investigiml@ue hace. En el caso de los auto-
protocolos, el alumno en vez de comentar los pakisestigador de forma oral, lo hace de
forma escrita (y no necesariamente en presenastd®. Los investigadores mas criticos con
el método de “pensar en voz alta” alegan que didnde que el alumno tenga que explicar lo
gue hace, obliga a este a realizar meta-cognigiéerrumpe su flujo de ideas, influye en sus
razonamientos y, por tanto, distorsiona la resoluague hubiera realizado sin tener que
explicar lo que hace. En las condiciones bajo lae §emos llevado a cabo nuestra
investigacioén, y después de ver como fue el ddtamde las clases experimentales, creemos
gue la metodologia del auto-protocolo produce uistordion minima en la actividad de
resolucion, ya que de todos modos el flujo de pare#os es interrumpido por el hecho de

que los alumnos trabajan en parejas y deben poderaeuerdo en lo que hacen.

El lector puede encontrar en el anexo 4.2, a mag@jdmplo, los auto-protocolos
realizados por una pareja de estudiantes al resdbgeproblemas, uno en entorno LP y otro

en entorno C.

Ademas de los auto-protocolos, recogimos notas atepoc del investigador, los

archivos de las figuras de Cabri guardadas erdehador y los registros de sesion de Cabri.

Para integrar la informacion procedente de logéifies tipos de datos obtenidos sobre
la resolucion de un problema por una pareja dedisties, y para facilitar su posterior
analisis, especialmente en los problemas resuettosCabri, hemos elaborado unas tablas

(ver anexo 3) que incluyen
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- un resumen detallado del auto-protocolo corredigoite, con transcripciones de los
fragmentos significativos,

- comentarios del investigador y

- los dibujos en papel o figuras de Cabri corredparies al trabajo realizado en esos

parrafo.
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7. ANALISIS DE LOS RESULTADOS

En este capitulo presentamos el andlisis de laslusésnes de los problemas de
demostracion hechas por los estudiantes. Dichoisaéale basa en las dos variables
consideradas en el marco tedrico (capitulo 4)céasgorias de demostracion mostradas y las
fases ascendentes y descendentes que marcan lbsosahe objetivo (busqueda de una
conjetura o propiedad y demostracion de su verdpidke los estudiantes durante la

resolucién de un problema.

Iniciamos este capitulo con el apartado 7.1, qudiemme ejemplos de las diferentes
categorias de demostracion aparecidas en las stapuie los estudiantes, asi como de sus
correspondientes sucesiones de fases ascendedtssgndentes. El apartado 7.2 muestra,
utilizando los ejemplos incluidos en el apartadd, 7diferentes secuencias de fases
ascendentes y descendentes encontradas en lagi@se$ de los estudiantes. En el apartado
7.3 hacemos un resumen de los resultados obtepaidas cuatro parejas de estudiantes en
los problemas resueltos. Finalmente, el apartadgi@ésenta un analisis de la informacion
aportada por los diferentes tipos de datos obtenydia manera en que esta informacion se

complementa.

En el anexo 1 el lector puede encontrar los endosiae todos los problemas y en el
anexo 2 las soluciones formales matematicamenteatas, resoluciones de “experto”, de
aquéllos cuyas resoluciones por los estudiantesasalizadas en este capitulo. Para algunos
problemas hay otras formas diferentes de resolueibestos casos hemos elegido la que mas

se aproxima a las resoluciones de los estudiantes.

Los estudiantes disponian para resolver cada pnablée una sesion de clase. En

bastantes casos los estudiantes no llegaron a etamjd solucion, unas veces por falta de
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tiempo y otras porque no lograron encontrar unalgiaesolucion correcta. En este contexto,
el principal objetivo de las resoluciones de expex es evaluar o calificar académicamente
las respuestas de los estudiantes, sino ayudanvektigador y al lector a valorar las
resoluciones inacabadas y tener una idea mas dearasi los estudiantes iban bien

encaminados o no y de como de cerca se quedamngsdetar la solucion.
7.1. Categorias de demostracion en las respuestaslds estudiantes

En este apartado mostraremos el analisis de cueswuciones de problemas de
demostrar: resolucién del problema LP 05 por laejpad3, del problema C 03 por la pareja
02, del problema LP 07 por la pareja 02 y del potal C 05 por la pareja 01. Las hemos
seleccionado porque corresponden a categorias dmstlacion diferentes, de ambos
entornos y pueden considerarse como representavks otras resoluciones de las mismas
categorias. Las Unicas tres categorias de demiostrabtenidas al analizar las resoluciones
de los estudiantes son: de conviccion propia dedude experimento mental transformativa,
de conviccidén propia empirica inductiva de ejemggmérico con inferencia y de conviccion
propia empirica perceptiva de empirismo naif cdarencia. La siguiente tabla organiza en

categorias los diferentes problemas resueltosagqrdrejas:

_ Problema
Categoria Pareja
LPO5 | LPO6 | LPO7 | LPO9 | CO3 | C04 | CO5 | CO6 | CO7
ST e 01 X X X X X X X X X
b 02 X X X X X X X
mental 03
transformativ X X X X X X X X
04 X X X X X X X X
Inductiva de 01
ejemplo 02 X X

genérico con| 03
inferencia 04

Perceptivade 01
empirismo 02
naif con 03 X
inferencia 04 X

X (mayuscula y negrita) indican los problemas sé@aclos para describir en este apartado.

A pesar de que en este apartado soélo incluimosn&ises realizado a los cuatro
problemas escogidos para ser presentados, el [aotde encontrar en el anexo 3 los analisis
y clasificaciones de todas las resoluciones destdo® problemas de demostrar hechas por

cada una de las parejas.
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Para facilitar la comprension por parte del leatler las transcripciones-resumen

creemos necesario realizar las siguientes exptinasi

A peticidbn del investigador, los estudiantes nummgralos sucesivos parrafos o
fragmentos cortos del auto-protocolo. La columnarf&fos” contiene los numeros de los

parrafos del auto-protocolo descritos en la filaespondiente.

La columna “Descripcién” contiene el resumen detogrotocolo, dividido en
conjuntos de pérrafos consecutivos relacionaddsc@®mo transcripciones de fragmentos

significativos de estos parrafos.

La columna “Comentarios del investigador” contiem@alisis, comentarios o
aclaraciones referentes a los parrafos correspatiedie Unas anotaciones, como
“comprobacion perceptiva”, “razonamiento deductjvetc., indican que en el fragmento de
auto-protocolo en el que se encuentra la anotdwgnevidencias de que han realizado una
comprobacion del tipo especificado, independientdenele que la demostracién global sea
del mismo tipo o de otro. Otras anotaciones, coauuacion externa con funcién de guia”,
etc., se refieren a sucesos relevantes por haHardi en la actuacion posterior de los

estudiantes.

La columna “Figuras” contiene dibujos en papel gufas de Cabri hechos por los
estudiantes correspondientes al fragmento de aotogmlo resumido (s6lo hemos incluido
los dibujos o figuras necesarios para entendestigidad de los estudiantes).

Al final de cada tabla se halla una secuencia si¢éalses recorridas en la resolucion del
problema correspondiente. Es preciso aclarar ldicacion empleada. Utilizamos el simbolo

1 para indicar una fase ascendente y el simbglara una fase descendente.
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7.1.1. Ejemplo de demostracion de conviccién propempirica perceptiva de empirismo naif con infereria en LP.

Problema LP 05Searr yr’' dos rectas perpendiculare©ysu punto de interseccion. S&ain punto (fijo) de y seanM y N dos puntos (variables) de

r' tales queOM-ON=k2 Si consideramos las perpendiculares a las redthy AN por los puntodM y N respectivamente, determinar el lugar

geométrico del puntB de interseccion de dichas perpendiculares.

Resolucién de la pareja 03.

Péarrafos Descripcién Comentarios del Investigador Figuras
1-6 Construccion (fig. 1): La eleccibn de una constante -
Rectas perpendiculares r, r'e interseccion Qnumeérica implica la utilizacion de W
medidas numéricas concretgs. 1
Punto A sobre . _
Puede comprobarse en las figuras
k=1 que el alumno ha optado por M
puntos M, N, M’ y M” t.q. OM-ON=1 V| realizar las construcciones can
MM
OM’-ON’=1 (al mismo lado de r) regla numerada. L
JEmm
e ~
Fig. 1. 8
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Péarrafos Descripcién Comentarios del Investigador Figuras

7 Reconstruccién de la figura (fig. 2). Esta yez
los pares (M, N) y (M’, N’) a lados distintos
der.

Perpendiculares a AM, AN por M y N
respectivamente. X punto de interseccion.
Perpendiculares a AM’, AN’ por M y N
respectivamente. Y punto de interseccion.

8 “Veo que el lugar geométrico de los puntos Gemprobacion empiricar
interseccion de dichas perpendiculares| R§ceptiva ya que no  hay
SIMEtrico respecto ar.” constancia cfe que lo cor,nprueae

por otros métodos (ademas de |(la

Por tanto, se centrara so6lo en uno de los I

der.

a‘qfﬂﬁacién de la palabra “veo”).
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Parrafos

Descripcién

Comentarios del Investigador

Figuras

9

Reconstruccioén de la figura (fig. 3).
(M, N), (M’, N), (M”, N”), (M, N"”)
perpendiculares y puntos de interseccion

Y, Z, T respectivamente.

X,

10

“No veo ningun lugar geométrico conocido

M=N = la interseccién es toda una recta

M>N = si disminuye M entonces N crecera . C .
razonamiento dinamico (segun [a

(hasta que M=N)
M<N = My N se intercambian los papeles
se vuelven a construir los mismos puntos

interseccion que en M>N.

comprobacion perceptivo.

Podemos

;grado de empirismo-perceptivo.

una subdivisibn exhaustiva d

"Observacién que indica un nivel de

observar un

clasificacién de Ibafies) con alto

P

ﬁfé%mo tiempo se esta realizando

casos posibles (respecto a M y N).

e
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Parrafos

Descripcién

Comentarios del Investigador

Figuras

11

La constante elegida no es muy coémod3

gue toma otra y redibuja la figura (fig. 4).

Awique no lo especifica en el auto-
protocolo, la constante elegida es

k=40 (extraida del dibujo).

12

“He hecho un dibujo mas significativo

parece que forman una recta que pa

paralelaar.

FIN

yfirmacion con base empirica

.é)@éceptiva.

Observaciones:
Los ejemplos son tomados mediante medidas numé&acasetas sin criterio especifico.

El desarrollo de la demostracion esta claramenteada por observaciones perceptivas sobre los éerepcogidos.
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* El Unico razonamiento mas alla de la pura compiohaempirica es el del parrafo 10 cuando estudiallterentes casos de la relacion
entre M y N. En principio, la existencia de esteoreamiento ya es suficiente para catalogarlo compireca con inferencia en lugar de

empirica pura.
Categoria: Demostracion de conviccion propia emmgiperceptiva de empirismo naif con inferencia.
Demostracion terminada.

Fases ascendentes y descendentes:

Parrafon°| 1-8 9-10| 11-12

Asc / Desc| 1 1 1
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7.1.2. Ejemplo de demostracion de conviccién propempirica inductiva de ejemplo genérico con inferesia en C.

Problema C 03Demostrar que una recta que divide un trianguldquieraABC en dos poligonos de igual perimetro y area paselpentro de la

circunferencia inscrita al triangufBC.

Resolucién de la pareja 02.

Parrafo Descripcién Comentarios del Investigador gufas

1-6 Construccion: B
Triangulo cualquiera ABC.

Bisectrices del triangulo.

Punto de interseccion de las bisectrices.
Circunferencia inscrita.

Puntos de tangencia de la circunferencia con

el triangulo ABC. “No sabemos por qué,

pero las dibujamos.”
(se01 n° 39)

7 Revisiéon de las herramientas disponibles en
Cabiri.
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Parrafo Descripcién Comentarios del Investigador gufas
8 Construccion: Por lo que viene después se sabe gu B
H HH s
Rectad que pasa por un punto del lado ABRA™ construir la recta han utilizad 413 cm™2
dos puntos construidos con Ja
por un punto del lado BC. _ _
herramienta “Punto sobre objeto!
(sobre el triangulo ABC)
“Marcamos los poligonos y ponemos |lén principio no se entiende esto He
opcion Area.” gue “se mueven los poligonos.
Revisando el registro de sesién se“ﬂ" C
" ) puede observar que se refieren a que 5,12 cm”2
Al mover la rectad va cambiando |a ) _
los poligonos dejan de estar sobre| el
cantidad de éarea, pero también se NA%nhgulo ABC cuando mueven |a (se01 0 81)
mueven los poligonos. No vamos bien.” | recta de forma que corte al triangulo
en los lados AB y AC (en lugar de
BC)
9 Construccion: B
“Ahora hacemos lo mismo que antes, perp$4ando dicen “no se mueven los
r00I|’gonos” se refieren a que estan
recta d ahora pasa por el centro de|la B
siempre sobre el triAngulo ABC.
circunferencia y por un punto exterior. En el registto de sesi6n puedle ]
“Marcamos los dos poligonos y movemos bbservarse que desaparecen |os
recta. Ahora no se mueven los poligonesligonos cuando el punto de A
. y \ C
pero en un momento dado, al mover la recfjerseccion entre la recta y ¢l
. ., triangulo cambia de lado del (se01 n° 123)
desaparecen los poligonos. -
triangulo.
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Parrafo Descripcién Comentarios del Investigador gufas
10-11 | “Nos damos cuenta de que no esta la opdidn recuerdan que con Ia B XHHZ

Perimetro y ponemos el valor de ﬁrramienta “Distancia o longitud”

. _ Y también puede hallarse el perimetro
distancias de cada segmento. ]
de un poligono.
“Dejamos esta idea de lado.”
A 6,37 cm C
(se01 n° 251)

12-13 | “Creemos que a lo mejor la recta ha de pasar B

por uno de los puntos de tangencia (y par el

centro, claro).”

“Lo hacemos. No va bien, sélo irfa bien| si 6.11

fuese isOsceles o equilatero??.”

A 591 cm’2 C (se01 n° 289
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Parrafo

Descripcién

Comentarios del Investigador

gufas

14

“Solucionamos el problema que teniamos en

el parrafo 9, donde a veces nos desaparg
los poligonos: donde no nos queda
poligonos, lo volvemos a marcar cof

poligonos y ya esta.”

2cian
pan

no

(se01 n° 325)
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Parrafo

Descripcién

Comentarios del Investigador

gufas

15

“Decidimos hacer casos.”

“Si es isOsceles todo va bien, pero ¢es la

Unica recta?

16 Actuacion externa de guia:
Estan utilizando (imponiendo) lo que
quieren demostrar (que la recta pase par el
centro de la circunferencia).

17 “Yamos a hacer casos:”

- Que la recta pase por A y un pur
de BC.

- Que la recta pase por B y un put
de AC.

- Que la recta pase por C y un pu
de AB.

- Dos puntos cualesquiera.

ito
En este punto se cuelga el ordena

1t‘ﬂenen que reiniciar y volver
empezar con la construccié
nfgortunadamente el registro  d

sesion ha quedado guardado.

y pierden el fichero de la figura.

dor

A3 ocm™?

A9 Tm

(se01 n° 453)
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Parrafo

Descripcién

Comentarios del Investigador

gufas

18

“Hacemos el caso que la recta pasa por
un punto cualquiera de BC.”

“Si hacemos esto Cabri no nos deja move
recta, entonces cogemos el punto Ay

punto cualquiera.”

Asiyque deja mover la recta (y con e
el punto). Lo que no deja mover
dlirectamente el punto porque lo h
rila .

fijo d

Werseccion entre 1a recta y

construido como punto

triangulo.

19

“Movemos la recta y en un punto da

encontramos que las areas son iguales.”

dgyisqueda inductiva-dinamica

20

“Ahora damos valores [Herramier
Distancia o Longitud] a los segmentos
sumamos con la calculadora a ver si tie

el mismo perimetro. No.”

tgomprobacion inductiva.

y
nen

(se02 n° 47)

21

“Hacemos el incentro y ocultamos.”

22-23

“Hacemos el caso que la recta pasa por
por un punto cualquiera de AB*. Repetim
los pasos 18, 19y 20.”

“Por aqui no vamos bien.”

debe decir AC.

(O

(se02 n° 55)

50

Félix Rodriguez Diaz



Pérrafo Descripcién Comentarios del Investigador

24-26 | Decidimos hacerlo aparte sin el CabriEgte es el primer problema de

meter formulitas.” demostrar que hacen con Cabri. A|lo

B Y largo de todo el problema se ha visto
No vemos nada. _ _ _
que esta pareja no domina el manejo
de Cabri y finalmente optan por irge
FIN a un entorno de Lapiz y Papel dénde

seguramente tienen mas confianza

Podemos observar en la hoja de
papel que han dibujado 3 triangulos,
han dado nombres a los diferentes
segmentos y han intentado encontrar

relaciones entre ellos, pero sjn

resultados satisfactorios.

Observaciones:
* Interesante el comentario a los parrafos 24-26.
* La demostracidon esta fuertemente marcada por laprobaciones de tipo empirico sin que haya evidedeirazonamientos deductivos.

Tampoco se manifiesta una inconformidad con lasptobaciones empiricas realizadas. Por tanto, remes datos que indiquen que se

trata de una demostracién deductiva.
* Los ejemplos escogidos son genéricos, sin medmlagetas.

» Existen razonamientos mas alla de las comprobaxiemgiricas puras.
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Categoria: Demostracion de conviccion propia ermginductiva de ejemplo genérico con inferencia.

Demostracién inacabada y sin camino establecido.

Fases ascendentes y descendentes:

Parrafo n°

9-1

112-13

14-23

24-26

Asc / Desc
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7.1.3. Ejemplo de demostracion de conviccidon prop@eductiva de experimento mental transformativa eP.

Problema LP 07SeaABC un triangulo con ortocentid. La alturaAH corta aBC enA’ y a la circunferencia circunscrita de cerr@nA” . SeaM el

punto medio dBCy r la paralela po© aBC. a) Demostrar quEl es la imagen dA por la composicién de una simetria derejeuna simetria de eje

BC. ¢ Existe alguna relacion enti&l y OM ? b) La median&M corta aOH en un puntds. Demostrar qué& es el baricentro d&BC. ¢ Existe alguna
relacion entr@OH y OG?

Resolucion de la pareja 02.

Parrafos Descripcion Comentarios del Investigador Figuras
1-4 Construccioén: (fig. 1) Utilizan una plantilla de un
Triangulo ABC (acutangulo escaleno) triangulo donde tienen marcadas
.. las rectas mas importantes
Alturas del triangulo. Ortocentro H.
(alturas...).
Punto A’ de interseccion de la altura AH con
el lado BC.
5 Recta paralela a BC que pasa por H. “Esta
mal. NO. La tachamos.”
6 Mediatrices. Circuncentro O. Con la plantilla.
7 Circunferencia Z circunscrita del triangulo, Ellos utilizan otra letra para I3

nomenclatura. La he cambiado ppr

comodidad en el procesador de

textos.

8 Punto M sobre BC. ¢7?
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Parrafos

Descripcién

Comentarios del Investigad

or Figuras

9-10

Recta r paralela a BC que pasa por O.
Punto A” de interseccidon de la altura A

con circunferencia Z.

H

11

“Observamos gque la recta r es el diametr

la circunferencia Z.”

n3ksia mas correcto decir que

equivalentemente, que r pasa por

cualquier tipo de justificacién deb
concluir que es una comprobacid
perceptiva. Aunque lo ldgico ser
pensar que es por la propi

construccion de la recta .

contiene a un didametro de Z p,

O o 5 O

-

el

centro de Z. En ausencia de
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Parrafos Descripcion Comentarios del Investigador Figuras

12 AA” es perpendicular ar y r es didmetro|déo se justifica que AA” se
perpendicular a r. Comprobacio

Z, entonces la imagen de A por la simetrig peceptiva. Se podria justificg
. " diciendo que r es paralela a BC
ejeresA AA” es altura (perpendicular a
BC) del triangulo.

\<—13§-U

13 “ Pensamos que si vemos que |HA’| = |A'A”|
ya estarq, ya que tenemos que hacer la
simetria ahora de A” respecto de BC”

14-15 | Segmento A”B.
Triangulos HBA’ y A'BA”
“Intentamos ver que sean congruentes.
- Tienen un lado comun: A'B.
- Tienen un angulo recto cada uno:
HA'B y A”A’B.
Si viésemos que los angulos HBA' y A’BA
son iguales ya estaria.

16-19 | Segmento CA”.
Los angulos ACB y AA”B son iguales

porque estan en el mismo arco capaz. Razonamiento deductivo
Analogamente para los angulos ABC|y
AA"C.

Nombran los angulos.

20-21 | Mediante relaciones de angulos vy utilizando
que los angulos de un triangulo suman 180°
llegan a la conclusion que buscaban:

Los &ngulos HBA’ y A’'BA” son iguales.
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Parrafos

Descripcién

Comentarios del Investigad

or

Figuras

22

“Resumiendo. Queriamos  ver q
|[HA'|=|AA”|, para esto queriamos ver
los triangulos HBA’ y A'BA” son
congruentes. Sabiamos que tenian 1
comun (A'B) y 1 angulo recto cada u
(HA'B y A’A’'B). Por tanto, si viésemos qug

los angulos HBA’ y A’'BA” son iguales ya

estaria, que es lo que hemos visto en el
21.”

pgan llegado correctamente de ur
jéorma deductiva al resultado. §
podria sefialar la falta de rigor e
atlgunos pasos que quedan
NQustificar.

D

C

DASO

na

-

5in

23

¢Hay alguna relacion entre los segmel
AHy OM?
Punto D interseccion de AH conr.

tos

24

AA” es la altura del triangulo y OM es |
mediatriz, que siempre son paralelas.
tanto, OM y AA” son paralelas.

a
Por

25

La “intuicion” de uno de los miembros di
que |AH| =2 - |OM]|.

“Para esto queremos ver que |DH| = [HA
|A1A”|

~&sa intuicion claramente deh
provenir de comprobaciones de tif

| empirico (perceptivas o inductivas

26

“Pensamos y pensamos.”

27

Recta t paralela a AA” que pasa por B.
Punto E interseccion de tyr.

“De esta forma queremos ver que
triangulos DEH y HBA’ son congruentes”.

0s

FIN
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Observaciones:

» La resolucién del problema se basa en la transftiémadel problema original en otros problemas eajeivtes que surgen del trabajo

realizado con los ejemplos tomados.
Categoria: Demostracion de conviccion propia dedacte experimento mental transformativa.
Demostracion de las simetrias terminada. Demoétrai® la relacion inacabada, tienen un camino rdarca

Fases ascendentes y descendentes:

Parrafon®| 1-1112-13|14|15|16|17-22| 23| 24| 25-27

Asc/Desc 1 ! Tl ! L i
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7.1.4. Ejemplo de demostracién de conviccidon propideductiva de experimento mental transformativa ert.

Problema C 05Hallar el triangulo de area maxima inscrito ea aimcunferencia dada.

Resolucién de la pareja 01.

Parrafo Descripcion Comentarios del Investigador gufds
1 Construccion: (Fig. 1)
Circunferencia de radia
Triangulo inscrito.
2 “Si queremos maximizar el area del
triangulo tenemos que maximizar |el 1455 ¢
productob - hdonde
b<2r, h<2r,y b-h<2.7P#”
3 “¢ Podriamos encontrar qué relacion hay .
entre la base y la altura de un triangulo
inscrito en una circunferencia?”
4 “Comprobamos que si movemos el vért ééerramlenta area aplicada sobre el
triangulo. Mueven el tridngulo
opuesto al lado que nosotros tomamos como ) o
, | observan como varia el area.
base, vemos que no se conservan las areas. L L
Comprobacién inductiva-dinamica
(se01 n° 34)
5 “Si tenemos un equilatero, nosotros
pensamos que el area sera la maxima.”
“¢ Podriamos ver que todo otro triangulo
distinto tiene un area menor?”
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gufas

Pérrafo Descripcién Comentarios del Investigador

6 Construccion:

Tridngulo equilatero inscrito.

Tridngulo inscrito no equilatero.

Al, A2 y A3 tridngulos que forman parte ddil. B2 y B3 aparecen en el auto-
no-equilatero pero no pertenecen | Afotocoloy en las figuras como A'LL,
equilatero. A2 y A3. Por comodidad he
B1, B2 y B3 triangulos que forman parte ¢égmbiado la nomenclatura.
equilatero pero no pertenecen al no-

equilatero.

7 “Queremos ver que Al+A2+A3 K
B1+B2+B3 para cualquier triangulo, donde
A1+A2+A3 es el area del triangu ds incorrecto o esta mal expresadc
cualquiera menos el &area del trianguftt*A2+A3 es el area del triangulp
equilatero.” cualquiera que no es comun a los dc

triangulos.

8 | “Yo creo que es una locura ver relaciones H&8 Nuevo en esta pareja ha
areas con un tridngulo cualquiera porque Agsacuerdo entre los miembros. |-
tenemos ninguin dato para poder calcularc8Mmo siempre, prevalece la opinior
area.” del mismo.

9 “Tiene que haber una relacion entre el area
del triangulo y el radio de la circunferencia
(A=a-b-c/4r)pero tampoco nos sinve,
porque maximizar un &rea teniendo| 3

incognitas (a, b, ¢) es muy dificil.”

(se02 n°01)
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Parrafo

Descripcién

Comentarios del Investigador gufds

10

“Otra manera que se nos ha ocurrido |es:

Podemos calcular el area del triangulo

rectdngulo dependiendo del radio de

circunferencia, por el teorema del coseno/’

“De la misma forma podriamos encontrat

lado de cualquier triAngulo. Entonces| el
angulo donde aplicamos el coseno seria para

cada lado:a, B y 1804a-B. Pero entonces

tendriamos que minimizar dependiendo de 2

parametros (una superficie).”

11-13

“Hemos decidido calcular los lados de |os

triangulos Al, A2, A3, B1, B2 y B3.”

“Podemos aplicar el teorema del coseno para
todos los triangulos, pero nos saldria |un
sistema muy grande con muchas incégnitas.

Buscamos otro método.”

14

La docente les comenta que también pue

menos el triangulo.

“Pero no lo haremos por aqui.”

d-\eclg]uacién externa con funcion de

s , ; uia.
pensarlo como minimizar el area del circulo

(se02 n° 21)
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gufas

Pérrafo Descripcién Comentarios del Investigador
15 Construccion (Fig. 3)
Reconstruccién de la figura.
16 “Si [los dos triangulos] comparten un lado

esta claro que el area del equilatero sera

mayor que la del otro porque el equilatg
tiene altura maxima.”
“Miramos de estudiarlo en el caso en que

dos triAngulos, el equilatero y el ott

1%
—_

comparten un vértice.”

Habria que justificar un poco mds

esta afirmacion.

(O

0,

(se02 n° 48)
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Parrafo

Descripcién

Comentarios del Investigador

17

“Haremos una demostracioén constructiva

“Dado un triangulo equilatero cualquig

construido sobre un veértice del triangulo ]
sobre el &ngulo que forman los ladps

equilatero (Fig. 4) [Sobre papel]. Pued
pasar 3 casos (vistos en la figura 4).”

Caso iii (Fig. 5)
“Marcamos la mediatriz de AB, la altu
maxima sobre esta base sera del p
medio a la interseccion con
circunferencia.”
“Consideramos el triangulo ADC con

misma base que el triangulo equilatero.”

FIN

=

Por la figura 4 puedo conjeturar que,

son:

i) que el angulo del triangulo
equilatero contenga el angulo dgl
otro triangulo;
i) que el angulo del tridnguig
cualquiera contenga el angulo dgl
equilatero; i) ninguno de los

angulos contiene al otro.

No dio tiempo para mas.

r510 dicen qué 3 casos pueden darse.

%I vértice en comun, los 3 casos

)

(se03 n° 70)
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Observaciones:

» Transforman el problema original en otros equivi@ere incluso utilizan varias estrategias (comaldmostracion constructiva) para
intentar demostrarlos.

» El trabajo realizado con los ejemplos marca lauesira de la demostracion.
Categoria: Demostracion de conviccion propia dedacte experimento mental transformativa.
Demostracion inacabada pero con camino establemishmjue en estado medio.

Fases ascendentes y descendentes:
Parrafo n° 1 2 3-6 7 8-9 10 11-1314 15 16-17 17
Asc/Desc 1 ! 1 ! 1 ! 1 ! 1 ! 1
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7.2. Fases ascendentes y descendentes en las respsiele los estudiantes.

Del mismo modo que mostramos en el apartado antdiferentes categorias de
demostracion en las resoluciones de los estudiaategste apartado mostramos distintas
secuencias de fases ascendentes y descendenteemog hallado en dichas resoluciones.
Para ello utilizamos los mismos ejemplos incluidosel apartado anterior, pero centrando la

atencion en la secuencia de fases.

En las respuestas de los estudiantes hemos erdmuliva tipos de secuencias de fases:
i) secuencias formadas soélo por fases ascendeni@ssgcuencias formadas por fases

ascendentes y descendentes alternadas.

El primer tipo, secuencia de fases ascendentesiipe® de demostraciones de
conviccion propia empirica, donde no hay argumetdotipo deductivo y, por tanto, no
existen fases descendentes. Podemos hallar dopleggmino de LP y otro de C, en las

resoluciones por las parejas 03 y 02 de los pramdr® 05 y C 03, respectivamente.

Fases del problema LP 05 por la pareja 03:
Péarrafon®| 1-§ 9-10| 11-12
Asc / Desc 1 1 1

Fases del problema C 03 por la pareja 02:
Parrafon®| 1-8| 9-1112-13| 14-23| 24-26

Asc / Descl 1 1 ) ) )

El segundo tipo, secuencia de fases ascendentescgritientes alternadas, es habitual
encontrarlo en demostraciones de conviccion propdaictiva. Las fases ascendentes denotan
una exploracion de las figuras, elaboracion deetorgs y, en ocasiones, corroboracion o
refutacibn empirica de dichas conjeturas. Las fadescendentes se corresponden con
argumentos deductivos para justificar la veracioddlsedad de las conjeturas, generalmente
elaboradas en las fases ascendentes. Las res@sigionlas parejas 02 y 01 de los problemas

LP 07 y C 05, respectivamente, son ejemplos detipstele secuencia de fases:

Fases del problema LPO7 por la pareja 02:
Parrafo n° 1-11 12-13 14 15 16 17-22 PR3 |24 2527

Asc / Desc 1 l 1 l 1 l 1 l 1
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Fases del problema C 05 por la pareja 01:

Parrafon® | 1 | 2| 36| 7| 89| 10 11-13 14 15 16-17 17

Asc/Desc | t | | 1 l 1 l 1 ! 1 ! 1

La siguiente tabla sintetiza el tipo de secuen@afakes al que corresponde cada

resolucién de todos los problemas realizados e caa de las parejas:

_ Problema
Pareja
LPO5 | LPO6 | LPO7 | LPO9 | CO3 | C04 | CO5 | CO6 | CO7
01 Il Il Il Il Il Il Il Il Il
02 I* Il Il Il [ Il Il Il Il
03 I Il Il Il Il Il Il Il Il
04 I* Il Il Il Il Il Il Il Il

| = Secuencia de fases ascendentes

Il = Secuencia de fases ascendentes y descenddtetemdas.

* Aungque es catalogada como secuencia de fasendestes, aparece alguna fase descendente. En un
caso la aparicion de fases descendentes esta g la actuacion externa de la docente y efrel o

porque existe un pequefio razonamiento deductivoalda la secuencia de comprobaciones empiricas.
7.3. Tablas-resumen de los resultados por parejas

En este apartado, para facilitar una vision glolbemos resumido en tablas los
resultados de los andlisis de las resolucionesodeptoblemas planteados. Cada tabla
pertenece a una pareja de alumnos diferente. laepai columna de las tablas indica el
entorno en el que debia resolverse el problemao(, la segunda columna corresponde al
namero de problema, la tercera describe la categiei demostracion en la que hemos
incluido la resolucion del problema, la cuartagthdo en el que se ha quedado la resolucién
y, por ultimo, la quinta incluye una tabla con kEc@encia de fases que los alumnos han
realizado al intentar resolver el problema. Paemuieda entenderse la codificacion empleada
en las tablas, incluimos la siguiente leyenda,mueesponde a los cédigos que aparecen en la

columna “Estados”.

| = inacabada Ep = estado primario| Sc = sin camino determinado a seguir
X = algun apartado o Em = estado medio | Cc = con camino establecido
caso terminado Ea = estado avanzado

F = finalizada
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Pareja 01

Bloque | Problema Categoria Estados Fases
LPO5 Experimento Menta | Ea Péarrafo|1-12(13-1415-1718-2324-2627-2829-3233-34 35| 36 |37-39
Transformativa Fase | 1 l 1 l 1 | 1 ! Tl 1
Experimento Menta Péarrafo| 1-5| 6 | 7-16| 17 |18-24,25-28
LPO6 . | Sc
Lp Transformativa Fase | + |1 | 1 | 1 !
Experimento Menta Péarrafo| 1| 2| 3-6| 7 | 8-10/11-1213-14 15 |16-17
LPO7 . X Sc
Transformativa Fase [+ | L |t | L] 1 ! 1 ! 1
Experimento Menta Péarrafo| 1-3| 4-9|10-11/12-15 16 |17-26
LPO9 . | Ea
Transformativa Fase | 1 l 1 | 1 l
Experimento Menta Parrafo| 1-3|/3-4|(5-6| 6 | 7| 8-9
C03 . | Sc
Transformativa Fase | 1 ! tolL ]
Co4 Experimento Menta | Sc Parrafo| 1-3| 4-5|6-25
Transformativa Fase | 1 ! 1
C co5 Experimento Menta | Cc Em Parrafo| 1| 2| 3-6| 7 | 8-9| 10|11-13 14| 15|16-17| 17
Transformativa Fase |+ | L |t [ L] 1 | 1 Lt ! 1
Co6 Experimento Menta X Sc Parrafo| 1-2| 3 | 4-6| 7 | 8-9/10-11
Transformativa Fase | + | L | 1t |1 |1 !
Experimento Mental X Cc Parrafo| 1-3|4-5| 6 | 6-8| 9 | 10
Co7 .
Transformativa Em Fase | 1t ol

Observaciones:
* Todas las demostraciones, tanto de LP como de t@n estalogadas como de conviccion propia dedud®&eexperimento mental
transformativa.

* Hay tres problemas, uno de LP y dos de C, conrfaodracion de un subcaso o un apartado finalizada.
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* No se observan diferencias entre las secuencitesée de los problemas de LP y los de C.
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Pareja 02

Bloque | Problema Categoria Estados Fases
LPO5 Inductiva de Ejemplo | | - Parrafo| 1-20| 21-22| 23-24| 25-27
Genérico con Inferencia Fase | 1 ! 1 |
LPO6 Experimento Mental | Parrafo| 1-17| 17 | 18-19 20 | 21-24
LP Transformativa Fase | 1 ! 1 ! !
LPO7 Experimento Mental | . Parrafo| 1-11 | 12-13| 14| 1%16| 17-22 | 23| 24| 25-27
Transformativa Fase 1 l 1 Lot l Ty 1
LP0O9 Experimento Mental | Parrafo| 1-4 | 5-8 9 | 10-14 17 | 18-21
Transformativa Fase | 1 ! 1 l 1 !
co3 Inductiva de Ejemplo | Sc Parrafo| 1-8 | 9-11| 12-13| 14-23| 24-26
Generico con Inferencia Fase | 1 1 1 1 1
Co4 Experimento Mental | | Cc Ep Parrafo| 1-12| 13 | 14-18§ 19
Transformativa Fase | 1 l 1 !
c co5 Experimento Mental | -, Parrafo| 1-10] 11-17] 18] 18| 19| 20-24| 25-26| 27-30
Transformativa Fase | 1 ! L ! ) !
Co6 Experimento Mental |, Parrafo] 1-4 | 5 | 6-12| 13-16 17-23] 24-27
Transformativa ¢ Fase | 1 | ; | ; |
Co7 Experimento Mental XS Parrafo| 1-7 | 8-9 | 10-14 14 | 15-19
Transformativa ¢ Fase | 1 ! : ! ;

Observaciones:

» Las demostraciones, tanto de LP como de C, estalvgadas como de conviccién propia deductiva gemxento mental transformativa,

salvo las primeras de cada bloque que son de @dripropia empiricas inductivas de ejemplo geoéran inferencia.
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» Hay cuatro problemas, uno de LP y tres de C, caetaostracion de un subcaso o un apartado finalizad

* No se observan diferencias entre las secuencitasée de los problemas de LP y los de C.
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Pareja 03

Bloque | Problema Categoria Estados Fases
Perceptiva de Empirismp Péarrafo| 1-8 | 9-10| 11-12
LPO5 § . F
Naif con Inferencia Fase | 1 1 i
LPO6 Experimento Mental | Ea Parrafo| 1-12| 13-14| 15-16| 17
LP Transformativa Fase 1 ! 1 !
LPO7 Experimento Mental X Sc Parrafo] 1-2 | 3-4 | 5-6
Transformativa Fase 1 ! 1
LP09 Experimento Mental | Em Cc Parrafo| 1-4 | 5-14
Transformativa Fase 1 !
Co3 Experimento Mental X Sc Parrafo| 1-8| 9| 10| 10-11| 12| 12
Transformativa Fase | + |1 | 1 ! T
Co4 Experimento Mental | Em Cc Parrafo] 1-5 | 6-7 | 8-10
Transformativa Fase 1 l 1
C CO5 Experimento Mental X Sc Parrafo| 1-4 5 6-9
Transformativa Fase 1 ! 1
CO6 Experimento Mental X Sc Parrafo| 1-5 6 7-8 | 9-12
Transformativa Fase 1 | 1 !
Co7 Experimento Mental X Sc Parrafo| 1 2-4 5
Transformativa Fase 1 ! 1

Observaciones:

» Las demostraciones, tanto de LP como de C, estalvgadas como de conviccidon propia deductiva gemxento mental transformativa,

salvo la primera de LP que es de conviccion prepigirica inductiva de empirismo naif con inferencia

» Hay un problema, el primero de LP, con la demogirafinalizada (empirica).
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» Hay cinco problemas, uno de LP y cuatro de C, aatemostracion de un subcaso o un apartado fidaliza

* No se observan diferencias entre las secuencitasée de los problemas de LP y los de C.
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Pareja 04

Bloque | Problema Categoria Estados Fases
LPo5 | Perceptiva de Empirismp | Em Parrafo| 1-8 8 9-27
Naif con Inferencia Fase 1 ! 1
LPO6 Experimento Mental | Cc Parrafo] 1-7 | 8-9 | 10-13
LP Transformativa Fase 1 l 1
LPO7 Experimento Mental X Sc Parrafo] 1-4 5 6 6-8 9
Transformativa Fase i | 1 ! 1
LPO9 Experimento Mental | - - ~. Parrafo] 1-3 | 3-5
Transformativa Fase 1 !
Cco3 Experimento Mental | Ce Parrafo| 1-8 9
Transformativa Fase 1 !
Co4 Experimento Mental | Ep Sc Parrafo| 1-8 8 9-13| 14
Transformativa Fase 1 ! 1 !
C C05 Experimento Mental X Em Cc Parrafo] 1-5 6 /-11) 11-12 12
Transformativa Fase 1 | 1 ! 1
C06 Experimento Mental X Sc Parrafo] 1-4 | 5 | 6-7| 8 | 810 11
Transformativa Fase | 1 | 1 ! 1 !
co7 Experimento Mental X Sc Parrafo| 1-4 4 56 | 6-8
Transformativa Fase 1 | 1 !

Observaciones:

» Las demostraciones, tanto de LP como de C, estalvgadas como de conviccidén propia deductiva gemxento mental transformativa,

salvo la primera de LP que es de conviccion prepigirica inductiva de empirismo naif con inferencia

* Hay cuatro problemas, uno de LP y tres de C, caetaostracion de un subcaso o un apartado finalizad
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* No se observan diferencias entre las secuencitesée de los problemas de LP y los de C.
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7.4. Complementariedad de los tipos de datos anaidos.

Ya hemos comentado en el capitulo anterior que dmadas novedades de esta
investigacion es la elaboracion de una trascripoédamen de las resoluciones que integra la
informacion obtenida en los diversos tipos de datosgidos durante la fase experimental:
auto-protocolos, hojas de figuras en papel, fichet® Cabri, registros de sesion de Cabri y
notas de campo. El objetivo que perseguimos en agtetado es mostrar como las
informaciones contenidas en estos tipos de datososglementan de tal forma que, en
ocasiones, una determinada informacién aparecesxamente en un tipo de dato. Dado que
el resto de tipos de datos son utilizados paran&lisas de los resultados en muchos de los
estudios que utilizan Cabri para la resolucién adblemas, pondremos especial énfasis en la
complementariedad de la informacién aportada paut-protocolo.

A la vista de los andlisis realizados en los apadaanteriores, queda probada la
utilidad de los auto-protocolos como fuente de rimi@cion sobre la actividad de los
estudiantes, pues habriamos perdido una elevadidazhinle datos si hubiéramos tenido que
hacer las transcripciones-resumen de las resokgiog sus correspondientes analisis
didacticos, basandonos en unas resoluciones ‘ivadies” de los problemas, sin la
informacion contenida en los auto-protocolos, ya éstos informan sobre la actividad de los
estudiantes descrita y comentada por ellos misous® que una pura resolucién formal de
los problemas no hace. Uno de los objetivos qusegermos con los auto-protocolos es que
el alumno no entregue solo la demostracion finglaga a limpio sin aportar informacion
sobre las conjeturas elaboradas, la forma de ammaidbas/refutarlas o las ideas descartadas.
Destacamos que, por ejemplo, sin dicha informaegddificil realizar un estudio detallado de
las fases ascendentes y descendentes de la résoldel problema. A continuacion
exponemos unos ejemplos seleccionados que muegtran en este aspecto, nuestras

expectativas iniciales se han cumplido:

Resolucién del problema C04 por la pareja 02, fad@:
“Pensamos que podriamos aplicar el teorema de @ewvadl, d2 y d3, pero después vemos
gue no son cevianas, ya que no tienen porqué gesarn vértice del triangulo.”

Escriben en el auto-protocolo una idea que luegdasecuenta que no pueden aplicar.

Esto no apareceria en una descripcion “tradiciotella resolucion del problema.

74 Félix Rodriguez Diaz



Resolucién del problema C06 por la pareja 01, padéa:
“Antes habiamos pensado ver que el arco que des@iilingulo BM'A y el que describe el
angulo BOA suman la circunferencia entera, perdéanpodemos utilizar porque no sabemos
si O pertenece a la circunferencia. Por eso lo Inage de la otra manera.”

Aparece en el auto-protocolo una idea que mas tlageartan, cosa que no se haria en

una descripcion “tradicional”.

Resolucién del problema CO05 por la pareja 04, pada:
“VYamos a calcular en el dibujo los &ngulos paraagbnarlos con la formula del sector.”
“Abandonamos.”

Aparece una idea que comienzan a desarrollar pego) sin explicar los motivos,

abandonan.

En otros casos es el resto de tipos de datos Basportan informacion que, por algun
motivo, no aparece en los auto-protocolos. Por ggnen la trascripcion-resumen de la
resolucion del problema CO03 por la pareja 01, heaftedido entre los parrafos 1-2 y el
parrafo 3 un parrafo, numerado como 2.5, que ircioformacion sobre unas construcciones
y unas comprobaciones dinamicas que no apareckaerioeprotocolo pero que advertimos
tanto al revisar la construccion del fichero de rfCalomo en el registro de sesion del
programa. En este nuevo parrafo de la trascripdéscribimos la construcciéon de un
triangulo, un cuadrilatero, la utilizacion de larfaenienta Area para medir dichas figuras y
unos arrastres guiados con el objetivo de hacecichi las areas. Estos pasos no aparecerian

en caso de analizar Unicamente la informacion oadesn los auto-protocolos.

Es facil observar en los analisis de las resol@sogue en muchas ocasiones la
informacion que aportan los diferentes tipos deslas redundante. Aungue en principio
pueda parecer que esto supone un exceso de informanecesaria, en algunos casos dicha
redundancia es util para poder estar seguros gedae realiz6 en un momento determinado
de la resolucion, corroborando hechos observadesdpiotro modo, sélo serian conjeturas
del investigador sobre lo que cree que hicieroremsaron los estudiantes. A continuacion
exponemaos unos cuantos ejemplos en los que seaanmaiinformacion existente en el auto-

protocolo mediante los otros tipos de datos:

Resolucién del problema C03 por la pareja 02, fdaBa
“Al mover la recta d va cambiando la cantidad deed@y pero también se nos mueven los

poligonos. No vamos bien.”

Analisis de demostraciones en LP y C por estudsasigeMatematicas 75



La expresion .se nos mueven los poligohas se entiende en este contexto.
Necesitamos mas informacion para poder aclarauéoquerian decir. Revisando el registro
de sesién de Cabri podemos observar que se refeeigure, al mover una recta a ciertas

posiciones, los poligonos dejan de estar sobréabulo.

Resolucion del problema C04 por la pareja 04, pa&a
“Hacemos la construccion en Cabri para mas pregisip comprobamos que si son
concurrentes.”

En el auto-protocolo dejan constancia de una cob@mion de la concurrencia de unas
rectas. Sin embargo, no explican como realizarcesgprobacion. Si acudimos al registro de
sesion de Cabri podemos observar como mueven érseatos de la construccion para,
presumiblemente, comprobar que las rectas sig@sdsiconcurrentes. Por tanto, con esta

nueva informacion podemos afirmar que se tratandecomprobacion perceptiva-dinamica.

Resolucion del problema CO05 por la pareja 04, pafda
“Intentamos observar cdmo sera el triAngulo [de @maxima]. A priori pensamos que la
solucion que queremos obtener seré un tridnguldl&tguo.”

Afirman en el auto-protocolo que tienen la sospetshgue el triangulo de area maxima
inscrito en una circunferencia es equilatero. Adigar el registro de sesién de Cabri puede
observarse que utilizan la herramienta Area y mudes vértices del triangulo inscrito
buscando area maxima. La informacion del registreasion complementa la informacion del
auto-protocolo. Por tanto, podemos afirmar quedspscha que tenian proviene de una
comprobacion inductiva-dinamica en Cabri.

Mas adelante, en el parrafo 5 escriben:

“Dibujamos un triAngulo equilatero y hemos obsemvaglie parece que realmente es el de
area maxima.”

En este caso, si acudimos al registro de sesidGatbei, observamos que dibujan un
triangulo cualquiera y un triangulo equilatero, emdsus areas y comparan. Por tanto, la
informacion aportada por el registro de sesiénatmra, y amplia, la informacién aportada

por el auto-protocolo.

Ademas de los datos referentes a la resolucionpagdlema, en algunos casos es
posible encontrar en el auto-protocolo informacamerca de cuestiones relacionadas con
otros temas como, por ejemplo, interacciones c@s gtersonas o elementos del entorno. Asi,

en numerosas ocasiones los auto-protocolos hafaeneia a la intervenciéon de la docente o
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el investigador con el fin de guiarles en las n@siohes o aclarar sus dudas. Otros ejemplos

de esto son los siguientes:

Resolucién del problema C04 por la pareja 02, fadd:
“Intercambiamos opiniones con F [otra pareja de ditotes (G03)] para ver como lo

hacemos (cada 1).

Resolucién del problema C04 por la pareja 03, paBa
“He comentado con los vecinos (G02) mi idea y dilas comentado la suya conmigo.”
Aparecen en los auto-protocolos referencias a nteaiccion entre los miembros de
parejas distintas. Aunque dimos la directriz de gaehubiera comunicacion entre parejas
distintas, en este caso rompieron la norma aungjerah constancia de ello. Ademas,

aparecen referencias de esto en los auto-protodelambas parejas.

Resolucién del problema LP09 por la pareja 02 gbar9:
“Cogemos un libro que hay por clase y justamerggdiun pentdgono.”

Describen en el auto-protocolo una interaccionuwoelemento del entorno: un libro.

Resolucién del problema LPO7 por la pareja 02 gbar2:
“Dibujamos el triangulo ABC con una falsilla dondembién estan sefialadas las alturas,
medianas, bisectrices y mediatrices”
Describen en el auto-protocolo una interaccion conelemento del entorno: una
plantilla para dibujar de forma rapida un triAngylsus rectas notables. En una descripcién
“tradicional” de la resolucién no se suele indieate tipo de cosas.

Resolucién del problema CO05 por la pareja 04, p@sré-9:
“Buscamos en Internet como es el area de un seictoilar ya que se nos ha ocurrido que
la circunferencia no cambia. Por tanto, podemosoati@r el &rea del triAngulo restando al

area de la circunferencia los sectores circulates.

Describen en el auto-protocolo una interaccionuwmoelemento del entorno: Internet.

Resolucién del problema C04 por la pareja 01, fada:
“M [un miembro de la pareja 04] nos ha preguntadint funciona Cabri para encontrar el
lugar geométrico.”

Describen en el auto-protocolo una interaccion womiembro de otra pareja. En este

caso, no encontramos la referencia en el auto-grlmtale la otra pareja implicada.
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Mencion aparte merece un aspecto de los auto-miosde la pareja 01. Durante las
clases podiamos observar claramente que esta par@jaez trabajaba en equipo. Uno de los
miembros era poco colaborador y su objetivo prisdcgra acabar los problemas antes que el
resto, por encima del trabajo en equipo con su edemna. Este hecho quedo registrado en las
notas de campo del investigador. Los siguienteprfeantos muestran que los auto-protocolos

también recogen evidencias de este hecho:

Resolucién del problema LP09 por la pareja 01:

Parrafo 7:

“Lo ha hecho sumando angulos internos de P y dagjulos. (No sé como lo ha hecho)”

Parrafo 14:

“Hace cuentas pero no sé muy bien qué hace.”

Uno de los miembros afirma en el auto-protocolo goesta al corriente de lo que el
otro miembro hace. Esto demuestra que esta pacejaahaja en equipo, que uno de los
miembros trabaja de forma individual y que el dtaoquerido dejar constancia de este hecho.

No obstante, aunque este miembro no hubiera qudefo constancia del hecho, que
por otra parte ya habia sido advertido por el itigador, podemos encontrar otro tipo de
frases en los auto-protocolos que indican que slgede en la forma de trabajar de esta
pareja. Un indicio claro son las oraciones en tarpersona del singular, que son numerosas
en los auto-protocolosHa visto que se ha equivocado al calculdar @ P09 parrafo 7);ha
cogido un triangulo [...] y ha calculado [.”.](LP0O9 parrafos 8-9);Hace rallas y no tiene muy
claro qué hacé.(LPO5 pérrafos 24-25)...
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8. COMENTARIOS FINALES Y CONCLUSIONES

El tema central de nuestra investigacion es anmdlizaprocesos de demostracion que
realizan alumnos de la Licenciatura en Matematitassolver problemas de demostrar en un
entorno convencional de Lapiz y Papel y en un eotde Software de Geometria Dinamica,
concretamente Cabri. A modo de resumen, diremoslagi@rimeros objetivos de nuestro
estudio son identificar las categorias de demasétiaclas secuencias de fases ascendentes y
descendentes presentes en las resoluciones destlodiaates. Una vez identificadas las
categorias y secuencias de fases, otro objetivoatares analizar los resultados en busca de

diferencias entre las resoluciones pertenecieh&st@no LP y las del entorno C.

Tras la revision bibliografica de algunas de lagstigaciones relacionadas con el tema,
elaboramos una clasificacion para las categoridas demostracion y tomamos una definicién
de fase ascendente y descendente que constitugefuidamentos tedricos de nuestra
investigacion. Al revisar la bibliografia confirmamque hay numerosas investigaciones que
tratan este tema con alumnos de ensefianza se@updani que son escasos, inexistentes en
algunos aspectos, los estudios con alumnos urieosi que poseen ciertas destrezas para la
demostracion, como alumnos de los ultimos cursoka deécenciatura en Matematicas. Asi
pues, hacemos explicito otro objetivo que es aportarmacion sobre este tema en el ambito

de los estudios universitarios de Matematicas.

Después de explicar el contexto en el que llevaangabo la fase experimental del
estudio, describimos los aspectos mas relevantda garte metodolégica. Ademas de los
tipos de datos que usualmente son recogidos eti@side investigaciones, introducimos una
nueva herramienta metodologica para la obtenciéndat®s, que denominamos auto-
protocolo, que aplicamos en nuestra investigaciénfatma experimental. Una labor de

conjuncion de la informacién contenida en los @ifées tipos de datos recogidos nos permite
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realizar un analisis de los resultados desde lappetiva planteada desde un principio y

elaborar las siguientes conclusiones:

1. En problemas de demostrar de geometria euckdbay muy pocas excepciones, los
estudiantes de la experiencia, alumnos de la liakma en Matematicas, han realizado
demostraciones deductivas del tipo experimento ahérgnsformativo, independientemente

del entorno de resolucién (LP o C).

2. En los aspectos analizados, y en el nivel etueca&studiado, no hemos hallado
evidencias de que existan diferencias significateatre las resoluciones del entorno LP y las

del entorno C.

3. Las categorizaciones de la demostracién proasigstel estudio de fases nos han
permitido hacer un andlisis detallado de las restpgede los estudiantes a problemas de
demostrar en ambos entornos, LP y C, pero no hatrado que existan diferencias en las
resoluciones de problemas de demostrar con alushme@ste nivel entre ambos entornos, ya
gue todas quedan etiguetadas en la misma categordahay diferencias evidentes en las
secuencias de fases.

4. El auto-protocolo ha resultado ser una herramiemetodologica util para obtener
informacion acerca de la actividad de los estudmdurante la resolucion de problemas que,
en unos casos, no aparece en la informacién geaeibs a través de otros tipos de datos vy,

en otros, la complementa.

Sin intencion de dar caracter general a las colrlas de nuestro estudio, al revisarlas
inducen al establecimiento de una hipotesis deajwalpara futuras investigaciones: el
software de geometria dinamica no influye en lagatia de demostracién ni en la secuencia
de fases realizadas por alumnos que han finalilmdaansicion hacia las demostraciones
deductivas. Por consiguiente, y a diferencia dgue algunas publicaciones informan sobre
alumnos de ensefianza secundaria, la utilizaci@@athei parece que no hace que los alumnos
de la licenciatura en Matematicas muestren mengssitad de realizar demostraciones

deductivas para justificar los resultados.

Como en los aspectos analizados no hemos halléetentias entre las resoluciones de
ambos entornos, es necesario ampliar el analisitoa aspectos, ademas de las categorias de
demostracion y las secuencias de fases. Igualmentduturos estudios deben tenerse en
cuenta las limitaciones de esta investigacion tobjetivo de fortalecer sus puntos débiles:
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» EIl auto-protocolo ha dado buenos resultados comoarh&nta metodologica
experimental, no obstante hay que depurarlo y ohéter los contextos en los que
es util aplicarlo.

* Se debe realizar un andlisis mas profundo de lasepos de exploracion-
conjetura-demostracion. Identificar las fases adeetes y descendentes es
insuficientes para una descripcion detallada de pJoscesos seguidos en la
resolucion de un problema de demostrar. Puedetaestdnveniente combinar
estas fases con otros conceptos como, por ejerfglapbduccion descrita en
Olivero (1999).

 Tal y como afirmamos en la conclusion 2, no hemaltatio evidencias de que
existan diferencias significativas entre las resioloes del entorno LP y las del
entorno C. Esta conclusion surge de la comparatgdos resultados obtenidos en
el entorno LP con los obtenidos en el entorno CeEraso de las categorias de
demostracion, en nuestro estudio, el resultad@adminparacion es obvio ya que
casi la totalidad de las resoluciones quedan dascmomo deductivas de
experimento mental transformativas. La comparacain es tan sencilla si
hablamos de secuencias de fases. Si clasificamaetaiencias de fases en tipos,
como hacemos en el apartado 7.2, resulta queacésidlidad de las resoluciones
guedan catalogadas por un mismo tipo (secuencidfades ascendentes y
descendentes alternadas). Sin embargo, esa dasificen dos tipos es muy
simple. Es necesario, junto con la sugerencia detgpanterior, disponer de un
método o0 una herramienta para poder comparar tasiseias de fases de dos
resoluciones. Sin unos criterios especificos estadbs, la comparacion queda
reducida a una vision simplista de las fases o a apreciacion subjetiva del

investigador.

A modo de comentario final, esperamos que nuestitd® arroje un poquito de luz
sobre aspectos insuficientemente investigadosbyegodo, abra el camino a nuevas lineas de

investigacion.
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