XV OLIMPIADA ESPANOLA DE FISICA

Problema 5. Pequefas variaciones orbitales (15 Puntos)

En las maniobras de las naves espaciales en érbita, los cambios que se realizan en las
velocidades y alturas son habitualmente muy pequefios comparados con las velocidades y
radios orbitales respectivamente. Lo mismo ocurre para las energias, momentos angulares, etc.
en juego. En consecuencia, los calculos involucran valores numéricos muy dispares y para
efectuarlos con sencillez, controlando al mismo tiempo la precisién, se deben adoptar ciertas
estrategias.

Vo

El objetivo de este problema es
expresar los cambios que experimentan
algunos parametros de una Orbita cuando
variamos otros. Veremos que los efectos
resultan aproximadamente proporcionales a las
variaciones causantes de los mismos cuando
unos y otros son muy pequefos.

Orbita
rasante

Fig. 1
Como modelo, supondremos que la Tierra
es una esfera de radio R=6370km Yy que carece v Orbita
circular baja

de atmdsfera. Se sugiere emplear como dato la
aceleracion de la gravedad en la superficie
terrestre: g =9,81 ms™.

a) Calcule la velocidad v, de un satélite que

orbitase en torno a la Tierra a ras del suelo,
como se muestra en la figura 1.

(2 Puntos)
b) Calcule el periodo T, de esta Orbita. Fig.2
(1 Punto) Vp =V+ &V

La presencia de la atmdsfera hace que las
Orbitas razonablemente seguras deban situarse
por lo menos a una altura de unos 300 km
sobre la superficie terrestre (6rbitas Ilamadas
“bajas”). Como 300 km son muy pocos frente a
los 6370 km del radio terrestre, son posibles
ciertos razonamientos aproximados.

eliptica

c) Para una 6rbita baja, a una altura h = 300
km, como se muestra en la figura 2 (no esta
dibujada a escala), calcule de forma

aproximada (a primer orden en h) la
velocidad orbital v,,, Yy determine la
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diferencia, Av,,, , entre dicha velocidad orbital y la velocidad v,de la orbita rasante en
funcién de la altura h. (2 Puntos)

d) Efectie el calculo numérico exacto de v, determine la diferencia Av=v-v, y comparela
con la obtenida en el apartado anterior, Av,, . (1 Punto)

e) Calcule tambien la diferencia AT entre el periodo exacto de la orbita baja (h = 300 km) con
su valor aproximado a primer orden en h. (2 Puntos)

Consideremos ahora la orbita circular baja del apartado anterior. Con un breve encendido de

los motores de maniobra de la nave, se incrementa ligeramente el médulo de su velocidad en
sv, sin modificar su direccion (véase la figura 3). Con esta operacion, la nave pasa de la drbita

circular a una orbita eliptica y se incorpora a la nueva érbita en su perigeo, a una distancia
r, =R+h del centro de la Tierra, con una velocidad v, =v+sv siendo sv<<v. El apogeo de la

Orbita se encontrara a una distancia r, y en él la velocidad de la nave sera v,, ambas

magnitudes estaran relacionadas con sus correspondientes en el perigeo a través de la

conservacion de la energia mecénica de la nave y de su momento angular, L = mvr, respecto al
centro de la Tierra.

f) Suponiendo que sv=10m/s, calcule, en términos de sv a primer orden de aproximacion,
la diferencia entre las distancias del centro de la Tierra al apogeo y perigeo de la nueva
Orbita, es decirsr=r, —rp. (3 Puntos)

g) En el mismo orden de aproximacion que el apartado anterior, calcule la diferencia, T,
entre el periodo de la nueva 6rbita eliptica T y el de la 6rbita circular inicial, T. (4 Puntos)

Ayuda matematica

Binomio de Newton: (1+x)" =1+ nx+%n(n—1)x2 +...

Si ¢<<1 , podemos despreciar % y las potencias mas elevadas y escribir (1+ g)” ~1l+ng

Esta expresion, que vale también para n no entero, nos da el valor de (1+¢)" “a primer orden en

&

Por ejemplo, a primer orden en ¢ tenemos: (1+¢) "2 ~1-¢/2

Aplicacién: Si b<<a , tendremos (a+b)" ~a"(1+nb/a), “ a primer orden en b”
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SOLUCION
vV m GM

a) Orbita circular: m-2=G—- = ‘Vo =JgR=7,90-10°ms™ g=—7
R R2 RZ
Vv

o =?°=\/% - [T, :27z\/§:5,06-103s:84,4min
o vZ GM R2 R?
b) Orbita baja: r=R+h T=r—2:gr—2 = V= gT .

Utilizando la aproximacion a primer orden obtenemos:

h _
y por tanto, AVapprox = ——\/% =-186-10’ms™

2R

h
Vo + Avappmx = 1/gR(l——j

2

Por otro lado, el calculo exacto de Av=Vv - Vy:

AV = w/gR(\/E—lJ =-180-10°ms™

La aproximacién comete un error del 6% del valor exacto.

3/2
T ot = AT=T, N _, 3h\/E = |aT == h-357.10%s
g

v /ng 2R TR Jor

Orbita eliptica

Conservacion de la energia mecénica:

1 V2 1 1
Lo gMm L Mmoo -vs(l_—f; _omli 1
2 o 2 ' 2 Vi Lo,

Conservacion del momento angular:

GM —Var
1ve 1. _omhla ro—r )= oM TVele
2 ()= -r) = Ve +T)=GM2 - (ra—Tp)=7 M
21 rplp 2 I, Lvz_

2 e
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Caélculo a primer ordenen Sv:

o o
Vp =V+SV = v§:v2(1+2—vj = sz,rP:GM(1+2—V) =
\" Vv
o
Z—V SV 4r3/2
Sr=rtp—Tp=— = 4r, — = |6r=—P=6v=345-10"m
1 _ev T RV
2rp  IpV
Semieje mayor de la drbita circular:  a=r=rp; Semieje mayor de la orbita eliptica:

1
a==(ry+r
S8 +1e)

12 13

Tercera ley de Kepler: T_2 2 o
T

\3/2 312 L 5 3/2
T'=T(ij B S R e P |
a 21, 2 I

S 3/2 5 3/2 5
:T[1+—rj =T(1+2—Vj :T(1+3—Vj
21, v v

— 6T = 3ﬂ = %\/E&/ =388.103s
g

\Y

En estos célculos la precision de la aproximacion es elevada porque sv <<v.
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