Resumen que puede usarse en el examen
Tema 2. Optimizacion sobre un conjunto convexo.

Min f(x)
s.a. xOX f continuamente diferenciable sobre X O R", convexo, cerrado no vacio.

Propiedad 1
Sea C un convexo de R"novacioy f:C — R una funcién convexa, entonces los

conjuntos de nivel inferior L, (@) ={xOC: f (x a} son convexos para cualquier escalar
alR.

Propiedad 2
Dada una coleccion de convexos{Ci i I} , Su interseccion n,;, C. es un convexo.

Condiciones de optimalidad.

Proposicion

(@) Si x* es un minimo local de f sobre el convexo X , entonces

Of (x*)' (= x*p 00X X

(b) Si ademas f es convexa sobre X, la condicion anterior es suficiente para asegurar que x*
minimiza f sobre X.

Proyeccién sobre un convexo cerrado X.

Teorema
(a) Para cada zOR"existe un tnico x*0 X que minimiza |z - x| sobre X. Este vector es la

proyeccion de z sobre X y se denota mediante [z] .

(b) Dado zOR", un vector x* X es la proyeccion de z sobre X, si y solo si:
(z—x*)" (x—-x*)<0 DO X.

(c) Laaplicacion f:R" — R"definida por f(x)=[x] es continua y no expansiva.

(d) Si X es un subespacio, un vector x*[1 X es la proyeccion de z si y solo si
(z—-x*)"x=0 OO X

Métodos de direcciones factibles

Definicion. Dado x“, una direccion factible en x“es un vector d* # 0, tal que
> 00 @ [0,9], ¥ adf X.



En estos métodos se comienza desde una solucion factible x°y se genera una sucesion de
vectores factibles {xk} como x*** = x* +a*d* siendo d* una direccion de descenso factible

en x* y a* la longitud de salto adecuada.

Métodos de proyeccion del gradiente

El mas sencillo genera una sucesion de iterados de la siguiente forma:

X =x +a*(x* -x*) a“0(0,1], siendo X* = K" —skDf(xk)gy s >0, 0k

Para calcular la longitud de salto puede utilizarse la regla de minimizacion limitada o la
regla de Armijo para direcciones factibles.

Suboptimizacién en variedades

Min f(x)
sa. ajxsb; j=1..r

Hipdtesis: Para cada x (I X el conjunto de vectores {aj Sj0 A(x)} es linealmente

independiente, siendo A(x) :{ J: aJTx = bj} (conjunto de indices de las restricciones activas)

Esquema general
Dado x* 0 X se busca una direccion factible de descenso d*en el subespacio
s(x)={d:ajd =0 07 A(X"}

(a) Si existe dicha direccion d* OS(x*) factible de descenso, x*"* =x* +a*d* y a*se

calcula en el intervalo {a >0:x* +ad” DX}
(b) Si no existe ninguna, x“es estacionario sobre la variedad x* +S(x*)
« Db1) Si x*es estacionario sobre X :{x:aJTx <b; j=1.., r} el algoritmo para.

« b2) Si x*no es estacionario sobre X, puede relajarse una de las restricciones j y se
obtiene una direccidn factible de descenso en el subespacio

S(x*)={d:ajd =0 07 Ax")~{i}}

Para determinar d* OS(x") direccion factible de descenso se resuelven problemas
cuadraticos de la forma:
(P1) Min O (x*)" d+ %dT H¥d
TAH — H k
sa. a;d=0 jOA(X)
con H* matriz simétrica definida positiva.



La solucion dptima de éste problema puede verse como la proyeccion a escala H* del

gradiente Of (x*) sobre el subespacio S(x*), entonces d* = —(H"*)™(Of (xX** (A)" ),

donde p=-A*(H*)™(A)")TAY(H*)™Of (x*)y A*es una matriz cuyas filas son los

vectores a; jOA(X").

Tenemos que:d* =0, = Of (xX¥ (A)' e 0, Op;, 0 AXD: f@x") z tFa; O,
JOACK®)

Entonces x*es estacionario sobre X si y solosi p; =20, O A(X“).

Por tanto, si d* =0, y x“no es estacionario, existira algin indice j tal que H; <0

Proposicion
En las condiciones actuales (Of (X} (A“)" 1= 0,, u;< 0), sea d*la tinica solucion
Optima del problema :

(P2) Min Of (x*)" d+ %dTH_"d
sa ajd=0 jOAX)~{3} H* matriz definida positiva

Entonces d*es una direccién factible de descenso en x.

Programacion Cuadratica

.1

Min EXTQx+ch

T -
sa. a;xsb; j=L..,r
Las matrices H* y H* se toman iguales a Q.
Acerca del célculo de la longitud de salto a lo largo de una direccion de descenso:
Si d*#0,, comprobaremos si x* +d"“ 00X, en cuyo caso x** =x*+d*,si x+d“OX,
entonces x*"' = x* +a*d*, siendo a* = max{a >0:x" +ad" DX} , por tanto
a“ =min, %&:ai N%

o, g

siendo d; =ajd“ jOA(X), b= b~ ajx*.

¢Por que no puede suceder que &j <0 O A(x)?



Tema 3. Teoria de los multiplicadores de Lagrange.
Condiciones necesarias para restricciones de igualdad
Consideremos el problema:

(P) Min f(x) f:R" - R, h:R" - Rcontinuamente diferenciables.
s.a. hi(x)=0 i=1,...m

Teorema de los multiplicadores de Lagrange

Sea x* un minimo local de (P) y supongamos que los gradientes de las restricciones
{Oh.(x*):E 1,...,n} son linealmente independientes.

(1) Entonces, existe un unico vector A*=(A,*,...,A_*)" llamado vector de los

multiplicadores de Lagrange, tal que Of (x*} Y A, H h(x§ O,

(i) Si, ademas fy h son dos veces continuamente diferenciables, se tiene que:

y' (O f (x*) Z}\iﬂ h(x*))y @Oy V(x*),siendo V(x*) el subespacio

de las variaciones factibles de primer orden: V (x*) :{y :Oh (x*)"y= 0 i:1,...,m}

Definicion. Funcién lagrangiana

L:R™™ - R, definida como L(x,A) = f(x) +Z/\ihi(x)

Condiciones suficientes para restricciones de igualdad

Proposicion.

Supongamos que f y h son dos veces continuamente diferenciables. Sean x*R"y
A*OR™, que satisfacen:

O.L(x*A*F= 0, O ,L(x*A% 0, 1)

y'O2L(x*)y> 00% 0, talque h(x*)=y 0 2)

Entonces x* es un minimo local estricto de f restringido a h(x) =0, . De hecho, existen
escalares y>0 y €>0 tales que

f(x)= f(x*)+%||x—x*||2 Ox:h(xF 0,y[x x*k €

La funcién lagrangiana aumentada
Dado cualquier escalar c, se define la funcién lagrangiana aumentada

L (x,A) = f(x)+ i/\ihi(X) ’f%”h(x)”2



Restricciones de desigualdad: condiciones de K-K-T

Consideremos el problema mas general:

(ICP) Min f(x) f, hj y g; funciones continuamente diferenciables.
sa. hix)=0 i=1,..m
g;,(x)<0 j=1..,r

» Dada una solucion factible x el conjunto de restricciones de desigualdad activas se
denota A(X) = {j: g, =0 .

» Una solucion factible es regular si el conjunto de vectores siguiente es linealmente
independiente: {Dhi (),F 1...md g;(x) ] A(x)}

 Para (ICP) la funcion lagrangiana se define: L(x, A, i) = f(x) + Z}\ihi (x) +Zngj (x)
1= )=

Condiciones necesarias de optimalidad

Sea x* un minimo local de (ICP) que es regular.

(1) Entonces, existe un Gnico vector (A*,u*), siendo A*=(A*,...,A *)",
= (*,..., . *)" llamado vector de los multiplicadores de Lagrange, tal que
O,LOK A% u*F 0, uz 0 F L...,ry gy =0 sijOA(X*)

[ (x*,A*, u*) es un punto de Karush, Kuhn 'y Tucker para (ICP)]

(2) Si, ademaés f ,g y h son dos veces continuamente diferenciables, se tiene que:
y O ZL(x5 A%, u*) e 00y V(x*) siendo

V) ={y:Oh )y 0 i=1,..mO g,(x)'y 00 A(x*)}

Condiciones suficientes de optimalidad

Sean x*0OR",Af] R", (¥ R'tales que:

h(x*) =0,.,9(x*) <0,

O,LOK A% u*F 0, uz 0 F L...,ry gy =0 sijOA(X*)

y también verifican que

yTO ZL(x5 A% u*)y 0 0y V(x*Ry 0, siendo

V) ={y:Dh )y 0 i=1,..mO g;(x)'y 00 A(x*)}.
Supongamos que ;>0 01 A(x*), entonces x* es minimo local estricto de (ICP).



Tema 4. Métodos basados en el uso de las penalizaciones.

1. Métodos de barrera

(P)  Minf(x) fy g; continuas
sa. gj(x)<0 j=1,..r
x[OX X OR" cerrado

Sucesion de parametros {sk} que verifican 0<&*"' <& k=0,1,..,con & = 0

Hallar x(*) :=argmin,.{ f (x) +£*B(x} k=0,1,..., siendo

S :{x Ox:g;(xx 0, F 1., r} y B(x) la funcion barrera que esta definidaen S # [, es
continua y tiende a oo si alguna de las restricciones se aproxima a 0. Las mas habituales:
1

800 = -3 In(-,x) y B =5 -

Proposicion.
Cada punto limite de la sucesion {xk} - generada mediante un método de barrera es un
minimo global de (P)

2. Meétodos de penalizacion y de los multiplicadores

(P)  Minf(x)
s.a. hi(x)<0 i=1,....m
xOX X OR"

Lagrangiano aumentado: L, (x,A) = f (x) +ATh(x) +%||h(x)||2, c>0

Proposicion.

Supongamos que fy h son continuas y X un conjunto cerrado, también suponemos que
{XD X h(xF On}i O . Parak=0, 1,..., sea x“un minimo global del problema

Min L, (x,A%)

sa. xUX

siendo {)\k} una sucesion acotada, 0<c‘<c*"* Ok y {ck} - o,

Entonces cada punto limite de la sucesion {xk} es un minimo global de (P).



Esquema numérico del SUMT
Inicializar: Elegir €0, B[4, 10],, ¢>>0 y xX°0R" .Hacer k = 0
Etapal: Empezando en x resolver el problema

k
Min L, (x,0) = f (x) +%||h(x)||2
Llamar x*** a la solucién Optima del problema irrestringido

2
< &, entonces parar.

Etapa 2: Si %Hh(xk”)

En otro caso hacer ¢*** = Bc*, k = k+1 y repetir la etapa 1.

Esquema numérico del método de los multiplicadores (ALAG)

Inicializar: Elegir €0, BO[5, 10], ¢*>0, A°OR™. Tomar x°= 0, Hacer k = 0
Minimizacion de la funcion de penalizacion

Tomando como solucién inicial x¥, resolver el problema Min L (x,A*) y llamar X" a la
solucion 6ptima obtenida

Si Hh(xk”) <¢, parar y X*"'= x* es minimo local del problema restringido.

Si [h(x)
Si [h(x)

> O.25Hh(xk)H, reemplazar c*por ¢*** = Bc*, A" =A*y repetir ésta etapa.

< O.25Hh(xk)H, actualizar los multiplicadores A** =A* +c*h(x*),y c** =c*y

k
repetir ésta etapa. L. (xA*)=f(x)+(A*)"h(x) +%||h(x)||2

3. Métodos de Lagrange-Newton y programacion cuadratica secuencial.

Método tipo Newton para problemas con restricciones de igualdad

Resolver el sistema lagrangiano:

Of (x¥ 0O h(x)2 0
(X)F (X) n%@ DL(X!A): On+m
h(x)=0, 0

mediante el método de Newton : x*** = x* + Ax* y A*** =A% + M ¥, donde (x*,A*)se
obtiene resolviendo el sistema de ecuaciones:
2 k k DAXKD k k
O°L(x,A%) O F-0L(xA%) (1)
EA%NE

Bajo ciertas condiciones sobre x* (minimo local regular) se puede asegurar que, en un
entorno suyo, los puntos generados mediante (1) estan bien definidos . En éste caso

k k EI |:| k k D
DL(Xk,/\k): BDXL(XK’A )Dy DZL(Xk,Ak): Hk . N D
0 h(X ) N %N ) Omme

siendo

H* = 02 L AR O 2 (X9 iﬂ h(x) y N  =0h(x* (1 h(x),.0 h,(x))



Si H*es invertible y el rango de N* es m, podemos obtener una expresion mas explicita
para la iteracion de Newton:

A= (N9 (H)HN)) 2 (h(x6) = (N9)T (H*) 2 T0F (x))
X=X = (H) ™ O,L(x, A

Programacion Cuadratica Secuencial (SQP)

Conocido (x*,A*) se determina (Ax*,A**") resolviendo el problema cuadrético:
PC (x*,A%) Min Of (x*)A % —;A X"HA x

sa. h(x*)+(N“)'ax =0,
Extension para incluir restricciones de desigualdad:

PC (x*,A*,u*) Min Of (xX*)A x —;A X" HA x

sa. h(x)+0Oh(x)A x 0 i 1,..,m
g;(x)+0g;(xX)Ax 0 F 1..r

siendo H =2 L(x, A" 0 2f (x¥ iﬁ “h OF) imf “g;(x")
1= 1=



