3. Geomefia analtica

3.1 El espacio diin R"

Consideremos el conjunt®”, formado por las listas ordenadés;, ... ,z,) de rimeros reales.
Convengamos en llamauntosa los elementos d&”.

Pero recordemos que, en el tema anterior, hemos vistdRjues un espacio vectorial (porque sus
elementos se pueden sumar y se pueden multiplicar por escalares).

Dado unpunto P = (pi,...,p,) del conjuntoR" y unvector @ = (vi,...,v,) del espacio
vectorialR"”, podemos considerar que el vectot actia sobre el puntd?, trasladandoloal punto@ =
P+ 7w = (p1 +v1,...,pn + vy), cuyas coordenadas se obtienen sumando las coordenadas dePpunto
con las del vector’.

Para hacernos una idea intuitiva, observemos la siguiente figura, en la que, sobre él pyreo
R? actia el vector(3, 1), para darnos el puntd, 2).

4.
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Cuando se contempla este tipo de “ actuacion” en R"™ se dice que éste, R", es un espacio afin.
Terminologia. A los elementos de R™ como espacio afin les [lamaremos puntos y los denotaremos
mediante letras maylsculas, P, Q, R, ...,y alos vectores por letras minlsculas @, w', @, . . .

Es evidente que el espacio afin R" satisface |as siguientes propiedades:
A-1) ParacudesquieraP ¢ R"y @, w € R" tenemosque (P + @) + W = P + (7 + ).
A-2) P+ 0 = P.

A-3) Dados dos puntos P, Q € R", existe un Gnico vector & € R" tal que P + @ = (. Este vector se
denota mediante PQ.

Ejemplo. Sea P = (0,2) un punto de R? y @ € vector (3, —1), entonces € punto P + @ tiene por
coordenadas @ = (0+ 3,2 — 1) = (3, 1).

2.5
24
1.5]
1

0. 5;¢

-0.5¢

Deotraforma el vector quevade P = (0,2) a@Q = (3,1) &@ =(3-0,1-2)=(3,-1),queesd
Vector .

Propiedades. Sean P, Q y R puntosde R", entonces

e PQ+ QR = PR.
e PO=0sysdlos P=Q.
o PG =-QP.
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3.2 Sistema dereferencia canonico

Definicion 3.2.1 Sean O = (0,0,...,0) € R" ysea{e;, eq, ..., e, } la base canonica de R". Al conjunto
S ={0;ey, ey, ...,e,} selellama sistema dereferencia canonico de R" y al punto O selellama origen
del sistema dereferencia.

Definicion 3.2.2 Llamaremos coor denadas del punto P en el sistema de referencia canbnico S a las
coordenadas del vector OP en |a base canonicade R”, {e1, €2, ..., €, }.

Proposicion 3.2.3 S las coordenadas de los puntos P, Q € R" en el sistema de referencia canonico son
P = (p1,p2, -, 0n) YQ = (q1, 92, .., qn ), respectivamente, entonces las coordenadas del vector ITQ) en
la base canbnica son

@ = ((h —P1,492 — P2,---,4n *pn)-

3.3 Variedad lineal afin

Vamos a definir de una forma mas matemética los conceptos de recta y plano que ya conocemos de
afos anteriores.

Definicion 3.3.1 Sea V' un subespacio vectorial de R". Se denomina variedad lineal afin que pasa por
P e R" ydedireccion V al conjunto de puntos

Vp={Q eR"talesque PQ € V} = {P + ¥ talesque 7 € V}.

En otras palabras, es el conjunto de todos los puntos @ tales que €l vector que une P con () pertenece a
subespacio vectoria V.

Ejemplo. L os g es coor denados. Dado un sistema de referencia canonico de R”, S = {O; e1, e, ..., e, },
paracada: = 1,2, ..., n, consideramos €l subespacio de dimension 1 generado por €l vector e; de la base,
W' =< e; >. Lasvariedadeslineales afines W, que pasan por €l origen con direccion W*, sellaman e es
del sistemadereferencia

Ejemplo. Consideramos € subespacio direccion V =< (1,2,3),(—1,0,1) >, es decir, & subespacio
vectorial generado por los vectores {(1, 2, 3), (—1,0,1)},y seaP = (1,1,1). Lavariedad linea afin que
pasa por P con direccion V' es el conjunto de puntos

Vp = {Q€R3 talesque}@:)\~(1,2,3)+u‘(71,0,1) con \, i€ R}
= {Q=01,1,1)+X-(1,2,3) + p-(=1,0,1) con \,u € R}
= {(14+A=p,14+201+3X+u) con A\, ue R}
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Definicion 3.3.2 S Vp esuna variedad lineal afin, entonces se denomina dimension de Vp ala dimension
del subespacio vectorial V. En particular,

e siladimension de V es 1, entonces se dice que Vp esunarecta.
e s ladimension de V es 2, entonces se dice que Ve €s un plano.
e siladimensibndeV esn — 1, entonces se dice que V' esun hiper plano.

Ejemplo3.33 Sea P = (0,0,1) y V =< (1,0,0) >, entonces Vp es una recta que podemos expresar
como

Ve ={(z,y,2) =P+ X732 € R} = {(x,9,2) = (0,0,1) + X\(1,0,0); A € R}.

Otro gemplo: Sea @ = (0,0,2) y U =< (1,1,0),(1,—-1,0) >, entonces Uy es un plano que
podemos expresar como

Ug = {(x»yvz):Q+)"(17170)_'_“'(17_1a0)§)‘aM€R}
= {(‘r7y72): ()‘+M7)‘_M72)7 )‘7M€R}:{(A+Ma)‘_u72)7 AaMER}

3.4 Paralelismo de variedades lineales afines

Definicion 3.4.1 Sedice que dos variedades lineales afinesUg y Vp sonparalelassi V C UoU C V.

Esta definicion en € caso de una recta significa que tienen € mismo vector director o bien uno es
igual a producto de un escalar por € otro. Esto también queda reflgjado en la siguiente Proposicion.

Proposicion 3.4.2 Sean Ug y Vp dos variedades lineales afines de forma que {7, w3, ..., u, } esuna
basede Uy {77, 73, ..., 7, } esunabasede V. Entonces, Ug y Vp son paralelassi y sblo si €l rango de
{wf,d3,...,u;,v7,v3,...,0s} €sigual al maximodery s.

Por tanto, para averiguar si son o no paralelas hay que estudiar el rango de la familiaformada por los
vectores directores de las variedades afines. En particular, en R?

e dosrectas son paralelas si € rangoes 1.
e unarectay un plano son paralelos si €l rango es 2.
e dos planos son paralelos si el rango es 2.

Ejemplo. Estudiemos si son o no paralelaslarectay €l plano del ggemplo 3.3.3. Lasdirecciones eran
V =<(1,0,0) >yU =< (1,1,0), (1, —1,0) >; por tanto, hay quever si e rangode {(1,0,0), (1,1,0),(1,-1,0)}
es 2. Esfacil probar que €l rango es 2, y que por tanto, larectay el plano son paralelos. De hecho, larecta
esparaelaal gex y e plano esparaelo a plano zy.
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3.5 Punto quedivide un segmento en una proporcién dada

Consideremos € segmento que unelos puntos Py @, y sea A un nimero real positivo y menor que 1.
Queremos encontrar € punto R en e segmento P@ tal que el sub-segmento PR sea ) veces e segmento
inicial PQ. Esdexir, tal que PR = \ - PQ.

Por la definicion de la operacion suma de puntos y vectores, esta expresion es equivalente a

R=P+\-PQ.

Por tanto, el punto buscado es el dado por esta expresion.
Nota. Observemos que si A es mas grande que 1 entonces se aumenta el segmento en la proporcién
dadapor .

Ejemplo. Calculael punto que divide € segmentoentre P = (1,2,3) y @ = (4, —2,5) en i.

1 - 1 1

R = P+ 1PQ=(L23)+(4-1,-2-25-3)=(123)+ ;(3,~42)
3 1. 7 _5
= (1,2 S —1,2)=(-,-5,2).
(1,2,3) + (7, ~1,5) = (3, -5, 5)

3.6 Condicion para quetrespuntosestén en unarecta

Proposicion 3.6.1 Sean P, (Q y R tres puntos de un espacio afin. Los tres puntos pertenecen a la misma
recta s y solo si la familia formada por los dos vectores {m, P_R)} es una familia ligada (linealmente
dependiente).

Ejemplo. Compruebasi lostres puntos {(1, 2, 3), (-2, —4,1), (0,4, 2)} estéan en lamismarecta.
Los vectores a considerar son {(3,6,2), (1,—2,1) y puesto que es una familialibre, los tres puntos
no estan en lamismarecta.

Ejemplo. Compruebasi lostres puntos {(1, 2, 3), (—2, —4,1), (7,14, 7)} estan en lamismarecta.
Los vectores a considerar son ahora {(3, 6, 2), (—6, —12, —4) que si forman una familia ligada. Por
tanto, los tres puntos estan en la misma recta.

3.7 Ecuacionesde unavariedad lineal afin

Puesto que sblo estudiaremos las variedades afines en los casosn = 2 y n = 3, sblo hablaremos de
las ecuaciones de las rectas y |0s planos en estos casos.

En € caso n = 2; es decir, en RQ, las Gnicas variedades lineales afines no triviales son las de
dimension 1; es decir, las rectas.
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3.7.1 Ecuacién de una recta en R?

En R” consideremos e sistema de referencia afin {O;e1,e2}. Sea P € R* con P = (p1,p2) y Sea
Vp unarecta con subespacio direccion V =< @ > con T = (v1,v2) = viey + vaes.

Ecuacion vectorial de unarectaen R, Un punto X perteneceaVp siy sdlosi PX € V,siy sdlo
s existe un escalar )\ tal que
PX =)\7.

Asi, la ecuacion vectorial delarectaVp es

[{X=P+)x 7:2xeR}

Ecuacion paramétrica de una recta en R? Un punto X de coordenadas X = (z,y) pertenece
aVpsiysilos PX € V, sy silos existe un escalar A tal que PX = \- 7. Laexpresion PX =
(x — p1,y —p2) = (x — p1)e1 + (y — p2)es Nosindicaque

A(vier +vgez) = (z — p1)er + (y — p2)ea.

Haciendo operaciones llegamos a

P1L+ VLA,
y = p2+uvA

ASi,VP:{XERQtalesquex:lervl)\ e y=npos+vd}={(p1 + v\, p2+w2)); A€ R}

Ecuacion cartesianadeunarectaen R, SeaVp larectacon direccion V =< o >, o = (v1,v2).
Puesto que @ # 0, entonces alguno de los escalares v, 0 v, es distinto de cero. Suponemos que v; # 0.
Despgjando €l parametro \ de las ecuaciones paramétricas anteriores tenemos que A = 1. Asdj, la

1
ecuacion cartesiana es

_ — T—p1
Y—P2=v2 5~

En €l caso de que también v, # 0, podemos escribirla como

T—p1 _ y—p2
U1 V2 -

En este caso, también se denomina ecuacion continua de larecta.

L, . 2
Ecuacion implicitade unarectaen R”.
Haciendo operaciones, la ecuacion cartesiana de la recta se puede escribir también como

bix + by = ¢,

donde b; = vy, by = —v3 Y ¢ = v2p1 — v1p2.
Esta ecuacion se denomina ecuacion implicita de larecta.
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3.7.2 Ecuacién de una recta en R?

Pasemos ahora a caso n = 3; es decir, R®. Les variedades lineales afines no triviales ahora son
las rectas (dimension 1) y los planos (dimension 2). Los diferentes tipos de ecuaciones de una recta son
similares al caso de unarectaen el plano, sblo hay que tener en cuenta que estamos en R®.

Ecuacion vectorial de unarecta en R®. Formamente es|amisma ecuacion. Sea Vp unarectay sea
{™"} unabase del subespacio de direccion V. Un punto X perteneceaVp Sy sdlosi PX € V,siysolo
S existe un escalar ) tal que

PX =\ 7.

Asi, laecuacion vectorial delarectaVp es

[{X=P+)x 7:2eR}

Ecuacion paramétrica de una recta en R®. Sea Vp unarectay sea {7’} una base del subespacio
dedireccion V =< @ >. Suponemosque P = (p1,p2,p3) Y quev = viey + vaes + vzez = (vy, g, v3).

Unpunto X = (z,y,z) perteneceaVp siy solosi PX € V, sy sdlo s existe un escalar A tal que
PX = \- 7. Laexpresionde PX = (z,vy, z) — (p1,p2, p3) Y sustituyendo el vector =, tenemos que

/\(v17027v3) = (Z,y,Z) - (p17p27p3)'

Haciendo operaciones, [legamos a

= D1 + 7}1>\7
Yy = p2+uA,
z = p3+ U3

As, Vp ={X = (z,y,2) € IR? tales que satisfacen |as ecuaciones anteriores}.

Ecuacion cartesiana de una recta en R, Sea Vp larectacon direccion V =< @ >, donde 7 =
vi1e1 +v2es +v3e3. Puesto que o # 0, alguno delosescalares vy, vo, v3 esdistinto de 0. Supongamos que
v; # 0y pongamos P = (p1, po, p3). Despejando €l paréametro \ de las ecuaciones paramétricas anteriores

tenemos que A = % Asi, |as ecuaciones cartesianas son
Yy—p2 = V2 %,
Z —P3 = V3 —1;1:01 .

En el caso de que también vo # 0, v3 # 0, podemos escribirlas como

X—=p1 _ Y=P2 _ Z—P3

vy Vg vy "

Ecuaciones implicitas de una recta en R”. Operaciones con las ecuaciones anteriores permiten
Ilegar aexpresiones de laforma

b1z + bay
c1x + c3z

dlv
d27
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gue se pueden ver como un sistema de ecuaciones lineales. Ahora bien, puesto que si hacemos com-
binaciones lineales con las dos ecuaciones, 10s sistemas resultantes son equivalentes, entonces, también
podemos escribir las ecuaciones de unarecta en € espacio de laforma mas general

bix+boy +b3z = dy
c1x +coy+czz = ds.

. . . . .. 3
Estas expresiones se denominan ecuaciones implicitas de larectaen R”.

Ecuacion vectorial de un plano en R®. SeaVp un planoy sea{ @, w} unabase del subespacio de
direccion V. Un punto X perteneceaVp sy solosi PX € V, siy sblo si existen escalares \ y y tales que

PX=X\ATV+4pu w.

Asi, laecuacion vectorial del plano Vp es

({(X=P+X T+u w: \peR}]

Ecuacion paramétricadeun planoen R®. SeaVp un planoy sea {7, w } unabase del subespacio
de direccion V. Supongamos que P = (p1, p2, p3) Y Sean

v =wvie; + voeg + vzez = (vy, v2,v3), w = wie + weep + wiesz = (wi, W, w3).

Un punto X, de coordenadas X = (x,y, z), perteneceaVp siy solo s PX € V,syslosi existen
escalares \, i tales que
PX = \7T + 0.

Con laexpresion PX = (z,y, z) — (p1, p2, p3) Y sustituyendo |os vectores o, W', tenemos que
A(v1,v2,v3) + p(wi, we, w3) = (2,9, 2) — (P1, P2, P3)-

Haciendo operaciones llegamos a

p1 + V1A +wip,
P2 + VoA + wau,
z = p3+usA+wsp.

Asi, Vp ={X = (z,y,2) € IR? tales que cumplen las ecuaciones anteriores}.

., . ;. 3 . g . .
Ecuacion implicita de un plano en R”. Las ecuaciones paramétricas anteriores forman un sistema
de tres ecuaciones lineales con dos incognitas, los parametros A y . Puesto que los vectores o, w son
linealmente independientes, al menos uno de los tres sistemas de dos ecuaciones con dos incognitas que se
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pueden formar con estas ecuaciones es un sistema de Cramer. Resolviéndolo, se obtendran valores para A
y 1 que, sustituidos en latercera ecuacion, nos proporcionaran unade laforma

c1x + coy + c3z = d.

Esta expresion se denomina ecuacion implicita del plano, que también puede obtenerse a partir de los dos
razonamientos siguientes

(i) Unpuntodel plano, P = (xo, Yo, 20), ¥ dosvectoreslinealmenteindependientes, v = (vy,va,v3), W =
(w1, ws, ws), los cuales nos determinan el subespacio de direccion del plano. La ecuacion del plano
se puede obtener con
T—=To Y—Y ~<Z—%20
V1 Vo V3 =0.

wy w2 w3

ii) Trespuntosdel plano, P;, P» y P; no alineados. Entonces, los vectores de direccion pueden ser P, Py
T tosdel pl Py, P,y P; noalineados. Ent I t ded ed P.
y P3Py y €l punto el P;. Ahorala ecuacion se puede obtener como en €l apartado anterior.

3.8 El espacio euclideo R"

Hasta ahora hemos estudiado la estructura de espacio vectorial de R"; es decir, considerando sblo
vectores. Después hemos estudiado la estructura de espacio afin; es decir, considerando los elementos de
R"™ como puntos y definiendo una suma entre puntos y vectores. Nos falta otro concepto, el de distancia
entre puntos, o0, equivalentemente, el de longitud de vectores. El resultado de afiadir la nocion de distancia
al espacio afin dalugar al concepto de espacio euclideo.

Lanocion basica para definir distancias y longitud es la de producto escalar.

Definicion 3.8.1 Laaplicacion < , >: R" x R" — R definida por
<T, W >=< (v1,V2, .+, Vp), (W1, Wa, ..., Wy) >= VW] + Vowy + * * + + VyWh,
se denomina producto escalar euclideo. También se suele utilizar la notacion @ - w =< @', W >.
Ejemplo. Calculamos el producto escalar de dos vectores de R? y dos de R?,
(1,2) - (-1,3) = =146=5 , (2,3,5) (—4,0,1) = —8+0+45=—3.
Propiedades 3.8.2 El producto escalar verifica las siguientes propiedades:
e Essimétrico, < o, W >=< W, T >.

¢ < TH+W, T >=<T,8 >+< W, s >.
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e <a-T,W>=a-<7T,W > cona €R.
e Definido positivo, < 7", @ > > 0.
e < T, v >=0sysilos v =0.
Unavez definido el producto escalar, ya podemos definir longitudes y distancias.

Definicion 3.8.3 Definimos la longitud o norma de un vector v € R"™ como

7] = V<7, 7 >.|
Definimos la distancia entre dos puntos P, @ € R", como la longitud del vector que los une P_Q

3,

2.5}

2,

1.5}

1

0.5}

5
-0.5¢t

Ejemplos3.8.4 Lalongitudde v = (4,2, —4) es
14,2, —4)|| = V16 + 4 + 16 = V/36 = 6.

La distancia del punto P = (—1,0,3) al punto @ = (3,2, —1) esigual a la longitud del vector PQ =
(3—(-1),2—-0,—-1-3)=(4,2,—4) = 7’; esdecir, ladistanciaes||(4, 2, —4)|| = 6.

Definicion 3.8.5 Sean @, w dos vectores, entonces
e Diremos que un vector esunitario si esde longitud o normaigual a 1.
e Diremosque = y w son ortogonalessi su producto escalar es cero, esdecir, s < v, w >= 0.
e Diremosque @ y w son ortonormalessi son unitariosy ortogonales.

Definicion 3.8.6 Dado un subespacio vectorial V de R", se llama complemento ortogonal de V' al con-
junto
Vi ={weR":<w,v>=0 paratodo v € V}.
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Se comprueba facilmente de V- es un subespacio vectorial de R™ de dimension n — dim V..
Se dice que unavariedad afin Vp es ortogonal aun vector o s ' € V1.

Nota 3.8.7 La ecuacion de un plano en R? ortogonal a un vector (a,b,¢) (# (0,0,0)) se determina del
siguiente modo: Si P = (zo, Yo, 20) €S un punto cualquiera del plano, para cualquier otro punto X =
(z,y, z) se debe tener que el vector PX = (x — z0,y — Yo, 2 — 20), que pertenece a subespacio vectoria
generador del plano, hade ser ortogonal al vector (a, b, ¢), por 1o que

0=<(x— 20,9 — Yo, 2 — 20), (a,b,¢) >= ax + by + cz — (axo + byo + cz0),

es decir, laecuacion es delaforma

‘ax—i—by—i—cz—i—d:O.‘

Reciprocamente, si un plano en R? tiene por ecuacion
ar +by+cz+d=0,

y consideramos en €@ tres puntos no alineados P; = (1, y1, 21), P2 = (x2, Y2, 22), P3 = (x3,ys, 23), |0S
vectores

—_ —_
PPy = (z2 — x1,y2 — Y1, 22 — 21), P P3 = (23 —21,y3 — Y1, 23 — 21)

determinan el subespacio de direccion del plano. Si calculamos sus productos escalares por €l vector
© = (a,b,c), seobtiene

T PPy = a(re— 1) +b(y2 —y1) + c(z2 — z1) = axe + bys + cza — (axy + byy + cz1)
— d-d=0,

v P3Py = a(xs —x) +b(ys —y1) + c(z3 — 21) = axs + bys + cz3 — (axy + byy + cz1)
d—d=0.

por lo que el plano de ecuacion ax + by + ¢z + d = 0 esortogonal al vector (a, b, ¢).

3.9 Interpretacion trigonométrica del producto escalar

Dados dos vectores ©', w € IR?, escribiremos sus coordenadas, con respecto ala base canonica de
IR? en funcion del angulo que forman con €l ge z.
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lw| sin3[ 4 W
[ ]
;
.
|| sinex [~ ; P Sl v
o, L
wjcos 8 |v|cosa

Observando este grfico vemos que podemos expresar las coordenadas o = (v1, v2) en funcién del
angulo que forma el vector con el gje x y su longitud (coordenadas polares) como sigue,

cosa = vy = || 7| - cosa,
sina = 3y ve = || 7’| - sine,
y por tanto, podemos escribir €l vector como @ = || 7’| - (cosa, sin). Si hacemos lo mismo con €l

vector w llegamos alaexpresion w = ||w|| - (cos 3, sin 3).

Calculamos ahora el producto escalar de los dos vectores

<7, w> = ||7]- ||®]] < (cosa,sina), (cosf,sinfF) >
— ||l 1]l - (cosacosf+sinasing) = ||| - ||| - cos(6 — ),

donde hemos utilizado la formula del coseno de la suma (ver ecuacion (7.4)). Por tanto, tiene sentido la
siguiente definicion.

Definicion 3.9.1 Sean @', W € R*. Definimos el angulo que forman @ y w como el nimero real 6 tal
que

<T,W >
el kealn

cosf =
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De acuerdo con la anterior definicion setiene que

< v, w >= [[o]] - [Jw]] cosb,

es decir, €l producto escalar de dos vectores esigual a producto de sus normas multiplicado por € coseno
del angulo que forman.

3.10 Distancia de un punto a unarecta en R?

Sea P = (x0,yo) uUn punto y sea ¢ unarecta de ecuacion ax + by + ¢ = 0, con (a,b) # (0,0). La
distancia de P alarecta ¢ se define como la distancia entre el punto P y € punto interseccion de ¢ con la
recta ortogonal a ¢ que pasa por P.

Calculemos explicitamente la distancia. Un vector director delarectaes (—b, a). Por tanto, un vector
ortogonal a vector director es el vector (a,b). Larecta que pasapor Py es ortogona alarecta ¢ tiene
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COMO ecuaci ones parameétricas

r = zo+A-a,

Yy = yYo+tA-b
El punto interseccion con larecta ¢ se obtiene cuando se sustituye este valor en larecta /,
a(xzo + Aa) + b(yo + Ab) + ¢ = 0.

Despejando el parametro A,

A= azo +byo + ¢
N a? + b2 '

Por tanto, el punto interseccion es Q = (x1,y; ), donde

axg + byg + ¢ axg + byg + ¢

Cl2 I b2 a, Y1 = Yo — a2 + b2 b.

1 = Xo —

Ladistanciaentre Py Q esigua a

dP,Q) = V(@ -0+ —w)” = \/(%

lazo + byo + ¢ 3 lazo + byo + ¢
= ——————— Va2 + =
a? + b? * a? + b?

axg+ byg + ¢
a? + b2

a)® + ( b)?

de modo que laférmula buscada es

_ lazo+tbyotc
d(Pa E) - aZ+b2 .

Ejemplo. Caculaladistanciaentre el punto P = (1,2) y larecta2x + 3y — 2 = 0.

Lasolucion es 214324 (—2)] 6
d(P, recta) = = : = .
( ) VA+9 V13

El dibujo correspondiente es el que hay en este apartado.

3.11 Distancia de un punto a un plano en R?

Sea P = (x0, Yo, 20) Un punto y seaw un plano de ecuacion ax + by + ¢z + d = 0, con (a, b, c) #
(0,0,0). Ladistancia de P al plano 7 se define como la distancia entre P y el punto interseccion de = con
larecta ortogonal a = que pasa por P.

De una manera muy parecida aladel apartado anterior se puede obtener la expresion de la distancia
de un punto a un plano.

_ lazotbyotczotd]
dP,m) = = e
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3.12 Areadeun triangulo

Sean P, @, R tres puntos en R® no colineales; es decir, que no estan en la misma recta. El area
del triangulo definido por los tres puntos se puede calcular simplemente a partir de una aplicacion de la
formula de la distancia de un punto a unarecta. En efecto, calculemos primero larecta que pasa por dos de
los puntos, digamos P y (). Entonces, ladistancia del otro punto, R, alarecta, eslaaturadel triangulo si
tomamos como base el lado P(). Por tanto, el area del tridngulo es

areatriangulo PQR = %d(P, Q)d(R, recta PQ).

3.13 Cosenosdirectores

Sea ( unarectaen R®. Los cosenos directores de larecta son los cosenos de los angulosqueformala
recta con los g es coordenados. Es decir, los angulos definidos por un vector director delarectay cada uno
delos tres vectores de la base canonica. Si (a, b, ¢) s un vector director de larecta,

< (a,b,¢),(1,0,0) > a
cosa = = ,
1/61/2_1_1)2_’_02 4/a2_i_b2_;'_02
cosf = < (a,b,¢),(0,1,0) > _ b 7
Va? +b? 4 c? Va2 +b? 4 c?

b, c 1 /

cosy —_ < ((1, >C)a (0707 ) > _ C

va?z +b% +c? S VaEr R+ e

Observemos que €l vector de componentes (cos a, cos 3, cos y) es el vector (a, b, ¢) normalizado; es
decir, es un vector en lamismadireccion, pero de normaigual a 1. Por tanto, es también un vector director
delarecta
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Los cosenos directores de un plano son los cosenos directores de una recta normal a plano. Si el
plano tiene como ecuacion ax + by + ¢z + d = 0, entonces |0s cosenos directores son

a b c
(\/a2+b2+027\/a2+b2+02’\/a2+b2+02>.

3.14 El producto vectorial

Vamos ahora a definir una operacion entre vectores de R, es decir, una aplicacion que a cada par
ordenado de vectores |e hara corresponder otro vector.

Definicion 3.14.1 Sea{ej, ez, €3} la base canonica de R® ysean v = vie; + vaeg +vses = (v1,v2,v3)
YW = wie; + waeg + wzes = (wy, wa, w3) dos vectores de R®. Definimos e producto vectorial de v y
w Yy lo denotamos por @ A w como €l vector

V2 U3 U1 U3 U1 V2

T/\W: €1 — e + €3.

w2 w3 w1 w3 w1 w2

Como regla mnemotécnica para su calculo se puede usar € desarrollo formal por los elementos de la
primerafiladel “determinante’:
€1 €2 €3
v Uy U3
w1 W2 Ws
Las siguientes propiedades del producto vectorial son consecuencia de propiedades semejantes de los
determinantes.

Propiedades 3.14.2 . Sean @, ¥, W, 7 € R’ vectoresy a, 8 € R, entonces
() "TAW=-wAT.
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(ii) v Aw =0sd ysdlosi losvectores @’, w son linealmente dependientes.
(iii) El producto vectorial de dos vectores es ortogonal a cada uno de ellos, es decir,

<TAW,T >=0 , <TAW, W >=0.

(V) (@« T+B8- DHANT=a-TANTW+[-TAW.
M (TADIANT =<T,W>T-<7T,W> 7.
M) < TAT,W>=<TAW, W >=< WAW, T >=det(w, 7, W).

Vi) < TAT, TAW>=<TW, T><T,W>—-<7T,7 >U,W >.

Nota. Laexpresion < @ A », w > sedenomina producto mixto delosvectores @', vy w.

La Ultima de las propiedades nos da una interpretacion del modulo del producto vectorial de dos
vectors. En efecto, si 6 es el angulo definido por |os dos vectores, entonces

|TAT|? = <TAW, TAW>=<T,T><W,W>—-< 70,0 ><W, T >
= [T [w]?- <@, w >*= |7 || - [| 7] - || @] cos®(0)
= |17 I@]*(1 = cos*(0)) = || 7||* - |[@||* - sin®(8).

Por tanto,

|7 A || =7 - [[@]| - sin(0). |

3.15 Areasy volimenes

La expresion anterior se puede interpretar como €l area del paralelogramo definido por los vectores
Ty w. En efecto ||w||sin 6 corresponde ala altura del paralelogramo si tomamos otro vector @ como
base del mismo.

Area= ||o]| - [Jw]|sin(8).
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Ademas tenemos asi otra manera de calcular areas de triangulos. Sean P, @, R tres puntos en R’ no
colineales. El areadel triangulo definido por los tres puntos es la mitad del médulo del producto vectorial
de los dos vectores PQ y PR. Esdecir,

areatriangulo PQR = 1||PQ A PR||.

Unavez vistalainterpretacion del modulo del producto vectorial y conocidatambién lainterpretacion
del producto escalar, podemos también calcular volimenes de paral el epipedos, de prismasy de piramides.
En particular, dados @, 7, @ € R,

(i) e volumen del paralelepipedo definido por los tres vectores esigual a areadelabase (|| A 77|
segin hemos calculado) multiplicada por laatura (h = ||@|| - cos §), y por lo tanto,

Volumen = Areabase x dtura= || @ A 7| - || @]| - cos b,

es decir,

Volum Parap=< W A 7, W >.’

@
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(i) e volumen del prisma definido por los mismos tres vectores es

Volum Prisma= § < @ A 0, W >.

Cabe sefidar que labase estriangular y de areala mitad de labase anterior (y por eso aparece el %!).

(ii) e volumen de la piramide definida por los mismos tres vectores es

Volum Piramide= § < W A 0, W >.
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3.16 Ejercicios

1

8

10

11

12

13

Encontrar las coordenadas del punto medio del segmento definido por los puntos (—4,—2) y (8,4) y
encontrar también las coordenadas de los puntos que lo dividen en tres partes igual es.

Los puntos (2, —3), (3,2) y (4, z) estan en linearecta. Calculax y representa graficamente larecta

Lospuntos A = (3,1),B = (2,4) y C = (-1, —1) determinan un tridngulo. Escribe |as ecuaciones de
las lados, de las medianas 'y de |as rectas que unen los puntos medios de dos lados.

Lasrectasz +y—1 =0,z —2y —2 = 0y 3z — 2y + 6 = 0 determinan un triangulo. Calculalas
coordenadas de los vértices y escribe las ecuaciones de las paralelas a los lados trazadas por |os vértices
opuestos.

Los puntos medios de los lados de un cierto triangulo son (—1, —2), (6,1) y (3, 2). Encontrar las coor-
denadas de | os vértices del triangulo.

En un triangulo las coordenadas de dos de los vértices son (—7, —1), (—2, —9). Sabemos también que el

punto interseccion de las rectas medianas es €l origen. Calculalas coordenadas del tercer vértice.

z—2
3

2
3

_ y=3 _

Encuentralas ecuaciones de larecta que pasa por €l origeny esparaelaalarecta

2z
T .
3 1

Encuentralas ecuaciones delarectaque pasapor € punto (2,2, 1) y esparalelaalosplanosz+z+1 =0
y3z -3y —22=0.

Encuentrala ecuacion del plano determinado por el punto (3, 1,0) y que es paralelo a plano X Z.

Encuentrala ecuacion del plano determinado por €l punto (2, —1,1) y que esparalelo a plano 2z + 4y —
z=".

Encuentra la ecuacion del plano que pasa por los puntos (3, —1,4), (1,1, —1) y es paralelo ala recta

T=2,Yy=—2.

Encuentrala ecuacion del plano que pasapor el punto (2,1, —1) y esparaleloalasrectasr)x = z =y
yro)r = —2z,y = —3z.

Encuentra la ecuacion del plano que pasa por larectaxz = z — 3,y = 2z + 2 y es paraelaalarecta
T=2y=-=z
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Las ecuaciones deunarectason 2z + 3y — 4z +1 = 0,z + 5y + z — 7 = 0. Demuestra que larecta esta
ene plano4r — y — 142+ 17 = 0.

15 Averigua s se cortan las siguientes rectas

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

Yy oz 9 y—3 z-—4
r=— = — xr — = — = .
3 ’ 4 2

Encuentra las ecuaciones de la recta que pasa por € punto (1,0, —1) y cortalasrectasr;)x = 3y =
3z—1lym)ez=y—4=1-=z

Encuentralas ecuaciones de larecta que pasapor € punto (1,—1, 3), cortaalarectaz =3,y =z — 2y
esparaledlad planox + 4y + z = 0.

¢QUE propiedad geométricatiene el triangulo de vértice (—6,3), (-2, —1) y (3,8)?
¢QUE propiedad geométricatiene el triangulo de vértice (—7,4), (-2, —1)y (6,7)?

Lospuntos A = (—6,2), B = (3,—4) y C = (8, 8) determinan un triangulo. Demuestra que lalongitud
del segmento que une los puntos mediosde AB y BC esigua alamitad delalongitud de AC.

Determina las ecuaciones de las rectas perpendiculares a 2z — 3y + 16 = 0 que pasan por los puntos
(4,-3) y (7,—2). ¢Cuaes son las coordenadas de los pies de | as rectas perpendicul ares?

Los vértice de un tridngulo son (7, 2), (—5, —3) y (—3, 2). Determinalos angulos del triangulo.

Un trapecio esta formado por lasrectas 3z — 4y = 5,3x — 4y +10 = 0,20 —y+5 =0y y = 7.
Encuentralalongitud del perimetroy €l area.

Una recta que pasa por € punto (4, —2, 3) corta perpendicularmente un plano en € punto (5,1, 7).
Encuentrala ecuacion del plano.

Encuentrala ecuacion del plano que pasa por los puntos (1,1, —1),(2,0,2) y (0, -2, 1).
Obtener la ecuacion del plano determinado por €l punto (3,1,0) y larectaz =32+ 1,y = 2 + 2.
Encuentralaecuacion del plano que pasapor el punto (0,2, —1) y esperpendicular al vector (3, —2, —1).

Encuentralaecuacion del plano perpendicular a plano XYy que pasapor lospuntos (2, 1,3) y (—4, —6,0).
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29 Encuentralaecuacion del plano perpendicular alosplanosz — 3y +2z —6=0yxz + 4z —8 =0y que
pasapor e punto (4,2, —1).

30 Encuentra la ecuacion del plano que pasa por €l punto (—5,2,7), pasa por € punto —4 del eje X y es
perpendicular a plano z — 2z + 6 = 0.

31 Pruebaquelarectainterseccién delosplanosm; = x +2y — 2z = 5y m = bx — 2y — 2 = 0 esparalela

alarecta
r=-34+2t , y=3 , z=1+44t.

b) Encuentralas ecuaciones del plano determinado por las dos rectas.
32 Encuentrael anguloentrelarectax+y—224+4 =0,2x—3y—2—5=0ye plano3z—5y—7z+2 = 0.
33 Siladistanciadel origen a plano 3x + 4y — 12z + k = 0 es 4, ¢Cual es el vaor del parametro k?

34 Encuentra la ecuacion del plano tal que su distanciaa punto (2,—3,1) es 3 y tal que su recta normal
tiene cosenos directores proporcionalesa (1, 4, —8). (Nota: Hay dos soluciones.)

35 Un plano que pasapor € punto (2,5, —1) esnormal aunarectade lacual conocemos dos de los angulos
directores, o = 7y 3 = %’T Encuentrala ecuacion del plano. (Nota: Hay dos soluciones.)

36 Determinael anguloentrelosplanosm; =z +y+2=5ym=xz+2y+2=71.

37 Encuentra el volumen del tetraedro formado por €l plano Az + By + Cz + D = 0y los planos coorde-
nados. (A, B, C, D no nulos.)

38 Dado el tetraedro que tiene como vértices los puntos (0,0,1), (1,0,0),(-2,1,0) y (1,1, 1), cdculala
longitud de su lados, € areadelascarasy e volumen.
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