FRACTALS

FRACTALS (DEVELOPED BY THE POLISH MATHEMATICIAN BENOIT MANDELBROT) ARE BASED ON

THE FACT THAT THE DIMENSION OF ANY OBJECT IS NOT NECESSARILY AN INTEGER.

THE SHAPE OF A CLOUD OR THE COAST OF AN ISLAND CANNOT BE EXPRESSED BY THE WHOLE

NUMBER SYSTEM USED IN ELEMENTARY GEOMETRY. A CHARACTERISTIC OF FRACTALS IS THAT

THEIR PORTIONS ARE SIMILAR TO THE WHOLE. FRACTALS ARE APPLIED IN A GREAT VARIETY OF

DISCIPLINES; FROM PHYSICS TO CARTOGRAPHY, FROM BIOLOGY TO ASTRONOMY. THIS IS

OBVIOUSLY THEIR MOST RELEVANT VALUE.

La geometria dels objectes quotidians es basa, apa-
rentment. en dimensions enteres. Aixi. per exemple.
un solid com una bola de billar és de dimensi6 3: una
superficie com la d’un full de paper és de dimensié 2
(si ignorem que la seua seccié és no nul-la); i podem
considerar un fil fi com un objecte de dimensio 1. Tot
seguint aquesta manera d’argumentar, direm que un
punt té dimensio 0.

Hi ha objectes en la natura que no es poden des-
criure facilment amb els conceptes de la geometria
elemental. Si pensem en un nivol, una esponja de
mar, un arbre i les seues ramificacions, un riu i els
seus afluents, la trajectoria d’un raig o la de I"aigua en
un torrent, la costa d’una illa, etc., ens trobem davant
objectes, que presenten dificultats per a ser descrits
per mitja dels conceptes classics de la geometria.
Benoit Mandelbrot, el pare de la teoria dels fractals,
explica de manera eloqiient els limits de la geometria
elemental per a descriure la natura: “els nivols no sén
esferes. les muntanyes no sén cons, les costes no sén
cercles, I'escorca d’un arbre no és Ilisa ni la llum d’un
raig viatja en linia recta...” Després de la lectura
d’aquest article, hauria de ser natural escoltar que un
nivol té dimensié 1.3 o que la costa de Noruega és de
dimensio 1.52.

Una de les caracteristiques que presenten els
objectes fractals €s que les parts sén similars a tot el
conjunt, és a dir, que s’assemblen a si mateixos inde-
pendentment de I'escala en qué s’observen. Per exem-
ple, si agafem una esponja de mar i n’arranquem un
petit tros, aquest s'assemblara en tot a I'esponja ini-
cial menys en el volum. Per tal d’entendre millor
aquesta propietat, introduirem algunes construccions
matematiques que son fractals.

En els fractals. el concepte basic és que la dimen-
si0 d’un objecte no és necessariament un nombre

enter. La definicio de la dimensid utilitzada en aquest
camp de les matematiques es deu a 'alemany Felix
Hausdorff, cosa que escapa de les pretensions
d’aquest article. No obstant aixo, podem donar una
idea de dimensio que resultara atil en I'estudi dels
fractals. Considerarem un segment, un quadrat i un
cub; si els dividim en formes iguals a la inicial, pero
amb escala lineal 1/2, obtenim 2,4 i 8 parts respecti-
vament. Si escrivim aquests nombres com a poténcies
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del divisor emprat queda 2'. 2° i 2°. Analogament, si
dividim les figures en formes similars d’escala 1/4
obtenim 4,16 1 64 parts respectivament o, el que ¢és el
mateix, 4', 4° 1 4°. L’exponent és, en cada cas, la
dimensié de I"objecte geometric considerat. En gene-
ral, podem concloure dient que, en dividir un conjunt
en m parts similars al total d’escala 1/n, es verifica la
relacié m=n", on D és la dimensid. Aquesta dimensio
(de semblanca) té la propietat de poder presentar
valors fraccionaris en aplicar-la als objectes fractals.
Vegem-ho.

El fundador de la teoria de conjunts, Georg Can-
tor, proposa de construir el segiient conjunt. Si partim
del segment de longitud 1, eliminem el ter¢ central;
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Fig. A.- Construccié del conjunt de Cantor
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Fig. B.- Construccio de la corba de Koch

amb cadascun dels dos trossos restants, procedim
d’igual manera eliminant-ne el ter¢ central, i aixi suc-
cessivament. Aquesta construccié recursiva produeix
un conjunt que és semblant a si mateix, ja que partint
de qualsevol subsegment el devassall de subdivisions
que en naix és semblant al total. S’anomena conjunt
ternari de Cantor (fig. A) al limit al qual arribariem
en realitzar infinits passos com els descrits anterior-
ment. Quina és la dimensio d’aquest conjunt? El
nombre de trossos en que dividim cada segment és
dos 1 la longitud de cadascun és 1/3 de la longitud
anterior. Si apliquem la definicié de dimensié que
hem vist anteriorment, obtenim que 2 ha de verificar,
2=3"_és a dir D=log2/log3 = 0.6309. Aquest valor, no
enter, és el que coneixem com a dimensio fractal. El
seu valor, compres entre 01 1, significa que el conjunt
de Cantor és dimensionalment quelcom més que un
conjunt discret de punts, perd quelcom menys que
una linia.
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Vegem un altre exemple. Partim una altra volta del
segment unitat, i afegim al seu centre un triangle
equilater de longitud 1/3. Ens queda, en la part exte-
rior, una linia formada per 4 segments de longitud 1/3.
Procedim ara d’igual manera, tot afegint un triangle
equilater de longitud 1/9 en cadascun dels 4 segments.
Fixant-nos només en la part exterior de la corba, tenim
ara 16 segments de longitud 1/9. Si procedim d’aques-
ta manera fins a I'infinit, obtenim una corba continua,
de longitud infinita (la série que resulta de considerar
el perimetre divergeix), que no és diferenciable en cap
punt i que juntament al segment inicial tanca una
superficie evidentment finita. Aquesta aparent parado-
xa s’explica en el context de la geometria fractal.
Aquesta corba, coneguda com a corba de Koch (fig.
B), presenta una estructura similar en un gran rang
d’escales. Aquesta caracteristica propia dels fractals
no la presenten objectes geométrics més simples, ja
que perden I'estructura quan sén ampliats. Un tros
petit d’una circumferéncia s’assembla a una linia recta
quan I"ampliem suficientment. Encara que la dimensio
topologica de la corba de Koch és 1, es tracta d’un
conjunt que dimensionalment ¢és quelcom més que una
simple linia, perd menys que una superficie de dimen-
si0 2. Efectivament, si calculem la dimensi6 de la
corba de Koch, obtenim logd/log3 = 1.2619, és a dir.
un nombre compres entre 11 2.

La paraula “fractal”, com el seu estudi i la seua
divulgacié, es deuen fonamentalment al matematic
d’origen poloneés Benoit Mandelbrot. El seu nom
acompanya també un dels conjunts fractals més sorpre-
nents i que, amb fregiiéncia, apareix en exposicions,
portades i cartells: el conjunt de Mandelbrot. Per a
construir aquest conjunt, considerem la seqiiencia de
nombres complexos z,,, = z, + ¢. Una iteracié d’aquest
estil significa que donat un nombre complex inicial 7,
sabem com obtenir el segiient d’una successio, z, — 7,
—> Z,... N'hi ha prou de multiplicar cada nombre de la
successio per si mateix i sumar-li ¢ per a obtenir el
segiient. El fet que es tracte de nombres complexos
pot interpretar-se (per qui no estiga acostumat al seu
lis) com una iteracié que porta un punt del pla a un
altre punt del pla. El conjunt de Mandelbrot és format
pels valors complexos ¢ per als quals la segiiéncia z,,,
=z, + ¢, iniciada en z; = 0, roman acotada. El veiem
representat en la figura que acompanya aquest article
(fig. 1, 21 3), com un cor al qual tangencialment
s uneixen discos de diferents volums. Les zones acolo-
rides que envolten el conjunt de Mandelbrot represen-
ten valors de ¢, per als quals la successio (z,) tendeix a
infinit. Els diferents tons representen el nombre d’itera-
cions que han estat necessaries per a detectar numerica-



ment I’'esmentada divergéncia. Encara que aquest con-
junt no €s estrictament autosimilar. podem observar
com en “mirar amb microscopi” una petita zona, nova-
ment apareixen repliques de conjunt de Mandelbrot.

Els fractals aparcixen en innombrables camps de
la ciéncia, pero, sens dubte, €s en el que hom ha ano-
menat la “ciéncia del caos™ on apareixen de manera
més natural. EIs atractors estranys, en que convergei-
xen les trajectories de sistemes dinamics amb com-
portament caotics son fractals. El valor concret de la
dimensio fractal d’aquests atractors és una pega fona-
mental per a entendre guantitativament la seua dini-
mica caotica. A més dels processos no lineals, els
fractals descriuen molts fenomens en altres camps de
la fisica, de la quimica i de la biologia. En fisica de
I"estat solid se simulen les deposicions electrolitiques,
la corrosio o els nivols de col-loides per un procés
conegut com agregacio per difusio limitada. La mode-
litzacié per ordinador es basa en particules que reco-
rren un cami aleatori fins que ensopeguen amb 1" agre-
pal que esta creixent, a partir d’aquest moment son
fixades a I"agregat i esperen que noves particules
s"apropen. La massa d’aquests agregats creix amb el
radi R proporcionalment a R". on D és la dimensié
fractal. Generats sobre superficies planes, el valor
experimental que s’obté pera D és 1.7.

En Biologia s’ha demostrat que les superficies
rugoses de les proteines tenen estructura fractal amb
dimensio 2.4. Els fractals apareixen també en escales
molt més grans. Per exemple, els nivols tenen estruc-
tura fractal, també la distribucié dels diametres dels
craters lunars, els anells de Saturn o les estructures
que formen els romanents de les explosions de les
supernoves. Finalment, I"univers a gran escala presen-
ta també estructura fractal. La distribucié de les gala-
xies no €s aleatoria. La textura de Iunivers s’assem-
bla a I'escuma que fa el sabd en el bany. Grans bom-
bolles buides on se situen les galaxies formant parets,
grumolls 1 filaments. En les escales on es dona aquei-
xa distribucié tan poc uniforme, I’estructura cosmica
¢s fractal amb dimensié 1.3,

Cal fer notar que, en la natura, el rang d’autosem-
blanca es verifica només en unes escales determina-
des, mentre que en les construccions matematiques
que hem descrit anteriorment es verificava en escales
arbitrariament petites. Aixo ¢és una diferencia impor-
tant entre els fractals matematics i els fractals natu-
rals, pero, en qualsevol cas, podem concloure que el
llenguatge que s’associa a la geometria fractal i en
particular el seu concepte basic, la dimensié fractal,
s han convertit en eines d’una gran utilitat en moltes i
variades disciplines cientifiques.

Figs. 1, 2, 3.- El conjunt de Mandelbrot i successives ampliacions. Figura
realitzada amb el software fractint que pot trobar-se al servidor d'inter-
net http://garbo.uwasa.filpc/graphics.html amb el nom frain192.zip
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