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Abstract

Se describen algunas aplicaciones de la teoria de matrices a diversos temas
pertenecientes al &mbito de la matematica discreta. En particular, se van a con-
siderar las siguientes dreas de investigacion: (a) La teoria de matrices enteras,
con las formas normales de Hermite y de Smith, es utilizada en el estudio de
la congruencia de vectores enteros, con su generalizacién del teorema chino del
resto y su relacién con grupos abelianos. Sus posibles aplicaciones van desde
el disenio de ciertas redes de area local, pasando por la teoria de mosaicos y
equidescomposicién de figuras planas, hasta el desarrollo de métodos de encrip-
tado en criptografia; (b) La teoria espectral de matrices se utiliza ampliamente
en diversos temas de la teorfa de grafos. En particular, se ha utilizado reciente-
mente para el estudio y caracterizacién de grafos distancia-regulares, esquemas
de asociacién, y sus aplicaciones en teoria de codigos completamente regulares;
(c) La teoria de matrices circulantes tiene multiples aplicaciones en diversos
campos. Como ejemplos, se pueden citar el estudio de los poligonos anidados,
el diseno de osciladores acoplados y la transformada discreta de Fourier.
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1 Introducciéon

En una primera aproximacion, la “matematica discreta” puede describirse como la
rama de las matematicas que trata sobre las estructuras numerables, en contraste con
la “matematica del continuo” que se usa en andlisis y geometria clasicos. Algunos de
los temas basicos de los que se ocupa la matematica discreta son las técnicas de enu-
meracion, estructuras combinatorias, teoria de grafos, estructuras algebraicas discre-
tas, las versiones discretas de la geometria, y la teoria de cédigos. Una introduccién
a algunos de estos temas puede encontrarse en [7, 15]. Este tipo de matemadtica ha
recibido un gran impulso en las ultimas décadas, gracias al desarrollo espectacular de
la informatica y las telecomunicaciones, por lo que actualmente es una de las ramas
de la matematica aplicada con maés vitalidad.

La teoria de matrices no necesita presentacion y es un tema clasico en matematicas,
con amplias aplicaciones de tipo tedrico y practico. En el prefacio de su libro, Bell-
man [4] la define como la “aritmética de las matemaéticas superiores”, justificando
su afirmacién por el hecho de que las matrices representan las transformaciones mas
importantes, a saber, las transformaciones lineales.

En este trabajo se pretende dar algunos ejemplos de la interrelacion entre la teoria
de matrices y algunos temas de la matematica discreta. Estos temas, relacionados
a menudo con las aplicaciones, no son necesariamente los temas centrales de dicha
matematica, sino que corresponden en general a nuestras lineas de trabajo. Sin
embargo, lo que si ocurre, como cabia esperar, es que los resultados basicos que
intervienen en la resoluciéon de nuestros ejemplos, constituyen resultados centrales
del area de teoria de matrices. Un ejemplo claro de ésto lo constituye la “forma
normal de Smith” para matrices enteras, que presentamos a continuacién.

2 DMatrices enteras y equivalencia

Denotemos por Z™*" el anillo de matrices n X n enteras, es decir cuyos elementos son
numeros enteros. Dadas A, B € 7Z"*", se dice que A es equivalente por la derecha a
B si existe una matriz V' € Z"*" unimodular (esto es, con determinante +1) tal que

A=BYV.

Analogamente, la equivalencia por la izquierda exige la existencia de una matriz uni-
modular U que cumpla A = UB. Por otra parte, se dice que las matrices A y B



son equivalentes cuando

A=UBV

para ciertas matrices unimodulares U,V € 7"*",

2.1 La forma normal de Hermite

A partir de ahora supondremos, por sencillez, que M = (m;;) denota una matriz
n x n, entera y no singular, con columnas m; = (my;,ma;,...my;) ", j=1,2,...,n
y determinante (en valor absoluto) m = | det M |. Entonces, el teorema de la forma
normal de Hermite afirma que M es equivalente por la derecha a una matriz trian-
gular superior H(M) = H = (h;;) cuyos elementos de la diagonal h;; son todos
positivos (no nulos), y cada elemento sobre la diagonal y en la fila i-ésima; es decir,
hij, j > 1, pertenece a un conjunto completo de residuos médulo h;; por ejemplo
hij € {0,1,..., h; — 1}. Ademads, se sabe que esta formal normal es tnica.

2.2 La forma normal de Smith

Para cada entero k = 1,2, ..., n, se define el llamado k-ésimo divisor determinantal,
denotado por di(M) = di, como el maximo comun divisor de los determinantes de
los k x k menores de M (es decir, de las submatrices cuadradas de M cuyos elementos
pertenecen a alguna de las k filas y k& columnas elegidas previamente). Notar que,
fijado k, existen (2)2 menores k X k y, como M es no singular, alguno de ellos debe
tener determinante no nulo. Asi, en particular, d; es el maximo comun divisor de
todos los elementos de M vy, en el otro extremo, d,, coincide con el determinante m
de M. Noétese también que di_; divide a dj para todo k = 1,2,...,n, donde, por
conveniencia, definimos dy = 1. Entonces los factores invariantes de M, denotados
por si(M) = sy, son las cantidades

de—1

Sk (1<k<n)

que se sabe cumplen las misma propiedad de divisibilidad que los divisores deter-
minantales, es decir, sg|sg+1 para todo k = 1,2,...,n — 1. El teorema de la forma
normal de Smith afirma entonces que la matriz M es equivalente a la matriz diagonal

S(M) =S = diag(s1, S2,. -, 8n)-

Por consiguiente, esta forma normal también es tinica.



La forma normal de Smith tiene multiples aplicaciones en matematicas. Por
ejemplo, se usa en la resoluciéon de sistemas lineales diofanticos (con coeficientes
y soluciones enteras); en la teoria de grupos abelianos, ligada como veremos a la
congruencia entre vectores enteros; y en el estudio de la equivalencia entre matrices
bajo permutacién de sus filas y columnas (la llamada equivalencia por permutacion).
Para una descripcion de éstas y otras aplicaciones, pueden consultarse las referencias
(30, 31].

3 Congruencias y grupos abelianos

Como sabemos, dado un entero positivo m, decimos que los enteros a,b son con-
gruentes modulo m si los restos que se obtienen al dividir a y b por m son iguales o,
equivalentemente, si a — b es un multiplo de m. Con la notaciéon habitual,

a=b (modm) Ly a—bemz. (1)

Este concepto de congruencia es bien conocido, y tiene muchas aplicaciones en la
resolucion de diversos problemas, tanto tedricos como practicos. Esencialmente, su
utilidad radica en el hecho de que representa la periodicidad (con periodo m) en el
reticulo unidimensional de los puntos enteros de la recta:

—m,—(m—1),...,0,1,...mm-+1,....2m2m+1,...

por lo que podriamos llamarla “periodicidad discreta”. Graficamente, podemos re-
presentar esta situacién con m puntos equiespaciados sobre una circunferencia, nu-
merados correlativamente desde 0 hasta m — 1 siguiendo el sentido de las agujas del
reloj. Ademsds, si queremos representar el efecto del “generador” a = 1, establecemos
un arco dirigido desde el punto i al punto i + 1 (modm). Obtenemos asi un ciclo
dirigido con m vértices, C,,, como representacion del grupo ciclico de m elementos,
Zm. Esto es un ejemplo de lo que, en teoria de grafos, se denomina diagrama de
Cayley de un grupo I' con respecto a un conjunto de generadores A y habitualmente
se denota por Cay(I', A). Asi, en nuestro ejemplo, C,, = Cay(Z,,, {1}).

La cuestién que nos planteamos ahora es: ;Cémo representar la periodicidad dis-
creta en un espacio n-dimensional como, por ejemplo, el plano o el espacio euclideo?
La respuesta pasa por considerar un tipo de equivalencia entre vectores (columna)
con coordenadas enteras, cuyo conjunto denotaremos por Z". Entonces, dada una
matriz entera M como en la seccion anterior, el conjunto MZ", cuyos elementos son
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combinaciones lineales con coeficientes enteros de los vectores (columna) m;, es el
llamado reticulo generado por M. Notar que Z", con la operacion suma de vectores,
es un grupo commutativo que tiene como subgrupo (normal) MZ".

Ahora, el concepto de congruencia en Z tiene la siguiente generalizacién natural a
Z" [12]: Decimos que dos vectores enteros, a y b son congruentes modulo M cuando
su diferencia a — b pertenece al reticulo generado por M. Es decir,

a=b (modM) &Ly a—be Mz (2)
Comparar con (1). De la misma forma que el grupo cociente Z, = Z/mZ es conocido
simplemente por el conjunto de “enteros médulo m”, podemos referirnos a Z}, =
Zz"/M7" como el grupo de “vectores enteros médulo M”. Con ello seguimos la
convencién habitual de identificar cada clase de equivalencia por uno cualquiera de

sus representantes.

Notar que, cuando M = diag(my, ma, ..., my,), los vectores @ = (a1, as, ..., a,)"

vy b= (by,ba,...,b,)" son congruentes médulo M si y sélo si se satisface el sistema
de congruencias en Z

a; =b; (modmy) (1 <i<n).

En este caso, Z%, es el producto directo (o cartesiano) de los grupos ciclicos Z,y,,,
1=1,2,...,n.

3.1 Isomorfismos de grupos

Sea H = MV la forma normal de Hermite de M. Entonces (2) se cumple si y sélo
sl
a—-be HV 'z"= HZ"

ya que V, y por tanto también V!, son unimodulares. Por consiguiente, concluimos
que
a=b (modM) <= a=b (modH) (3)

o0, en términos de isomorfismo de grupos,
72" /Mz"=7"/HZ".
Consideremos ahora la forma normal de Smith de la matriz M,

S = diag(s, s2,...,8,) =UMYV.



Entonces se cumple (2) si y sélo si Ua = Ub (mod S) o, de forma equivalente,
w,a =ub (mods;) (1<i<n) (4)

donde u; denota la fila i-ésima de U. Ademads, si r representa el entero positivo mas
pequeno tal que $; = sy = -+ = s, = 1 (si no existe tal entero tomamos r = n), las
n —r primeras ecuaciones en (4) son irrelevantes, y sélamente necesitamos considerar
las r ultimas. Es decir, en forma matricial,

a=b(mod M) <= U'a=U'b (mod S’ (5)

donde U’ denota la matriz r x n formada por las r ultimas filas de U, vy §' =
diag(Sp—ri1, Snrt2, - - -, Sn). En consecuencia, la aplicacién lineal ¥ desde el conjunto
de vectores médulo M al conjunto de vectores médulo S’ definida por W(A) = Ua,
es un isomorfismo de grupos que nos permite escribir:

7"/ Mz =77 )S'7 =7 X oo X Zg, . (6)

Sn—r+1

Como todo grupo abeliano finito se puede representar como (es isomorfo a) el grupo
de vectores médulo una cierta matriz M (ver, por ejemplo, [13]), ndtese que (6)
es, en realidad, el enunciado del teorema central sobre descomposiciéon de grupos
commutativos. Otras dos consecuencias interesantes de la discusion anterior son las
que siguen:

e El numero de vectores distintos modulo M (clases de equivalencia) es:
|z" | M7"| = | det M| = m. (7)

e El grupo (abeliano) de vectores enteros médulo M es ciclico siy sélo sid, 1 = 1.

En [12] pueden encontrarse més detalles sobre el tema. En las dos siguientes
secciones se plantean dos aplicaciones de las congruencias entre vectores. Por razén
de sencillez, solo se aborda el caso de dimensién dos, aunque muchos de los resultados
expuestos pueden generalizarse a cualquier dimensién.

4 Redes de doble lazo

Una red de doble lazo consta de n nodos o vértices rotulados 0, 1, ..., n—1y los enlaces
unidireccionales o arcos de la forma (i,7+ a) e (4,7 + b), con a y b enteros positivos
llamados “pasos”. Es decir, existen enlaces desde el nodo ¢ hacia los nodos i+a e i+b



A~

Figure 1: La red de doble lazo G(8;1, 3)

(las operaciones deben entenderse médulo n). Por tanto, dicha red, que se denota
comunmente por G(n;a,b), corresponde al diagrama de Cayley Cay(Zy,, {a,b}). Por
ejemplo, la Fig. 1 muestra la red de doble lazo G(8; 1, 3).

En teorfa de grafos esta estructura (y también el ciclo C,, descrito anteriormente)
es un ejemplo de grafo dirigido o digrafoy, en el lenguaje propio del area, se dice que el
vértice ¢ es adyacente hacia los vértices 1+ a e i+b. Un digrafo es fuertemente conezxo
cuando existe un camino (dirigido) entre cualquier par de vértices. En particular,
G(n;a, b) es fuertemente conexo si y sélo si {a, b} es un conjunto generador del grupo
Zy; es decir, cuando med(n, a,b) = 1. Las redes de doble lazo han sido propuestas y
estudiadas como modelos para las llamadas “redes de area local”, en las que una serie
de ordenadores situados a corta distancia intercambian datos a alta velocidad [22].
En particular, el retraso en la transmision de un mensaje entre dos nodos tiene que ver
con el nimero minimo de retransmisiones necesarias para llegar a su destino, esto es,
con la distancia entre nodos. Por tanto interesa disenar redes con reducido diametro
(méxima distancia entre vértices). Para tal fin, es posible utilizar congruencias en
72, juntamente con la teorfa de matrices enteras. El puente que nos permite pasar
de la formulacién combinatoria (es decir, la estructura de la red) a la algebraica es la



representacién de cada digrafo mediante una “baldosa” (regién plana) en forma de
L, a la que llamamos L-forma, que tesela periddicamente el plano por translaciones.
Dicha forma geométrica facilita el estudio de las propiedades del digrafo relacionadas
con la distancia, tales como, por ejemplo, su didmetro y su distancia media entre
vértices (ver [22]). En la referencia complementaria [23] se describen y estudian
varias familias de grafos con esta propiedad geométrica.

Siguiendo un ejemplo, vamos a ver que cada digrafo G(n; a,b) tiene asociada una
L-forma, caracterizada por una matriz 2 x 2 entera, y viceversa.

4.1 De un digrafo a una L-forma

Consideremos el digrafo G(n;a,b) que se supone fuertemente conexo:
mcd(n,a,b) = 1. Consideremos el plano dividido en cuadrados unitarios (centra-
dos en los puntos de coordenadas enteras que forman un reticulo). A partir de un
cuadrado —o punto reticular—marcado con el cero, sumamos a (modn) cuando nos
movemos horizontalmente al cuadrado siguiente; y b (modn) cuando nos movemos
verticalmente. Entonces, el plano queda “recubierto” por los enteros médulo n, ele-
mentos del grupo ciclico Z,, como se muestra en la Fig. 2 con el ejemplo G(8;1, 3).
Nétese que, de esta forma, cada vértice del digrafo G(n;a,b) queda asociado a un
punto del reticulo.

Figure 2: La representacién plana de G(8;1,3) y su correspondiente L-forma

Ahora escogemos un vértice (o cuadrado) inicial, digamos el 0 (en un circulo en
la Fig. 2), lo marcamos y marcamos también todos los vértices desde 1 hasta n — 1
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que esten a distancia minima del 0 en el correspondiente digrafo. Notar que, en
el reticulo, la distancia entre puntos se mide facilmente con la norma || - |;. Por
tanto, el marcaje se puede hacer siguiendo un simple algoritmo que considera las
diagonales sucesivas, tal como se muestra en la Fig. 2. Entonces se demuestra que
los cuadrados marcados forman siempre una L-forma que periédicamente tesela el
plano. La baldosa obtenida en nuestro ejemplo se muestra también en la figura. Por
la simetria del digrafo, la L-forma obtenida no depende del vértice inicial y, por tanto,
lo representa de forma univoca. En general, una L-forma queda caracterizada por
sus dimensiones (I, h,w,y), con [;,h > 1,0 <w <[, 1 <y < h, ver Fig. 3. Notar que
el diametro D del digrafo corresponde entonces a la maxima de las distancias desde
el 0 hasta los vértices marcados con asterisco; es decir,

D=max{l+h—w—2,l+h—y—2}.

4.2 De una L-forma a un digrafo

A partir de una L-forma con dimensiones (I, h,w,y), ged(l, h,w,y) = 1, y drea n =
lh — wy, se pueden obtener los pasos a, b del correspondiente digrafo con n vertices
de la forma que sigue (ver [11]).

Figure 3: Una L-forma genérica

Consideremos la matriz entera



con su forma normal de Smith S(M) = UMYV = diag(1,n), donde U,V son matri-
ces unimodulares. Entonces, segin los comentarios anteriores y para determinados
pasos a, b, tenemos el isomorfismo entre digrafos de Cayley

Cay(z?/MZ%; ey, e5) = Cay(Zy; a,b) = G(n; a,b),

donde e; = (1,0), e = (0,1). Por consiguiente, segun la teoria expuesta en la
Subseccion 3.1, los pasos a, b son las imagenes, por la aplicaciéon W, de los vectores
coordenados ej, e;. Esto es, si U tiene como segunda fila el vector («, 3), los pasos
del digrafo G(n;a,b) son a = o (modn) y b= (modn). Este posible par de pasos
no es unico, ya que la matriz resultante U en la factorizacion de S tampoco lo es.
De hecho, todos los pares posibles son de la forma a’ = Aa (modn) y &’ = Ab (mod n)
con A € Z7 (es decir, med(A, n) = 1), ver [22].

Podemos aplicar este método a nuestro ejemplo previo. Consideremos la L-forma
de la Fig. 2, con dimensiones | = h =3, w =y = 1. Entonces

3 —1
w=(d)

y el cémputo de S(M), U, V da:

(30 w-(30) vo( 1)

(3,1) o, més generalmente, (a,b) = (3\, ), A € Z§. Esto

Asi, los pasos son (a,b) =
(7.5),(5,7)} -

b
es, (a,b) € {(3,1),(1,3)

5 Mosaicos perioédicos

Como es bien sabido, un mosaico estd constituido por una serie de baldosas que
recubren todo el plano sin solaparse ni dejar huecos. Un mosaico se llama periddico
cuando al trasladarlo segiin un cierto movimiento rigido (o isometria) se superpone
a si mismo (es decir, queda invariante). Una o més baldosas teselan periddicamente
cuando constituyen un mosaico (embaldosado o teselacion) peridédico. El caso mas
simple se produce cuando una sola figura tesela usando sélo translaciones, como
ocurre con los poligonos regulares cuadrado y hexdgono. Los mosaicos peridédicos
han sido objeto de atencion y estudio desde muy antiguo. En nuestro pais tenemos
un magnifico ejemplo de ello en los mosaicos de la Alhambra de Granada, que han sido
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(y son) objeto de numerosos estudios, incluida alguna tesis doctoral (cuya principal
contribucién se describe en [32]). Gran parte de su interés radica en la relaciéon que
guardan con la teoria de grupos; en particular, el estudio y clasificacion de los grupos
cristalograficos planos. (El desarrollo de la cristalografia corresponde al siglo XIX,
aunque el primer tratamiento matemético de los mosaicos se debe a Kepler). El lector
interesado en mas detalles sobre el tema, puede consultar el texto de Griinbaum y
Shephard [25].

5.1 Equidescomposicién de figuras planas

Dos figuras planas se llaman equidescomponibles cuando una de ellas puede dividirse
en un numero finito de piezas que, resituadas adecuadamente, permiten obtener la
otra (sin que se produzcan solapamientos ni queden huecos). Por tanto, dos figu-
ras equidescomponibles deben tener la misma area. Lo curioso es que, para figuras
poligonales, el resultado converso también es cierto: Segun el teorema cldsico de
Bolyai-Gerwin, cualquier par de regiones poligonales de igual drea son equidescom-
ponibles. Ademas, se sabe que la diseccién puede hacerse utilizando sélo regla y
compés. Sin embargo, el resultado analogo para poliedros no se cumple. Por ejem-
plo, se ha demostrado que un tetraedro regular y un cubo de igual volumen no son
equidescomponibles. De forma més restrictiva, a veces se requiere que las figuras
no tan solo sean equidescomponibles, sino que una se pueda transformar en la otra
usando solamente cierto tipo de movimientos como, por ejemplo, translaciones y rota-
ciones. Como dichos movimientos y su composiciéon forman un grupo, digamos G,
se dice entonces que las correspondientes figuras son G-equidescomponibles. En este
contexto, otro resultado clésico es el teorema de Hadwiger-Glur, que afirma que dos
regiones poligonales de igual drea son siempre G g-equidescomponibles, siendo Gg el
grupo de translaciones y simetrias centrales (o, lo que es lo mismo, giros de 180 gra-
dos). De hecho, se sabe que éste es el minimo subgrupo del grupo completo G de
isometrias del plano que cumple esta propiedad. Una demostracién de estos resulta-
dos puede realizarse utilizando las propiedades de las teselaciones periddicas (ver [1]).
La idea basica en dicha demostracion es la obtenciéon de determinadas equidescom-
posiciones a partir de la superposicién de dos teselaciones formadas con las figuras
correspondientes. Un ejemplo interesante se muestra en la Fig. 4, donde se obtiene
la conocida equidescomposicién minima (con el minimo nimero posible de piezas) de
un cuadrado y un tridngulo equilatero.
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Figure 4: Equidescomposicion minima de un cuadrado y un triangulo equilatero.

6 Una generalizacion del teorema chino del resto

Dado un elemento a (vector columna) del grupo Z"/M?Z", denotemos por o(a) su
orden, definido como el menor entero positivo r tal que ra = 0 (mod M). Equiva-
lentemente,
mM'a
rMla=————€c7"
m/r

Por ser r minimo, m/r es el maximo entero positivo tal que divide a m y a todos los
nimeros m;a, donde m,; denota ahora la i-ésima fila de la matriz mM ~'. Entonces,

(8)

m

ola) = med(m, mya, ..., m,a)’

Una ligera generalizacién del teorema chino del resto se enuncia de la siguiente
forma:

e Sean my, My, ..., My Y A1,0z,...,a, enteros tales que
mcd(m;,m;) =1 (i # j); med(a;,m;) =1 (1 <i<n). (9)
Entonces, dados enteros cualesquiera by, bo, ..., b,, el sistema de congruencias
a;r =b; (modm;) (1<i<mn) (10)
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tiene exactamente una solucion mdédulo m = |myms - - - my|.

En su forma clésica, el teorema chino del resto corresponde al resultado anterior
cuando a; = 1 paratodo 1 < i < n, con lo cual la segunda condicién en (9) desaparece.

En nuestro contexto, el sistema de congruencias (10) es equivalente a la congruen-
cia
ra =b (mod M), (11)
donde a = (ay,as,...,a,)", b= (b,by,...,b,)", vy M = diag(mi,ma,...,my).
Entonces, estamos interesados en la solucién de la congruencia (11) para una ma-

triz genérica M. Asi, el siguiente resultado, que puede verse como una generalizacién
del teorema chino del resto, es una consecuencia directa de (8).

e Sea M una matriz n X n entera, con determinante m = |det M| > 0. Sea
g = med(m, ma, ..., mya), donde m; es la i-ésima fila de la matriz mM ™', Si
g =1, entonces la congruencia

ra =b (mod M), (12)
tiene exactamente una solucion modulo m para cualquier b € Z".
En particular, si M = diag(mq, ms,...,m,) se tiene la condicién
aym anm
g:mcd(m, = >:1 (13)
my mp

que, como se puede comprobar, es equivalente a (9).

6.1 Algunas aplicaciones: Esquemas para compartir secretos

Histoéricamente, el problema chino del resto se planteé por la necesidad de confec-
cionar calendarios teniendo en cuenta diferentes eventos que sucedian con periodi-
cidades diferentes. En la actualidad, el teorema chino del resto, en sus diferentes
versiones, tiene aplicaciones en casi todas las areas de la matematica. Como ejem-
plos, tenemos la teoria de autématas finitos, temas de computaciéon (cdlculo mo-
dular, computacion simbdlica), algoritmica (convolucién ciclica, transformada rapida
de Fourier, interpolacién de polinomios sobre cuerpos), la teoria de cédigos (cédigos
bloque, cédigos de residuo redundantes), y criptografia (esquemas para compartir
secretos, esquemas de clave piblica). El lector interesado en éstas y otras aplica-
ciones puede consultar la referencia [9]. En particular, en dicho trabajo se discuten
dos aplicaciones de la generalizacion expuesta anteriormente del teorema en cuestién,
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que hacen referencia al diseno de cédigos de residuo redundantes y esquemas para
compartir secretos. Veamos algunos detalles sobre dichos esquemas.

En un esquema para compartir secretos, hay un conjunto de n participantes, cada
uno de los cuales recibe un fragmento del secreto, de manera que sélo determinados
subconjuntos “autorizados” pueden reconstruir el secreto (ver [34]). Estos esquemas
son ttiles, por ejemplo, en procesos en los que, en una red distribuida o de area local,
se pretende realizar calculos a partir de datos que deben mantenerse confidenciales.
La estructura de acceso de un esquema para compartir secretos es la familia de tales
subconjuntos. Como es logico, se requiere que cualquier conjunto que contenga un
subconjunto autorizado sea también autorizado. Por ejemplo, la llamada estructura
de (t,n)-umbral, correspondiente a un esquema de (t,n)-umbral [28], esta constituida
por todos los subconjuntos con al menos t elementos de un conjunto con n elementos.

Veamos, por ejemplo, como la version clasica del teorema chino del resto propor-
ciona, por si mismo, un esquema muy simple (con ¢ = n) para compartir secretos.
Sea my,ma, ..., m, enteros positivos primos entre si a pares, y m = H?:l m;. Con-
sideremos el mencionado teorema con respecto a estos moédulos. Supongamos que
el secreto es un entero s, tal que 0 < s < n, que es compartido por ¢ partici-
pantes P;, 1 < i < n, de la siguiente forma: Al participante P; se le da el residuo
s; = s (modm;). Entonces, por el teorema chino del resto, los ¢t fragmentos de infor-
macion s; son suficientes para determinar el secreto original s, pero resulta imposible
a partir de cualquier subconjunto con menos de ¢ residuos s;.

7 Teoria espectral de grafos

Como ya se ha dicho anteriormente, un digrafo consta simplemente de una serie de
vértices y arcos que los unen. La version no dirigida de este concepto es el llamado
grafo G = (V| E), con conjunto de vértices V = V(G), y ramas E = E(G) que son
pares no ordenados de vértices. Si los vértices 7,7 € V forman una rama, se denota
porij € 61~ j,y sedice que ¢ y j son adyacentes.

Una forma usual de representar un grafo (o digrafo) G es a través de su matriz
de adyacencia A = (a;;), con filas y columnas indexadas por los vértices de G, y
elementos

1 sit~yg
aij = .
0 en caso contrario.

El problema genérico de la teoria algebraica de grafos consiste en estudiar propiedades
(estructurales) del grafo G a partir de propiedades (algebraicas) de la matriz A (y
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viceversa). Por ejemplo, se demuestra que el elemento ij de la potencia k-ésima de A,

agﬂ) = (A");, coincide con el niimero de caminos de longitud & (longitud = ntimero

de ramas) que van del vértice i al vértice j.

Como la matriz de adyacencia depende del orden en que se consideran los vértices,
solemos centrar nuestra atencion sobre aquellas propiedades de A que son invariantes
bajo una permutacion de sus filas y columnas. Posiblemente, la mas conocida de tales
propiedades es el espectro de la matriz, o conjunto de sus autovalores y multiplici-
dades, que se denota por

spG = {AJO, A", A

(Los exponentes indican las multiplicidades). Asi, la teoria espectral de grafos trata de
dilucidar hasta que punto el espectro de la matriz de adyacencia de un grafo contiene
informacion sobre su estructura. En un primer momento se pensé que dicho espectro
podria caracterizar univocamente el grafo, pero pronto se descubrié la existencia de
grafos distintos (es decir, no isomorfos) con el mismo espectro, a los que se les llamé
grafos coespectrales. Una buena introduccién a la teoria algebraica (y, en particular,
espectral) de grafos puede encontrarse en el texto cldsico de Biggs [5].

Una idea muy simple, pero muy 1til, en este campo es la siguiente interpretacion
de los autovectores y autovalores como un proceso dinamico de “desplazamiento de
cargas”. Supongamos que A, la matriz de adyacencia de un grafo o digrafo, tiene
autovector v con autovalor \: Av = Av. Si cada componente v; de v se inter-
preta como una carga inicial del vértice 7, nos interesa averiguar que ocurre cuando
aplicamos la transformacién (movimiento de cargas) representado por A. Para ello
calculamos las componentes i-ésimas en la ecuacién vectorial anterior y obtenemos:

(A'U)Z = Zaijvj = ZUJ' = )\Ui. (14)
j=1 inj

Por tanto, el efecto resultante es que cada vértice i recibe las cargas de sus vecinos
para quedar con una carga final igual a A veces la que tenia inicialmente. En otras
palabras, el autovalor A es la razén, comun a todos los vértices, entre las cargas final
e inicial: 1
)\:U—Zvj para todo i € V' con v; # 0.

; =
inj
Entre los pardmetros de un grafo estudiados a partir de su espectro, podemos men-
cionar: el nimero de independencia o (méximo nimero de vértices no adyacentes
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entre si); el nimero cromdtico x (minimo nimero de colores necesarios para co-
lorear los vértices de manera que vértices adyacentes tengan distinto color); y el
diametro D (misma definicién que en el caso de digrafos, pero ahora la distancia es
una métrica pues los caminos son no dirigidos). Por ejemplo, en cuanto a los dos
primeros pardametros, se sabe que, si G es un grafo regular (es decir, cada vértice
tiene el mismo nimero—llamado grado—de vértices adyacentes) con n vértices y
autovalores \; > Ay > ... > )\, entonces,
n )\1

(Para las demostraciones, ver [5]). Resultados similares también se aplican en el caso
no regular (ver [14]). En cuanto al didmetro, si G' es un grafo conexo con d + 1
autovalores distintos, A\g > Ay > --- > Ay (notar el cambio de notacién), entonces
D < d . Ademas, si G es regular con n vértices,

d
T
Dep = D<d-1,
i—o i

donde los 7}s son parametros tipo-momento que se calculan a partir de las distancias

entre autovalores en la forma m; = H?:O(j;ﬁi) |Ai — Ajl, 0 <i <d, (ver [21]).

8 Distancia-regularidad

Segun se comenta en [2], nadie sabe quién formulé por primera vez el siguiente resul-
tado o le di6 su “toque humano”:

e Si en una reunion de tres o mds personas, cada dos personas tienen precisa-
mente un amigo en comin, entonces hay una persona (el “politico”) que es
amigo de todos.

Actualmente se le conoce como el “teorema de la amistad”. La primera demostracién
(por contradiccién) se debe a Erdés, Rényi y Sés [10], y estd considerada atin como
la mas conseguida. Basicamente, consta de dos partes: primero se demuestra que si
el grafo G que modela tal reunién (donde, por supuesto, las amistades se representan
por ramas) es un contraejemplo con més de 3 vértices, entonces debe ser regular,
digamos de grado k. Como consecuencia de ello, resulta que G debe ser “fuertemente
regular” con pardmetros (n,k;1,1) (es decir, cada par de vértices son adyacentes a
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exactamente un vértice comiun). En segundo lugar usamos de nuevo la teoria espectral
para demostrar que G no puede existir.

El (supuesto) grafo G es, de hecho, un ejemplo de grafo “distancia-regular”, en
este caso con diametro 2. En general, y hablando de forma intuitiva, decimos que
un grafo es distancia-regular cuando, al ser observado (o “colgado”) desde cualquiera
de sus vértices, siempre se obtiene la misma estructura por “capas” (constituidas
por los vértices a distancia 0,1,2,... del vértice base), y los vértices de cada capa
resultan indistinguibles entre si. Como ejemplos sencillos de grafos distancia-regulares
podemos citar, por ejemplo, los 1-esqueletos de los poliedros regulares. Una definicién
mas precisa de la distancia-regularidad es la siguiente: Un grafo G con didmetro D
es distancia-regular si, para cada par de vértices (u,v) y enteros 0 < i,5 < D, el
nimero p;;(u, v) de vertices a distancia ¢ de u y a distancia j de v sélo depende de k =
dist(u, v), y entonces escribimos p;;(u,v) = pfj para ciertas constantes pfj llamadas
“numeros de interseccién”. De hecho, debido a las muchas relaciones existentes entre
dichos nimeros, se puede dar una definicion mucho mas econémica que, para cada
distancia k, involucra solamente los pares de distancias (7,75) = (k — 1,1), (k, 1), y
(k+1,1). (Sucede que los correspondientes nimeros de interseccién son suficiente
para determinar todos los demds; ver, por ejemplo, [5]). Asi, la definicién méas usual
de distancia-regularidad reza de la siguiente forma: Un grafo I' es distancia-reqular
cuando, para cualquier par de vértices u,v a distancia dist(u,v) = k, los nimeros
Ck, ax, b, de vertices que son adyacentes a v, y estan a distancia k — 1, k, k + 1,
respectivamente, de u solo dependen de k.

Desde su introduccién (por Biggs, a principios de los anios 70), los grafos distancia-
regulares, y su principal generalizaciéon los “esquemas de asociacion”, han demostrado
ser un concepto clave en combinatoria algebraica. Dichos grafos tienen conexiones
importantes con otras ramas de las matematicas, tales como geometria, teoria de
codigos, teoria de grupos, teoria de disenos, asi como también con otras areas de
la teoria de grafos. Tal como apuntan Brouwer, Cohen y Neumaier en su extenso
texto sobre el tema [6], ello es debido a que la mayor parte de objetos finitos que
gozan de “suficiente regularidad” estan relacionados estrechamente con los grafos
distancia-regulares.

Una reciente caracterizacién de estos grafos, obtenida por el autor y Garriga [18],
es la siguiente:

e Un grafo regular I' con matriz de adyacencia A, con d+ 1 autovalores distintos,
es distancia-reqular si y solo si el nimero ng(u) de vértices a distancia d de cada
vértice u es constante y depende solamente del espectro de A.
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Més precisamente, si I' tiene n vertices y espectro sp A = {5, \|", ..., A}
(recuérdese que los supraindices denotan multiplicidades; Ay es simple—my = 1—
porque, al ser G conexo, la matriz A es irreducible) entonces se requiere que, para
todo vértice u,

na(u) = n (Z m”i 2) (ue V), (15)

donde, como antes, m; = H?ZO(#Z.) |Ai = Ajl, 0 <i < d. De hecho, la caracterizacién

anterior sigue siendo valida si las n igualdades en (16) se sustituyen por una sola:

an(u)_l = Z %, (16)

(ver [16]). Notese que ny., . na(u)~' corresponde a la media harménica de los
numeros ng(u).

Como ejemplo, consideremos el grafo (1-esqueleto) del cubo G = Qz, que tiene
n = 8 vertices, espectro sp Qs = {3',13, =13, —=3'} y didmetro d = 3. Ademds, cada
vértice u tiene exactamente un vértice a distancia maxima, ng(u) = 1. Entonces, por
la simetria de la malla de autovalores, obtenemos mg = 13 = 2-4-6 y 11 = mp = 2-2-4,

de donde 70 = 7t =3y 72 =1, y el sumatorio en (16) da

9 -1
8(2+§~32> =1 = ny(u).

Por tanto, se concluye que Qs es un grafo distance-regular (llamado 2-antipodal porque
cada vértice tiene exactamente un vértice a distancia maxima).

8.1 Aplicaciones en teoria de cédigos

En lenguaje amplio, podemos entender una cierta cantidad de informacién como una
serie de palabras concatenadas. En la practica sucede a menudo que, al transmitir
dicha informacién, se producen errores que enmascaran su significado (al modificar las
palabras que la constituyen). La teorfa de cddigos, iniciada por Shannon en su famoso
articulo [33] (ver http://antoine.iies.es/Papeles/Shanon.PDF), estudia la manera de
solucionar este problema. Baésicamente, se trata de anadir “redundancia” a cada
palabra para hacerla “insensible” a posibles alteraciones. Un ejemplo sencillo lo cons-
tituye el lenguaje comin, en el que la mayoria de palabras “conservan” su significado
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aun que estén escritas o pronunciadas erréoneamente. Para una introduccién a la
teorfa de cddigos, ver por ejemplo el texto de Van Lint [27].

Como ya se ha mencionado anteriormente, la teoria sobre grafos distancia-regulares
tiene multiples aplicaciones en teoria de cédigos. En teoria de grafos, un cédigo dado
C' (conjunto de palabras permitidas o palabras-cddigo) puede representarse simple-
mente como un cierto subconjunto de vértices C' C V' de un grafo G, normalmente
distancia-regular [24, 27]. El conjunto de vértices representa el “universo” de pala-
bras que uno puede recibir (tengan significado o no); y se establece una rama entre
dos palabras cuando, con una cierta probabilidad, una puede transformarse en la
otra en el proceso de la transmision. Asi, cuanto menor es la distancia entre dos
palabras (medida en G) més se asemejan. Si una palabra-cédigo no ha sufrido de-
masiadas alteraciones, la palabra resultante no estd demasiado lejos de la original y
ello permite recuperarla (criterio de decisién por proximidad). Por tanto un cédigo
es tanto mejor cuanto mas alejadas estan entre si las palabras que lo constituyen. En
el estudio y diseno de buenos cédigos, se usan técnicas algebraicas que, como ya se ha
explicado, nos dan informacién sobre la estructura del grafo G y, en particular, del
subconjunto de vértices C' que representa al codigo. En las aplicaciones son especial-
mente importantes los llamados codigos “completamente regulares”, para los cuales el
grafo que los contiene se estructura en una especie de distancia-regularidad alrededor
del conjunto que constituye el cédigo. Sucede entonces que dichos cddigos pueden
caracterizarse algebrdicamente de forma similar a como se caracterizan los grafos
distancia-regulares, a través de su espectro, segin la férmula (16), (ver [19, 20]).

9 Matrices circulantes

Una matriz cuadrada C' se llama circulante, y se denota por C' = circ(co, ¢1, .. ., 1),
si cada una de sus filas se obtiene desplazando ciclicamente una posicion la fila ante-
rior. Esto es:

Cob C1 - Cpa
Ch—1 Co -+ Cp—2
C =
C1 Cy ... Co

Asi, por ejemplo, el ciclo dirigido de n vértices C), tiene como matriz de adyacencia
A = cire(0,1,0,...,0), cuyo elemento ij es a;; = 1 si j =i+ 1 (modn) (j adyacente
desde i), y a;; = 0 en caso contrario. Andlogamente, la potencia k-ésima es AF =
circ(0,0,...,1,...,0), con el 1 en la posicién k ya que indica un tinico camino entre
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vértices a distancia k. De lo anterior, vemos que cualquier matriz circulante se puede
escribir en la forma

n—1
C = circ(cg, €1y ..oy Cpoy) = Z cpAF. (17)
k=0
Por otra parte, el polinomio caracteristico de A es
A -1 0 -+ 0
0o X -1 0
p(Cp,N)=det| O 0 A - 0 | =) n_1

-1 0 0 --- )\

con lo cual los autovalores de A son las raices n-ésimas de la unidad
A = V1= 0<k<n-1).

Otra forma de ver ésto es considerar ciertos vectores que resulten ser autovectores de
- 2T -

A. A tal fin, denotemos w = \; = e, con lo cual A\, = w* y A\, = w™*. Entonces

definimos los n vectores columna ¢, de la forma siguiente:

¢k = (w()?wkvwzka s aw(n_l)k)T (O S k S n— 1)

con (-ésima componente ¢p, = W, 0 < ¢ < n — 1. Asf resulta, recordando la
interpretacion en (14), que

(Ad)e = > Orj = brent
]
DD R

= Mldy)e (0<l<n—1)

es decir,

Ad, =M, (0<k<n—1).

Por tanto, hemos comprobado que cada vector ¢, es autovector de A con autovalor
)\k = wk.

Esto nos permite calcular los autovectores y autovalores de cualquier matriz cir-
culante. En efecto, a la vista de (17), y para cada vector ¢ = (cg,¢1,...,Cn 1),
definimos, el polinomio pe como

n—1
pe(z) = chxk.

k=0
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Entonces los autovalores 6, de la matriz circulante C' = circ(co, ¢1, ..., ¢,—1) son de
la forma
O = pe(A) = pe(w®) (0<k<n-1).

(Nétese que estos autovalores no son necesariamente distintos). En las siguientes
subsecciones discutimos algunas posibles aplicaciones de las matrices circulantes.

9.1 Poligonos anidados

Consideremos un poligono Py, cuyos n vértices se representan mediante las compo-
nentes de un vector (columna) complejo ¢y = (coo,Co1,---5Con_1) tal que
Z;:Ol co; = 0 (esto significa que el centro de gravedad del poligono coincide con
el origen de coordenadas) y lados cpicpit1, 0 < @ < n — 1 (con aritmética médulo
n). Dados dos nimeros reales s,t € [0, 1] tales que s + ¢ = 1, consideramos ahora el
poligono Py con vértices los elementos del vector ¢; = (¢10, €11, - - - ,cl,n_l)T, tales que
el punto ¢;; estd situado sobre el lado cyico 41 y la razén entre las distancias a sus
extremos es precisamente s/t:

dist(c1, co,it1) _ lc1i — coiq1] _ S,
dist(c4, o) |c1i — co,i t’
es decir,
C1; = SCo; + Coiq1 0<i<n—-1). (18)

La cuestion general que se plantea es averiguar la relacion entre ambos poligonos Py y
Po 0, entendido como un proceso dindmico, cémo se ven modificadas las propiedades
(por ejemplo, area, perimetro, centro de gravedad, etc.) de Pq al transformarse en
P,? Maés ain, podemos iterar el procedimiento para obtener un tercer poligono Py a
partir de Py, y asi sucesivamente obtener una sucesion infinita

P07P17P27P3,~-.,Pk7...

cuyos elementos reciben, debido a su aspecto geométrico, el nombre de poligonos
anidados. Entonces interesa conocer si existe, y que aspecto tiene, el “poligono-limite”
limy_, Pg. Resulta que la transformacién considerada (18) admite la representacion
matricial

Ck_HICCk, ]{3:0,1,2,...

donde C' = circ(0, s,¢,0,0,...,0). Esto permite resolver el problema planteado uti-
lizando la teoria de matrices circulantes anteriormente descrita (ver [8]).
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9.2 La transformada discreta de Fourier

Resulta que los vectores ¢, estudiados al principio de esta seccién, son ortogonales
entre si con respecto al producto escalar usual para vectores complejos:

o — k+h
(brs P1) = D Oueps = { oor7
(=0 ’

y, por tanto, {\%(ﬁk}ogk@,l es una base ortonormal de C". Esto sugiere representar

cualquier vector complejo & = (xg, x1,...,7,_1)  en términos de dicha base:
n—1
1
r=— Vi Pr
n
k=0
donde
n—1
1 1 —
T = —=(x,¢r) = —= TePre
Vn n
=0
n—1 n—1
1 re 1 —i2rky
= % T = % Tye n
=0 /=0

es el coeficiente de Fourier del desarrollo.

La matriz de cambio de base F = (fi), con componentes fr, = \/iﬁuf“, 0<
k,¢ < n—1, es lallamada matriz de Fourier. Notar que es una matriz simétrica, con
filas (y columnas) los vectores normalizados \/Lﬁ(ﬁk, que cumple:

FF=1 (19)

(es decir, es una matriz unitaria). La transformada discreta de Fourier del vector
x, denotada por X & Fx, es simplemente el vector transformado (o vector de coefi-
cientes)

X =Fx = Fx.
Por tanto, la féormula de la transformada inversa, que “recupera” x a partir de X,
es, segin (19),

x=F 'x=Fz.
Esta transformacion se usa en teoria de la senal para el andlisis de senales discretas

(obtenidas, por ejemplo, al muestrear una senal continua) y periddicas (para mas
detalles, ver [29]).
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9.3 Acoplamiento modal

La formulacién general de n circuitos resonantes acoplados permite unificar el estudio
de diferentes problemas de la fisica electromagnética [26]. Citemos, como ejemplos,
el estudio de filtros de banda de paso, circuitos combinadores de potencia (u os-
ciladores con n elementos activos idénticos), sistemas de onda lenta (como los 4nodos
de magnetrones), y la formacién de arrays de antenas. Cuando el acoplamiento es
ciclico; es decir, cuando todos los circuitos son idénticos y el sistema es invariante
bajo una permutacién ciclica (el ejemplo més simple es el de una cadena en anillo
de resonadores idénticos); las propiedades matematicas de estos sistemas se derivan
facilmente del caracter circulante de la matriz que describe el acoplamiento. Un
estudio de tales propiedades, asi como de algunas topologias geométricamente reali-
zables (a nivel fisico, los acoplamientos sélo se realizan entre elementos adyacentes
y no existen cruces entre ellos), se puede encontrar en [3, 17]. Un ejemplo de tales
estructuras es la toroidal, de la que se muestra un caso particular, con n = 15, en
la Fig. 5 (donde los vértices y ramas del grafo representan a los osciladores y a
sus acoplamientos, respectivamente). Nétese que la matriz de adyacencia del grafo
es una matriz circulante, a saber A = circ(0,0,0,1,0,1,0,0,0,0,1,0,1,0,0), ya que
cada vértice i es adyacente a los vértices i £ 3, i £ 5, (mod 15) (red—no dirigida—de
paso fijo).

Figure 5: Estructura toroidal de osciladores acoplados.
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