En busca de singularidades en fluidos incompresibles

Diego Cordoba Gazolaz

El problema de la formacion de singularidades en Mecanica de Fluidos esta en la fron-
tera entre el analisis matematico, el andalisis numérico y la fisica de los medios continuos,
por lo que siempre hay que estar atento al desarrollo de las simulaciones numéricas vy,
por supuesto, a los logros experimentales. Fue Leonard Euler quien, en 1755, escribié por
primera vez las ecuaciones diferenciales que rigen el movimiento de un fluido no viscoso.
Setenta anos después C. Navier e, independientemente, G. Stokes introdujeron el término
de viscosidad en las ecuaciones que hoy denominamos de Navier-Stokes. A fecha de hoy,
casi doscientos anos después, la mera existencia de soluciones unicas no esta garantizada,
por lo que, en principio, las soluciones de dichas ecuaciones podrian desarrollar singular-
idades o estructuras casi singulares en tiempo finito. En esta charla describimos algunos
resultados analiticos basados en simulaciones y experimentos.

Ecuaciones de Navier-Stokes

Las ecuaciones de Navier-Stokes incompresibles son un sistema que procede del balance
entre las fuerzas de inercia (segunda ley de Newton), rozamiento (viscosidad) y en campos
externos al que se anade la ley de conservacion de la masa. El balance de fuerzas esta
representado por el vector velocidad u(z,t) = (u;(z,t))1<i<n (n= 2 6 3) y la presién p =
p(z,t) que satisfacen las siguientes ecuaciones:
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donde v es el coeficiente de viscosidad cinematica y f = f;(x,t) representa un campo de
fuerzas externo. En el sistema de ecuaciones, v = 0 corresponde a la ecuacion de Euler,
mientras que v # 0 corresponde a Navier-Stokes. La diferencia mas importante entre las
dos ecuaciones radica en que para Euler la energia se conserva y para Navier-Stokes decrece,
lo que se obtiene facilmente al multiplicar las ecuaciones por el vector velocidad e integrar
en el dominio € (para simplificar tomamos 2 = R", Z"). El término no-lineal desaparece
debido a que la velocidad es de divergencia cero. Se obtiene la siguiente formula

1 ¢ 1
-/ |u(x,t)|2dx+v/ /]Vu(x,s)|2dxds:—/ u(z, to) [2dz. @)
2 Q to JQ 2 Q
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El trabajo de J. Leray fue pionero en hacer un analisis matematico de las ecuaciones de
Navier-Stokes. En 1933 [1] probé la existencia local de soluciones regulares donde el tiempo
de existencia depende del dato inicial. Introdujo, en 1934 [2], la nocién de solucién débil,
antes del desarrollo de la teorfa de distribuciones por L. Schwartz (1950) y poco antes
de que S.L. Sobolev (1936) definiera los famosos espacios que llevan su nombre, y probd
la existencia de soluciones débiles para Navier-Stokes. No obstante la unicidad de las
soluciones débiles sigue siendo un problema abierto. En cambio para Euler la unicidad
es falsa (véanse [4] y [3]). Uno de los problemas mds importantes, por sus consecuencias
dentro de la fisica y de la ingenieria, es el problema de existencia de singularidades de la
ecuacion de Navier-Stokes en dimensién n=3. La presencia de dichas singularidades fue
conjeturada por J. Leray como posible explicacién del fenémeno de la turbulencia.

En 1933 Wolibner [27] probaron que en dimensién dos las ecuaciones de Euler y Navier-
Stokes no producen singularidades y las soluciones son globales, pero en dimension tres el
problema es extremadamente dificil por lo que S.Klainerman en su trabajo [6] lo definié
como uno de los desafios mas importantes del Siglo XXI en el area de Ecuaciones en
Derivadas Parciales. Recientemente se ha puesto muy de moda, sobre todo desde que el
Instituto Clay anuncié un premio para la persona que lo resuelva.

El estudio matematico de las ecuaciones que gobiernan la evolucién de los fluidos in-
compresibles, viscosos o no viscosos, constituye un problema muy complicado de abordar
analiticamente debido a la inestabilidad y no-linealidad del sistema. A continuacién dare-
mos una breve descripcion de propiedades y resultados sobre la formacion de singularidades.

La vorticidad se define por w = V x u y las ecuaciones (1) en dimensién n=3 pueden
escribirse en términos del vector w como

we+u-Vw = (Vu)w + vAw (3)
Vu=V-w=0

Usando la ley de Biot-Savart, la velocidad se recupera de la vorticidad por el operador

1 X t
u(z,t) = 4—/ Y w‘(xlj- Y, )dy.
T™Jo Yy

El operador D; = 0;,+u-V es la derivada con respecto al tiempo a lo largo de trayectorias
que recibe el nombre de derivada material. Fijandose en la ecuacién (3) con viscosidad
cero es natural hacer el siguiente argumento heuristico

dw 9

— =W

dt
ya que Vu tiene el mismo orden que la vorticidad. Esta ecuacion diferencial ordinaria
produce singularidades en tiempo finito. Pero en realidad, Vu es una convolucion de la
vorticidad con un niucleo homogéneo de orden -3 y con media cero en la esfera unidad.
Ademas, debido a la incompresibilidad del fluido, podria existir suficiente cancelacién en
el producto (Vu)w para prevenir la singularidad.



Resulta que la ecuacion de Euler en dimensiéon n=2 no es un buen modelo para la
dimension n=3. La razon estriba en que la ecuacién de la vorticidad tiene la forma

(O +u-V)w=0 (4)
u=V*ty donde w= A.

y de aqui se deduce que las normas L” (1 < p < 0o0) de w se conservan en todo tiempo.
Ademas en el siguiente calculo se muestra que las derivadas de la velocidad estan acotadas
por una exponencial: Aplicando el operador V+ a la ecuacién (4), se obtiene

(0 +u-V)Viw = (Vu)Viw (5)
donde

vla.t) = o [ wlat loglyldy

y como u = V1 resulta que

_ i wlz . (=2, 41)
uat) = 5= [ wlo ) D,

™

Derivando la expresién anterior aparece la relacion entre las derivadas de la velocidad y las
de la vorticidad

(Op,u)(z, 1) /3% w(z+y)- (= 1|yy2|’2y1)dy

Usando la propiedad de que [, |w(x,?)[Pdz (1 < p < o0) se conserva en todo tiempo, se
acotan las derivadas de la velocidad por

|(Or,u) (2, £)] < log(sup|Vw| + 1).

La ecuacion (5) puede escribirse como

0
(8t +u - V) IVw| = a|Vuw|

donde « es
a= (Vu)¢-¢.

En este caso, ¢ es la direccién del vector V+w. Por lo tanto
b HVwHLoo! < Cl|Vw|[r log(||Vw]|1~ + 1)

v ||Vw]||r~ estd acotada por una doble exponencial en tiempo. De este argumento puede
concluirse que las derivadas de la velocidad estan acotadas por una exponencial. Esta es
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la mejor cota superior que se conoce siendo la existencia de soluciones con energia finita
con crecimiento exponencial un problema abierto.

En dimensién n=3 Euler tiene la propiedad que las lineas de vorticidad (curvas tan-
gentes al vector vorticidad) se mueven con el fluido. Consideremos la curva lisa C=
{y(s) € R*: 0 < s < 1}: diremos que es una linea de vorticidad a tiempo t si es tangente
a la vorticidad en cada uno de los puntos, eso quiere decir que

dy

s (s) = A(s)w(y(s),t)para algun A(s) # 0

Una cuenta muy sencilla muestra que las lineas de vorticidad, de la solucién de la ecuacion
incompresible tridimensional de Euler, se mueven con el fluido: la curva

Ct)={X(y(s),t) eR*:0<s<1}

satisface iX
5 W(s):t) = Als)w(X (y(s), 1) para algun As) # 0
Un tubo de vorticidad esta formado por la unién de lineas de vorticidad. En las sim-
ulaciones numéricas se observa que estos tubos se doblan, tuercen y se contraen. Una
singularidad puede formarse por la colision de dos lineas de vorticidad, lo que significa
que las trayectorias de dos particulas colisionen en tiempo finito. La trayectoria X(q,t) se
obtiene de resolver la ecuacién diferencial ordinaria

LD wixig.n.0)
X(¢,0) = ¢

entonces
(X(q,t) = X(p, ) < [X (g, 1) — X(p, V)|Vl

Rt
1X(q,t) — X(p,t)| > |X(q,0) — X(p,0)]e olVuleocds

Este sencillo argumento nos dice que para que dos particulas colisionen en tiempo T se
tiene que dar la siguiente condicion

T
/ IV poeds = 0. (6)
0

El clésico criterio para la formacion de singularidades en fluidos es el teorema de Beale,
Kato y Majda [29] el cual mejora la estimacién (6) y ademds sirve para cualquier tipo de
singularidad:

T
Singularidad en tiempo T si y solo si / sup,|w|dt = oo.
0



Combinando técnicas analiticas de integrales singulares con argumentos geométricos,
Constantin, Fefferman y Majda [13] probaron que si la direccién del vector vorticidad

&(x) = ﬁgi;‘ se mantiene lisa en regiones donde la vorticidad es alta, entonces no se puede
producir una singularidad.

Estos resultados iluminan la naturaleza de los posibles escenarios geométricos donde
la dinamica del fluido puede producir singularidades permitiendo que nos centremos en
el estudio de casos menos generales. Por ejemplo, una forma de que se produzca una
singularidad es que el grosor de un tubo de vorticidad se haga cero en tiempo finito, y se
desconoce si esto puede llegar a ocurrir. En el trabajo [21] estudiamos la evolucién del
volumen de un tubo regular que se mueve con el fluido. Un tubo regular es un conjunto
abierto €2y C @) parametrizado por el tiempo t € [0,7T), teniendo la forma

Qt = {('Tlax27x3) € Q : 9($17$27x37t> < O}

con

0cCH@Qx[0,T)yQ=1I x1I,x I3 CR

y satisfaciendo las siguientes propiedades:

‘Vxhxg 6’ 7& O para (.%'1,33'2,1'3,15) € Q X [O7T>7 8(1’1,$2,$3,t) - 07
Qi(x3) == {(x1,22) € [1 X Iy 1 (21,79, 23) € U}

y 4(x3) es un conjunto no-vacio, para todo 3 € I3, t € [0,T);
cerrado (€(z3)) C interior (17 X I5)

para todo x3 € I3, t € [0, 7).

El resultado que obtenemos es el siguiente

Teorema: Sea Q C Q(t € [0,T)) un tubo regular que se mueve con un vector de
velocidad u(z,t) de divergencia cero y clase C.
Si

T

/sup lu(z,t) |dt < oo

zeQ

0

entonces

liminf Vol(€2;) > 0.

t—T—
En particular si un tubo de vorticidad se mantiene transversal al plano (x1, z5) entonces
una condiciéon necesaria para que el volumen se haga cero es que la velocidad diverja.
En el caso de un fluido viscoso (v > 0) podemos sacar partido al operador Laplaciano,
por ejemplo de la desigualdad (2) se deduce que la integral

t
/ / \Vu(z, s)|*dzds
to JQ

estd acotada. Los criterios de explosion son bastante mejores



3 fOT |u(z,t) |2odt = oo < Singularidad en t=T. (Serrin 1962) [8]

3 fOT lu(z,t) |% 00t = oo < Singularidad en t=T. (Kozono y Taniuchi 1999) [9], [10].
Mejorado por [11]

Ademds permite estudiar la dimensién de Hausdorff del conjunto {(z,t) € € x
[0,T7; ||u(t)]] = oo} (véase [5] y [14]). Por otra parte con la viscosidad se pierde la in-
tuicién geométrica ya que las lineas de vorticidad no se mueven con el fluido.

?Puede el fluido desarrollar una singularidad en tiempo finito? Hasta ahora todos los
teoremas van en la direccion negativa. No obstante el ejemplo mas simple, que cualquiera
puede experimentar en casa, es la formacién de una gota de agua y su posterior ruptura. En
otras palabras, un dominio §2(¢) ocupado por un fluido incompresible cambia su topologia,
inicialmente es simplemente conexo y posteriormente puede evolucionar a un dominio no
conexo. Este fenémeno atrajo la atencion de los cientificos desde principios del siglo XIX,
pudiendonos remontar a las observaciones experimentales de Savart (1833) [32], a los tra-
bajos Plateau (1863) y sobre todo al primer estudio analitico de Rayleigh (1879) [31]. Los
experimentos muestran que la viscosidad desempena un papel fundamental en la geometria
de la ruptura de las gotas, mientras que en el caso muy viscoso se observa la formacién
de filamentos muy delgados que finalmente desaparecen después de alcanzar una delgadez
proxima al tamano molecular. Hasta la fecha, todos los resultados existentes en la liter-
atura hacfan referencia a modelos o a limites asintéticos derivados del problema original.
En [23] se aborda el andlisis de los filamentos que se forman durante la evolucién de los
chorros de un fluido muy viscoso, demostrando que dichos filamentos no pueden colapsar
uniformemente en tiempo finito en la dindmica de las ecuaciones de Navier-Stokes comple-
mentada con las fuerzas de tension superficial. Se demuestra que el volumen encerrado por
un filamento satisface

Vol(t) > Ce .

Se trata del primer resultado analitico tridimensional para el problema de singularidades
con interfases.

Basados en el analisis a través de estimaciones de energia obtenemos criterios de ex-
plosion, podemos medir la dimensiéon del conjunto de puntos donde hay singularidades
y asi simplificar el escenario geométrico de las posibles singularidades (véase [25]). A
continuacion estudiamos las singularidades en modelos unidimensionales y en fluidos in-
compresibles bidimensionales.

Modelos unidimensionales

En dimensién n=1 el Unico operador que tiene la propiedad de ser la convolucién de
una funcién con un nticleo homogéneo de orden -1 y con media cero en la esfera unidad es
la transformada de Hilbert. Constantin, Lax y Majda [30] estudiaron el siguiente modelo

Ow
i H(w)w

w(z,0) = wo(x)



donde H es la transformada de Hilbert

y la velocidad se define como

u:/x w(y)dy.

—0o0
Esta ecuacién puede resolverse explicitamente, la solucién es la siguiente

4wy ()
[2 = t(Hwo)(2)]” + t?wi(z)

w(z,t) =

w se hace infinito en tiempo T <= Tz tal que wo(zg) =0y (Hwp)(xo) > 0.
Schochet [19] fue el primero en afiadir un término viscoso al modelo de [30], estudié la
siguiente ecuacion

— = Hw)w + kwyy
w(z,0) = wo(zx)
y demostro que las soluciones se hacen singulares en tiempo 7T} con la sorpresa de que

T, < Ty

donde el tiempo Tj es cuando la solucién se hace singular para k=0.
Nosotros estudiamos la siguiente ecuacion de transporte

Ht + er = 0
donde u = —H#. Al derivar con respecto a x
ext + uerx = Hex 9:67

se ve la similitud con (3). En las figuras 1 y 2 se representa los perfiles 0,(x,t) y 0(x,t)
con dato inicial

0o() (1—2?? s —-1<x<1
) —
’ 0, si x| >1

en nueve tiempos consecutivos.

En [24] demostramos que las soluciones forman una cuspide en tiempo finito. Dado
un dato inicial positivo, simétrico con mazx,fy = 0y(0) y con soporte compacto, 0(x,t)
permanece positiva, simétrica, soporte contenido en el inicial y ||0]|z2(t) < ||fo]|z2- Para
este tipo de datos, mediante uso de transformadas de Mellin, se obtiene que ||0,||L~ explota
en tiempo finito. Si introducimos un término disipativo en la ecuacion:

0; +ub, = —vA®0
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Figure 1: 0(x,t) Figure 2: 0,(x,t)

donde A representa el operador (—A)z, obtenemos 0 < 0(z,t) < ||6o|[, [|0]]r2(t) <
|600| 2. Asi, cuando v > 1, se obtiene regularidad global, dejando como caso critico a = 1,
para el que tenemos existencia global cuando ||6y||r~ < v. Por tanto, queda sin resolver
que ocurre en el caso critico si el dato inicial cumple ||0p||z~ > v y el comportamiento de
las soluciones en el caso 0 < a < 1.

Dimension n=2

En la seccién anterior se han estudiado modelos unidimensionales con operadores no-
locales que producen singularidades con energia finita. El siguiente paso es poder entender
el comportamiento de un fluido que satisface un sistema mixto de operadores no-locales e
incompresibilidad. Los siguientes modelos tienen esas dos caracteristicas:

(O +u-V)8=0 (7)
uw= V1Y donde 0~ A().

y ademads tienen la propiedad de que las curvas de nivel de 6 se mueven con el fluido.
El flujo de un fluido depende, en general, de otros factores, tales como la temperatura
o la presencia de un campo magnético. Las singularidades pueden explicar la formacién
de frentes de aire caliente y frio, o en qué condiciones la densidad de corriente diverge
en un fluido bajo un campo magnético. Algunos ejemplos de fluidos que satisafacen las
ecuaciones (7) son:

1. Cuando la relacién entre la funcién de corriente ¢ y el escalar 6 esta dada por un
operador:

e La ecuacién de Euler en dimensién n=2, # representa la vorticidad

b=—(n)
e La ecuacion quasi-geostréfica
v=—(0) b0
e La ecuacion de Prandtl
wam =0



2. Cuando la relacién entre la funcion de corriente v y el escalar 6 estd dada por una
ecuaciéon de evolucién: las ecuaciones magneto-hidrodindmicas, las ecuaciones de Boussi-
nesq, ecuaciones de medios porosos, etc....

De todos estos modelos se desconoce la existencia de singularidades en tiempo finito. En
un trabajo numérico reciente [22] hemos encontrado singularidades para una familia de a-
patches que son soluciones, en un sentido débil, de las ecuaciones (7). Estas singularidades
tienen la caracteristica de ser estables y autosimilares, y ocurren en un punto del plano en
el que la curvatura explota al mismo tiempo que colapsa dos curvas de nivel. Un a-patch
(0 < a < 1) consiste en una regién en 2D Q(t) (acotada y conexa) que se mueve con una
velocidad dada por

o«x /
9 ZL(v,1) ,
U DD =5 | T =2 ®)

donde 7 (v,t) es la posicion de C(t) que es la frontera del dominio Q(t), parametrizado
con v. La dindmica de la evolucién del contorno viene dada por

dz(v,t
y son soluciones débiles de la ecuacién

W=V oy 0=—(—A)"5

El caso limite o = 0 (2D Euler) ha sido estudiado analiticamente con éxito, por Chemin
[16] v Bertozzi-Constantin [17], demostrando la existencia global de soluciones. En el caso
a =1 (QG) Jose Luis Rodrigo [18] ha demostrado la existencia local de soluciones.
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