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1. Introducción.

Después de la clasificación de los grupos finitos simples, gran parte de los problemas
más relevantes en teoŕıa de grupos finitos están centrados en decidir si determinados in-
variantes de un grupo finito pueden ser calculados localmente. Nadie tiene una idea exacta
de por qué las conjeturas de J. Alperin, M. Broué, R. Brauer, E. Dade, J. McKay (y otros)
son ciertas.

Como en otras partes de las Matemáticas, la teoŕıa de grupos finitos tiene ideas locales
y globales que deben ser relacionadas. La teoŕıa local de grupos finitos empieza con un
primo p fijo que divide el orden |G| de un grupo G. Los p-subgrupos Q de G son los
subgrupos de orden potencia de p, y los p-subgrupos de Sylow de G son aquellos que
tienen orden la mayor potencia de p que divide a |G|. Necesitamos saber cómo los p-
subgrupos “viven” en G, y aśı consideramos los subgrupos locales de G. Estos son los
normalizadores de los p-subgrupos Q > 1 de G; es decir, los subgrupos de la forma

NG(Q) = {g ∈ G | g−1Qg = Q} .

La principal idea de la teoŕıa local de grupos finitos es: Cuánto saben sobre G sus
subgrupos locales? Cómo la estructura de G se refleja y es reflejada en los subgrupos
locales?

2. La Conjetura de McKay.

Por simplicidad, nos vamos a centrar en la conjetura de McKay, aunque las ideas que
aqúı exponemos pueden aplicarse a las demás conjeturas que mencionamos. Recordamos
que una representación compleja de un grupo G de grado n es un homomorfismo de
grupos

X : G → GL(n,C) .

El carácter de la representación X (la función traza χ : G → C) determina X salvo
semejanza. Un carácter χ es irreducible si no es suma de otros dos.

Estamos interesados en el conjunto Irrp′(G) de los caracteres irreducibles χ ∈ Irr(G)
de grado no divisible por p, y nuestro objetivo es contar cuántos hay localmente.

Conjetura de McKay. Si P es un p-subgrupo de Sylow de G, entonces

|Irrp′(G)| = |Irrp′(NG(P ))| .

Es decir, el invariante |Irrp′(G)| puede enteramente ser calculado en el grupo (más sencillo)
NG(P ).
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3. Congruencias.

La conjetura de McKay fue formulada en 1972, y no hay ni una sola duda de que es
cierta. Como a J. Alperin le gusta decir, si esto fuera F́ısica en lugar de Matemáticas,
la conjetura de McKay habŕıa sido simplemente aceptada como verdadera desde hace ya
tiempo. Después de casi 30 años desde su formulación, fue quizá extraordinario encontrar
algo nuevo en ella. Si p es impar, para todo entero positivo k, contamos

Mk(G) = |{χ ∈ Irrp′(G) |χ(1) ≡ ±k mod p}| .
De esta manera, partimos el conjunto Irrp′(G) en distintos tipos de caracteres. Nosotros
(con M. Isaacs) propusimos lo siguiente:

Conjetura de McKay (con congruencias). Para cualquier k, se tiene que

Mk(G) = Mk(NG(P )) .

Si la conjetura de McKay era ya un misterio, esta observación la hace todav́ıa más
atractiva. Nos indica que debe existir una biyección

∗ : Irrp′(G) → Irrp′(NG(P ))

que satisfaga
χ(1) ≡ ±χ∗(1)mod p

para todo χ ∈ Irrp′(G) (cuando McKay sólo garantiza la existencia de una biyección
cualquiera).

4. Automorfismos de Galois.

Pero hay más. Si G es un grupo finito de orden n y χ ∈ Irr(G), R. Brauer probó que
χ puede ser originado por una representación

X : G → GL(m,Qn) ,

donde Qn es el cuerpo ciclotómico n-ésimo. Utilizando este hecho, tenemos que el grupo
de Galois G = Gal(Qn/Q) actúa de forma natural sobre Irr(G).

Intentando hallar otras relaciones entre Irrp′(G) e Irrp′(NG(P )), es bien conocido que
no puede existir una biyección

∗ : Irrp′(G) → Irrp′(NG(P ))

que conmute con la acción de todos los elementos de G. Pero no es ésto pedir demasiado?
Al fin y al cabo, G no “sabe” que hay un primo p que debe ser tenido en cuenta. Nuestra
preocupación fue encontrar un subgrupo H de G canónicamente asociado con p y a las
representaciones de G. Experimentalmente, descubrimos que éste deb́ıa ser el subgrupo
de descomposición, conocido por los especialistas en teoŕıa de números. Este subgrupo
es H = {σ ∈ G para los que existe un entero no negativo e tal que σ(δ) = δpe

para las
raices de la unidad δ de orden no divisible por p.}. Aśı, deb́ıa existir una biyección ∗ que
conmutara con la acción de los elementos de H.
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Conjetura de McKay (con acción de Galois). Sea G un grupo finito. Si σ ∈ H,
entonces σ fija el mismo número de caracteres en Irrp′(G) que en Irrp′(NG(P )).

Mientras que McKay propone que los conjuntos Irrp′(G) e Irrp′(NG(P )) tienen el
mismo cardinal (el caso σ = 1 de nuestra conjetura), la versión de McKay con acción de
Galois predice algo más profundo: que hay una conexión no trivial entre los valores de los
caracteres de ambos conjuntos.

5. La Conjetura de McKay en un futuro próximo.

Como es obvio, nuestra principal idea al formular estos refinamientos de la conjetura
de McKay es intentar descubrir las claves para demostrarla. Desafortunadamente, a d́ıa de
hoy, todav́ıa nadie ha dado una explicación del porqué de las congruencias en McKay. La
reciente extensión por A. Turull de nuestra conjetura de McKay con Galois ([11]), sugiere
que debemos estudiar más profundamente las representaciones de los grupos finitos sobre
extensiones del anillo de p-ádicos.

Aunque de momento somos algo pesimistas acerca de la posibilidad de encontrar una
demostración conceptual de McKay, creemos que va a ser posible demostrar esta conjetura
utilizando la clasificación de los grupos finitos simples, y en un futuro próximo. Junto
con M. Isaacs y G. Malle, hemos trabajado este proyecto ([8]) desde hace dos años. La
conjetura de McKay se reduce a un problema sobre las representaciones de los grupos
finitos de tipo Lie que creemos que podrá ser finalmente demostrado.
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