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Dado un homeomorfismo del plano h : R? — R? y un punto fijo p = h(p),
se dira que p es estable si posee un sistema de entornos invariantes para h.
Estos puntos fijos tienen propiedades especificas ligadas a la dimensién. En
esta charla me propongo describir algunas de estas propiedades y también el
problema de la Mecanica que motivo su estudio. Este consitia en la bisqueda
de versiones mas precisas de un resultado bien conocido desde finales del siglo
XIX: en un sistema lagrangiano con grado y medio de libertad, las soluciones
periddicas que se obtienen al minimizar el funcional de accién son inestables
en el sentido de Lyapunov.

1. Un problema mecanico

Pensamos en una particula que se mueve en una recta y cuya posicién,
x = x(t), cumple una ecuacién de Newton

mi = F(t,x). (1)

La constante m es positiva y la fuerza F' es una funcién periddica en el
tiempo,
F(t+7,2)=F(t,r) VY(tz) € R

El periodo 7 serd fijo.
El Célculo de Variaciones nos lleva a considerar el funcional de accién
asociado

Alz] = /(T— U)dt, == xz(t),

donde T es la energia cinética y U es el potencial. La ecuaciéon de Euler-
Lagrange 0.4 = 0 es precisamente la ecuacién de partida (1). Para dar



contenido a esta afirmacién hay que especificar un dominio para el funcional.
Vamos a considerar la acciéon peridédica

A X =R, A] = /OT{;mjc(t)z Ut ()t 2)

donde -
Ult,z) = - /0 F(1,€)de

y X = HY(R/7Z) es el espacio de las funciones x : R — R que son absolu-
tamente continuas, 7-periédicas y tales que & € L?(]0, 7).

Los puntos criticos de A, A'[x] = 0, coinciden con las soluciones 7-
periddicas de (1). En particular, si A alcanza un minimo en una funcién
x. € X, entonces z,(t) es una solucién 7-periédica de (1). Véase [9].

Ejemplo: la ecuacion del péndulo. El funcional

-
1
Alz] = / {50 — 1+ cosa(t)
0
es la accion para la ecuacion
Z+senx =0.

Observamos que A[x] > —27 para cada funcién =z € X. De aqui deducimos
que A alcanza su minimo en la funcién constante z,(t) = m. También la
constante xy(t) = 0 es un punto critico de A, pero en este caso se trata de
un punto de silla y no de un minimo. A partir de esta discusién observamos
que en la ecuacién del péndulo el minimo de la accién se alcanza en una
solucién inestable. Nos preguntamos si hemos encontrado un hecho especifico
del péndulo o una propiedad general.

Problema: dado un funcional A definido por (2) y una funcion x, € X sobre
la que A alcanza un minimo, pruébese que x.(t) es inestable como solucion

de (1).
El capitulo 17 del libro de Caratheodory sobre Calculo de Variaciones [4]

estd dedicado al problema de minimizacién periédica; en la pagina 338'hay
un resultado que puede ser reformulado en los siguientes términos:

Si la derivada seqgunda A”[x,] es una forma cuadrdtica definida positiva,
entonces x.(t) es inestable.

!También se puede consultar el apéndice al capitulo 2 del libro [9].



Este resultado permite resolver nuestro problema en casi todos los casos,
pues lo mas frecuente es que en un minimo la derivada segunda sea definida
positiva. No obstante hay casos en los que A”[z,] es s6lo semi-definida po-
sitiva y entonces el resultado de Caratheodory no se aplica. Un ejemplo es
el funcional

Al = [ GO + a0,

que alcanza un minimo en x, = 0. En este caso
T
Ao = [ derar
0

se anula en las funciones ¢ = constante.

En las discusiones anteriores falta precision: jqué regularidad se le supone
a F'7 ;son los minimos locales o globales? ;qué nocion de estabilidad se
esta empleando?

Conviene contestar ahora a la tercera pregunta. La solucién z,(t) de (1)
se dice estable para el futuro si, dado € > 0, es posible encontrar 6 > 0 de
modo que si z(t) es otra solucién que cumple

2(0) — 2+ (0)] + [2(0) — 24 (0)] <6,
entonces x(t) estd definida en [0, 00[ y
|z(t) — 2. ()| + |2(t) — 24 (¢)| < &, t € [0, 00].

La estabilidad para el pasado se obtiene al cambiar el intervalo [0, co| por
| — 00, 0]. La estabilidad es perpetua si lo es para el pasado y para el futuro.
Para ecuaciones diferenciales arbitrarias disponemos asi de tres definiciones
distintas de estabilidad. La ecuacién (1) tiene estructura hamiltoniana y
para ella estas tres nociones acaban siendo equivalentes.

2. De la ecuacion de Newton a los homeomortfis-
mos del plano

Escribimos (1) como un sistema de primer orden
T =wv, mo=F(t,x) (3)

y suponemos que se han impuesto las condiciones habituales que garantizan
la unicidad y existencia local para el problema de Cauchy. Como la ecuacion
es T-periddica definimos la transformacion del plano

h:DcCR?— RQ, p = (2(0),v(0)) — h(p) = (x(1),v(7)),



donde (z(t),v(t)) es una solucién de (3).

La transformacion h es la aplicacién de Poincaré asociada a la ecuacion.
La teoria clasica para el problema de Cauchy nos dice que D es abierto y h
es un homeomorfismo entre D y su imagen h(D). También se puede probar
que h conserva la orientacion; si variamos el tiempo entre t =0y t =7, la
aplicacién

p = (2(0),v(0)) = he(p) = (x(t),v(t))

define una isotopia entre la identidad y h, = h.

El estudio de la ecuacién diferencial (3) nos conduce a la ecuacién en
diferencias

Pn+1 = h(pn)

0, si se prefiere, al estudio de las 6rbitas del homeomorfismo h. Dada una
solucién 7-periédica ., (t) de la ecuacién diferencial, la condicién inicial p, =
(24(0),24(0)) es un punto fijo de h. Es posible probar (véase [13], §25) que la
estabilidad de z,(t) es equivalente a la existencia de un sistema de entornos
de p, que son invariantes para h. De esta manera el estudio de la estabilidad
se convierte en una cuestién puramente topolégica.

3. Estabilidad e indice de puntos fijos

En esta seccién nos olvidamos de las ecuaciones diferenciales y las apli-
caciones de Poincaré. Nuestro ambiente de trabajo sera una transformacion
abstracta

h:DcCR?—R2 p;=h(p)

definida sobre algin abierto D de R? y tal que h sea un homeomorfismo
entre D y h(D). Dado un punto fijo p, = h(ps) en D, diremos que p, es
estable si existe una familia {U, },,en de abiertos de R? que cumplen

Ml = {ps}, Un CD, h(ly) C Uy,

Hemos definido asi la estabilidad para el futuro, la estabilidad para el pasado
se obtiene al intercambiar A y su inversa.

Supongamos ahora que p, es aislado como punto fijo de h, entonces es
posible definir el indice de punto fijo

ilh, pi] € Z.

Hay muchos caminos que llevan a la construccion de este indice; si se parte
del grado de Brouwer en el plano se encuentra la identidad

Z[hap*] = deg(I - hvua 0)7



donde U es un entorno abierto y pequeno de p,.

Teorema 1. Se supone que h conserva la orientacion y pyx es un punto fijo
aislado y estable. Entonces
ilh, ps] = 1.

El lector puede usar su método favorito para el calculo de indices y
comprobar el resultado para algunas transformaciones, por ejemplo para
las contracciones y las rotaciones. En ocasiones los puntos fijos inestables
también tienen indice uno, esto ocurre con las dilataciones y con algunos
puntos de silla.

La versién del teorema para sistemas dindmicos continuos (h — flujo,
p« — equilibrio) tiene una demostraciéon bastante elemental basada en el
Teorema de Poincaré-Bendixon. En el trabajo [5], Dancer y yo dimos una
prueba para el caso discreto. En ella haciamos uso del Lema de Trasla-
cién de Arcos y por eso se requeria que el homeomorfismo conservase la
orientacion. Este Lema, debido a Brouwer, tiene una larga historia y varias
demostraciones, todas ellas muy intuitivas pero delicadas (véase [6]). Noso-
tros empleamos la prueba que presenté Brown en los anos ochenta [3]. En
realidad usamos una pequena modificacién, porque los resultados en este
campo se suelen enunciar para homeomorfismos globales pero las aplicacio-
nes a las ecuaciones diferenciales suelen requerir el caso mas general de una
inmersion. En los 1dltimos anos han aparecido bastantes articulos y mono-
grafias sobre el indice de punto fijo en el plano; en un articulo muy reciente
[12] Ruiz del Portal ha probado que el resultado sigue siendo vélido cuan-
do h invierte la orientacién. La demostraciéon usa una bella técnica debida
a Pérez Marco. En dimensiones superiores hay difeomorfismos con puntos
fijos estables de cualquier indice. Sobre esta cuestién se puede consultar el
trabajo de Bonatti y Villadelprat [2] y las referencias citadas en ese articulo.

4. Mas sobre los minimos de la accion

Volvemos al problema de la Seccién 1. Se parte de un campo de fuerzas
F' continuo y para el que hay unicidad del problema de Cauchy asociado
a la ecuacién (1). El funcional A alcanza un minimo local en z, € X y se
supone ademads que x, es aislado como punto critico; es decir,

H) Afz]#0 si0<|lz—mlx <§

para algin § > 0. En estas condiciones se deduce que x, es una solucién
T-peridédica de (1) y su condicién inicial p, = (2,(0),24(0)) es un punto



fijo aislado de h, la aplicacién de Poincaré. En el libro de Krasnoselskii
y Zabreiko [8] se discuten algunas conexiones entre la teoria de grado y la
teoria de puntos criticos. De ahi se puede deducir que para nuestro minimo el
indice i[h, p«| vale —1. Hemos probado que z, es inestable gracias al Teorema
de la Seccion anterior.

El resultado conseguido no es satisfactorio. Al igual que ocurria con el
resultado de Cartheodory de la Seccién 1, hemos impuesto una hipdtesis
(H) que se cumple casi siempre, pero que es muy dificil de verificar en casos
concretos. Fijemos como piedra de toque uno de los primeros resultados
globales sobre existencia de soluciones periddicas. En el ano 1922 Hamel
probé en [7] que la ecuacién del péndulo forzado

I+ asenx =bsent

admite al menos una solucién 27-periédica. Hay que observar que en este
resultado no hay pardmetros pequenos, a y b son constantes arbitrarias. La
demostracién de Hamel consiste en mostrar que la accién alcanza un minimo
global. Cuando b es grande no se sabe si se cumple (H) y nos preguntamos
si es posible probar por otra via que las soluciones de Hamel son siempre
inestables. Para contestar a esta pregunta recurriremos a dos propiedades
de la aplicacién de Poincaré:

h conserva dreas, consecuencia del Teorema de Liouville para Sistemas Ha-
miltonianos, que se aplica a (3)

h es analitica real si F lo es, consecuencia del Teorema de diferenciabilidad
con respecto a condiciones iniciales.

5. Transformaciones que conservan areas

Volvemos al mundo de las transformaciones abstractas y consideramos
la aplicacién analitica real

h:D c R?> - R?, D abierto,

que cumple
det h'(p) =1 paracadape D

y que tiene un punto fijo

p« €D, h(p*> = Px-

Podemos aplicar el Teorema de la Funcién Inversa y restringir A a un sub-
dominio donde sea un difeomorfismo sobre su imagen. Tomamos esta pre-
caucion para que las discusiones de la Seccién 3 sigan siendo validas.



Teorema 2. Se supone que h no es la identidad y que p, es estable. Entonces
Dx €s un punto fijo aislado de h.

Veamos un ejemplo que muestra que la estabilidad de p, es esencial para
el resultado. El difeomorfismo de R?

h(z,y) = (z +y,y)

conserva areas. Para entender su dindmica observamos que tiene un con-
tinuo de puntos fijos, y = 0, mientras que las restantes érbitas cumplen
yn = constante, |x,| — oo si |n|] — oo. De aqui se sigue que todos los
puntos fijos son inestables. Para mostrar que la dimensién juega un papel
en el resultado pensamos en las rotaciones de R3. Son transformaciones que
conservan volimenes y orientacién y tienen un continuo de puntos fijos es-
tables (el eje de rotacién). El Teorema 2 fue enunciado y probado en [10]. La
demostracién combinaba resultados muy clasicos sobre la estructura local
del conjunto de ceros de una funcién analitica en dos variables y el siguiente
Teorema de Punto Fijo:

Sea D = {p € R?/ ||p|| < 1} y f : D — D un homeomorfismo que conserva
dreas y orientacion. Entonces f tiene un punto fijo.

Este resultado pareciera derivarse del Teorema de Punto Fijo de Brouwer,
no es asi porque el disco D es abierto. La demostracion es casi inmediata si
se combinan el Lema de Traslacién de Arcos? y el Teorema de Recurrencia
de Poincaré. En el articulo de Alpern [1] se encuentra més informacién sobre
este curioso Teorema.

Volvemos al Teorema 2 y observamos que ahora podemos probar la in-
estabilidad de los minimos de la accion en el caso de ecuaciones analiticas.
Seguimos la notacién de la Seccién 1 y suponemos que F' es analitica real y
2, € X un minimo local de A. Si z, es aislado sabemos que i[h,p,] = -1y
podemos aplicar el Teorema 1. Si z, no es aislado aplicamos el Teorema, 2.
En particular las soluciones de Hamel para el péndulo forzado son inestables.

6. Punto y seguido

Los Teoremas 1 y 2 tienen otras consecuencias en el area de las ecua-
ciones diferenciales. En [5] y [10] hay aplicaciones al método de sub y super
soluciones, a las ecuaciones forzadas de Duffing y del péndulo y a los sistemas
de presa y depredador.

2No es sorprendente que este Lema aparezca de nuevo, es una herramienta bésica en
la dindmica discreta en dos dimensiones.



Hace poco tiempo encontré una técnica alternativa para tratar el pro-
blema de los minimos de la accién, sin usar los Teoremas 1 y 2. Se trata
de un método mas analitico que combina ideas que aparecen en el libro de
Carathéodory ya mencionado, y debidas a Razmadzé, con un cambio de
variables inspirado por una Forma Normal obtenida por Simé en [14].

Ignoro la solucién al problema planteado en la Seccién 1 cuando F' no es
analitica y x, no es aislado.
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