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Resumen

Una exposicién esquelética del concepto de fibrado diferenciable, conexiones
en fibrados principales y en sus asociados (fibrados vectoriales en particular),
homomorfismo de Chern-Weyl y expresion de las clases caracteristicas de
Chern, Pontrjagin y Euler como clases de la cohomologia de de Rham.



Capitulo 1

Complementos de variedades

diferenciables y grupos de Lie
|[War]|

1.1 Variedades diferenciables que son Hausdorff
y paracompactas

Definicién 1. Sea U = {U,}aca un recubrimiento abierto de un espacio
topolégico X. Un refinamiento abierto de U es un recubrimiento abierto V =
{Vi}ven de X junto con una aplicacion f : B — A tal que V, C Usw, para
cualquier b € B. Una coleccion de subconjuntos {U,}aca de X es localmente
finita st para cada x € X, existe un recubrimiento abierto V de X tal que
el conjunto {a € A : VNU, # 0} es finito. Un espacio topoldgico X
es paracompacto si todo recubrimiento abierto de X tiene un refinamiento
localmente finito.

Una variedad diferenciable que sea Hausdorff es paracompacta si cada una
de sus componentes conexas tiene una base numerable de su topologia. En
lo que sigue, se supondra que todas las variedades diferenciables de partida
son Hausdorff y paracompactas. Las variedades que se definan a partir de
ellas también lo seran, aunque eso no sera probado.

Definicién 2. Sea f: X — R una funcidn. Su soporte, denotado supp(f)
es la clausura del subconjunto de X en el que f no se anula. Si M es
una vartedad diferenciable, una particion de la unidad en M es una familia
{fa : M — R},eca de funciones diferenciables en M tal que:

a) La coleccion {supp(f.)}aca es localmente finita;
b) Para cada m € M ya € A se tiene f,(m) > 0;
¢) Para cada m € M, se tiene Y ., fo(m) = 1 (nétese que el primer

miembro se puede reducir a una suma finita tomando solamente las
funciones que no se anulan en m).



De una particion de la unidad {f,}aca se dice que estd subordinada a un
recubrimiento {Uy }rep si existe una aplicacion j : A — B tal que supp(f,) C
Uij), para cada a € A. Y se dice que estd subordinada a un recubrimiento
{U,}aea con el mismo indice si supp(f,) C U, para cada a € A.

Teorema 1.1.1. Sea M una variedad diferenciable y sea U = {U,}aca un
recubrimiento abierto de M. FEntonces existe una particion numerable de la
unidad {f; : 1 =1,2,3...} subordinada al recubrimiento U tal que supp(f;)
es compacto para cada i. Si no se requieren soportes compactos, entonces
eriste una particion de la unidad {f,}aea subordinada a U con el mismo
indice, en la que solo una subcoleccion numerable de las f, son funciones no
idénticamente nulas.

Corolario 1. Sea M una variedad diferenciable, A C M un abierto y C C

M un cerrado tales que C C A. Entonces existe una funcion diferenciable
f: M — R tal que

a) 0 < f(m) <1 para todo m € M;
b) fim)=1sim e C;

c) supp(f) C A.

Sea K un campo tensorial diferencialbe de tipo (r,s) en M. Este campo
define una aplicacion C*° (M, R)-multilineal de A'(M)x---x A*(M)xX(M)x
- x X(M) a C>*(M,R) por medio de K(at,... a", X;,...,X,), donde las
o' pertenecen a A'(M), es decir son 1-formas diferenciales, y donde X; €
X(M),i=1,...,s. Asi

Proposicion 1. Sea
K: A M) x - x AH M) x X(M) x --- x £(M) — C=(M,R)

una aplicacion C°(M,R)-multilineal. Entonces, existe un unico campo ten-
sorial diferenciable de tipo (r,s) en M cuya aplicacion C*° (M, R)-multilineal
asociada coincide con K.

Ahora mostramos dos importantes formulas para la derivada de Lie. Sea
X € X(M) un campo vectorial cuyo flujo denotamos por ¢, : Dy — D_y, t €
R, y seam € M. Como Uy~gD; = UicoDy = M, existe € > 0 tal que m € D,
siempre que [t| < e. Por tanto, si Y € X(M), el vector dp_(Ys,(m)) € TnM
esta bien definido cuando || < €. Se tiene asi

(ExY ) = (XY= 5| (00 Vi)

También, si w es un campo tensorial covariante, por ejemplo una forma dife-
rencial o una métrica pseudo-riemanniana, tenemos

(£xw)m T at ’ t=0 wn



1.2 Grupos de Lie

En lo que sigue, sea G un grupo de Lie con elemento neutro e y algebra de
Lie g. Denotamos por A\, y p, las traslaciones izquierda y derecha definidas
por g € G.

Proposicion 2. Sea X € g. Entonces existe un tinico homomorfismo de
grupos de Lie expy : R — G tal que expx(0) = X, y consiste en la curva
integral mazimal de X que pasa por e parat = 0. Denotemos porexp : g — G
la aplicacion dada por exp(X) = expy (1) (aplicacion exponencial ).

1) exp(0) = e y exp(tX) = expy(t) para todo t € R;

2) exp((t; + t2)X) = exp(t1X) exp(to X)) para cualesquiera ty,ty € R. Por
tanto, exp(X)™! = exp(—X);

3) exp:g— G es C® ydexp: Tog — T.G = g es la identidad bajo la
identificacion candnica Tog con g. Por tanto, existe un entorno abierto
U de0 en g y un entorno abierto V de e en G tales que exp(U) =V y
exp |y : U — V es un difeomorfismo;

4) Sia € G entonces \oexpy : R — G es la curva integral mazimal de X
que pasa por a parat = 0. Por ello, los campos vectoriales invariantes a
la izquierda son completos. Ademds el flujo de X estd dado por pexpt);

5) Sea ¢ : H — G un homomorfismo de grupos de Lie, y sea b el dlgebra
de Lie de H. Entonces el diagrama siguiente es conmutativo.

¢

—_—

H-—"-q
Texp Texp
h—>g

_

Sea G = Gl(n;C) o G = Gl(n;R). En ambos casos tenemos un grupo
de Lie, cuya algebra de Lie se puede identificar canénicamente con gl(n;C)
(resp. gl(n;7)), es decir con el algebra de Lie de los endomorfismos de Cn
(resp. R™). Si A pertenece a una de esas dos algebras, g, pongamos

R o
k!
k=0

Esta serie converge uniformemente a un elemento de G en cualquier region
acotada de esa dlgebra y se tiene exp(A) = e?. Tenemos, ademas, para
cualquier B € G and A € g:

_ 1
det eA — etrA, BeAB 1 — eBAB

y si ahora A, B € g son tales que [A, B] = 0, entonces e ef = A5,
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Definicién 3. Una acciéon a la izquierda del grupo de Lie G en la variedadd
diferenciable M es una aplicacion diferenciable p: G x M — M tal que para
cualesquiera m € M y a,b € G se tiene

wule,m) =m,

p(a, p(b,m)) = p(ab, m)

En tal caso, para cada a € G definimos la aplicacion p, : M — M mediante
tam = p(a,m). Una accion a la derecha se define de modo similar como una
aplicacion diferenciable v : M x G — M tal que v(m,e) = m, v(v(m,a),b) =
v(m, ab).

Entonces cada p,, v, es un difeomorfismo. Tenemos fi, © iy = flap ¥
Vg O Vp = Vpg-

Hay muchos tipos de acciones con propiedades especiales interesantes.
Usaremos solo tres tipos, aquellas que son [ibres, o efectivas, o transitivas.
Una acciéon (a la izquierda o a la derecha) p es libre si el hecho p,m = m
para algiin m € M implica a = e. Una accién es efectiva si el hecho p, = id
implica a = e. Finalmente, una accion es transitiva si dado un par cualquiera
my,my € M, existe algin a € G tal que p,(my) = mo.

Definiciéon 4. Una representacion de un grupo de Lie G en un espacio vec-
torial real or complejo V' es un homomorfismo de grupos de Lie ¢ : G —
Aut(V). Una representacion de un dlgebra de Lie g en un espacio vectorial
real or complejo V' es un homomorfismo de dlgebras de Lie ¢ : g — End(V).
Una representacion del grupo de Lie G en V se llama fiel si es inyectiva.

Denotemos por ¢, : G — G el automorfismo interno c¢,(b) = aba™!. Este
automorfismo define una accion a la izquierda de G en G, concretamente
aquella dada por (a,b) — ¢,(b). Esa accion tiene un punto fijo, el neutro e,
es decir ¢,(e) = e para todo a € G. Por tanto, dc, aplica T,G en T,G y de
hecho es un automorfismo de 7,G = g. Tenemos por tanto una aplicaciéon
Ad : G — Aut(g) dada por Ad(a) = dc,. Como c,0c, = ¢4 tenemos Ad(ab) =
dcgp = degodey, = Ad(a)oAd(b). Por tanto, Ad es un homomorfismo de grupos
de Lie, es decir una representacion de G en g llamada representacion adjunta
de G. Denotemos por ad = dA|g : g — Tr(Aut(g)) = End(g). Asi ad es un
homomorfismo de &lgebras de Lie y por tanto es una representacion de g en
g llamada representacion adjunta de g.

Los dos diagramas siguientes son conmutativos:

GG G 24> Aut(g)

eXPT T exp exp 1 T exp
Ad(a) q

g——>9 g 94~ End(g)

Tenemos también

ad(X)(Y)=[X,Y], forall XY €g.



Capitulo 2

Fibrados diferenciables

Los fibrados son una generalizacion del concepto de variedad. En lo que sigue
trataremos solamente de los fibrados diferenciables, es decir aquellos en los
que las variedades y aplicaciones que intervienen son diferenciables.

Definicién 5. Sea G un grupo de Lie y W una variedad diferenciable sobre
la cual actia G efectivamente por la izquierda mediante una accion que deno-
taremos (g,x) — gx. Un fibrado (diferenciable) con fibra tipo W y grupo G
es una aplicacion diferenciable m : E — M enire dos variedades diferencia-
bles junto con una familia de difeomorfismos {¢q : 7 H(Us) — Uy X Whaea,
donde A es un conjunto de indices, la familia {U,}aca es un recubrimiento
abierto de M, y los difeomorfismos ¢, llamados trivializaciones satisfacen
las siguientes propiedades:

1) Para cada o € A, 7 0 ¢y = 7|y, donde mp : Uy x W — U, es la
proyeccion natural. En otros términos, si E,, = 7~ *(m) denota la fibra
sobre m € U,, entonces ¢, envia E,, a {m} x W. Como U, es un
difeomorfismo, esto define un difeomorfismo dam : E,, — W.

2) Sean o, € A. Sim € U, N U, existe una aplicacion, denotada
Gapm @ W — W, definida por ¢pm o ¢L. Se requiere que erista un
elemento, denotado ¢op(m) € G tal que ¢pog(m)r = (Pgm o dop,) (),
para todo x € W. Puesto que \ es efectiva, ese elemento ¢op(m) € G
es unico, y esto define una aplicacion ¢qp : Uyg — G. Pues bien, se
requiere que esa aplicacion sea diferenciable. A esta condicion se le
llama compatibilidad de las dos trivializaciones.

Ha de entenderse todo esto cuando decimos que (E, 7, M,G,W) es un fi-
brado. FE recibe el nombre de espacio total, M el de base o espacio base,
W el de fibra tipo, G el de grupo estructural y las aplicaciones ¢qp el de
funciones de transicion.

Es claro que si ¢ : 77 1(U) — U x W es una trivializacion del fibrado
y V C U es abierto, entonces la aplicacion @l-1py) : (V) — V x W
es una trivializacion compatible con todas las demés trivializaciones y se
puede anadir a ellas. También es posible que “sobren” trivializaciones, en el
sentido de que para cierto subconjunto B C A la familia {U, }.ecp recubra
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también M. Sea H un subgrupo cerrado de G' y supongamos que para todo
par de trivializaciones ¢,, ¢g, siendo «, 3 € B, la funcién de transicion ¢,z
tome sus valores en H. Entonces podemos describir el mismo fibrado como
(E,7,M,H,W), y a la nueva subfamilia de trivializaciones se le llama re-
duccion del grupo estructural del fibrado. El caso extremo seria aquel en el
que pudiéramos reducir GG al grupo consistente en su elemento neutro. En
tal caso, la familia de trivializaciones podria consistir en un solo elemento, y
el fibrado recibiria el nombre de trivial.

Llamemos ahora, para abreviar, U,s = U, NUp, Uypy = Us NUg N U,,.
Si @op : Usp — G, o, € A, son las funciones de transicion de un fibrado,
tenemos ¢qq(m) = e para todom € U,g, y también ¢ng(m)ps,(m) = ¢as(m)
para todo m € U,g,. Estas son las llamadas condiciones de cociclos.

Una vez definido el concepto de fibrado, hemos de tratar de las aplica-
ciones de fibrados, también llamadas morfismos.

Definicién 6. Sean (E;,m;, M;,G,W), i = 1,2, dos fibrados con el mismo
grupo estructural y la misma fibra tipo. Una aplicaciéon o morfismo entre
los dos es un par de aplicaciones ¥V : Ey — Fy, ¢ @ My — My tales que
mo W =1 om. En tal caso, para cada trivializacion ¢, : 7T1_1(U1) — Uy xW
del primer fibrado y cada trivializacion ¢, = 75 (Us) — Uy x W del sequndo,
la aplicacion ¢o 0 Wo ¢! : (U Ny~ Y (Uy)) x W — Uy x W, vendrd dada
en la forma (¢2 0 Vo ¢ ') (my,z) = (Y(my),g(my, ). Pues bien, se exige
que la aplicacion © € W — g(my,x) € W sea igual a x — g(my)x para
cierto elemento (que serd unico) g(my) € G, y que la aplicacion asi definida
my € Uy Ny~ (Us) — g(my) € G sea diferenciable.

Un morfismo de fibrados se llama isomorfismo si ¥ y ¢ son difeomorfis-
mos.

Veamos ahora que las funciones de transiciéon determinan el fibrado.

Proposicion 3. Sea {U,}qca un recubrimiento abierto de la variedad difer-
enciable M, sea G un grupo de Lie, y, para cada par o, € A, sea gop :
Ussg — G una aplicacion diferenciable de manera que la familia de estas
aplicaciones g.5 cumpla las condiciones de cociclos. Sea (g,z) € G x W +—
gr € W una accion efectiva a la izquierda. Entonces, existe un unico fibrado
(E,m,M,G, W) que tiene a las goz como funciones de transicion (la unicidad
se entiende salvo isomorfismos de fibrados).

Demostracion. Consideramos el conjunto C' = {(a,m,z) € A x M x W
m € U,}. Consideramos en C' la siguiente relacion: (o, p,z) ~ (8,q,y)
sii p = ¢y ¢ = gap(p)y. Mediante las condiciones de cociclos se com-
prueba facilmente que se trata de una relaciéon de equivalencia. Denota-
mos por [, p,x] la clase de (a,p,z). Ponemos E = C/ = y 7[a,p,x] =
p. Para cada a € A definimos la aplicacion ¢, : 71 (U,) — U, x W
poniendo ¢,[3,m,z| = (m,gosg(m)x). Si [y,m,y] = [, m,x], tendremos
m € Uagy, Gary(m) = gap(m)gs,(m) y y = g,px. Por consiguiente

(1, Gory (M)y) = (M, Gap (M) g3 (M) gy5(m)2) = (M, gas(Mm)2) = Gl m, 2],

7



lo que demuestra la consistencia de la definiciéon. La aplicacion ¢, es biyectiva
y claramente cumple m o ¢, = 7|y,. Utilizando ahora un atlas para M
y otro para W, se comprueba que se puede proporcionar a FE una tnica
estructura de variedad diferenciable que haga de las ¢, difeomorfismos. Te-
nemos (P, ° (b[;l)(m, T) = ¢o[B,m, x] = (M, gag(m)x); es decir, las funciones
de transicion son las gog, como queriamos. La demostracion de la unicidad
salvo isomorfismos se deja como ejercicio. ]

Vamos a describir dos tipos especiales de fibrado que seran el objetivo
principal de lo que sigue. Se trata de los fibrados vectoriales y de los fibrados
principales.

Un fibrado vectorial es un fibrado (E, 7, M,G,W), en el que W es un K-
espacio vectorial de dimension finita (con K igual aR o C) y la accion de G en
W es una representacion fiel (el nombre que se utiliza para representaciones
en lugar de “efectiva”). En otras palabras, para a € G, la aplicacion = — ax
es un automorfismo lineal que es la identidad sii a = e.

Esta estructura de fibrado define una estructura de K-espacio vectorial
en cada fibra de E. Sea m € M y supongamos m € U,. Si X,Y € E,, y
k € K, ponemos

esto es, ¢am se convierte en un isomorfismo vectorial. Se comprueba facil-
mente que la definicion no depende de la elecciéon de la trivializacién a cuya
base U, pertenezca m.

El ejemplo mas importante de un fibrado vectorial es la aplicacion canénica
: TM — M de la variedad tangente de una variedad M sobre M. Si
: U — A C A es una carta de M, podemos definir la trivializacion
: 7 H(U) — U x R™ poniendo

ASERS R

0
llog

Un fibrado principal es un fibrado (P, 7, M, G, G) o brevemente (P, 7, M, G),
donde G es un grupo de Lie que actiia sobre si mismo por mediante trasla-
ciones a la izquierda. Contra lo que se podria imaginar a primera vista, no va-
mos a poder dar a cada fibra E,, estructura de grupo de Lie. En lugar de eso,
obtendremos una accion libre por la derecha de GG en P que conserva las fibras.
En efecto, seaa € Gyme M. Siu€ P,y ¢ : 7 '(U) — U x G es una tri-
vializacion alrededor de u, ponemos R,u = ¢+ (padam(w)) = ¢k (Pam(u)a),
donde p, denota la traslacion a la derecha en GG definida por a. Tendremos
ast Pam © Ry = pa © Gam on P,,. La definicion de R, es consistente, porque si
m € Ug, tendremos

O(X) = (n(X),X',...,X"), si X=> X' .
i=1

¢amoRa :laao)\d)aﬁm O¢Bm = )\¢a5mopao¢ﬁm
== ¢am o Qﬁgrln O Pq © Qbﬁm;
donde ), denota la traslacion a la izquierda en G definida por a. Asi

Ra - ngrln O Pqg © ¢Bm;
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en P,,, como queriamos. La accion R, es diferenciable y libre, como se
demuestra facilmente.

Hemos visto antes que dado un recubrimiento abierto de una variedad
diferenciable M y una familia de aplicaciones diferenciables definidas, cada
una, en uno de los abiertos de ese recubrimiento, con valores en G, y que
cumplan la condicién de cociclos, esa familia da origen a un tnico fibrado
una vez se ha elegido una fibra tipo W sobre la cual G actiie efectivamente
por la izquierda. Esto quizas sirva para justificar el nombre de “principal”.
En efecto, la accion de G en G por traslaciones a la izquierda es siem-
pre efectiva, de modo que, en el supuesto de que tengamos definido un fi-
brado (E, 7, M,G, W), este fibrado tendra unas funciones de transiciéon que
cumplen las condiciones de cociclos, y por consiguiente queda definido au-
tométicamente un tunico fibrado principal (P, 7p, M, G) que tiene las mismas
funciones de transicion que el anterior. Se dice entonces que esos dos fibrados
son asociados. Ahora bien, a un fibrado principal podemos asociarle todos
los fibrados que se obtienen por este procedimiento: corresponden a todas las
posibles diferentes acciones efectivas a la izquierda de G sobre cualesquiera
variedades W. Por ello, se considera a (P,7p, M,G) como principal, en el
sentido de que los demaés, sus asociados, dependen de él.

Por ejemplo, si tenemos un fibrado vectorial (E,w, M, G, W), podemos
considerar el espacio dual W* de W. Sobre él actia a la izquierda G mediante
(ga)(z) = a(g™'z), a € W*, x € W. Esa accion es efectiva porque si ga = «
para todo o € W*, tendremos ag~! = a, para todo o € W*, lo que implica
g o = x, para todo x € W es decir g = e. Por tanto, a un fibrado vectorial
viene asociado su dual, que tiene como fibra tipo W*. En general, la accion
a la izquierda de G sobre @)W viene dada por

J(11® - R1,00"'® - Qa)=g11Q - Rgr,Va'g Q- - ®a‘g T,

y esa accion es efectiva. Por ello, dado un fibrado vectorial ¢ = (E, 7, M, G, W),
se tiene automaticamente definido el fibrado ® "¢, producto tensorial de tipo
(r,s) de &, como el asociado mediante la accién que se acaba de describir.

De manera parecida, si tenemos dos fibrados vectoriales §; = (E;, m;, M, G;,
F;), i = 1,2, sobre la misma base, se puede definir su suma directa & ® & y
su producto tensorial & ® &, pero esas definiciones se dejan como ejercicio.

En el caso de un fibrado vectorial, hay un modo mas sencillo de construir y
presentar su fibrado principal asociado. Supongamos que ¢ = (E, 7, M, G, W)
es un fibrado vectorial, de modo que las fibras F,, tienen definida ya una es-
tructura de espacio vectorial. Fijamos una base cualquiera b = (by,...,by)
de W, siendo k la dimension de W. La orbita B de la base b por el grupo G
es el conjunto de bases B = {gb = (gb1,...,gbx) : g € G}. Si ¢, es una
trivializacion of ¢ alrededor de m ponemos

Py = b (B) = {¢am(€) = (dam(c1): - bam(cr)) © (c1,-...cx) € B}

Como ¢a,m es un isomorfismo, P, es un subconjunto de las bases del espacio
vectorial F,,. En primer lugar, veamos que P, no depende de la trivializacion
elegida. Si m € Ug, tendremos que si ¢ = gb € B entonces

GZ%}@(C) = gb;in(gbocﬂmC) = qﬁ;rln(qbozﬁmgb) € Py,
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porque ¢opmg € G'y asi ¢apmge € B. El espacio total del fibrado principal
que estamos definiendo es P = U,,,cpr Py, ¥y la proyeccion np : P — M envia
P,, a m. Ahora definimos las trivializaciones de P, 9, : 75" (U,) — U, X G.
Sime U, and u € P, ¥o(u) = (m, Yam(u)), donde

Vam(u) =g, si u= ¢(;71n(gb>
Ast, ¥) (g) = oL (gb). Por consiguiente

(¢ﬁm © @b;r}m)(g) = wﬁm(gb;rln(gb)) = ¢ﬂm(¢§%(¢ﬁam9b)) = Qbﬂamg-

Esto demuestra que ¥gam = ®gam, €s decir P tiene las mismas funciones de
transicién que E. Esta construccion es, pues, equivalente a la de la Proposi-
cion 3.

Hay también otro modo de construir y representar un fibrado asociado a
un fibrado principal £ = (P, 7, M,G), o sea un fibrado con la misma base y
funciones de transicion que las de £ pero con una fibra tipo W, sobre la cual
actia efectivamente por la izquierda el grupo G. Para ello, definimos en PxW
la relacion de equivalencia por la cual (u,w) es equivalente a (R,u,a 'w).
Denotamos por u - w la clase de equivalencia de (u,w). Pues bien, ponemos
E para denotar el conjunto de todas esas clases de equivalencia, que sera
el espacio total del fibrado asociado a £. Su proyeccién vendrd dada por
me(u-w) = w(u). Si ¢q : 71 (U,) — U, x G es una trivializacion de &,
definimos ¢, : 75" (Uy) — Uy x W mediante 1, (u-w) = (m, ¢am(u)w), siu €
P,,. Puesto que ¢ (Rau)w) = ¢om(u)uw), la definicion de 1, es consistente.
Tenemos asi Yo (U-w) = Gom(u)w, con lo cual P! (w) = ¢} (e)-w. Veamos

am
ahora las funciones de transiciéon. Sean m € U,g y w € W. Tendremos

(Vm © Vo) (W) = Vg (Do (€) - w) = (dpm © Pom,) (€)w
= Pap(m)ew = gap(m)w.

y asi las funciones de transicion son exactamente las mismas que las de £. Por
ello, el fibrado que acabamos de construir es equivalente al que corresponde
a la Proposicion 3. La ventaja operativa de esta construccion es que en ella
no se emplean explicitamente las cartas para definir el espacio total.

Sea £ = (FE,m,M,G,W) un fibrado, N una variedad diferenciable, y
f + N — M una aplicacion diferenciable. Estos datos nos van a permitir
definir un nuevo fibrado denotado f*¢ = (f*E, 7, N,G, F), que recibe el
nombre de fibrado inducido por f. Para ello, en primer lugar tomamos

ffE={(n,u) e NxE : f(n)=n(uw)}, 7(n,u)=n.
Para cada trivializacion ¢, : 71 (U,) — Uy X W de € ponemos V,, = f~1(U,,)
y definimos la aplicacion 1, : 7 1(V,) — V,, x W mediante
Ya(n, w) = (n,ma(¢a(u))) = (1, pasm) (1)),

donde 7y : U, x W — W es la proyeccion natural. Entonces, 1! (n,w) =
(n, (b;}(n) (w)). Por tanto las nuevas funciones de transicion vienen dadas por
Yap = Qap © f. A partir de aqui es facil ver que si E es un fibrado vectorial
(resp. fibrado principal) entonces f*E también lo es.
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Capitulo 3

Clases caracteristicas en fibrados
principales

3.1 Notaciones. Campos vectoriales fundamen-
tales.

Usaremos los siguientes conceptos y notaciones, ya introducidos en lo que
precede.

G, un grupo de Lie con algebra de Lie g y elemento neutro e. A lo largo
de estas notas supondremos que se ha fijado una base (ey,...,eqmg) de g.
Las traslaciones derecha e izquierda y la conjugaciéon definida por a € G se
escriben pg, Mg, ¢ 1 G — G, respectivamente. Asi p,(b) = ba, A, (b) =
ab, cq(b) = abat.

Sea a € G. Denotamos por Ad(a) € Aut(g) la aplicacion lineal (dc,).
T.G — T.G. Tenemos asi un homomorfismo de grupos de Lie Ad : G —
Aut(g), que induce un homomorfismo de éalgebras de Lie ad : g — End(g).
Tenemos ad(A)B = [A, B] para cualesquiera A, B € g. Recordamos también
que Ad oexp = exp o ad y que para cualquier a € G se tiene ¢, o exp =
exp o Ad(a).

(E,7mg, M,G,W), fibrado con espacio total E, proyeccion 7, espacio base
M, grupo de Lie G y fibra tipo W. Si u € E, el subespacio V,E = {X €
T.E : dmg(X) = 0} recibe el nombre de subespacio vertical de T, E. La
dimension de V,, E es claramente igual a la dimension de las fibras de 'y por
tanto igual a la de W. El subfibrado de vectores verticales de T'E se denota
por VE. Sim € M, E,, sera la fibra de 7 sobre m, esto es E,, = 75" ({m}).
Finalmente, denotaremos por I'(E) el conjunto de las secciones diferenciables
globales de 7.

(P,m, M,G), fibrado principal con proyeccion 7 : P — M y grupo de Lie
(. La accién a la derecha de GG en P se denota por R, : P — P, a € G.

Un elemento de A € g da lugar a un campo vectorial A* € X(P), llamado
campo vectorial fundamental definido por A; veamos cémo. Cada u € P
define una aplicacion diferenciable [, : G — P dada por [,(a) = Ryu; si

11



m = 7(u), la imagen de [, es P, y I, : G — P,, es un difeomorfismo. Defi-
nimos A* poniendo A}, = dl,(A.) € T,,P. Puesto que 7 o [, = m, claramente
A* es una seccion de V P. Sabemos que exp, : R — G es la curva integral
maximal de A € X(G) que pasa por e para t = 0. Consideremos la curva
o(t) = lu(expy(t)) = Rexpeayu- Se tiene

0'(t) = dlu(Aexp (1) = dlu(dAexpayAe) = d(lu 0 Aexp(ea)) (Ae)-

Ahora

(lu o )\exp(tA))(b) - lu(eXp<tA)b) = Rexp(tA)bu - Rb<Rexp(tA)u) - lReXp(tmub‘

Por tanto I, o Aexp(ta) = Ir ( de donde

exp(tA)U?
/ _ * _ * _ *
o'(t) = AR, o = Aluespea)) = Aoy

En otros términos, o es la curva integral maximal de A* que pasa por u para
t = 0. Por eso, el flujo de A" es Reyp14). Supongamos que para algin u € P
se tenga AF = dl,(A.) = 0. Entonces, la curva integral maximal de A* que
pasa por u para t = 0 debe ser constante, de donde concluimos Rexpayu = u.
Como la accion de G en P es libre, concluimos que exp(tA) = e para todo ¢ y
esto implica A = 0. Como la dimension de V,, P es igual a la de g, deducimos
que si X € V, P, existe un tinico campo vectorial fundamental que coincide
con X en u.

Proposition 1. Sean a € G, A, B € g. Entonces
a) (A+ B)* = A*+ B*, y si k € R tenemos (kA)* = kA*.
b) Pongamos A* = dR, o A* o R, € X(P). Entonces A* = (Ad(a™")A)*.
c) [A*, B*] = [A, B]*.

Demostracion. a) Inmediato.
b) Como es bien sabido, siendo Rexpea) el flujo de A*, el de A* viene dado
por
R, o Rexp(tA) © Ra—l = Ra—lexp(tA)a = Rca,1(exp(tA))7

y puesto que c,-1(exp(tA)) = exp(Ad(a—1)tA), se concluye que
A* = (Ad(a™")A)".

c¢) Tenemos

!/ !/

[A*, B*]u = ((dReXp(—tA) oB*o Rexp(tA))u) (O> = ((Ad(exp(tA))B)Z) (O>
Ahora, (Ad(exp(tA))B); = dl,(Ad(exp(tA))B). De aqui,
(A", B]u = dl.((Ad(exp(tA))'(0)B) = dl.(ad(A)B) = dl.([A, B]) = [A, B,

como afirmabamos.

O
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3.2 Formas diferenciales con valores en g

Denotaremos por AP(P,g) el C*°(P)-modulo de p-formas diferenciales en P
con valores en g. Si « € AP(P,g)y § € A1(P,g), definimos [a, 5] € APT(P, g)
mediante

[, BI (X1, -, Xpyg) = Z sg(o) (X -y Xap), ﬁ(Xﬂ(zH-l)? e 7X7r(l>+(1))]>

n€o(p,q)

donde o(p, ¢) significa el conjunto de permutaciones de barajar de tipo (p, q).
Usando el convenio de Einstein podemos escribir de modo tinico o = e;af, 3 =
e;3', donde las o' (resp. (%) son p-formas (resp. g-formas) ordinarias en P.
Then [, 8] = [e;, €]’ A 37. Podemos definir da como e;da’, que claramente
no depende de la eleccion de la base (e;) de g. Con esto es facil probar las
siguientes propiedades

L o, f] = (=1)""*1[B, o].
2. dla, 8] = [dev, B] + (—=1)"[cx, d7].
3. (_1)pr[a7 [577“ + (_1)qp[6’ [77 Oé“ + (_1)rqh/’ [Oé,ﬂ]] = 07

donde, en la ultima formula, v € A"(P, g).
Sea ahora o € A'(P, g). Definimos el operador D, : AY(P, g) — AP, g)

mediante

D,B=dBs+ [avﬁ]
y ponemos
1
Q, =da+ 5[04,04].

Notese que €2, es, en general, diferente de D,a.
Proposicion 4. Con las notaciones anteriores tenemos

a) D;B = [Qa, ).

b) D, = 0.

¢c) If v € A"(P,g), entonces Do[3,7] = [Daf,7] + (=1)7[8, Day]-
Demostracion. a) Tenemos

D23 = dDof + [, Do ] = dlev, 8] + [, dB + [, 5]
= [da, B] — |a, dB] + [a, dB] + [a, [, F]]
= [da, 8] + [, o, B]].

Ahora, por la propiedad 3., tenemos

(=), [a, B]] + (=1) e, [8, o] 4+ (=118, [, o]
= (=1)?(2ev, [a, B]] + [, [e, a]]) = 0.
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Por tanto [« [a, 8] = 3[[ev, a], 8], y obtenemos finalmente
1
D2 = [doc + o o], 4] = 2. ),
como querfamos. En cuanto a b), we have
1 1
Dy = dQq + [0, Q] = 5([da, o) — |, da) + [a, do] + §[a7 [, a]] =0,

por las propiedades 1. y 3.
c¢) La propiedad 3. anterior se puede escribir como

[Oé, [67 7]] - [[Oé,ﬁ], ’7] + (_1)pq[ﬂ, [Oéafy]]

El resultado anunciado se obtiene ahora anadiendo esto a la expresién de
d[a, (] en la propiedad anterior 2., teniendo presente que ahora p = 1. ]

Una forma 8 € AY(P, g) recibe el nombre de equivariante o pseudotenso-
rial si B3 = Ad(a™"') o 3, es decir si

(RyB)u(X1,...,Xq) = Ad(ail) (ﬁu(le e qu))

para cualesquieraa € G, v € P, X,..., X, € T,P. Denotamos por Eq?(P, g)
el C°(M)-modulo de g-formas diferenciales equivariantes en P con valores
en g. Si ( es equivariante, se dice que es tensorial si es horizontal, es decir si
1x 3, = 0 para cualesquiera u € Py X € V,, P. Se deja como ejercicio probar
que si a y [ son equivariantes o tensoriales, entonces [a, 5] también lo es.
Tenemos

Lema 1. Sea 3 € AY(P,g) tensorial. Seana € A'(P,g), ue€ PyX,...,X, €
T, P. Entonces

(Daﬁ)U(Xm ce 7Xq> = (dﬁ)u(XO - CVU(XO)Z? s ’Xq - O‘U(XQ):D

donde o, (X;):

v es el valor en u del campo vectorial fundamental definido en
P por a,,(X;) € g.

Demostracion. Denotemos por A7 los campos vectoriales fundamentales tales
que Ay, = o, (X;);. Como 3 es horizontal, y los corchetes de Lie [A}, A7] son
verticales, tenemos

(dB)u(Xo — (u(X0) u, - - -, Xg — (au(Xg)")u)
=(dB)u(Xo, ..., Xg) = > _(=1)(dB)u (A}, Xo, ..., Xiy ..., X,).

Ahora, La:8 = ia:d0 + d(z’A;ﬁ) =1i4:df3. Perosi A € g,

L =(Rexp)8)' (0) = (Ad(exp(—tA4)) o 5)'(0) = (Ad(exp(—tA))e;)'(0)
=(ad(=A)e;)# = —[A, ;] = —[A, 5],
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donde 3 = e;(7. Por lo tanto
(dB)u(Xo — au(Xo)ys - -+ Xg — au(Xy)y)
(dB)u(Xo, ..., X,) + Z(—mau()@, Bu(Xo, .. Xiy o X))
(dﬁ + [O‘vﬁ])U(XO’ s 7Xq)
(Daﬁ)u(X(Ja ce 7Xq)a

como deciamos. OJ

Nota 1. La 1-forma o € A'(P,g) define dos homomorfismos del fibrado
tangente TP — P o, equivalentemente, dos campos tensoriales diferenciables
de tipo (1,1). El primero de ellos mediante v, (X) = a,,(X): € V,P. El otro
es ho(X) = X —vo(X) = X — o (X)E, para X € T, P. Supongamos que «
es tal que ho(X) =0 si dm(X) = 0, es decir si X es vertical. Esto significa
que si X es vertical tenemos X = «a,(X)%, o en otras palabras, que para

u?

todo A € g tendriamos Al = a,(A*):, es decir a(A*) = A. En tal caso,

st B € N(P,g) fuera tensorial tendriamos que D[ seria también tensorial
coomo consecuencia del Lema.

3.3 Connexiones en un fibrado principal

Una forma de conexidon en P es una l-forma equivariante w € FEq¢'(P,g)
tal que h,(X) = 0 para todo X € VP. Entonces, w(A*) = A, para todo
A € g. También, w([A*, B*]) = w([A, B]*) = [A, B]. La forma w define los
proyectores vertical y horizontal v = v,, h = h,,.

Asi, para todo X € T,P tenemos h(h(X)) = h(X — w, (X)) = h(X),
porque (w,(X)*), es vertical, de modo que h es un proyector. La aplicacion
v definida por X +— w,(X)} es también un proyector y tenemos h + v =
id, hov =wvoh = 0. La aplicacién lineal w, : T,,P — g es sobreyectiva por
lo que su rango es la dimensién de GG, y como consecuencia, el rango de v es
también la dimensién de G. Concluimos que el rango de h, : T,P — T,P
es igual a la dimension de M. Asi, el subespacio Q, = h,(T,P), llamado
subespacio horizontal es un complemento de V, P, es decir Q, & V, P =T,P.
Como (dm), : T,P — T,,M, donde m = 7(u), tiene rango igual a la dimension
de M y su ntcleo es V, P concluimos que (dﬂ)u|Qu : Qu — T,,M es un
isomorfismo. Tenemos también

Qu =kerw, ={X €T, P : w,(X)=0}.

Proposicion 5. Para todo a € G tenemos h o dR, = dR, o h. Como con-
secuencia (dR,)(Qu) = Qrou, €s decir la distribucion Q en P es invariante
bajo traslaciones a la derecha.

Demostracion. Sean u € P, X € T, P. Entonces

(hodRa>(X) = hRau((dRa)X) = (dRa)X - wRau((dRa)X)*Rau
= (dRa)X — (Row)(X) 0 = (dR)X — Ad(a™wu (X)),
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Recordamos ahora que por la Proposicion 1.b), el campo vectorial dR, o
wy(X)* 0 Ry-1 es igual a Ad(a™!)w,(X)*. Por tanto

(hodR,)(X) = (dRo)X — (dRq) (wu(X);) = (dRa)(hu(X)).
Asi la afirmacion se sigue. m

Reciprocamente, supongamos que se nos da una distribucién diferenciable
() en P, invariante bajo traslaciones a la derecha y tal que para todo u € P
se tenga @, ® V,P = T, P. Entonces, esa distribucion define una forma de
conexion w poniendo w,(X) = A, donde A € g is the unique vector such that
A = v,(X), where v,(X) 4+ hy(X) = X, con v,(X) € VP, hy(X) € Q. La
prueba se deja al lector. se define comois defined by

1
Q=0Q,=dw+ E[w,w].

La diferencial covariante de esa conexion es el operador D definido como
en la seccion 2 por

DB =D,B=dp+ w,p].

Tenemos entonces las siguientes propiedades

D*p =19, 5],
DQ = 0.

La segunda propiedad se conoce como identidad de Bianchi.

Proposition 2. a) Para toda € AN(P,g) pongamos o h € N(P,g)
para denotar la forma definida por

(Boh)u(Xi,...,Xy) = Bu(hu(X1), ..., ha(Xy)),

para cualesquiera w € P, Xy,..., X, € T, P. Entonces, si 3 es equi-
variante, 3 o h es tensorial.

b) DB = (dB) o h.

c¢) Sea 3 € Eq?(P,g). Entonces d3 € Eq"™ (P, g). Por tanto D3 es ten-
sorial;

Demostracion. a) Sean a € G, u € P, X;,..., X, € T, P. Entonces

(R (Boh))u(X1,...,.Xy) = (Boh)ru(dR.(X1),...,dR.(X,))
= Brou((h o dRy)(X1),...,(hodR,)(X,))
= BRou((dRo(hu(X1)), - -, (dRa(hu(X1q))
= (REB) o h)(X1,.... X,) = (Ad(a ") o Bo h)(X1,. .., X,)

Por tanto, o h es equivariante, con lo cual es obviamente tensorial.
b) Es consecuencia inmediata del Lema 1.
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¢) Tenemos
R;(dB) = d(R;f) = d(Ad(a™") o §) = d((Ad(a™")e;) 3)
= (Ad(a ')e;)dB = Ad(a™") o dp.

Asi, df3 es equivariante. Alser D3 = (d3)oh, concluimos que D3 es tensorial.
]

Sea N otra variedad diferenciable, f : N — M una aplicacion diferencia-
bley (f*P,7mn, N, G) el fibrado inducido, que es también un fibrado principal
con grupo G. Recordemos que

[P ={(z,u) e Nx P : f(z)=m(u)}.
Sea W : f*P — P la aplicacion de fibrados principales dada por F(z,u) = u.

Proposicion 6. Sea w una conexion en P. Entonces F*w es una conexion
en f*P y su curvatura es F*Q.

Demostracion. En efecto, seaa € G, (x,u) € f*Py X € T(.) f*P. Entonces

(Ry(F*w)) @) (X) = Wrau(d(Rqy 0 F)(X)) = Ad(a™) (wu(dF(X)))
= Ad(a ) (F*w) (@0 (X).

Ademas, si A € g, se tiene
(F*'w) @) (Afzy) = (F0) @) (dlz)A) = wu(d(F 0 lgu)A).
Pero si a € G, entonces
(Folzw)(a) = F(x, Ryu) = Ryu.

Por consiguiente, (F"w)(,u)(A]

vuy) = A Asl, F'w es una connexion. Su
curvatura vendra dada por

1 1
d(F*w) + é[F*w,F*w] = Fd*w+F*§[w,w] = F*Q.

O

3.3.1 Levantamiento horizontal de vectores y campos
vectoriales, de M a P

Sean u € P, y X € T,,M. El levantamiento horizontal de X a u se define
como X" = (dr|g,) H(X) € Q. C T,P. El levantamiento horizontal de un
campo vectorial X € X(M), denotado X", se define mediante X' = (Xy(,))2.
Por tanto, tenemos dm o X" = X o 7.

Proposicion 7. Sean X,Y € X(M). Entonces

a) X" es R,-invariante para todo a € G.
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b) XM +Yh = (X +Y) Si f e C®(M) entonces (fX)" = (f om)X"
Ademds h[ X" Yh] = [X,Y]"

. N .
¢) Sean w', ..., w" coneziones en P yw =Y ;_ (t;om)w' una suma con-

. N . .
veza, es decir Y ._t; = 1, donde las t; : M — R son funciones dife-
renciables. Entonces w es una conexion. También, si X" XM, i =

1,..., N, denotan los levantamientos horizontales de X € X(M) a P

con respecto a las conexiones w,w, ..., w", respectivamente, entonces

XP =N (tiom) XM

d) w([X", Y")) = —Q(X",Y"). Por tanto, si X,Y son vectores (o campos
vectoriales) horizontales de P, tenemos w([X,Y]) = —Q(X,Y).

e) ) es tensorial.

Demostracion. Sea u € Py, : a) Tenemos dR(X}; ) € Qr__,u porque Q
es invariante bajo traslaciones a la derecha. Como

dr(dRu(X) ) = dr(Xh ) = Xn

—1u

concluimos que dR, o X" o R,-1 = X", como queriamos.

b) Las dos primeras afirmaciones son inmediatas. En cuanto a la tercera,
tenemos drm o [X", Y"] = [X,Y] o 7. De aqui, dr(h([X",Y"],) = [X,Y]n ¥
esto significa que [X,Y]! = h([X", Y"],).

¢) Sean u € P, y A € g. Entonces

= Zti(m)wi(AZ) = Z ti(m)A =
También,

Riw = z:(tZ omo Ry)Riw' = Z(tz om)Ad(a™)w’

% %

= Ad(a™) Z@Z omw' = Ad(a ")w.

i
Por consiguiente, w es una conexion. Tenemos

N

dm (Z(t om)X"), Zt

=1

Ahora, por brevedad ponemos t; = t; o . Asi

N N N
WO EXM) = it (XM) = Y it (W (X)) + W' (X))
i= ij=1 i<j=2

titi(w! (XM — X)) 4 WX — X))

2

titj (Wl (XM — XM) — WX — XM)) =0
2

- I
M= 41

1<j
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porque X" — X" es vertical. Por tanto Zf\il t; X" es w-horizontal y debe
ser igual a X" porque X" es también 7-relacionado con X.
d) Tenemos

QX" Y = dw(X", V") + %[w,w](Xh, Yt
= X"w(¥™)) = Y (w(X") — (X", Y"])
= —w([X", Y")).

e) Sean A, B € gy X € X(M). Entonces

Q(A*, B*) = (dw)(A*, B*) + %[w,w](A*, B*)

= A"(w(B")) = B*(w(4")) — w([A4, B]")
1

5 ([W(A), 0(B)] — [w(B), w(A")])

= A*(B) — B*(A) — [A,B] + %([A, B]—[B,A]) =0.
También

QA*, X") = (dw)(A*, X") + %[w,w](A*7Xh)

= A(w(X") = XP((A")) — w([A%, X)) + [w(A%), w(X")
= —w([4", X*)

Pero si w € P, tenemos [A*, X"],, = ((dRexp(ta) © X" 0 Rexp(—t4))u)'(0) =
(X™)(0) = 0 porque X" es invariante bajo traslaciones a la derecha. O

El resultado d) de la proposicién anterior ofrece una interpretacion de
la curvatura. Como esencialmente w([X" Y"]) mide la parte vertical de
(X", Y"], podemos interpretar la curvatura como una medida de la falta de
integrabilidad de la distribucién horizontal Q).

3.3.2 Levantamiento horizontal de curvas de M a P.
Transporte paralelo

Sea o« : I — M, donde I es un intervalo de R, una curva diferenciable.
De una curva & : [ — P se dice que es un levantamiento horizontal de « si
mod = ay &(t) € Qaw paratodot € I. Notese que si & es un levantamiento
horizontal de a y a € G, entonces R, o & es otro levantamiento horizontal de
Q.

Teorema 3.3.1. Sea w una conexion en P, o : I — M una curva diferencia-
ble, to € I y ug € Py Entonces, existe un tnico levantamiento horizontal
de o, t € I — u(t) € P tal que u(ty) = uo.

Demostracion. Sea (o*P,m;,I,G) el fibrado principal inducido sobre I por
a. La conexion w induce una conexion en o*P. Sea 6 € X(I) el campo vec-
torial canonico (es decir @(f) = f’ para cualquier f € C*(I)). Sea 0"
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su levantamiento horizontal a o*P. Sea t €|a,bl— (f(t),u(t)) € a*P una
curva integral de 6" tal que ty €la,b[C Iy (f(to),u(to)) = (to,ug). Como
dry o6 = 60 o, tendremos f' = 1, por lo cual podemos suponer f(t) = t.
Supongamos que la curva integral (¢,u(t)), definida en |a,b[, es maximal.
Queremos probar que |a, b[= I. En efecto, supongamos que b € I. Tomemos
entonces un punto cualquiera v, € Py y sea t €]c,d[— (t,v(t)) € a*P una
curva integral de 0" tal que b €]c,d[ y v(b) = v,. Sea t; €]a,b[N]c,d[ y sea
g € G tal que R,v(t1) = u(t1)). Entonces (¢, R,v(t)) es una curva integral de
6", definida en |c,d[, tal que (t;, Ryv(t1)) = (ti,u(t;)). Ambas curvas deben
ser iguales en el dominio comin, y asi hemos sido capaces de extender el
intervalo |a, b por la derecha y esto es absurdo. Lo mismo ocurre con a.
Entonces |a,b[= I. La curva t € I — u(t) es la imagen, por la aplicacion de
fibrados principales a*P — P, de la curva (¢, u(t)). Por tanto, es horizontal,
u(to) = uo, y (t,u(t)) € a*P implica 7(u(t)) = a(t). Concluimos que u(t) es
el levantamiento horizontal de o que buscabamos.

La unicidad se deduce del hecho de que si u : J — P es un levantamiento
horizontal de «, entonces la curva v(t) := (¢, u(t)) es una curva en o*P, que
es horizontal y cumple dm; o v’ = 6. O

Sea [a, b] un intervalo cerrado y « : [a,b] — M una curva diferenciable.
Definimos el transporte paralelo a lo largo de o como la aplicacion 7 : Py ) —
P, tal que 7(u), u € Pyq), es el valor en t = b del levantamiento horizontal
de o que pasa por u para t = a.

Proposicion 8. Sea « : [a,b] — M una curva diferenciable. El transporte
paralelo T 1 Py — Paw) es un difeomorfismo y 7 o Ry = Ry o 7, para todo
g€,

Demostracion. Sea u, € Py, y sea t € [a,b] — u(t) € P el levantamiento
horizontal de « tal que u(a) = u,. Entonces 7(u,) = u(b). La curva Ry(u(t))
es el levantamiento horizontal de o cuyo valor en ¢t = a es R4u,. Entonces
T(Ryu,) = Ry(u(b)) = Ry(7(u,)), vy esto prueba nuestra afirmacion. Uti-
lizando la dependencia diferenciable de las soluciones de una ecuacion difer-
encial ordinaria respecto a las condiciones iniciales, se comprueba que 7 es
diferenciable. Sea ( : [a,b] — P dada como ((t) = ala + b —t). En-
tonces, v(t) = u(a + b — t) es horizontal porque v'(t) = —u'(a +b—1t) y
m(v(t)) = ala+b—1t) = B(t). Por tanto v es el levantamiento horizon-
tal de By B(a) = a(b), B(b) = ala), v(a) = u(b), v(b) = u(a). Por eso,
si 01 Pypy — Paga) es el transporte paralelo a lo largo de 3, tendremos
coT=1id, Too =id. Se concluye que o y 7 son difeomorfismos. n

3.4 Clases caracteristicas, cfr. |GHV], |[KN, ch.
XII] and [Dup, ch. 4]

Denotemos por K el cuerpo R o el C y sea V un K-espacio vectorial n-
dimensional. Sea SP(V*) el K-espacio vectorial de las aplicaciones p-lineales
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simétricas de V x -+ x V en K. Si & € SP(V*), ¥ € S9V*) definimos
PW € SPH(V*) poniendo

1
Iy n Aptq) = mly .-y Hap w(p+1)s - -+ s Ln(p+q) )+
(D) (A Ao Sy (A Ar)W(A Aripra)
(p + Q) w€o(p+q)

Notese que aqui no usamos permutaciones de barajar sino la definicion “na-
tural” del producto de tensores simétricos.

Con este producto S(V*) = €D, S?(V") resulta ser una K-élgebra gra-
duada asociativa. Sea (vi,...,v,) una base de V. Sea K[z, ..., z,]* el con-
junto de los polinomios homogéneos de grado k con coeficientes en K en
ciertas variables x4, ..., x,. Podemos definir una aplicacién que envia un ele-
mento cualquiera ® € SP(V*) a un elemento ® € K[y, ..., z,]*, mediante

O(xy,...,x,) = P(x,...,2),

donde = := )" | x;u;. Esta apllicacion es un isomorfismo, y la aplicacion
inducida de S(V*) a K[z, ..., x,] es un isomorfismo de algebras, aunque no
probaremos esto.

El caso complejo soélo ocurrird aqui cuando G es un subgrupo cerrado
de GL(n;C), de modo que g sera una subalgebra compleja del algebra de
matrices complejas n X n. Por motivos de concrecion y brevedad trabajaremos
a partir de ahora so6lo con el cuerpo R, sobreentendiéndose que todo lo que
sigue se puede hacer de modo analogo cuando aquellas aplicaciones simétricas
toman valores complejos.

Denotemos por [P(G) el R-espacio vectorial de aplicaciones & € SP(g*)
que son “invariantes”, es decir

O(Ad(a)Ay, ..., Ad()A,) = D(Ay,..., A,), A,...,A €g,

para todo a € G. El producto de dos de esas aplicaciones invariantes es
también invariante, de modo que tenemos asi una subalgebra

=@ (@) c S(gx).

p>0

Lema 2. Sean ® € I?(G) y B, A1, Aa, ..., A, € g. Entonces
Zcp Ay, A1, [B A A, ..., Ay) = 0.

Demostracion. Sea t — b(t) € G una curva diferenciable cualquiera tal que
b(0) = e, b'(0) = B. Entonces la funcion f(t) dada por

f(t) = @(Ad(b(1)) As, . .., Ad(b(E)) Ap)
es constante. Como

(A(B(£)) A;)'(0) = Ad(b(t))'(0) A; = (dAd)(H'(0))A; = ad(B)A; = [B, A,

la afirmacion se cumple. O
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Sean ay, ..., a, € A(P, g) de grados respectivos my, ..., m,. Si ® € SP(g*)
definimos la forma ordinaria ®(aq,...,a,) € A™ T P por medio de

@(0417 “ e ,Oép)(X]_, P ,Xm1+...+mp))
= > sg(m(n(Xats o Xepm)s )

wEo(ma,...,mp)

Si a; = ejar, donde las o son m;-formas diferenciales ordinarias en P,

tenemos . 4
Do, ..., ap) = e, ..., e5,)aq" A Aadr. (3.4.1)

Entonces se puede verificar facilmente que

p

dq)(Oél, e ,O[p) = Z(—l)k@)(al, NG 7 I dO[Z', (07 U ,Oép), (342)

i=1
donde ky =0y ki =my+---+m;_1, parai =2,...,p.

Proposicion 9. Sean ® € IP(G), p € AY(P,g) y a; € A™(P,g), i =
1,...,p. Entonces

p
dq)(Oéh Ce ,Oép) = Z(—l)qu)(ozl, NG 7 D,u,aiu OéiJrl, C. ,Oép),

i=1
donde k1 =0 y ki =my +---+m;_y, parai=2,...,p.

Demostracion. Pongamos p = e,u®. Aplicando el Lema 2 a la formula (3.4.1)

obtenemos para cadaa=1,...,dimG :
p . .
0= Z@(ejl, € [Car €], €y €, )0 A Ny
i=1
Multiplicando esto por p* y sumando para a = 1,...,dim G tenemos

p
0 :Zq)(ejl, iy [€ar €] €y g ) At A Aadr
i=1
:Z(—l)kiq)(ejl, s lear ey e )at A At Nat Ay
i=1

p
= Z(—l)k"@(al, o iy ).
i=1
Como D,a; = doy; + |11, ;] obtenemos lo que buscabamos sumando la tltima
igualdad a la formula (3.4.2). O

Proposicion 10. Sea & € I?(G), y sean «; € N™(P,g), i = 1,...,p,
formas tensoriales. Entonces, eziste una tnica forma v € A¥M, donde k =
my + -+ my, tal que (o, ..., q,) = 7.
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Demostracion. Podemos escribir o; = e;,a7'. Si a € G, tendremos

Roal = Ad(a™ ey = Ad(a ) (e, )

) 7

* —
Raai =€j

Ahora observemos que para u € P el valor de ®(ay,...,q;), estd deter-
minado por su accién sobre vectores horizontales de (), poque las «; son
tensoriales. Sean X, ... X los respectivos levantamientos horizontales de
Xq,..., Xy €T,,M aT,P. Si tal forma ~ existe, deberfamos tener

(T ) (X7 X)) = (X, o, X)) = @, ) u (X X0,

La dltima igualdad define +,, de modo tnico y lo que nos falta por probar
es que el valor del segundo miembro no depende de la elecciéon de u € P,,.
Asi pues, sea a € G. Entonces dR, X es el levantamiento horizontal de X; a
Ryu, para i = 1,..., k. Calculamos el valor de 7,,(X1,..., Xx) usando ahora
el nuevo punto R,u € P,,.

®(ay, ..., ap)pou(dRXT, ... dRX])

D(ejy, ... e5,)(0] A Aad) g (dRXT, ... dR.X})

D(ejy, . .- ,ejp)(RZa{I ARRRWAY RZOJ#)U(XT’, . ¢

= ®(Ad(a Ve, ..., Ad(a ey, ) (af A A al)u(XT, . XP)
D(ejy,. .- ,ejp)(cv]f AR aép)u(Xf”, XD

Doy, ..., ap)u(XE . XD,

Asi, la definicién de v es consistente y la proposiciéon queda probada. O

Lema 3. Sean g, py € A(P,g) y ® € IP(G). Pongamos, por brevedad,
O(Q2) = ¢(Q,...,0) y D(a, Q) = P(,Q,...,Q). Entonces, si p = po +
t(p1 — o) and a = py — o tenemos

¥(0u) - 0(©) =i [ B0 0,

Demostracion. Tenemos

1 1 1
Qm = dut + 5[/%, ,Ut] = d,uo + tda + 5[,&0, ,Uo] -+ t[uo, a] + 5752[&, Oé].

Por consiguiente

1d
;E(I)(Qﬂt) = ®(da + [po + ta, o, 2,)

=®(D,,,Q,,) =dP(a, $,,).
y la afirmacién se sigue. O]

Corolario 2. Sea € AY(P,g). Entonces,

P(€2,) = pd/o (1, Q)

Demostracion. Es suficiente tomar pg = 0, 3 = p. O
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3.4.1 Homomorfismo de Chern-Weil

Sean wp,w; € AY(P, g) dos conexiones. Como sabemos, cualquier suma con-
vexa de ambas es otra conexion. Ademas w; — wy es tensorial porque para
cualquier A € g tenemos (w; —wp)(A*) =A—A=0.

Como consecuencia del Corolario 2 vemos que si ® € [P(G) entonces
®(1,...,Q) es una forma exacta. Denotemos por ®(Q) € A% M la tnica 2p-
forma diferencial en M tal que ®(S, ..., Q) = 7*®(Q). Entonces d(7*®(Q)) =
m*d®(Q) = 0, Por tanto, d®(Q) = 0 ya que 7 es una sumersion. Denote-
mos por wp(®) la clase de cohomologia de ®(Q), de modo que wp(®) €
H?*(A(M)). Entonces

Teorema 3.4.1. a) Si ® € IP(G), entonces wp(P) no depende de la
conexion; solo depende de la clase de isomorfismos de fibrados prin-
cipales de (P,m, M, Q).

b) wp: I(G) — H(A(M)) es un homomorfismo de dlgebras.
c) St f: N — M es diferenciable, entonces wep = f* o wp.

Demostracion. a) Es consecuencia directa del Lema 3. En efecto, si wg,w;
. 1

son dos conexiones en P, entonces ®(€,,) — ®(Q,) = pd [, ®(a,Q,)dt,

donde wy = (1 — t)wy + tw1 y @ = wy — wp. Al ser w; una suma convexa

de conexiones, es también una conexion, de donde 2, es tensorial, y « es

tensorial porque es la diferencia de dos conexiones. Por consiguiente:

1 1
T (D(,) — B(Q0,)) :pd/ W*Cf)(a,th)dt:W*dQU/ CfD(a,th)dt)
0 0

Por tanto,

A

d(Q,) — B(,) = d(p/ol b(a, th)dt>,

de manera que ®(,,) y ®(,,,) definen la misma clase de cohomologia.

Si v : P’ — P define un isomorfismo de fibrados principales con grupo G
sobre M, entonces la conexiéon w en P induce una connexion ¥*w en P’ cuya
curvatura es el “pull-back” de la curvatura de w. Por tanto, wp(®) = wp/(P).

b) Si U € I%(G) y ponemos r = p + ¢, entonces

(@U)(Q, ... Q) (X1, ..., Xar)

:77' Z Sg(ﬂ')(q)\ll)(Q(le’ X7r2)a s 7Q(X7T(21”71)7 Xﬂ(Qr))
’ T€a(2,...,2)
1
= > sg(m)P(UXrr1, Xera), - V(U X rr @1y, Xran)s - - )

donde 7 € 0(2,...,2) es la permutacion de barajar definida por 7(2k — 1) =
20(k) — 1, 7(2k) = 20(k), k=1,...,p+¢q Como T espary {mo7T : 7€
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0(2,...,2)} =0(2,...,2), tenemos
(<I>\I/)(Q (X, X (p+q))
' Z Z X7T17 X7r2>7 <o )‘I]<Q(X7r(2'r—1)7 X7r(2'r))7 s )

= Z Sg(ﬁ)@(Q(Xﬂ, Xa2), - V(X2 1)y X(2e))s - -+ )
=(®(Q,.... Y AV(Q,..., ) (Xy,..., Xo).

Por consiguiente, (®W)(£2,...,Q) = &(Q, ..., Q) AY($,...,Q) v de aqui se
sigue b). Notese que aqui hemos necesitado el producto natural de tensores
simétricos para que la dltima féormula no aparezca multiplicada por un factor
no deseado.

¢) f*P es un G-fibrado principal sobre N. Ponemos F' : f*P — P definido
por F(z,u) = f(u), para (x,u) € f*P. Entonces, si w es una conexion en P,
F*w es una conexion en f*P cuya forma de cuvatura es F*(), donde € es la
curvatura de w. A partir de aqui, la afirmacién se sigue tras una verificacion
sencilla. O]

Las clases de cohomologia wp(®) € H(A(M)), para ® € I(G) reciben el
nombre de clases caracteristicas. La aplicacion wp : I(G) — H(A(M)) se
conoce como homomorfismo de Chern-Weil.

Si hubiéramos considerado aplicaciones invariantes I7(G) con valores com-

plejos, el resultado habria sido un homomorfismo de I(G) a H(A(M,C)).

3.4.2 G = Gl(n;R), clases de Pontrjagin

En este ejemplo, P es el fibrado principal asociado a un fibrado vectorial
diferenciable F de rango n sobre una variedad diferenciable M. Obtenemos
una coleccién de elementos de I(Gl(n;R)) considerando un elemento A €
gl(n;R) = End(R™). Sea

1 n—
det()\l— %A Zpk/g )/\ k

el polinomio caracteristico %A. Entonces P/, es un polinomio homogéneo de
grado k, de modo que define una aplicacion simétrica también denotada Py, /5 :
gl(n;R) x -+ x gl(n; R) — R. Al ser det a(A] — ;= A)a™ = det(A] — = A),
para cualquier a € Gl(n;R), es claro que P/, es invariante; se le llama g—
polinomio de Pontrjagin de orden , y wp(Py/2) la %-clase de Ponirjagin de
E (o de P, recuérdese que E'y P se deducen uno del otro)

Estos polinomios forman una base de todos los polinomios en gi(n;R)
invariantes frente a Ad(G). Otra base es la de las trazas tr,(A) = tr(4%), k =
0,...,n. Las clases caracteristicas wp(try) son llamadas clases traza.

Todo fibrado vectorial real admite una reduccion al grupo O(n). Es decir,

podemos calcular sus clases de Pontrjagin por medio de una conexién con
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valores en el dlgebra o(n) de endomorfismos antisimétricos de R". Como para
A € o(n) se tiene

det(\ — é) = det(\ — i)T = det(\ + i),
27 2 2T
concluimos que en el polinomio correspondiente > ;_, Py/2(A, ..., A)A" " las
entradas no nulas de A deben aparecer solamente en productos de grado
par. En otras palabras, P, = 0 si k es impar. Por eso, wp(Fy2) = 0
para k impar, y estos justifica la notacion: los subindices fraccionarios son
despreciables porque dan clases nulas de cohomologia.

3.4.3 G =Gl(n;C), clases de Chern

Ahora P es el fibrado principal asociado a un fibrado vectorial complejo E
de rango n sobre M. Para cualquier A € End(C"), ponemos

det(A\ — —A Z Cr(A,..., X~

El coeficiente complejo C}, define una aplicacion invariante gl(n;C) x -+ X
gl(n; C) — C. Las correspondientes clases de cohomologia wp(C}) se llaman
clases de Chern de P o de E.

Sea A € gl(n;R) C gl(n;C). Entonces, multiplicando ambos miembros
por " tenemos

det((iN] = o) = 3" FCU(A,..., AN

™
k=0

de donde P/, = i*C,,. Por tanto, si E es un fibrado vectorial real sobre My
lo complexificamos, la ——Clase de Pontrjagin de E sera igual a i* por la clase
k-Chern del fibrado CompleX1ﬁcad0.

3.4.4 SO(n). Clase de Euler

Es un caso especial para fibrados vectoriales reales orientables. Primero, si
n es impar, convenimos en decir que la clase que vamos a definir es cero.
Por eso, supondremos que P es el fibrado principal asociado a E, un fibrado
vectorial orientable riemanniano de rango n = 2r. Aqui, riemanniano significa
que tenemos definido un campo h de formas bilineales simétricas definidas
positivas sobre E. Es decir, si X,Y € I'(E), tenemos que h(X,Y) es una
funcion diferenciable en M tal que la aplicacion (X,Y) — h(X,Y) es bilineal,
simétrica y definida positiva.

Esto significa que P se puede reducir al grupo SO(n). Sea A € o(n) y
pongamos g : R" x R” — R para denotar el producto escalar canénico en R".
Podemos definir entonces la forma bilineal antisimétrica A" : R® x R* — R
poniendo Af(z,y) = g(z, Ay) = —A'(y,z). Sea (uy, ..., u,) la base canénica
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de R" y (u',...,u") su dual. Entonces AT A ... A AT = Pf(A,..., A)u' A
1

,u”)
co- A Como (u' A+ Au)(ug,...,u,) = 1, tenemos
Pf(A,...,A) = (ATA A AN (uy, .. uy).

Asi henos definido un polinomio homogéneo Pf (en honor a Pfaff) de
grado n en o(n). Veamos que es invariante. Sea a € SO(n) y pongamos
B = Ad(a)A = aAa™!. Entonces B'(z,y) = g(x, By) = g(z,aAa"ly) =
g(a™lx, Aa~ty), porque a € SO(n) conserva el producto escalar. Asi Bf(z,y) =
At(a~tz,a"ty). Por consiguiente

Pf(B,...,B) = (ATA.." AAN (e uy, ... a7 )
= (ATA T AAD (g, ug)
= Pf(A,..., A),

va que a tug Ao Aa"tu, =det(a) ug A Ay, y det(at) = 1. La clase
caracteristica wp(Pf) se llama clase de Pfaff. La clase de Euleres v(P) =
q¢wp(Pf) € H"(AM) donde ¢, es un factor de normalizacion que depende
so6lo de 7. Su valor debe ser tal que la integral de «(P) en la esfera S?" debe
ser igual a 2.
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Capitulo 4

Characteristic classes 1n
assoclated bundles

4.1 Associated bundles. Fundamental vector
fields

In the following, W will be a smooth manifold upon which G acts effectively
on the left by an action denoted as (a,w) +— aw. The bundle associated
to (P,m, M,QG) through the action of G on P is denoted (E,7g, M,W,G),
with £ = E xyw G = (F x W)/~, where = is the equivalence relation
given by (u,w) ~ (Ryu,a 'w), if a € G. The equivalence class of (u,w) will
be denoted u - w. The fibre of 7 over m € M will be denoted FE,,. Let
u € P,, weW, a€ G. They define the following C*°-maps

wW—E, aW-=W w:G-W, w’':P—>FE

given by u(w) = u - w, a(w) = aw, w(a) = aw, wf(u) = u - w. The maps u
and a are diffeomorphisms.

Let A € g. Then, A defines a fundamental field on W, AW by AV =
—dw(A). Let us denote by F (W) the R-vector space of fundamental vector
fields on W. If is clear that the map A € g — A" € F(W) is linear. For
each t € R, we define the map ¢, : W — W by ¢;(w) = exp(—tA)w. Then,
it is clear that ¢, o o5 = (s + t). Therefore, ¢, is the flow of some vector
field on W, whose value at w must be the tangent at ¢ = 0 to the curve
o(t)w = exp(—tA)w which is dw(exp’ 4(0)) = —dw(A) = AY. Hence the
flow of AW is ;.

Proposition 3. Let A,B € g, a € G. Then

1. The map A € gr— AW € F(W) is one-to-one;

2. dao AW oa™t = (Ad(a)A)W.

3. [AW,BY] = [A, B]Y;
Demostracién. (1) Let us suppose that A € g is such that A" = 0. Then, for
any t € R, ¢, is the identity. In particular, ¢_;(w) = exp(tA)w = w. Since
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the action of G on W is effective, we conclude that exp(tA) = e, that is A = 0.
(2) If w € W then (dao AW oa™), = —da(AY, ) = —da(d(a"'w)A) =
—d(aca™'w)A. But if b € G, we have (aoa™'w)(b) = a(ba™ w) = (woc,)(b).
Hence

(dao AV oa™), = —dw(Ad(a)A) = (Ad(a)A)Y

(3) We consider the vector field dp_; o BV o ;. By the above result it is
equal to (Ad(exp(tA))B)"W. Therefore, its value at w is —dw(Ad(exp(tA))B),
whose derivative with respect to t at t = 0is —dw(ad(A)B) = —dw([A, B]) =
(A, B]Y. O

4.2 Associated connections

Let w be a connection in P. It defines the horizontal distribution ¢) which

is invariant under right translations. For any u-w € F we define a subspace
Hu-w - Tqu by

Hyop = dw®(Q,).

We must guarantee the consistency of this definition. If a € G we have

(d(a™'w)")(Qr,u) = ((d(a™'w)") 0 d Ra)Qu

d((a w) a)Qu = de(QU)
H’U"UJ

Now, if u € P,

drp(Hy.) = d(mp o w”)(Q,) = dr(Qy) = T,,M

Hence, we have that dﬂE’wa : Hyw — T, M is an isomorphism. Thus,
we have a horizontal lift of any X € X(M) to X¥ € X(FE) such that X¥
belongs to the distribution H and is mg-related to X. Also, if X" denotes the
horizontal lift of X to P we have dw® o X" = X o w?’.

We have obviously T,..F = V.. E & H,..,. Therefore, we have projectors
h,v : TE — TE such that h+v = id, hov =voh =0, h(T,,E) =
Hyw, V(TyoE) = VyoE.

Definition 1. Let K € T'(E) and X, € T,,X We say that K is parallel
with respect to X, if dK(X,,) € Hg,,. If a :]a,b]— M is a smooth curve,
we say that K is parallel along a if K is parallel with respect to o/(t) for
all t €]a,b]. Equivalently, the curve K o « :|a,b[— E is horizontal. Finally,
we say that K is parallel if dK(T,,M) = Hg,, for all m € M. Note that if
K is parallel, then it is parallel along all curves and also with respect to any
vector of T'M.

Definition 2. We say that K € T'(E) is 0-deformable with model wy € W
if for any point m € M there is an open neighborhood U of m and a smooth
section s : U — P such that K|y = s - wy.
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_ Let K € I'(E) be 0-deformable with model wy, € W. We define the subsets
PCPand GCG as

P={u€P :uwy=Kyy}, G={acG : awy=mwp}.

G is the isotropy group of wy and it is a closed subgroup of G. Then,
(P,m,M,G) is a principal subbundle of P. In fact, for any u,v € P, if
a € (G is the unique element that makes v = R,u, we will have K, = v-wy =
R.u - wy =u-awy = u - wy. Hence, aeG.

Theorem 4.2.1. Let K € I'(E) be 0-deformable with model wy € W. Then,
there 1s a connection w in P that makes K parallel.

Demostracién. Let Q be the horizontal distribution of any connection in
P. We define a distribution @ in P by putting Q, = dR.(Qz), where u €
P,, @ € P,, and a € G is such that R,& = u. One proves easily that
this definition is consistent and that ) is invariant by right translations.
Therefore, it defines a connection in P. Let m € M and @ € P,,. Then,

HKm = Ha~w0 = dw(l)D(Qa) = dw(];(@a)-

Let a(t) € P be the horizontal lift of a curve a(t) in M such that &(0) =
Thus, @'(0) € Qa. We have dwl(a'(0)) = (wl o @)'(0). But (wf o &)(t)
a(t)-wy = (Koa)(t). Hence dwl (a'(0)) € dK(T},), so that K is parallel. [

u.

Usually, the sections of E fail to be parallel. We need a measure of this
phenomenon. Let X € T,,M and let K € I'(E). We define VxK € Vi, E,
the covariant derivative of K with respect to X by

VK = v(dK(X)).

Thus, K is parallel with respect to X iff Vx K = 0.

Let m; € M be a smooth curve, and let u; € P be an horizontal lift of
my. Since u; : W — E,,, is a diffeomorphism, there is a curve w; € W such
that K,,, = u; - wy. Then dK(m}) = duy(w}) + dw? (u}). Now, dwf (u}) is
horizontal because u; € @, by hypothesis, and du;(w;) € Vi, B = Vi, E.
Therefore V., K = du,(wy}).

We have also the covariant derivative of K with respect to a vector field
X € X(M). It is the map VxK : M — TV such that

(VxK), =Vx, K.

We are interested in the lack of integrability of the horizontal distribution
H.Let X,Y € X(M),let X" Y € X(P) be their horizontal lifts to P, and let
X1 YH ¢ X(F) be their horizontal lifts to E. We have dw” o X" = XH ow?,
for any w € W. Therefore, dw” ([ X", Y"],) = [ X Y], if u € P. Thus

U([XH7 YH]ww) = U(dwp([th Yh]u)) = de(v([Xh’ Yh]?t))'
But
U([Xhayh]u) = W([thyh]U)* = _(Q(Xhayh)U)* = _dZU(Q(thYh)U)

[T U
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Therefore,

([ X7, Y] ) = —d(w” o 1) (QUX", Y"),) = —d(u o w)(QX" YM).

ur U

This defines a horizontal 2-form Q¥ in E with values in V E called the cur-
vature of the connection in E. It is given by

inw(Xv Y) = _d(u o w)(Qu(X’ Y/)),

where X,Y € T, F and X, Y € T, P are such that dw”(X) = X, dw”(Y) =
Y.

4.3 Connections in a vector bundle

Now W will be a real or complex k-dimensional vector space and G be a
closed subgroup of Aut(W). Therefore g will be a subalgebra of End(W).
The bundle P can be regarded at as a bundle of linear frames of F and we
will assume that P is endowed with a connection w.

Let 8 be a ¢g-form on P with values in W. If a € GG, it makes sense to put
af3 because a € G acts naturally upon the result of § acting upon vectors
or vector fields. We put Eq?(P, W) to denote the C*(M)-module of g-forms
on P with values in W, that are equivariant. Equivariance means here that
R:3=a'3,if B € Eq?(P,W). The subspace of Eq!(P, W) of forms that are
horizontal will be denoted by BY(P, W).

Let AY(M, E) be the C°°(M)-module of g-forms on M with values in F.
It can be seen as the module of smooth sections of the bundle £ @ T*M A

- AT*M. Let 8 € AY(M, E). It defines a horizontal ¢-form on P with values
in W, A(83), by

AB)u( X, Xy) = u  (Bul(dr(Xy), ..., dn(X,))),

where w € P, and X, ..., X, € T,,P. The form A(f) is equivariant. In fact,
we have

(BoA(B))u(X1, - Xg) = AP, u(dR (X1),.. ., dRq (X))
= (Raw) ™ (B (drm(X1), ..., d7(X,)))

= a” T (B (dr(X1), - ( a)))
=a 'B(X1,..., X,).

Conversely, let 5 € BY(P,W). It defines an element G e AY(M, E) by
Bm(Xla s 7Xq) = u(ﬁu(Xla s 7Xq))7
where u € P, and dn(X;) = X;, i = 1,...,q. It is easy to see that this
definition is consistent. In this manner, we see that the map A : AY(M, FE) —

Bi(P,W) is an isomorphism.
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Now, let a € AP(P,g) and note that if A € g, it acts naturally on W,
so that it also makes sense to put AS for € AY(P,W). Thus we define the
product a A 3, for 5 € AP, W), by means of

(@AB) X1, Xprg) = Y sg(T)a(Xrr, . )B(Xra), - ).

€0 (p,q)
If w; is a basis of W we can write a = e;a’, § = w;[’, where o', 37 € A(P).
Thus
aAB=e(w)a' A3

It is easy to show that if both v and 3 are equivariant, then o A 3 also is.
Proposition 4. Let o € A'(P,g) and 3 € A(P,W). Then

1. dlanp)=daN(—aNdS.

2. We define D3 = dfB + a A 3. Then D23 = Q, A B.

3. Let B be tensorial. Then

(Daﬁ)u(XOv s ’Xq) = (dﬁ)U(XO - Oéu(XO)Zv SR vXq - O‘U<Xq);i)~

Demostracion. (1) Immediate.

(2) We have
D2B=Dy(dB+anp)=dlaAB)+andB+aA (aAp)

:daAﬁ—aAdﬁ+a/\dﬂ+Zei(ej(wk))ai/\aj/\ﬁk

1,j=1

1 < S
:da/\ﬁ+§ Z[ei,ej](wk)a Aaod A B

i,j=1
= (da+ gloal) A
— O, AB.

(3) Let A € g. Then ,
Laf = (Ripe) ) (0) = (exp(—tA)B)'(0) = —Ap.

Taking this into account, the proof is almost identical to that of Lemma
1. ]

Corollary 1. 1. Letw € Eq'(P,g) be a connection in P. If 3 € B1(P,W),
then D, = d( o h.

2. D,p 1s tensorial.
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In the following, we will put D instead of D,, if there is no risk of confusion.
Let £ € T(E). Then, it is an element of A°(M, E) and defines an element
V& e AY(M, E). Tt is given by V&€ = (A"t o Do M)&. Tt is called the covariant
differential of £. If X € X(M), then Vx& = (V&)(X) is called the covariant
derivative of £ with respect to X.

Let v € AP(M, E) and X, ..., X, € X(M). Then, one verifies easily that

A)(XT, XD = M ( Xy, X))
Thus, we have
ANV x€) = MVE(X") = (DAE)(X") = (dAE)(X") = X"(A(€)).

Let € Eq?(P, g) be tensorial. Then, it defines a ¢-form in M with values in
E® E*, B, as follows. If me M, Xy,..., X, € T,,M and £ =u-w € E,,
we put B B

BE(X1, .., X =u- Bu(X;, ..., X w,

where the X; are such that dﬂ'(Xi> = X;. It is clear that the choice of the X;
is irrelevant. Let us see that the choice of the presentation & = u - w is also
irrelevant. If a € G, we have

Rati - Brou(dRo X, . . ., dR. X )a 'w = Ryu - (REB)W (X1, ..., Xy)a 'w

= Rou - Ad(a B, (X1, ..., X,)a 'w
= R,u - a_lﬁu(Xl, - ,)N(q)aa_lw
= u- Bu(Xy,. .. ,Xq)w.

In particular, we will use the form QF obtained from € by this process.
Theorem 4.3.1. Let £ € T(E), X,Y € X(M). Then:
1. The operator V defines a connection in the sense of Koszul.

2. Under the identification of the vector space T¢, E,, with E,, we have
Vx& = v(dg(X)).

3. VxVy€ — VyVxé — Vixyé = Q9(X, Y)E.

Demostracion. (1) Only one property of Koszul connections is not trivially
proved. Let f € C>°(M). Then

MVx(f€)) = X"(A(f€)) = X ((f o m)A€)) = X()AE) + (f o ) X" (A())-

Therefore, Vx(f€) = X(f)¢ + fVxE.
(2) We have

MV xE)u = Xy (ME)) = (AE) o) (0) = (g " 0 & 0 my)'(0).
Now, since u; : W — E,,, is a diffeomorphism, there is some w; such that

Up - wy = &, Thus, u; ' o € omy = w;. Therefore, \(Vx€),, = w). Hence
(VxE)m = uo(MVxE)u,) = up - wy. But this is equal to dug(w)) under the
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standard identification, and this is v(d§(X)) as we know already (see com-
ments after Theorem 4.2.1).
(3) We have

MVxVy€) = M(V(VyE))(X)) = MV(VyE))(X")
= (DOAVy))(X") = X"(A(Vy€)) = X"(Y"(X)).

Thus,

AVxVyE = VyVx€ — Vixy) = [X" YA — [X, Y]"(X¢)
= ([X", V" = [X,Y]")(A) = (v[X", Y"])(AE).

As in the proof of Lemma 1, if A € g we have L4:(A) = —A(XE).
Therefore,

(X" YM)(A) = —w([X™, Y] (AE) = X", Y)AE.
Now, if m € M and &, = u,, - w,, we have

)‘71(9<th Yh))‘f)m = U (Qu, <vama Yu};)()\é)um)
= Uy, - (Qum (XLLm7 Yufin)wm)
= QE(X7 Y)fm

4.4 Linear connections

In the following, M will be an n-dimensional smooth manifold, G C Gl(n;R)
will be a closed subgroup, and P will be a principal subbundle that consists
in a reduction of the structural group of L(M), the principal bundle over M
of linear frames of T'M, to the group GG. The bundle E will be T'M.

Let u € P, C Ly,(M). Then, u = (uy,...,u,) is a basis of T, M. If
r=(z...,2") € R", then v -z = ux’ € T, M.

We define the canonical 1-form 6 € Eq'(P,R") by putting 6,(X) =
u™H(dr(X)), for X € T, P. In fact, if a € G, we have

(R20)u(X) = Or,u(dR.X) = (Rou) " dn(dRo(X)) = (™" ou™")(dr (X))
=a'0,(X),

so that 6 is equivariant. Let us interpret the value of 6(X). The vector dn(X)
can be expressed uniquely as dm(X) = u; X* for some real numbers X*. Then
O(X) = (X*',---, X"). Therefore, 0 takes a vector X € T, P and gives the
components of dr(X) in the basis u.

Let w be a connection in P. It is called a linear connection in M. Of
course, since T'M = FE is a vector bundle, all of the results in the preceding
sections hold. Let us show now what is new in this case.

First, to each £ € R™ we associate a vector field 8 € X(P). If u € Py,
we put 8 = (u - )", the horizontal lift of u - ¢ € T,,M to u. The &P are
called standard horizontal vector fields.
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Proposition 5. 1. §(¢8) =¢.
2. If a € G, then dR, 0 £8P o Ry-1 = (a™1€)5.
8. If A e g, then [A*,EP] = (AE)P.
Demostracion. (1) If u € P we have 0,(£8) = u=tdr((u-&)") = ut(u-€) = £.
(2) We have
(dRy 0 &% 0 Ry1)y = dRy(Ep-1,) = dRy((Rau - )% )
= (Ra-1u- &)y = (u-a™'¢),
= (a'&)y.
(3) By the preceding result, we have
(A" €8 = (AR, 0 €% 0 R, )u) (0),

where a; = exp(tA). Thus

(A%, €7, = ((a&)B) (0) = ((u- a&)t) (0) = (u- (€)' (0))L,

because the horizontal lift from T,,M to T, P is a linear map. Finally,
(a:£)'(0) = A€ and this entails the result.
O

The torsion form, © € Eq*(P,R"), of the linear connection w is defined
as
O=D0=dloh=di+wAb.
Thus, if X,Y € X(P), we have ©(X,Y) = df(X,Y)+w(X)I(Y)—w(Y)0(X).
We will have
DO =QA0.

This equality is called the second Bianchi identity.

The torsion and curvature forms define certain tensor fields on M as
follows. The torsion tensor field, T' € I'(TM @ (T*M NT*M)) is the 2-form
in M with values in TM given by T' = A\~'©, that is

Tn(X,Y) =u-0,X"YM, for XY €T, M.

u)Tu

The curvature tensor field, R is the 2-form in M with values in TM®T™* M
given by R = QF. We recall that this means

RIXYZ =u- QX" YMw™2), for X,Y,Z €T, M.
We already know that
R(X,Y)Z:VvaZ—VYvXZ—V[XJ/}Z, X,Y,ZGX(M)

As for the torsion tensor we have
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Proposition 6. If X,Y € X(M) we have
T(X,)Y)=VxY —-VyX - [X,Y].
Demostracion. We have
MVxY) = NVY)(X") = X" (\Y)).
Now, (A(Y))y = v 'Yy = 6(Y"),. Thus

AMVxY = VyX = [X,Y]) = X"(0(Y")) = Y"(0(X")) = 0([X, Y]")
= X"(0(Y") = Y"(O(X")) - 0(h[X", Y"))
= X"(0(Y") = Y*(O(X") - 0([X", Y")
=do(X" Y") = DO(X" Y") =e(X" Yh).

Therefore VyxY — Vy X — [X,Y])=A"'0 =T. O

4.5 Characteristic classes in vector bundles

We have seen that if E is a vector bundle with connection w, we can obtain,
from its form €2, a 2-form Q¥ in M which is a section of (T*MAT*M)QEQE*.
Our objective is to write in terms of QF the characteristic classes that we
defined in the first chapter. The following property is immediate

Proposition 7. Let ® € IP(G), with G a closed subgroup of GI(W). Let V be
any vector space isomorphic with W and K,..., K, € End(V). Let h : W —
V' be an isomorphism such that A; = h™' - K;-h € End(W), i = 1,...,p,
belong in fact to g. Then ®(Ay,..., A,) does not depend on the choice of h,
that is if instead we use h' = ho j, with j € G.

Thus, if K1,...,K, € End(E,,) are such that u™' o K; o u € g, for some
u € P, we can write ®(K7, ..., K,) instead of ®(u'oK;ou,...,u o K,ou),
because the result do not depend on the choice of u.

So let a € AP(P,g) be tensorial and X;,...,X, € T,,,M. Let u € P,
and put A = ay(X},...,X") € g. Then, if { = u-w € E, we have
af(Xy,..., X)) =u-Aw = (uo Aou 1), This defines an endomorphism
K of E,, such that o Kou = A € g C End(W). Therefore, if a; €
A™i(P,g), i = 1,...,p, are tensorial we can define ®(af,... o) e A¥(M),

with k = my+---+m,, and it is clear that 7*®(af’, ..., a)) = (Pp(al, Q).

This is analogous to the relation between the determinant of an endo-
morphism and the determinant of its matrix in some basis: we usually do
not distinguish between both, and this by two good reasons: the first one is
that the result do not depend on the chosen basis, and the second is that
frequently we are able to compute the determinant only by computing the

determinant of its matrix.
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