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Tema 1

Variedades diferenciables. Nociones
basicas

Problema 1.1. Probar que la funcién ¢ : R — R, definida por ¢(s) = s3, es una carta que
determina una estructura diferenciable de clase C*°.

Problema 1.2. ;Se puede tener una estructura diferenciable sobre R utilizando la apli-
cacién f: R — R dada por f(t) = t*?

Problema 1.3. Probar que si h : R* — R™ es una biyeccién, entonces {(R",h)} define la
estructura diferenciable usual sobre R" (esto es, la dada por el atlas {(R",id)}) si y sélo
si h y h™! son diferenciables.

Problema 1.4. Consideremos los subconjuntos abiertos de la circunferencia unidad S* =
{(z,y) € R* | 2?2 + y* = 1} dados por U = {(cosa,sina) | a €]0,2x[} y V =
{(cosa,sina) | a €] — m,w[}. Probar que {(U, ), (V,¥)}, donde ¢ : U —]0,27[, 1 :
V' —] — 7, | vienen dadas por ¢(cosa,sina) = a, si a €]0,27[; y 9(cos o, sina) = a, si
a €] — m,7[, es un atlas C*> sobre S*.

Problema 1.5. Sea A = {(Uy, ¢1), (Us, ¢2), (Us, ¢3), (U, ¢4)}, donde

Ur=A{(z,y) € ' |z >0}, oi(z,y) =y,
Uy ={(z,y) € S' |2 <0}, ¢alz,y) =y,
Us={(z,y) € S' |y >0}, osx,y) ==,
Us={(z,y) €S |y <0}, ¢ulz,y) =z,

Probar: 1) A es un atlas C™ sobre S'. 2) A es un atlas equivalente al dado en el
problema anterior.

Problema 1.6. Consideremos el conjunto A = {(Un, ¢n), (Us, ¢s)}, donde Uy = {(z,y) €
Sty #1}y, Us={(z,y) € S' | y # —1}, siendo respectivamente ¢y, ¢g las proyec-
ciones estereograficas desde el polo Norte y el Sur de S! sobre el eje x.

Probar: 1) A es un atlas C* sobre S'. 2) La correspondiente estructura diferenciable
coincide con la del problema anterior.
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Problema 1.7. Generalizar la construccién anterior al caso de S™, y probar que se obtiene
una estructura C'°.

Problema 1.8. jEs posible construir un atlas sobre la esfera S™, que respete su topologia
usual como subespacio de R™™!| y que contenga una sola carta?

Problema 1.9. Definir un atlas sobre la superficie cilindrica de radio r > 0 y altura h > 0,

C={(r,y,2) eR* |2 +y*=7r*, 0<z<h}

Problema 1.10. Se define la banda de Mébius M como el cociente de [0,1] x R bajo
la relacién de equivalencia que identifica el punto (0,y) con el (1, —y), siendo y € R.
Demostrar que M admite una estructura de variedad diferenciable de clase C*°.

Problema 1.11. Consideremos el “ocho” E = {(sen2t,sent) € R? | ¢ € R}. Probar

(1) (E,¢), donde ¢ : E —]0, 27| esta definida por ¢(sen2t,sent) =t si t €]0, 27|, es
un atlas C'*™° para FE.

(2) Probar lo mismo para (E, ), donde ¢ : E —]—m, | estd definida por ¢(sen 2¢, sent) =
tsitel—mml

(3) iDefinen los dos atlas la misma estructura diferenciable sobre E7

Problema 1.12. Consideremos el subconjunto N de R2, el lazo, definido por:
N={(z,y) eR*|2* +y* =1} U{(0,y) [ 1 <y < 2}

Probar:

(1) La funcién ¢ : N —] — 1,1] dada por ¢(sen2ws,cos2ms) = s si 0 < s < 1,y
#(0,s) =1—s sil<s <2, esuna carta que define una estructura C* para N.

(2) Lo mismo para la funcién ¢ : N —] — 1, 1] dada por ¢(sen27s,cos2ms) =1 — s
si0<s<1l,yy0,s)=1—s sil<s<2.

(3) Las dos estructuras diferenciables anteriores son diferentes.

Problema 1.13. Definir un atlas sobre el conjunto M de todas las matrices reales r x s.

Problema 1.14. Probar que las funciones reales f(t) = ¥/t, y g(t) = t3, son un ejemplo de
aplicaciones tales que g o f y g son de clase C**°, mientras que no lo es f.

Problema 1.15. Sea

cos¢p —sen¢ u
G = sen¢ cos¢p v } o, u,veR
0 0 1

Probar que con el producto matricial, G es un grupo. Dar a GG una estructura diferenciable
que lo convierta en grupo de Lie, y que lo haga difeomorfo a S x R2.
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Problema 1.16. Sea G = {(a,b,c) € R* | a > 0,b > 0}, conjunto en el que definimos la
multiplicacion

(a1, b1, c1)(ag, by, c2) = (arag, biby, arca + c1bs).
Demostrar: 1) G es un grupo con esa multiplicacién. 2) Sise da a G la estructura habitual
de variedad diferenciable como abierto de R?, se convierte en un grupo de Lie.

Problema 1.17. Sea U = {x € R™ : | = |[< 1}. Probar que la aplicacién f : U — R”
definida por f(z) = es un difeomorfismo.

X
I EI

Problema 1.18. Probar que la aplicacién f : R* — R?  f(z,y) = (ve¥ +y,ze? —y) es
un difeomorfismo.

Problema 1.19. Sean (F,¢) y (E, ) las dos estructuras diferenciables del “ocho” que se
estudiaron en el problema 1.11. Construir un difeomorfismo entre ellas.

Problema 1.20. Se considera f : R® — R3, f(x,y,2) = (rcosz — ysenz,rsenz +
ycos z, z). Probar que f | g2 €s un difeomorfismo.

Problema 1.21. Definimos en el conjunto R™*\{0} una relacién de equivalencia ~ por la
condicién de que dos vectores de ese conjunto son equivalentes cuando son proporcionales.
El espacio cociente PR™ = R"™\ {0}/ ~ recibe el nombre de espacio proyectivo real de
dimensién n.

Sea [z!,...,2""!] € PR" la clase de equivalencia de (z!,...,z"™!) € R"*\{0}. Para
cadat =1,...,n+1, sea U; el subconjunto de puntos de PR" cuyos representantes tienen
la coordenada i—ésima distinta de 0. Probar que las aplicaciones ¢; : U; — R™ dadas por

21 il it e
qbi([xl,...,xnﬂ])—<—,,..., —— ..., )

Xt x*

constituyen un atlas C'*° para PR".

Problema 1.22. Con las notaciones anteriores, sea 7 : R"™\ {0} — PR" la aplicacién que
envia cada elemento a su clase de equivalencia. Se puede considerar ademas la aplicacion
obvia 7, : 8" — PR". Comprobar, utilizando el atlas identidad para R"*'\{0}, el
del problema 1.7 para S™ y el obtenido en el problema anterior, que 7 y la inclusion
i:S™ — R"™\{0} son aplicaciones diferenciables. Utilizando un diagrama conmutativo,
probar que mg también lo es.

Problema 1.23. Probar que los siguientes conjuntos son grupos de Lie:

(1) Cualquier espacio vectorial real o complejo de dimension finita con la suma.

(2) C* = C\{0}, con la multiplicacién de nimeros complejos.

(3) S con la multiplicacién inducida por C.

(4) G X H Slendo G y H grupos de Lie.

(5) T - x St grupo térico.

(6) Aut(V), donde V' es un espacio vectorial real o complejo de dimensién finita, con
la composicién. En particular, lo son, pues, Gl(n;R) = Aut(R™), Gl(n;C) = Aut(C").

(7) K = R* x R, con la multiplicacién (s,t)(s',t') = (ss', st’ +t).

(8) Gl(m;R) x R™, n > 1, con la multiplicacién dada por (A, z)(A’,2") = (Ao A', Az’ +
x). {Qué nombre darlas a estos dos ultimos grupos?



Tema 2

El espacio tangente. La diferencial
de una aplicacion

Problema 2.1. Consideremos la aplicacién f : R? — R? dada por f(a,b) = (a® — 2b, 4a®b?)
y la aplicacién g : R? — R3 dada por g(a,b) = (a®b + b?, a — 2b3, be®).
(1) Caleular fi(q2) ¥ Ge(ap):-

o 0
(2) Calcular g, (4% ©1)  dv (0,1)> :

(3) Determinar las condiciones que deben satisfacer las constantes A, u, v para que,
0

. . 3 KA 9 9
siendo ,y, z las funciones coordenadas en R, el vector Az 4(0.0) + by, ‘g(0,0) +vg 4(0.0)

sea algun vector de la imagen bajo g,.

Problema 2.2. Los elementos de R* se pueden escribir en forma matricial como
x oz
4= (y t)

cost) —sent
Ao = (sen@ cos 0 )
Sea Ty : R* — R* la transformacién diferenciable definida por Ty(A) = Ay - A.

(1) Determinar Tj.

(2) 51X = COS@%‘A — senQ(%|A +cos€%|A — senQ% 1> caleular Tp, (X).

Sea

Problema 2.3. Consideremos la esfera S? = {(x,y, 2) € R? | 22+y?+2? = 1} parametrizada
por x(0, ¢) = (sen @ cos ¢,senfsen ¢, cosd), 0<f <7, 0<¢<2m Sea f:5%— 5%Ila
aplicacién inducida por el automorfismo de R? de matriz

QLowr
o = O
Sk otk

Uy
2

Calcular f*%‘p y f*% o siendo p = x(%, 7).
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Problema 2.4. La curva v en R? estd definida por v(t) = (cost,sent), t €]0,7[, y la
aplicacién f : R? — R por f(x,y) = 2z +y>. Calcular el vector v tangente a «y en el punto
v(%) y determinar v(f).

Problema 2.5. Consideremos la curva o en R? definida por o(t) = (t* — 1,t* —t). Obtener
o(t) y o'(t) parat =1y t = —1. Comparar o(1) con o(—1) y ¢’(1) con o’'(—1).

Problema 2.6. 1) Sea E el “ocho” del problema 1.11 con la estructura diferenciable definida
por la carta ¢(sen2s,sens) = s si s €]0,27[. Probar que si j : E — R? es la inclusién,
entonces j es diferenciable.

2) Sea N el “nudo” del problema 1.12 con la carta definida en 1.12,(1). Probar que la
inclusién j : N — R? no es diferenciable.

Problema 2.7. Sea E el “ocho” con la estructura diferenciable definida por la carta
¢(sen2s,sens) = s si s €]0,27n[. Consideremos el vector v = %|(070), que es tangente
a E en el origen de R?, y sea j : £ — R? la inclusién.

(1) Calcular j.(v).

(2) Realizar el mismo célculo cuando E tiene la estructura diferenciable dada por la
carta 1(sen2s,sens) = s si s €] — 7w, w| y comparar con el resultado anterior.

Problema 2.8. Sean M y N dos variedades diferenciables con M conexay f : M — N
una aplicacién diferenciable. Probar que f. = 0 si y s6lo si f es constante.

Problema 2.9. Probar que si v es una curva diferenciable en la variedad diferenciable M,
entonces 7' es una curva diferenciable en la variedad tangente T'M.

Problema 2.10. Sean M y N dos variedades diferenciables y sean p € M, ¢ € N. Probar
que existe un isomorfismo natural entre T(, (M x N) y T,M @ T;N.

Problema 2.11. Sea G un grupo de Lie de dimensién 2. Sea g € Gy L, : G — G la
traslacién a la izquierda. Sea (e, e2) una base de T),G, sea (f1, f2) una base de T,,G, y

(¢

la matriz de L,,, : T,G — T,,G. Obtener la matriz de la aplicacién L,*), : T5,G — T;G
en las bases duales.

Problema 2.12. Sean C' = {(x,y,2) € R® : 22 +¢y*> =1} y f : R® — R3 la aplicacién
f(z,y,2) = (xcosa — ysena,rsena + ycosa,2z), siendo a € R. Sea ¢ : C' — R?\{0} la
aplicacién dada por ¢(z,y, z) = (ze?, ye?).

1. Probar que ¢ es biyectiva, calcular su inversa y probar que f(C) = C.

2. La aplicacion ¢ es efectivamente una carta que proporciona a C' una estructura de
variedad diferenciable. Siendo p = (1,0,0) € C, calcular, utilizando la carta ¢ y

considerando f como una aplicaciéon de C' en C': f*(a%l‘p — 38%2|p).



Tema 3

Teoremas de la funcion inversa y de
la funcién implicita

Problema 3.1. Probar que la aplicacién diferenciable v : R — R? dada por v(t) = (2, 13)
no es una inmersion.

Problema 3.2. Sea M = {(z,y) € R? | 2+ < 1}. Definimos una aplicacién diferenciable
f: M — R? mediante f(x,y) = (%,exp(ﬂ))
(1) Determinar el conjunto S de los puntos m de M para los cuales f.,, es inyectiva.
(2) Probar que f(S) es un conjunto abierto.

Problema 3.3. (1) Probar que la funcién de R® a R dada por f(z,y,2) = 2? +y? — 22 — 1
define mediante f~!({0}) una subvariedad regular de R3.
(2) Apoyéandose en la demostracion del Teorema de la funcién implicita, encontrar un

atlas de f~1({0}).

Problema 3.4. Consideremos la inclusién j : S? — R3, y la aplicacién inducida j, : T'S? —
TR? = R? x R3. Probar que esta aplicacién es una subvariedad regular de RS.
Ayuda: Considerar la aplicacién ¢ : R? x R® — R? dada por

o((z,y,2), (u,v,w)) = (2% + y* + 2%, vu + yv + 2w)
y probar que j,(T'S?) = ¢~1({(1,0)}).

Problema 3.5. Sea S' = {z € C : |z| = 1}. Consideremos la aplicacién ¢ : R — S x S*
dada por ¢(u) = (e*™ ™) siendo a € R. Averiguar, segtn los valores de a, si ¢ es
una inmersion, o subvariedad, o subvariedad regular.

Problema 3.6. La aplicacién f : R* — R?*\{0} est4 definida por
flu,v) = (e" cosv, e“senv).

(1) Determinar el Jacobiano de f y probar que su determinante no se anula en punto
alguno del plano.
(2) ;Puede tomarse f como una carta en un entorno de cualquier punto?

7
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(3) (Es f un difeomorfismo?
(4) Dado un punto (g, yo) € R?, encontrar un entorno abierto conexo maximal en el
cual puede tomarse f como una carta.

Problema 3.7. Probar que la funcién f : R® — R definida por f(z,y,2) = 3 + 2y + 2° +
622y — 1 determina sobre f~!({0}) una estructura de variedad diferenciable.

Problema 3.8. Sea M el subconjunto de R? constituido por los puntos (z,y, z) que satis-
facen 22 — y* + 222 — 2yz = 1, 2x — y + 2z = 0. Probar que la inclusién i : M — R? es
una subvariedad regular de dimension 1.

Problema 3.9. Sea ¢ : R® — R? la aplicacién dada por
d(z,y,2) = (22 +y* + 22 — 1, a2 + by + c2),

donde a,b, ¢ € R satisfacen a® + b> +c? — 1 = 0.

(1) Determinar los puntos m € R? para los cuales ¢, es sobreyectiva.

(2) Determinar ¢~ '({0}).

(3) Determinar el conjunto de los puntos en que ¢,,, no es sobreyectiva asi como su
imagen por ¢.

Problema 3.10. Sea ¢ : R* — R? la aplicacién dada por
d(x,y,2,t) = (P +y° + 22+ — L,a? +y* + 22 + 17 — 2y — 22+ 5).

(1) Determinar el conjunto de los puntos m € R* para los cuales ¢,,, no es sobreyectiva
y calcular su imagen por ¢.

(2) Calcular una base de ker(du(g1.2,0))-

(3) Calcular la imagen por ¢* ) de la 1-forma dz(_y 5y + 2dy(_1 5)-

Problema 3.11. Sea R el grupo aditivo de los ntimeros reales y S! el grupo multiplicativo
de los complejos de médulo 1. Probar que la aplicacién f : R — S* dada por f(t) = e?™

es un homomorfismo de grupos de Lie.

Problema 3.12. Consideramos el grupo de Lie

G:{(g Z) : a,bER,a>O}

y la aplicacién ¢ : G — R3 dada por

(g 2) — (a,b,a —b).

. Es ¢ un homomorfismo de grupos de Lie?
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Problema 3.13. Sea M el conjunto de las matrices reales n x n y sea O(n) el subconjunto
formado por las que cumplen ‘M M = I, siendo I la matriz identidad.

(1) Probar que O(n) es una variedad. ;Cudl es su dimensiéon? Sugerencia: utilizar el
Teorema de la funcién implicita y para ello definir una aplicacién de M en el subconjunto
de las matrices simétricas.

(2) Identificar T7O(n) con el subconjunto A de las matrices antisimétricas. Sugerencia:
. Qué condicién ha de cumplir la tangente en ¢ = 0 a una curva en O(n) que para t = 0
pasa por [7?

(3) Probar que si A € Ay M € O(n) entonces MA € Ty;O(n). Sugerencia: como
la anterior pero ahora la curva pasa por M para t = 0. Probar que la aplicaciéon 1 :
(M, A) — (M, MA) es un difeomorfismo de O(n) x A sobre TO(n).

(4) Deducir de (3) que O(n) es paralelizable (se dice que una variedad r—dimensional
M es paralelizable si en M existen r campos vectoriales diferenciables que son linealmente
independientes en cada punto de M).

Problema 3.14. Probar que un subconjunto W de la variedad diferenciable n—dimensional

M, definido por p ecuaciones fi(m) = 0,..., f,(m) = 0, donde fi,..., f, son funciones
diferenciables en M, es una subvariedad regular si la aplicacion de M en RP dada por
m— (fi(m),..., fp(m)) es de rango p en cualquier punto m € W.

Problema 3.15. Sea f : R?* — R? la funcién definida por f(z,y,2) = (2?2 — 3>, a + 2% — 23)
y sea S = f~1({0}).

1. Encontrar los valores de a para los cuales se satisfacen las hipotesis del Teorema de
la funcion implicita.

2. a =1 es uno de esos valores de manera que S es entonces una subvariedad regular
de R3. Comprueba que p = (1,1,0) € S y encuentra una carta de S, ¢:U — R,
en un entorno de p.

Problema 3.16. Sea h : R® — R la funcién definida por h(z,y, z) = y2 +22% — a, siendo
a € R. Sea S* = {(z,y,2) € R® : 2°+9y*+ 2> = 1} y pongamos h = hoi: S> — R,
donde i : 5% — R3 es la inclusién. Ponemos P := h~'({0}) C 52

a) Probar que, si a = 1, los puntos p; = (0,1,0),p2 = (0, —1,0) pertenecen a Py que
sy, ¥ hsp, 1O son suprayectivas. Probar que en ese caso no se cumplen las hipétesis
del Teorema de la funcién implicita (HTFI) respecto a i : P — S2.

b) Encontrar los valores de a para los cuales P # ().

c¢) Encontrar los valores de a para los cuales se cumplen las HTFI respecto ai : P — S2.



Tema 4

Campos vectoriales

Problema 4.1. Sea M = {(z,y) € R? : 2 > 0} ysea f: M — R la aplicacién definida
por f(z,y) = z.

(1) Probar que X5, = ( ., 3) siendo r = /2% + y2, es un campo vectorial diferen-
ciable en M.

(2) Calcular f.(X,), siendo p € M.

Problema 4.2. Consideremos sobre R3 los campos vectoriales

0 0 0
X—xy%—l—x e Y_yé?_y’
y la aplicacién f : R® — R dada por f(z,y,2) = z%y. Calcular
(1) [X,Y]@,10)-
(2) (fX) @10
(3) X(f )110
(4) fra1,0X1.10)-

Problema 4.3. Escribir en coordenadas cilindricas los campos vectoriales X,Y € X(R?)
definidos por

X—ZQ—Q%—BE Y:—(x2+y2)y3

2, .2
oxr Oy 0z 6x+(x Ty

a_y .

Problema 4.4. Sea f : R® — R la funcién diferenciable definida por f(z,y,z) = x*+y*—1,
que determina la subvariedad regular S = f~'({0}) de R3. Consideremos sobre R? los
campos vectoriales siguientes:

0 0 0 5 0

0 0
X=(2*-1)= — —, Y=2— 202? —
(x )8x+xy8y+maz’ Iax+y0y+ 2 5

;Son esos campos tangentes a S? Nétese que X € X(R?) es tangente a S sii X(f) =0 en
S.

10
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Problema 4.5. Probar que los campos vectoriales en R* dados por

ox dy 0
Z——tg—l—zg— g—l—xg
o oy Yo o

son tangentes a S? y linealmente independientes en cada punto de S3.

Problema 4.6. Construir un campo vectorial diferenciable sobre la esfera S?"*!, que no se
anule en punto alguno.

Problema 4.7. Sea f : R? — T? la parametrizacién f(60,0') = (ew, ew/), y sea X un campo
vectorial sobre R2. ;Bajo qué condiciones representa X, respecto a la parametrizacién f,
un campo vectorial sobre T? (en otras palabras, en qué condiciones existe un campo
vectorial X € X(T?) que esté f-relacionado con X).

Problema 4.8. Obtener la expresion general del campo vectorial X € X(R?) tal que cumpla
() [2.X] = |2.x] = x,
o bien cumpla
@) [Z+£.x| =X

Problema 4.9. Calcular las curvas integrales del campo vectorial en R3 dado por

2 +2£
y@y 0z

y%+

Problema 4.10. Para cada uno de los siguientes campos vectoriales, obtener sus curvas
integrales y estudiar si es un campo vectorial completo o no:

1. X =2 e X([R*-{0})
2. X =2 +ev2 € X(R%)

Problema 4.11. Sea p : R? — R la proyeccién dada por p(x,y) = z. Determinar la
condicién que debe verificar un campo vectorial sobre R? para que esté p-relacionado con
otro campo vectorial en R.
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Problema 4.12. Sea f : M — N una aplicaciéon diferenciable y sean X e Y campos
vectoriales f-relacionados. Probar que f aplica curvas integrales de X en curvas integrales

de Y.

Problema 4.13. Consideremos los siguientes tres campos vectoriales en R3:

9 e—ﬁ+g e—g—l—ﬁ—l—(l—i-f)g
or’ " ° 9z Oy 0 o0z Oy 0z

€1 =

(1) Probar que esos tres campos vectoriales constituyen una base para el C™(R3)-
médulo de campos vectoriales diferenciables en R3.

(2) Escribir los elementos de la base dual (e!, €2, €?) dela (e;), en términos de dx, dy, d=.

(3) Comprobar la identidad de Jacobi entre ey, es y e3.

Problema 4.14. Utilizando las notaciones del problema 1.16, sea A = (a,b,c) € G y
sea A4 : G — G las traslacién a la izquierda definida por A. Sean z,y, z las funciones
coordenadas en R? (y por tanto, de la carta usual de G).

(1) Calcula

0

a
)\ ~
A*e 91.

a
)\ b
A*e ay

AMMyo—
Axe g,

) ) )
[ [ €
siendo e el neutro de G.

(2) Define campos vectoriales X,Y, Z € X(G) mediante

0 0 0
Xa= AA*e%’ , Ya= )\A*ea_y‘ , La= )\A*eg

y caleula [X,Y], Y, Z], [Z, X].

Problema 4.15. Sea M = R? y N = R*. Consideremos los campos vectoriales sobre M:
X = xa% + ya%, Y = —ya% + xa%. Sea ¢ : M — N la aplicacién dada por i(z,y) =
('IQ - y2,$2 +y2,1’+y,l' _y)

(1) Calcular [X,Y].

(2) Demostrar que X e Y son linealmente independientes en cada punto de M —{(0,0)}
y escribir los elementos duales a, § de X e Y en funcién de la base dx, dy.

(3) Calcular ¥, 0 X y ), 0Y.

Problema 4.16. (muy largo) En R3, con coordenadas x, vy, 2 se consideran los tres campos
vectoriales siguientes:

14t =y =220 0 0
X = 5 p +(:L‘y—z)—ay +(a:z+y)—8z,
0 1+4+y?—22-2%0 0

Y = — —_ ) —
(yo +2) 5+ 5 o (yz =) 5,

0 14+22—-22—94%0

9 _
Z:(Zx—y)%‘F(ZyﬂLx)—er a2

(1) Probar que para cada m € R3, X,,,Y,,, Z,, constituyen una base ortogonal de
R3, vy que los tres vectores tienen la misma norma.
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(2) Calcular los corchetes de Lie [X, Y], [Y, Z], [Z, X] y expresarlos en la base X,Y, Z.

(3) Sea Q = R*— {0} y consideremos la aplicacién ¢ : Q — Q definida por ¢(z,y, z) =
—(z,y,2)/(2* + y* + 2%). Probar que ¢ es un difeomorfismo y calcular ¢, o X o ¢™1 ¢, o
Yoot ¢p,0Zogp L.

(4) Usando para S® un atlas formado por la proyeccién estereografica respecto al polo
norte y menos la proyeccién estereografica respecto al polo sur, deducir a partir de (3) la
existencia de tres campos vectoriales en S* que son linealmente independientes en cada
punto. Para ello, compérese ¢ con el difeomorfismo de cambio de esas dos cartas.

Problema 4.17. Probar que los conjuntos siguientes son algebras de Lie:

(1) Cualquier espacio vectorial sobre el que todos los corchetes de vectores son nulos
(a esto se llama algebra de Lie abeliana)

(2) R? con el producto vectorial de vectores.

(3) El espacio vectorial de las matrices cuadradas reales n x n con el corchete [A, B] =
AB — BA.

(4) Un espacio vectorial 2-dimensional con base z,y, definiendo [z,z] = [y,y] =
0, [x,y] = —[y,z] =y, y extendiendo linealmente el corchete.

(5) End(V), siendo V' un espacio vectorial n-dimensional, poniendo [f, g] = fog—go f.

Problema 4.18. En el problema 1.21 se definié un atlas para el espacio proyectivo PR™.
Se sabe que es posible dotar a PR? de estructura de grupo de Lie, y a ella nos vamos a
referir en lo que sigue. Sean w,v,w las funciones coordenadas de la carta ¢, : U; — R3?
de PR3, y sea n € U; un elemento tal que ¢1(n) = (p,q,7). En el subconjunto abierto
A= A;l(Ul) N U; estd definida la aplicacién ¢ o )\"‘Ul’ y se tiene concretamente en A:

p+u+quw—r1v
1—pu—qu—rw

q-+v-+ru—pw r+w—+pv—qu
w

uo N, = , o\, = .
K 1—pu—qu—rw Tl —pu—qu—rw

, Vo), =

A o]

. 1epa | siendo e el neutro, que viene dado por e =

e

(1) Caleula Ay, 2| . A, 2
1,0,0,0].
(2) Se definen campos vectoriales U, V,W € X(PR?) mediante U, = \,, 2|, V, =

Ay, 2 W, = \,, 2

N Ov e’ Mx Ow L
son campos invariantes a la izquierda en PR3). Solucién:

. Expresarlos en el dominio U; de ¢;. (Evidentemente, U, V, W

9] 0 0
U=(1+ UQ)% + (uv + w)% + (uw — v)%,

etc.
(3) Calcula también en la misma carta [U, V], [V, W], [W,U].

Problema 4.19. PR? denota el espacio proyectivo 2-dimensional, dotado de las cartas
descritas en el problema 1.21. Se supone demostrado que 7 : R*\{0} — PR? es una
sumersion.

a) Demostrar que si ponemos f(mw(x,y,2)) = n(z* — y* yz,y? + 2?), el resultado no
depende del representante. Tenemos asf una aplicacién f : PR? — PR2.
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b) Demostrar que f es diferenciable. Se puede hacer usando cartas, pero hay un método
mas rapido.

c¢) Calcula f*a%Q (1.10) mediante alguna de las cartas descritas en 1.21.
1lr(1,1,0
d) Sea X € X(R3\{0}) definido por X = 20/0x+x0/dy+yd/dz. Demuestra que si 0 #
A € R y ponemos my, : R¥\{0} — R3\{0} definida por my(z,y,2) = (\z, Ay, A\z),

entonces my, o X = X om,.

e) Prueba, utilizando el resultado anterior, que existe X € X(PR?) tal que 7, 0 X =
Xom.



Tema 5

Campos tensoriales. Formas
diferenciales. Derivada de Lie

En los problemas 5.1 hasta 5.9 se supondra que V' es un espacio vectorial real de dimension
n, en el cual se ha elegido una base (e;) cuya dual se denota por (e), para i = 1,...n.
Cuando se hable de componentes de tensores, se sobreentenderd que se refieren a esas
bases.

Problema 5.1. Sean a;;,b;; las componentes de dos tensores de tipo (0,2) y supongamos
que para todo vector de V' de componentes z’ se cumpla a;x’a? = b;;z'z7. Probar que
(1) CLZ'J' + CLji = bij + bji7
(2) Si a;; = aj; y bij = bj; para todo par ¢,j = 1,...,n, probar que a;; = b;;.

Problema 5.2. Sean a* las componentes de un tensor simétrico de tipo (2,0) y b;; las de
un tensor antisimétrico de tipo (0,2). Calcular a*b;;.

Problema 5.3. Sean a;j, b;; las componentes de dos tensores de tipo (0,2), a y b, tales que
b # 0y que a;jby — agbjr + ajrby — apb;; = 0, para cualesquiera valores de los indices
i, 7, k,l. Probar que existe un cierto nimero real A para el cual a;; = Ab;; para todo par
,j=1,...,n.

Problema 5.4. Sean aé- las componentes de un tensor de tipo (1, 1) que satisface aﬁ-ai =4t
Probar que

(1) det(a?) = *1.
(2) Si det(a}) = —1, entonces det(a} + &5) = 0.
(3) Si det(a}) =1y n es impar entonces det(a} — d5) = 0.
Problema 5.5. Sean a;; las componentes de un tensor simétrico a de tipo (0,2) y b; las de
una 1-forma b, que satisfacen la condicion a;;b; +ajib; +ar;b; = 0 para indices cualesquiera
1,7, k. Probar que o bien a = 0, o bien b = 0.

Problema 5.6. Sea a un tensor de tipo (0,2). Probar que a = a(e;, e;)e’ ® e/. Asi, las

componentes de a son a;; = a(e;, ;). Si (u;) fuera otra base de V' de modo que u; = ce;,
;como se expresarfan las componentes a;; = a(u;, u;) en funcién de las a;j, ¢57?

15
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Problema 5.7. Sean w!, ... ,w* € V*. Probar que esas 1-formas son linealmente indepen-

dientes si y sélo si w! A -+ AWk £ 0.

Lo ,w" e V*tales que w' A+ - Aw” # 0. Probar que una condicién

r

Problema 5.8. Sean w
necesaria y suficiente para que # € A*V pertenezca al ideal de A*V generado por w!, ..., w
esque O AW A+ Aw" = 0.

Problema 5.9. Sea A un tensor de tipo (0,4) verificando (a) Ajjr = —Ajir, (b) Aiju =
—Aijik, (¢) Aijii + Airij + Aiji, = 0, para cualesquiera indices 4, j, k, [. Probar

(1) Ajjr = Apii-

(2) Si A(v,w,v,w) = 0 para todo par v,w € V, entonces A = 0.

Problema 5.10. Sean A, B dos campos tensoriales de tipo (1, 1) sobre la variedad diferen-
ciable M. Para cada par de campos vectoriales X,Y € X(M) definimos:

S(X,Y) =|AX, BY] + [BX, AY] + AB[X,Y] + BA[X,Y]
— A[X,BY] — A[BX,Y] — BIX, AY] — BJAX,Y].

Probar que S es un campo tensorial antisimétrico de tipo (1,2) en M, llamado tensor
de Nijenhuis de A y B.

Sea J un campo tensorial de tipo (1,1) en M. El tensor de Nijenhuis de J esta definido
por

N(X,Y)=[JX,JY]+ J?[X,Y] - J[X,JY] - J[JX,Y].

(1) Probar que N es un campo tensorial de tipo (1,2) en M.

(2) Obtener su expresion local en una carta de M en funcién de las componentes de
J.

Problema 5.11. En R? se consideran los campos:

0 0
(2 . 2 I
0

0 =(2xy + 2° + 1)dx + (2° — y)dy

y la aplicacién f : R?* — R? dada por f(u,v,w) = (u —v,v? + w). Calcular:
(1) [X, Y](O,O); (2) Q(X)(O,O)Q (3) fr0.

Problema 5.12. En R? se consideran los campos:
0 0
X =r— + 2xy—
xax + xyay,
0
Y =y—
yay?
w =(2* + 2y)dz + (z + y*)dy

Calcular [X,Y] y dw, y demostrar que se satisface la siguiente férmula que define la
diferencial exterior:

dw(X,Y) = X(w(Y)) = Y(w(X)) - (X, Y]).
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Problema 5.13. Determinar el subconjunto de R? en el que las formas diferenciales o =
xdx +ydy v B = ydx + xdy son linealmente independientes y obtener en dicho conjunto
el campo de referencias dual (X,Y).

Problema 5.14. Sea 6 la forma diferencial en R?® definida por § = ydx + zdy + xdz. Si
Y : R? — R? viene definida por ¢ (u,v) = (senu cos v, sen u sen v, cosu), calcular ¢*6.

Problema 5.15. Probar que si i : S® — R* es la inclusién, la forma diferencial i*6, siendo
0 = xdy — ydx + zdt — tdz, no se anula en punto alguno.

Problema 5.16. Sea M una variedad diferenciable y sea m € M. Siw!, ..., w" es una base
de T* M, probar que existe un sistema de coordenadas ', ..., ™ en un entorno de m tal
que dr! =w' i=1,...,n.

Problema 5.17. Sean «,  dos formas diferenciales cerradas en M (una forma diferencial
« se llama cerrada si da = 0). Probar que a A # es también cerrada. Probar que si 3 es
exacta, entonces a A 3 es exacta (se dice que 3 es exacta si existe una forma diferencial

v tal que g = dv).

Problema 5.18. Determinar cuales de las siguientes formas diferenciales en R? son cerradas
y probar que las que son cerradas son también exactas.

(1) a = yzdx + zzdy + xydz.

(2) B = xdx + 2*y*dy + yzdz.

(3) v = 2xy*dx AN dy + zdy A dz.

Problema 5.19. Sea w una 1-forma diferencial en M y supongamos que existe una funciéon
diferenciable f que no se anula en M tal que d(fw) = 0. Probar que w A dw = 0.

Problema 5.20. Sea Lyx la derivada de Lie respecto al campo vectorial X. Probar que
[Lx,Ly] := Lx o Ly — Ly o Ly coincide con Lixy) al actuar sobre cualquier campo
tensorial contravariante, y por tanto sobre cualquier campo tensorial.

Problema 5.21. Sea K un campo tensorial de tipo (1,7) en M y X, Y3,...,Y, € X(M).
Probar que

(LxE) (Vi V) = (XK (Vi V)] = S KW XY 1),

Problema 5.22. Sean XY € X(M), sean f, g funciones diferenciables en M, y sea w una
1-forma diferencial en M. Probar que

(1) LyxY = fLxY — df(Y)X.

(2) Lixw = fLxw 4+ w(X)df.

(3) Lyxg = fLxg.
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Problema 5.23. Sea tx la multiplicacién interior respecto al campo vectorial X. Probar
que para cualquier forma diferencial w, se tiene [Lx, ty](w) = tix.yjw.

Problema 5.24. Sea f : M — M un difeomorfismo. Si X € X(M), pongamos f,X € X(M)
definido por f,X = f,oX o f~!. Probar que para toda forma diferencial o en M se cumple

Lx [fa = ffup xa.

Problema 5.25. Sea M una variedad diferenciable y T*M su variedad cotangente. Defin-
imos la 1-forma canénica w en T*M como sigue. Si o € T,» M, el valor de w en o, w,, es
la aplicacién lineal de T,7*M en R definida por w,(X) = o(m.(X)), siendo X € T,T*M
y m:T*M — M la proyecciéon natural. Toémese una carta ¢ : U — A para M con
coordenadas ¢', y considérese la carta inducida para T*M en 7—(U) con coordenadas
(', ..., 2™ y1,...,Yn), que vienen definidas por z° = ¢’ o, y;(c) = a(a%i . Expresar

7T(0'))
w en esa carta. Calcular también la expresién de Q = dw A ... A dw en esa carta.

Problema 5.26. Consideremos el grupo de Lie G = {(a,b,c) € R* : a > 0}, con la
multiplicacién definida por

(a1, b1, c1)(ag, ba, c2) = (ayag, a1by + by, a%cz +c1).

Se utilizardn para G las coordenadas x,y,z, de modo que z(a,b,c) = a,y(a,b,c) =
b, z(a,b,c) = c.

(1) Sea A = (a,b,c) € G. Calcular la traslacién a la izquierda, por A, de las funciones
coordenadas, es decir xoA 4, yoA4, zoA4. Calcular las retroacciones o imagenes reciprocas
Nydx, Nydy, \ydz.

(2) Selecciona entre las formas diferenciales siguientes las que son invariantes a la
izquierda: w' = ydr — 22dy, w? = &dy Adz, y calcula dw?.

(3) Calcula el campo vectorial invariante a la izquierda U tal que, siendo e el neutro
de G, se tiene

_2 +3£
~ Oxle 0z

(4) Calcula la derivada de Lie de la forma w' respecto al campo vectorial X = QQa% +
222
0y

Ue

e

Problema 5.27. Utilizando las notaciones y resultados del problema 4.18, dendtense por
a, 3,7 las 1-formas diferenciales invariantes a la izquierda que son duales de U,V , W,
respectivamente.

(1) Expresa «, 3,7 como combinacién lineal de du, dv, dw.

(2) Calcula explicitamente A;da.

(3) Calcula dvy y d(a A 3).

(4) Calcula la derivada de Lie de «, 3, respecto a U.

Problema 5.28. Como conjunto, el grupo G estudiado en el ejercicio 1.15 es igual que
S1 x R?, con lo cual podemos dotar a G de la misma estructura diferenciable que St x R2.
Con esa estructura diferenciable, G' es un grupo de Lie. Sea U el subconjunto de G
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equivalente a (S' — {(1,0)}) x R2. Utilizaremos en U la carta ¥ : U —]0,27[xR? de
coordenadas ¢, u,v de modo que si para abreviar llamamos

cosa —sena a
m(a,a,b) = | senav  cosa b |,
0 0 1

se tiene ¢(m(a, a,b)) = a mod 27, u(m(a,a,b)) =a, v(m(a,a,b))=>.

(1) Sea A = m(«,a,b) € G. Calcula la traslacién a la izquierda, por A, de las funciones
coordenadas, es decir po A4, uoXq,voAy,. Calcula las retroacciones o imagenes reciprocas
AN4do, Niydu, Niydv.

(2) Selecciona entre las formas siguientes las que son invariantes a la izquierda: w! =
cospdu, w?=sen¢du-+cospdv, w3 =duA dv.

(3) Calcula los campos invariantes a la izquierda F, U,V tales que, siendo e el neutro
de G, se tiene:

0 0 0

Fe:_7 Ue:_, ‘/e:_'
a¢e oule v le



