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Abstract

Apuntes para el médulo Variedades diferenciables de la Licenciatura de Matematicas en la
Universidad de Valencia. Me he apoyado bastante en el libro de F.W. Warner Foundations
of Differentiable Manifolds and Lie Groups. También he utilizado el libro de S.T. Hu, y
el de Brickell y Clark.
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Tema 0

Algebra tensorial. Algebra exterior

0.1 Producto tensorial de espacios vectoriales

Sean Vi, Vs, ..., V. espacios vectoriales de dimensién finita sobre R (se podria trabajar
exactamente igual sobre otro cuerpo cualquiera), y sean Vi*, ..., V* sus duales. Entonces
ponemos V; ® - ®@ V. = L(V}* x --- x V*:R), donde el segundo miembro representa el
espacio vectorial de las aplicaciones multilineales de V;* x --- x V.* en R, y llamamos a
Vi®---®V, el producto tensorial de los espacios V1, ..., V,. Si en ese producto tensorial
hubiera un solo factor, el espacio vectorial V', la notacién exigiria que V- = L(V*;R) = V**,
pero es bien sabido que se cumple candénicamente esa identificacién.

Sean vy € Vi, ..., v, € V, vectores cualesquiera y pongamos v ®---®uv, € V1®---QV,

para denotar la aplicacién multilineal definida por (v; ® -+ ® v,)(c!,...,0") = v1(c?) -
..~ v.(0") para ol € V,... 0" € V*. Llamamos a v; ® -+ ® v, el producto tensorial
de los vectores vq,...,v,. Un elemento de la forma v; ® --- ® v, recibe el nombre de

descomponible, pues no todos los elementos de V] ® --- ® V,. se pueden factorizar de esa
manera; en general, seran sumas de elementos descomponibles.

Proposicién 0.1. Sean ny,no,...,n, las dimensiones de Vi, Vs, ..., V., y tomemos para
cada a=1,...,7 una base {€f}i=1. n, de V,. Entonces

1 r
{eil (SRR eir}ilil ..... ni; i2=1,...,n2;...; tp=1,...,np
constituye una base de Vi ® -+ ® V. y ast la dimension de V1 @ --- @V, esny ... n,.

Demostracion. Para cada a € {1,...,r}, sea {0’ },—1 ., la base de V* que es dual
de {€¢}i=1...n,, es decir viene definida mediante afl(e;?) = 6} SiheVig---V,
ponemos At~ = h(g,... 0"). A causa de la multilinealidad de h, es claro que h
queda univocamente determinado por los n; - ... - n, ntimeros A, Ademds, se tiene
(hiriref ® - ® el Vol olr) = h“”'“égll . 55: = hiv-ir = h(od', ..., 077), es decir
h=h""rel @ Q€] . Que el sistema de generadores {e;, ®---®¢] } es una base es ahora
evidente. A los nimeros h'' se les llama componentes de h en la base {e] ®---®e] }. O

Obsérvese que en la demostracion anterior hemos usado el convenio de sumacién de
Einstein, lo que haremos habitualmente a lo largo del curso sin mencionarlo.
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FEjercicio 0.2. Sean Vi,...,V,, Vyi1,..., V4, R-espacios vectoriales. Probar que (V] ®
@ V,) ® (Vo1 ® -+ ® V,qy) es candnicamente isomorfo a V; @ -+ ® Vj,4,. En este
sentido, el producto tensorial es asociativo.

0.2 Modulos y algebras graduadas

Sea A un anillo conmutativo, W un grupo abeliano, y supongamos definida una multipli-
cacion A x W — W, que denotamos aw,a € A,w € W. Decimos que W es un mddulo
sobre A o un A-mddulo, si se cumplen las mismas propiedades que para un espacio vecto-
rial, 0 sea (a + b)w = aw + bw, etc. (salvo la relativa al elemento unidad de A, en el caso
de que no exista; pero si existe, también se ha de cumplir esa propiedad, o sea lw = w).
Un submédulo de W es un subgrupo de W que es también un A-médulo para la multipli-
cacion definida en W. Supongamos que para cada entero p € Z tengamos un submodulo
WP C W, de manera que W = @,czWP, o sea cada elemento de W se descompone de
forma tnica en suma de una cantidad finita de elementos de los WP. Decimos entonces
que W es un A-mddulo Z— graduado o simplemente graduado. A los elementos de WP se
les llama homogéneos de grado (o tipo) p, o simplemente de grado (o tipo) p. Si A fuera
un cuerpo, se hablaria de un espacio vectorial graduado.

A veces, el A-médulo W que se estd considerando se descompone como suma directa
W = @©pecW?, donde G es un grupo abeliano diferente de Z. Un caso frecuente, que
tocaremos en este curso, es el de G = Z x Z, y se dira entonces que se trata de un médulo
bigraduado, aunque en general se hablard de un A-moédulo G-graduado. Tanto en el caso
Z como en el Z x Z, suele ocurrir que WP = {0} cuando p < 0 en el caso Z o cuando
p = (p1,p2) con p; < 0, o bien ps < 0, en el caso Z x Z.

Sean W y V dos A-médulos G-graduados; una aplicacion A-lineal ¢ : W — V es
homogénea de grado p € G si ¢(W*) C V**P para todo k € G. Si p = 0, suele decirse que
¢ es un homomorfismo de A-mddulos G-graduados.

Un dalgebra sobre A, 6 A-dlgebra, es un A-médulo W junto con una aplicacion A-bilineal
W x W — W, que representamos por (wi, wsy) — wiws. Si ademds W es G-graduado y
WP x W1 se aplica en WPH4(p, q € (), entonces W es un dlgebra G-graduada sobre A.

Sea W un algebra sobre A (graduada o no), y h : W — W una aplicacién A-lineal
(h no sera en general en este caso un homomorfismo de dlgebra). Decimos que h es
una derivacion si h(wywe) = h(wy)ws + wih(wsy). Si W es una A-dlgebra graduada, y
h : W — W es una aplicacion A-lineal, decimos que h es una antiderivacion si para
cualesquiera w; € W¥, wy € W se tiene h(wy,ws) = h(w;)wy + (—1)*w h(wsy). En esta
férmula ha de entenderse que el factor que en el segundo término multiplica a (—1)* se
suma al primer término si k es par, y se resta si k es impar. Tanto para derivaciones
como para antiderivaciones en A-algebras graduadas, se dice que son de grado p si son
aplicaciones A-lineales homogéneas de grado p.

Nota 0.3. Hay una definicién més general para el producto tensorial de A-mddulos, a la
cual equivale la anterior en el caso de espacios vectoriales de dimension finita, y que viene
dada a través del siguiente resultado.

Teorema 0.4. Sean Vi, ..., V, A-mddulos. Eziste un inico (salvo isomorfismo) A-mddulo
denotado V1 ®---®V, y una unica aplicacion A-multilineal 7 : Vi x--- XV, > V1®---QV,
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de tal modo que el conjunto (V3 X - -+ x V) es un sistema de generadores de Vi ®---QV,,
y que tienen —el par (V; ® -+ ® V., 7)— la siguiente propiedad universal: para cada
aplicacion A-multilineal h : Vi X -+ x V,, — B, siendo B un A-mddulo cualquiera, existe
una tnica aplicacién A-lineal h : Vi @ --- @V, — B tal que h = h o 1. El A-mdédulo
Vi®---®V, recibe el nombre de producto tensorial de Vi, ..., V,.

Ejercicio 0.5. Si, con la definicion para espacios vectoriales de dimensién finita, ponemos
T(V1,...,0) = U] ® -+ ® vy, probar que L(V}* x --- x V*R) junto con 7 satisface la
propiedad universal. Esto demuestra la equivalencia de las dos definiciones en este caso.

0.3 Algebra tensorial sobre un espacio vectorial

Sea V' un R-espacio vectorial de dimensién finita n, y V* su dual. Para cada (r,s) € Z X Z
ponemos

{0}, sir<0 6 s<0

V) — R, si r=s5=0
Ve - -oVeV @ ---@ V" en los restantes casos.
Construimos el R-espacio vectorial bigraduado ®V = @ V(™). Definimos la apli-

(r,s)EZLXZ
cacién @ : @V x®V — @V mediante generadores, poniendo para K € V") [ € V') .

/

(K@ L)(a', . ..,a™ 0y, vgpy) =

1 r. r+1 r+r’,
K(a,...,a" v, 00) L@ o o U1, e, Usigr)

Asi , ®V se convierte en un algebra asociativa bigraduada sobre R porque V(™) @
V') ¢ sty recibe el nombre de algebra tensorial sobre V. A los elementos de
V%) se les llama tensores de grado (o tipo) (r,s). La dimensién de V(") es n™*+* (o cero,
si V) = {0}). Si {e;} es una base de V y {0’} su dual (i,j = 1,...,n), entonces los
elementos de la forma e;, ® ---® ¢;, ® 071 ® - -+ ® 0 constituyen una base de V%),

Algunos comentarios sobre la notacién. Sea, por ejemplo, g € V1:2); entonces escribiré
a veces g( ; , ) = g para resaltar graficamente de qué grado es g, ya que g actia sobre
o€ V* v,w eV paradar g(o;v,w). Como se ve, el punto y coma sirve para distinguir la
parte destinada a los argumentos pertenecientes a V* de la destinada a los pertenecientes
a V. Si o € V* entonces g(o; , ) € V2 de modo natural. En efecto, g(o; , )
es la aplicacién que actia sobre v,w € V para dar g(o;v,w). Nétese que, en general,
g(;v, ) #g(; ,v) ylo mismo en casos mas complicados.

FEjercicios 0.6. 1) { De qué tipo tensorial son los siguientes objetos: a) un vector de V'; b) un
nimero de R; ¢) un endomorfismo de V; d) un producto escalar en V7 2) Sea {e;} una base
de V, {o"} su dual y pongamos I = ¢;®0c" ; probar que para cualesquiera o € V*, v € V se
tiene I(c; ) =«, I(;v)=wv, I(a;v)= a(v);por tanto I corresponde al automorfismo
identidad.
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Sea h € V%) supongamos que r > 0, s > 0 y que a, b son nimeros enteros tales que
0<a<r 0<b<s. Escribimos C@Yh para denotar el tensor de V" =15=1 definido por

a,b 1 r—1,
C( )h(Oé,...,CY ,/1)1,...,’03,1)
r—1

_ 1 a—1 7 a .
=h(a, ..., 0t a% . T U, . Up1, €4y Uy ey Vs 1),

siendo {e;} una base cualquiera de V y {0’} su dual. Al tensor C@Y} se le llama
contraccion de h en el indice contravariante a y en el indice covariante b. Se deja como
ejercicio probar que la contraccién no depende de la base elegida {e;}, de modo que la
definicion es consistente.

Ejercicio 0.7. a) Si v € V, ¢ € V* demostrar CV(v ® 0) = o(v); b)sig €
V02w €V, demostrar CEVCID (v @w® g) = g(v,w); c) si h es un endomorfismo
de V, demostrar CMVh = trh.

0.4 Algebra exterior

Sea V un R-espacio vectorial n-dimensional. A las subdlgebras @ VP9 @ V0P de
pEZ pEZ

®V se las llama respectivamente dalgebra de tensores contravariantes sobre V' vy dlgebra
de tensores covariantes sobre V. En este apartado y en el siguiente trabajaremos con la
segunda, bien entendido que todo lo que hagamos se puede trasladar paso a paso a la
primera.

Un elemento a € V() es simplemente un elemento de L(V x --- x V:R), y recibe
el nombre de tensor covariante de grado p. Vamos a considerar ahora un subespacio de
V(OpP) el de los tensores covariantes alternados de grado p, también llamados formas de
grado p, o bien p-formas, sobre V.

Sea o € VOP), Decimos que a es una p-forma sobre V (o que es un tensor covariante
alternado de grado p) si para cualesquiera elementos vy, ...,v, € V y para cualquier per-
mutacién 7 : {1,2,...,p} — {1,2,...,p} se tiene a(vrqa), ..., Vrp)) = sg(m)a(vi, ..., vp),

donde
1, si7espar
BT =3 1 g esi
—1, si7 esimpar

Las p-formas sobre V constituyen un subespacio vectorial de V) que se denota por
A"V

Proposicién 0.8. Sea o € A"V, y sean vy,...,v, €V :

1. st hay dos elementos iguales entre los vy, ..., v,, entonces a(vy,...,v,) = 0;
2. si{vy,..., v} no es linealmente independiente, entonces a(vy, ..., v,) = 0;
3. sip>mn, entonces a(vy,...,v,) =0, es decir, \"'V = {0} sip > n.

Demostracion. (1) Sean r,s dos indices distintos para los que v, = vs y consideremos
la permutacién 7 que consiste en trasponer r con s. Como 7 es impar, sg(m) = —1.
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Entonces a(Vr(1), - - Un(r)s - - s Un(s)s - - - » Va(p)) = (U1, ..., 0p) = —a(v1,...,0p), de modo
que esas expresiones han de ser cero.

(2) Supongamos que existen niimeros reales a', . .., a?, no todos nulos, tales que a‘v; =
0. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que a” # 0 y asi v, = — Zf;ll a‘v;/aP.
Entonces a(vy,...,v,) = — Zf:_ll a‘a(vy, ..., vp-1,v;)/a? = 0, por el resultado anterior,
ya que en cada término de la suma hay dos argumentos iguales.

(3) Es consecuencia inmediata del resultado anterior. ]

Es claro que AV = @& AP’V es un subespacio pero no es una subdlgebra del dlgebra
PEZL

de tensores covariantes. Pero podemos definir en A®* V' un nuevo producto, “A”, llamado
producto exterior, que convierte a /\* V en un dlgebra graduada asociativa llamada dlgebra
exterior covariante sobre V, o también dlgebra exterior de formas sobre V. Hay que hacer
notar que A’V =R, A'V =V* A’V ={0}sip<0 6 p>n.

Sean p, ¢ enteros no negativos. A una permutaciéon 7 : {1,2,...,p+q} — {1,2,...,p+
q} se le llama permutacion de barajar de tipo (p,q) si 7(1) < w(2) < --- < @w(p) ¥y
m(p+1) < --- < 7(p + q). Denotaremos por S, 4 al conjunto de permutaciones de
barajar de tipo (p, q).

Pues bien, sean a € APV, g€ AN'V, y sean vy, ..., vy, € V. El producto exterior de
ay B, aApB, es el tensor de V0Pt definido por

(Oé A ﬁ)(vl, ce ,’Up_|_q) = Z Sg(’/T)Oé(’UW(l), ce ,Uw(p))ﬁ(’vﬂ(erl), ce ,Uﬂ(p+q)).
m€5(p.q)

Se deja como ejercicio comprobar la igualdad siguiente

1
(@A B) (V1. Upyg) = il D s8mMa(vrys 5 V) BUrr)s - Unipra))s
T meSpiq
donde S,, representa el conjunto de todas las permutaciones de {1,2,...,p + ¢}. Esta

segunda férmula es util muchas veces a la hora de probar propiedades abstractas de
productos exteriores. La anterior facilita el calculo efectivo de esos productos.

Ejercicio 0.9. Sean o',...,6? € V*, wvy,...,v, € V. Probar: (c' A---Ao?)(vy,...,0,) =
>, s8(m)o! (vr()) - - 07 (Un(p))-
TES)

Proposicién 0.10. Sean o € A"V, g € N?V. Entonces:

1. aNp € /\p+q Vi ademds, el producto exterior es asociativo y convierte a \*V en
un dlgebra graduada asociativa sobre R;

2. aNfB=(=1)PIFAq

3. si {0} es una base de V*, los elementos o> N--- ANa', con 1 <iy < -+ < i, <n,
forman una base de A"V, y asi dim APV = (Z) Ademds, si{e;} es la dual de {c'},
se tiene

a= Z alei, .., e,)0" N Na™.

1<i1<-<ip<n
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Demostracion. (1) Utilizando la segunda férmula para el producto exterior, supongamos
que T € Sp4,. Entonces

(C( A ﬁ) (UT(I)j .. ,UT(p+q))

1
= = Y 89(M)AVrta)s -+ VUrtap) BOraor1)s - - -5 V(o))
Pq S5
TEOp+q
sg(7)
= g Y s9(r o ma(vrmys -+ s Uriawp)) B(Or(a(pr1))s - -5 Vrtapig))

TE€Sp+q

= sg(7)(a A B)(vq,. .. avp+q)7

porque la composicién Tom es una permutaciéon de {1, 2, ..., p+q}, y si w recorre S,y,, TOT
recorre exactamente S, 4. El resto de la afirmacién se deja como ejercicio. Concretamente,
siye NV, setiene (¢ AB) Ay =aA(BA7),y asi se escribe sin ambigiiedad o A 5 A 7,
que viene dada por

(@ ABAY)(V1,. - Upigrr)

= Z Sg(ﬂ-)a(vﬂ'(l)’ s 7U7T(p))ﬁ(vfr(p+l)7 ce 7U7T(p+q))’7(v7r(p+q+1)a s avﬂ(p+q+r))
T€S(p,q,r)

1
 plglr!

Z Sg(ﬂ') a(“w(l)a s 7UW(P)>5<UW(p+1)7 e 7Uﬂ(p+q))7(vw(p+q+l)7 < 7U7r(p+q+7"))7

TESptgtr

y se deja al lector averiguar qué es S, q.r)-

(2) Es evidente, pues la permutacién {1, 2, ..., p+q} — {p+1,p+2,...,p+q,1,2,...,p}
tiene paridad pq.

(3) Se tiene, para 1 < j; <--- < j, <mn,

Z aley,...,e; )0 N ANa(ej, ... €;)
1<iy <-<ip<n

- Z Oé<€i17 ) eip) Z Sg(ﬂ)ail (ejr(l)) o Uip (ej‘ff(P))

1< < <ip<n T€Sp
_ . . i1 ip
= E aleiys -, e,)05 ... 0
1<iy <-<ip<n

=alej,..-,¢€j,),

de donde la afirmacién (3) es ahora evidente. O

0.5 Multiplicacién interior

Sean a € A’V, v € V. Entonces i, es el elemento de A’"'V definido por i,a =
CUY(v ® a), para p > 0, 6 por i,a = 0 para p < 0. Observemos que CHY (v ® «)
(v1, .., vp1) = v(oDa(e, v, ... vp 1) = a(v,vy,...,v,_1). Esto demuestra que i,a €
A’V y justifica el que a veces pongamos i,or = a(v, ). A la aplicacién i, : A* — A° se
le da el nombre de contraccion (o multiplicacion interior) con v.
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Proposicién 0.11. Sea v € V; entonces i, es una antiderivacion de grado —1 en el
dlgebra exterior \*V.

Demostracidn. Hemos de probar solamente que si « € APV, 5 € AV, se tiene i,(a A )
= (iya) A B+ (—=1)Pa A i, (. Esto, desde luego, es trivial para p = 0. Supongamos p =1y
sean vy, ..., V.41 € V. Entonces, poniendo v; = v, tenemos

(A B)(vay ... 0041) = (@A B)(v1, ..., Ugt1)
= Z Sg(ﬂ)@(vm))ﬂ(%@), o avﬁ(q—i-l))

ﬂGS(lyq)
g+1 ‘
= Z(—l)JJrlOé(Uj)ﬁ(Ul, . ,@j, . ,Uq+1>
j=1
g+1

= a(v)B(va, ..., Vg41) + Z(—l)j+1a(vj)ﬁ(v, Vay ooy Ujy ey Vgi)
=2

+

q+1
= ((Zva) A 5) (UQa s 7Uq+1) - (_1)ja(vj)ivﬁ<1}27 s 7,&]'7 s 7,Uq+1)
Jj=

= ((iya) A B+ (=1 a AipB) (V2. . ., Vgs1);

[\

y asf queda probado para p = 1. Suponiéndolo vélido para todo o € APV, sea v € /\1 V.
Entonces

iv((’y/\a) /\ﬁ) :iv(v/\ (a/\ﬁ))

(1sY) A (@A B) =y Nip(a A ()

((iy) Aa) A B =~ A (iy@) A B+ (1) Iy Aa Ay
(%(7 A Oé)) A B+ (=P (y Aa) AiyB.

Como todo elemento de AP™ V' es una combinacién lineal de elementos de la forma v A a,
conye N'Vyae AV, yi, es lineal, el resultado es cierto para formas de grado p+1,
o sea, es cierto para todo \°*V. O

Nota 0.12. Algunos libros (por ejemplo, Kobayashi-Nomizu) utilizan una definicién algo
diferente del producto exterior. Si A’ es el producto exterior de esos autores, se tiene,
para a« € APV, 3 € A?V, la relacién siguiente con el producto exterior utilizado aquf

plq!

anp= (p+q)

a A p.

La definicién de esos autores es més natural en cierto sentido (véase problema n.9),
pero tiene la desventaja de introducir denominadores. Por ejemplo, si «, 3 € /\1 V, se
tiene

aANf=a® - 0®a, oz/\’ﬁz%(oz@ﬁ—ﬁ@a).



TEMA 0. ALGEBRA TENSORIAL. ALGEBRA EXTERIOR 10

0.6 Problemas

En lo que sigue, se entenderd que {e;}, i = 1,...,n es una base del R-espacio vectorial
V' y que {¢'} es su dual.
1. Sean V;, ¢+ = 1,...,r espacios vectoriales de dimensiones finitas. Probar que

L (Vl; L (VQ; o LV R) - )) es naturalmente isomorfo a V* @ --- @ V,*.

n
2. Probar que si o € A"V, se tiene Y07 A, = pa.
j=1

3. Sea a € VO tal que a(vy,...,v,) = 0 siempre que entre los vectores vy, ..., v,
haya dos iguales entre si. Demostrar que a € A" V.

4. Sea g € V) tal que det g(e;, e;) > 0. Demostrar que ( det g(e;, ej))%al A---Ao™
no depende de la base elegida {e;} con dual {o?}, siempre que esas bases tengan la misma
orientacion.

5. Sea h € V(L1 y pongamos det h para representar el niimero real tal que h(c'; ) A
h(o%; YA---Ah(c™; ) = (det h)o! A --- A o™ Demostrar que det h no depende de la base
elegida {e;} con dual {c'}.

6. Sea a € /\2 V. Demostrar que

0, sin esimpar

2

det a(e;, e;) = 1

() <m Z sg(m)a(er(), ex(2)) - - -Oé(eﬂnl)a@w(n))) , sln es par.
27" WeSn

7. Sea 0 # a € /\1V, y sea m, : A\* — A° la aplicacién dada por 7,(3) = a A S.
Probar que si 0 # v € V las dos sucesiones siguiente son exactas:

/\. L /\0 % /\0
/\. 1_1)) /\. l—v) /\..

8. De modo andlogo al realizado para A°®, construir el dlgebra de tensores covariantes
simétricos sobre V.

9. Considérese en @V (©P) el ideal bilatero J generado por los elementos a® a, siendo

0<p
a e V* Sea \'* = @VOP /T el dlgebra inducida, cuyo producto denotamos A’. Probar
0<p

que se trata del producto exterior utilizado por Kobayashi-Nomizu y otros autores (ver
texto).



Tema 1

Variedades diferenciables: nociones
basicas

1.1 Introduccidon

En el curso de Geometria Diferencial Clésica se estudiaron las superficies en R3, y se
vio como las cartas permiten definir aplicaciones diferenciables de una superficie en otro
espacio, o de otro espacio en una superficie, y se podia definir la diferencial de esas
aplicaciones. En otras palabras, se puede calcular con objetos definidos sobre la superficie.

Se extendia asi el dominio del analisis a las superficies, y a su vez el andlisis permitia
dar forma concreta a nociones geométricas.

La mayor limitacién de este enfoque estd en que las superficies se tomaban como
objetos metidos en un espacio ambiente —en nuestro caso, R3>—. En efecto, se ve que
hay importantes objetos matematicos cuya definicion natural no es la de subconjuntos
de un R™ ambiente, y que sin embargo admiten una descripciéon local a la manera de
las superficies, es decir por medio de cartas entendidas como biyecciones de regiones del
objeto en abiertos de un espacio modelo, un R". Por ejemplo, el conjunto de todas las
rectas vectoriales de R", llamado espacio proyectivo, o el conjunto de todas las rectas
afines de R".

Entre esos objetos se encuentran las variedades topoldgicas. Al estudiarlas se pone el
acento en la continuidad: son espacios topolégicos localmente homeomorfos a abiertos de
R". Un paso mas nos lleva a las variedades diferenciables; en ellas no solamente se exige la
continuidad sino la diferenciabilidad: son variedades topoldgicas localmente difeomorfas a
abiertos de R"™. En principio no se las considera metidas en ningiin espacio ambiente sino
que se las estudia en si mismas, con una herramienta: las cartas. Esto hace mas abstracto
el enfoque, pero esa dificultad queda compensada por el gran alcance de las técnicas que
se desarrollan.

1.2 Definiciones

Definicién 1.1. Una variedad diferenciable n-dimensional de clase C*, 0 < k < oo, es un
conjunto M junto con una familia de aplicaciones biyectivas llamadas cartas, ¢, : U, —
Aa, a € I, donde I es un conjunto de indices, U, es un subconjunto de M y A, es un

11
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abierto de R”, con las siguientes propiedades:

1. Los dominios de las cartas recubren M, es decir: |J,.; Us = M.

2. Para cualquier par o, 3 € I el dominio de la aplicacién ¢, 0 ngBI, esto es ¢g(U,NUp),
es un abierto de R™ y la aplicacion

Ga 0 05 03(Ua NUs) = ¢a(Ua N Up)

es de clase C*.

Se dice entonces que la familia de cartas {¢, taes es un atlas de clase C* de M o una
estructura diferenciable de clase C* de M . A n se le llama dimensién de M.

Para abreviar, si k = oo, diremos que M es una variedad diferenciable n-dimensional.
Es decir, por “diferenciable” entenderemos “diferenciable de clase C'*°”, salvo indicacion
en contra. Muchas veces hablaremos de “la variedad diferenciable M” sin hacer mencién
expresa de su atlas, que se dard por sobreentendido; o bien, diremos simplemente que ¢ es
una carta de M para dar a entender que pertenece a su atlas. Si ¢ : U — A es una carta,
el conjunto A queda determinado por ¢ mediante A = ¢(U); por eso, se suele abreviar y
se dice simplemente que (U, @) es una carta de M.

Es importante advertir que se admiten también variedades de dimension cero. La
definicion de variedad en este caso requiere aceptar algunos convenios. En concreto,
R® = {0} es el espacio vectorial real de dimensién cero, que consta de un solo punto. Por
tanto, cualquier carta (no vacia) de la variedad consistird en un solo punto, que serd asi
un abierto. Se deduce que los puntos de la variedad son abiertos, y asi la variedad serd un
espacio topoldgico discreto. Las aplicaciones de solapamiento ¢, o qﬁgl, si no operan en el
vacio, se limitan a enviar un punto al otro; son, pues, constantes y por ello se las llama, por
convenio, diferenciables. En otras palabras, cualquier espacio topoldgico discreto puede
considerarse como variedad de dimension cero.

Hay que suponer que el atlas es una familia “abierta”, no en el sentido topoldgico,
sino en el sentido de que se le pueden anadir cartas. Pero notese que la adicién de una
carta ¢ : V' — A s6lo es posible (si queremos seguir teniendo un atlas) si se cumplen las
condiciones de compatibilidad con las otras cartas del atlas. O sea, ademas de ser ¢/ una
biyeccién de un subconjunto V- C M en un abierto A C R", se ha de tener que para todo
« € I los dominios de las dos composiciones 1 o ¢!, ¢, 0 ™1, es decir ¢, (U, NV) y
»(U,NV) son abiertos y que esas dos composiciones son diferenciables de la clase deseada.

Los dos procedimientos més sencillos para obtener nuevas cartas compatibles vienen
descritos en el ejercicio (4) del final de esta seccion. Se trata de la composicién de una
carta con un difeomorfismo de R", y de la restriccién de una carta a un abierto.

Al conjunto M se le dota de una topologia mediante las cartas. Es aquélla en que son
abiertos los subconjuntos de la forma ¢ (W), donde o € I y W es un abierto de R",
y también es un abierto la unién arbitraria de cualesquiera de esos subconjuntos. Con
esa topologia, los dominios de las cartas, U,, son abiertos de M y las propias cartas son
homeomorfismos'.

'El que para esta topologia las variedades sean localmente homeomorfas a abiertos de R™ no impide
la existencia de “patologias” globales. Es costumbre excluir dos de ellas: que la variedad no sea separable
o que tenga “demasiados abiertos”. Por eso, supondremos que las variedades son Hausdorff y que tienen
una base numerable de abiertos.
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Como ejemplos basicos de variedades diferenciables tenemos los siguientes:
1. R™ con la carta identidad.

2. Si (M,{¢a : Uy — As}acr) es una variedad diferenciable y N C M es un abierto de
M, entonces (N, {¢a|v, : Vo — Batacr), donde V, = NNU, y By = ¢4(V,), es una
variedad diferenciable. Se suele decir entonces que N es una subvariedad abierta de
M. En particular, cualquier abierto de R™ con la carta identidad es también una
variedad diferenciable.

3. S (M, {¢a : Us — Antacr) y (N, {5 : Vs — Bg}sey) son variedades diferenciables,
su producto cartesiano M x N es también una variedad diferenciable con el atlas

qbaXQzJﬁanXVﬁHAaXBﬁ, ael, pfel

4. Sea I_ el intervalo | — 1,0[ en el eje de las = del plano R?; sea I, el intervalo
10, 1] de ese mismo eje del plano; sean p_ = (0,—1),p, = (0,1) € R% Sea M =
I_UIL U{p_-} U{p;:}. Damos a M dos cartas; la primera tiene como dominio a
U=I1_UIl,U{p_}, ylasegundaaV =1_UI, U{p;}. Ambas cartas envian sus
respectivos dominios al intervalo | — 1, 1[C R simplemente mediante la extraccién
de la primera coordenada (o sea, proyeccién sobre el eje ). Se comprueba muy
facilmente que M es una variedad C'* que no es Hausdorff.

Ejercicio 1.2. 1. Demuestra que los dominios de las cartas, U,, son abiertos de M y
las propias cartas son homeomorfismos.

2. Demuestra que si al atlas se le anade una carta compatible en el sentido descrito, la
topologia definida para M mediante el nuevo atlas sigue siendo la misma.

3. Consideremos M = R y las dos cartas siguientes, ¢ : M — R, ¢ : M — R dadas
por ¢(z) =z, 1(x) = 2®. Probar que M con cada una de esas cartas por separado
es una variedad diferenciable y que esos dos atlas definen la misma topologia para

M. Probar que, sin embargo, las dos cartas no se pueden juntar para formar un
atlas C*.

4. Sea M una variedad diferenciable n-dimensional, ¢ : U — A una carta de M y
f + R" — R" un difeomorfismo (o sea, una aplicacién diferenciable, biyectiva, y
con inversa f~1 diferenciable). Probar que la aplicacién ¢ : U — f(A) dada por
1 = f o ¢ se puede anadir al atlas de M y seguir teniendo un atlas. Lo mismo, si
V C U es un abierto y 7 = ¢|y : V — ¢(V).

5. Demuestra que los ejemplos basicos de variedades diferenciables que se acaban de
describir antes de estos ejercicios lo son efectivamente.
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1.3 Aplicaciones diferenciables

Puesto que las variedades diferenciables reciben una estructura de espacio topolégico, y
siempre se las considera dotadas de esa estructura, la definicién de aplicacién continua
entre dos variedades diferenciables es la de siempre: la imagen inversa de un abierto es un
abierto. Por el contrario, el concepto de aplicaciéon diferenciable entre variedades ha de
introducirse de nuevas: sin ayuda de las cartas no puede en principio reducirse a conceptos
anteriores.

Definicién 1.3. Sea f : M — N una aplicacién de la variedad diferenciable M en
la variedad diferenciable N (para abreviar, diremos en adelante “una aplicacién entre
variedades”). Se dice que f es diferenciable si lo es en cada punto de M. Y se dice que es
diferenciable en m € M si existe una carta ¢ : U — A de M y una carta ) : V — B de N
tales que m € U, f(U) C V y que la composicién ¢po fo ¢! : A — B, es una aplicacién
diferenciable en ¢(m). Si f es diferenciable y biyectiva y f~! es también diferenciable,
decimos que f es un difeomorfismo y que M y N son difeomorfas.

Esta definicién equivale a la siguiente: se dice que f : M — N es diferenciable si,
para toda carta ¢ : U — A de un conjunto de cartas que recubren M y toda carta
¢ : V — B de un conjunto de cartas que recubren f(M), el subconjunto ¢(U N f~1(V)),
que es el dominio de definicién de la aplicacién 1 o f o ¢!, es abierto y la aplicacién
vofoop t:p(UN f~Y(V)) — B, es diferenciable.

Se deja como ejercicio probar que si f es diferenciable entonces es continua.

La composicion de aplicaciones diferenciables también lo es. Como consecuencia, los
difeomorfismos definen una relacién de equivalencia en las variedades diferenciables. Pues
bien, para todos los efectos se consideran equivalentes las variedades difeomorfas, al menos
mientras no las dotemos de alguna estructura adicional.

Se suele denotar por C*°(M, N) el conjunto de las aplicaciones diferenciables de M a
N.Si N =R, se abrevia esta notacion escribiendo C*°(M). A los elementos de C*°(M) se
les llama funciones diferenciables en M. Asi, al decir, por ejemplo, que f es una funcion
diferenciable en M, se entendera siempre que es una aplicacién diferenciable de M en R.
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Sea W C M un abierto y f: W — N una aplicacién. Decimos que f es diferenciable
si lo es al considerar para W la estructura de variedad diferenciable que hereda de la de M.
Entonces suele decirse, para evitar confusion con las aplicaciones globales, o sea definidas
en todo M, que f es una aplicacién diferenciable local. Claramente, si f : M — N es
diferenciable, su restriccion a W es diferenciable.

Entre las aplicaciones diferenciables locales se encuentran las cartas y las funciones
coordenadas. Si ¢ : U — A es una carta de M, entonces ¢ y ¢! son diferenciables. En
este curso denotaremos por r!,...,r" : R® — R las funciones coordenadas. Pues bien,
llamaremos (funciones) coordenadas de la carta ¢ a las aplicaciones ¢! := 1P 0 ¢, i =
1,...,n. Estas funciones son diferenciables, como hemos dicho.

FEjercicio 1.4. 1. Probar que la definicién 1.3 de diferenciabilidad es consistente. Para
ello basta probar que si m € M y f es diferenciable en m al usar las cartas ¢, 1,
también lo es si en su lugar se usan las cartas ¢’ : U' — A’, ¢/ : V! — B’ que tengan
las mismas propiedades, es decir m € U’, f(U’) C V', etc.

2. Probar que una aplicacion diferenciable entre variedades es continua.

3. Probar que la composiciéon de aplicaciones diferenciables también lo es y que los
difeomorfismos establecen una relacion de equivalencia.

4. Probar que las dos variedades del ejercicio (3) del apartado 2 son difeomorfas.
5. Probar que la inclusion de una subvariedad abierta es una aplicacién diferenciable

6. Sean =dimM, U C M abiertoy ¢ : U — A C R™ un difeomorfismo. Probar que
¢ es una carta.

7. Probar que las proyecciones de una variedad diferenciable producto M x N sobre
las variedades factores son diferenciables. Y también que si m € M,n € N, las
dos aplicaciones j,, : N — M x N, j, : M — M x N, dadas por j,(n,) =
(m,n1), Jn(myi) = (mq,n), son diferenciables.

8. Probar que si f; : My — Ny y fs : My — N5 son diferenciables entonces f; X fo :
Mj x My — Ny x Ny, dada por (f1 X fo)(mq, ms) = (fl(ml), fg(mg)) es diferenciable.

9. Probar quesi f; : M — Ny y fo: M — N, son diferenciables entonces la aplicacion
(f1, fo) : M — Ny x No, dada por (f1, fo)(m) = (fi(m), fo(m)), es diferenciable.

10. Probar que las cartas y sus inversas son diferenciables.

11. Encontrar un ejemplo de funcion diferenciable local que no es restriccion de ninguna
funcién diferenciable global.

12. Probar que C*°(M) es un anillo con unidad.
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1.4 Concepto de grupo de Lie

Algunas de las variedades mas interesantes, por ser frecuentes en muchas ramas de la
Fisica y de la Matematica, y mejor estudiadas, son los grupos de Lie.

Definicién 1.5. Un grupo de Lie es una variedad diferenciable GG en la que hay definida
una ley de composiciéon G x G — G que la convierte en un grupo, y tal que esa ley
de composicion y la aplicacion G — G que a cada elemento le asigna su inverso son
diferenciables como aplicaciones entre variedades. Una aplicacién f : G — H del grupo
de Lie G en grupo de Lie H se llama homomorfismo de Grupos de Lie si es diferenciable
y a la vez homomorfismo de grupos. Y se llama isomorfismo de grupos de Lie si es un
isomorfismo de grupos que a la vez es un difeomorfismo.

Muchas veces ese grupo no sera abeliano. Por ello, la notacién que utilizaremos para
la composicién en un grupo de Lie genérico serd multiplicativa: (r,s) — rs. El elemento
neutro lo denotaremos e.

Una manera més abreviada de expresar que esas dos aplicaciones, la multiplicacion
y la inversiéon, son diferenciables es exigir que la aplicacién ¢ : G x G — G dada por
Y(r,s) = rs~! sea diferenciable. Pues si consideramos la aplicacién j. : G — G x G dada
por j.(s) = (e, s), que sabemos siempre es diferenciable, se tiene que (¢ o j.)(s) = s71,
es decir la inversion, seria diferenciable. Por ello, la aplicaciéon £ : G x G — G x G dada
por £(s,t) = (s,t71) serd diferenciable (en su primer argumento es la identidad y en el
segundo, la inversion); ahora bien, tenemos que v o { es la multiplicacién en el grupo, de
modo que ésta es también diferenciable.

Sea s € G. A las aplicaciones A, ps : G — G dadas por A\(t) = st, ps(t) = ts, se
les llama traslacion a la izquierda y traslacion a la derecha mediante s, respectivamente.
Ambas son difeomorfismos y se tiene evidentemente A\, o \y = Ay, ps © pr = Pis-

El ejemplo méas importante de grupo de Lie es el grupo general lineal Gi(n;R). Es el
grupo de los automorfismos lineales de R™. Veamos que es un grupo de Lie. Sea (eq, ..., e,)
la base canénica de R” y representemos los elementos de R™ en la forma (z!,...,2").

Si f: R" — R" es una aplicacién lineal, su matriz en la base canénica estd formada
por las coordenadas del punto (f1,..., f") de R” determinado por f(e;) = > flej

Se sabe que f es un automorfismo sii det( fij ) # 0. Como la aplicacién det : R™ — R es
evidentemente continua (es un polinomio), el conjunto A = {(z7) € R" : det(x) # 0} es
un abierto de R™. Por tanto, sea ¢ : Gl(n;R) — A la aplicacién que a cada automorfismo
f de R™ asigna ¢(f) = (f7), su matriz en la base canénica. Como ¢ es evidentemente
biyectiva, Gl(n;R™) con ¢ es una variedad diferenciable.

Sean (f/),(g]) € A, de modo que ((f/),(g])) € A x A. Sean f,g € Gi(n;R) los

automorfismos cuyas matrices respectivas en la base canénica son (f7), (gf ). Esto significa
que ¢(f) = (f}), ¢(9) = (g7), y que por tanto (6x¢)~((f/), (7)) = (f, ). Por otra parte,

sabemos que la matriz de fg viene dada por h! = > "7, f,z g¥. Si llamamos mult : G x G —
G al producto de automorfismos, tenemos, pues que ((;5 o mult o(¢ X qﬁ)_l)((fij), (gf)) =
(k). Como cada componente de la matriz (h!) se expresa mediante polinomios de las
componentes de ( flj ), (gf ), tenemos que mult es diferenciable. Si inv denota la inversién,
tenemos andlogamente que (¢ o invop~1)(f/) = (F?/det(f)), donde F/ es el adjunto
del elemento fl-j en la matriz de f. Como tanto ese adjunto como el determinante son
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polinomios en las fl-j , v el determinante no se anula en A, vemos que la inversién es
también diferenciable. Por tanto, GI(n;R) es un grupo de Lie.

Ejercicio 1.6. 1. Demostrar que si G es un grupo de Lie, la aplicacién (s, t) = st=*
es diferenciable.

2. Demostrar que R" con la suma de vectores es un grupo de Lie abeliano (esto es
conmutativo).

3. Sea C el cuerpo complejo, y S* el subconjunto de C de ntimeros complejos de médulo
igual a 1. Por una parte, S* es un grupo para la multiplicacién compleja. Por otra
parte, St es la circunferencia unidad en R%. Demostrar que S* es un grupo de Lie.



Tema 2

El espacio tangente. La diferencial
de una aplicacion

2.1 Curvas y espacio tangente

Se trata de generalizar en esta leccién el concepto de recta tangente de una curva y de plano
tangente de una superficie en R3. En el caso de curvas y superficies, esos espacios tangentes
tenian una representacion concreta como subespacios afines del espacio ambiente. En el
caso de variedades, al no existir espacio ambiente, el concepto de espacio tangente serd
un poco mas abstracto.

Sea M una variedad diferenciable. Se llama curva diferenciable en M a una aplicacién
diferenciable « :|a,b[— M, siendo |a, b un intervalo abierto de R. Sea m € M y repre-
sentemos por Curvas(M,m) el conjunto de las curvas diferenciables en M, «, tales que
su intervalo de definicién contiene al 0 y que «(0) = m. Sea F(m) el conjunto de todas
las funciones diferenciables definidas en algin entorno de m. Definimos en Curvas(M, m)
una relacién de equivalencia como sigue: si «, § € Curvas(M,m), ponemos « ~ (3 si para
toda f € F(m) se tiene

(f 0 a)(0) = (foB3)(0).

Denotaremos por T,,M el conjunto de clases de equivalencia respecto a esa relacién,
o sea T,,M = Curvas(M,m)/ ~, y por p : Curvas(M,m) — T,,M a la proyeccién natural
que a cada curva le asigna su clase de equivalencia. T),M recibe el nombre de espacio
tangente a M en m y a sus elementos se les llama wvectores tangentes a M en m.

Cada clase de equivalencia v = p(«) € T,,M, o sea cada vector tangente, define una
aplicaciéon que asigna un numero real v(f) a cada funcién f € F(m) mediante

v(f) = (foa)(0).

Esa aplicacion caracteriza al vector tangente, pues si w € T,,M es tal que v(f) = w(f)
para toda funciéon f € F(m), entonces v y w son clases de equivalencia iguales por
definicién. Llamamos a v(f) accion de v sobre f o también derivada de f respecto a v.
La razén de este nombre es clara de acuerdo con la definicién. Ademas, esa accion se
comporta como una derivada en m. En efecto, sia € Ry f,g € F(m), se tiene

v(af) = av(f), v(f+g9)=v(f)+v(g) (linealidad),
v(fg) = f(m)v(g) + g(m)v(f) (derivacion de un producto).

18
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Esta ultima igualdad se prueba asi:

v(f9) = ((fg) 0 a)'(0) = ((f o @)(g o)) (0)
= (foa)(0)v(g) + (g 0 a)(0)u(f) = f(m)v(g) + g(m)v(f).

Hemos llamado vectores a los elementos de T;, M y vamos ahora a justificar ese nombre
dotando a T}, M de estructura de R-espacio vectorial.

Lema 2.1. Sean v = p(a),w = p(B) € T,,M y sean a,b € R. Entonces, erxiste un
vector tangente p(y) € T,,M tal que para toda funcion f € F(m) se tiene p(v)(f) =

av(f) + bw(f).

Demostracion. Sea ¢ : U — A C R™ una carta de M centrada en m con coordenadas
¢" = r' o ¢. Centrada en m significa que m € U y que ¢(m) = 0 (en el Ejercicio 1.2(4)
se prueba que siempre podemos suponer que el atlas contiene una carta de ese tipo).
Llamamos ecuaciones de la curva o en la carta ¢ a las funciones diferenciables definidas
(al menos en un entorno de 0 € R) por o = ¢oa. Construimos la curva vy € Curvas(M, m)
estableciendo en primer lugar sus ecuaciones 7' := aa’ + b3, que son evidentemente
diferenciables y estédn definidas en un entorno de 0. Entonces v se define mediante ~(t) =
¢~ (v*(t),...,7"(t)). Esta curva es evidentemente diferenciable y (0) = ¢~*(aa(0) +
b31(0),...,aa™(0) + b3"(0)) = ¢~1(0) = m, de modo que pertenece a Curvas(M,m).

Si f € F(m) se tiene (para cualquier curva de Curvas(M, m), aunque aqui efectuamos
el célculo con )

p(@)(f) = (Foa)(0) = ((f 067"} 0 (60)) () (2.1)
=20 a0 900y @) = 2D )y 0, (22)

donde hemos usado la regla de la cadena, teniendo en cuenta que

(feo™o(poa))(t)=(fos ) ((¢poa)t))
=(fo qﬁfl)((rl opoa)t),...,(ro¢o a)(t)).

Aplicando esto mismo a -, tenemos:

p0)() = 2L (650 e + 15 0)

=« 220D iy +5 22D )y (0)
= av(f) + bw(f).

]

La estructura de espacio vectorial de T, M queda establecida poniendo av+bw = p(7),
de manera que se tiene

(av + bw)(f) = av(f) + bw(f).

Con eso ha quedado definida la suma (haciendo a = b = 1) y el producto por un
escalar (haciendo b = 0). La demostracién de que con estas composiciones T,, M es un
espacio vectorial es trivial.
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2.2 Dimensién y bases del espacio tangente

Veamos que dim7,,M = dim M = n. Sea (V%) una carta cualquiera de M con m € V.
Consideremos las curvas 7; € Curvas(M,m), j =1,...,n, dadas por sus ecuaciones

7j(t) = ¥'(m) + it

donde &} es la delta de Kronecker, de manera que 7;(t) = ¢~(7}(t),...,7}(t)). Va-
mos a ver que (p(71),...,p(7,)) es una base de T,,M. Para ello sea f e F(m)y

v = p(a) € T, M. Aplicando la formula (2.2) y teniendo en cuenta que (77)" = 5Z
obtenemos, utilizando el convenio de sumacion de Einstein:

p(m)(P) = 2L (m) ey (0) = L2 (omyyas = L0V . (2.9

Mediante este resultado calculamos la combinacién lineal v(1")p(7;) :

~ - U v
((w@")p(7)) (f) = v(@")p(7)(f) = (/) (0) == (¥ (m))
= (f0a)"(0) = v(f).
Por consiguiente, tenemos v = v(1)*)p(7;), es decir, los vectores p(7;) € T,,M, i =
1,...,n, forman un sistema de generadores de T}, M. Son ademas linealmente independien-
tes, pues si existe una combinacién lineal tal que a’p(r;) = 0, tenemos para cualquier

je{l,...,n}:
(a'p(r:)) () = a'(7 0 1) (0) = ai(r7) (0) = a’6} = a7 = 0.

Concluimos que las p(7;) son una base de T,,, M, cuya dimension es, pues, n. General-
mente suele escribirse

0
a¢z p<7-l)
de modo que si v € T,, M, se tiene
.0
v=uov(y") 90
También, como hemos visto en (2.3), se tiene:
of 9 O(foy™)
| =g (D =p@)f)=——F7""]
81/1 m {w m or P(m)
Consideremos otra carta (W, u) y sea m € W N V. Puesto que los vectores
0
constituyen otra base de T,, M, ;cual es la matriz del cambio de base? Se tiene
o _ow o

Por tanto, la matriz del cambio de base esta dada por las parciales de las coordenadas de
1) respecto a las de pu.
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FEjercicio 2.2. Con esta misma notacién, probar que la aplicacién u(W NV) — R dada
por ‘
oy’

th ) =
( ) Opt Tp=1(tt,....tm)

es diferenciable.

2.3 El espacio cotangente

Llamamos espacio cotangente a M en m € M, y lo denotamos por 71, M, al espacio
vectorial dual de T,,,M, es decir T;; M = (T,,,M)* = Hom(T,,,M;R). Sabemos que entonces
dim T M = n. A los elementos de T7* M se les denomina 1-formas en m.

Sea f € F(m), m € M. Entonces esa funcién define un elemento de 7,5 M, que se
escribe df,, v se llama diferencial de f en m, mediante

(dfm)(v) = v(f),  veT.M

En efecto, si a,b € Ry v,w € T,,M, tenemos

(dfm)(av + bw) = (av + bw)(f) = av(f) + bw(f) = adfm(v) + bdfm(w).

Cuando M = R", esta definicién coincide con la definicién clasica de la diferencial de
una funcién en un punto.
Sean a,b € Ry sean f,g € F(m). Entonces, como se comprueba inmediatamente:

d(af +b9)m = adfp, +bdgm,  d(fg)m = f(m)dgm + g(m)dfp,.

Ejercicio 2.3. Con la notaciéon anterior, sea h : R — R una funcién diferenciable. De-
mostrar d(ho f),, = (h'of)(m)df,,. Por ejemplo, si h(z) = sen(z), entonces h'(z) = cos(x),
y lo que hay que demostrar se reduce en este caso a d(sen(f)),, = cos(f(m))df.

Sea (V, 1) una carta de M y m € V. Se tiene

i 9 o’ (W' op™!
oI Im oI Im ord ¢(m)
_8(rioz/;o1p_1)’ _or' o
- Ori wm)  Ord lymy 7
Por consiguiente, las 1-formas di! , i = 1,...,n, constituyen una base de T7* M, la base

dual de la (9/0¢",,).

Ejercicio 2.4. Repasar cémo es la estructura de espacio vectorial del espacio dual 17 M =
(T, M)*.
2.4 Las variedades tangente y cotangente

Consideramos ahora el conjunto

T™ = ] T.M,

meM
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al cual vamos a dotar de estructura de variedad diferenciable, a la que llamaremos varie-
dad tangente de M. Sea m : TM — M la aplicacién suprayectiva tal que m(X) = m
si X € T,,M, o sea que aplica, a cada vector tangente a M en un punto, el punto
en el cual es tangente. Sea {(Ua, @u)}acr €l atlas de M. Construimos un atlas de
TM, {(Ua,gzﬁa)}ae[, como sigue. En primer lugar, U, := 7 '(U,) y asi es evidente
que UaeU, = TM. La aplicacién ¢o : Uy — ¢o(Us) X R viene dada por ¢n(X) =
(Pa(m), (dpL)m(X), ..., (d¢2)m(X)). Es decir, las primeras n coordenadas de da(X) €
R?" vienen dadas por las coordenadas de ¢, (m), mientras que las siguientes n coordenadas
son las componentes de X en la base (0/0¢% |, .. .,0/0¢%|,,) de T, M.

Probamos que ¢, es inyectiva. Sipara X,Y € U, se tiene gzga(X) = gga(Y), la igualdad
de las primeras n coordenadas de esas imagenes nos indica que ¢, (m(X)) = ¢o(7(Y)),
con lo cual m(X) = n(Y) y asi los dos vectores pertenecen al mismo espacio tangente,
digamos a T,,M. La igualdad de las ultimas coordenadas nos dice que ambos tienen
las mismas componentes en la base (0/9¢.|n), y concluimos que X = Y. Veamos que
bo : Uy — ¢o(U,) x R™ es suprayectiva. Si (t',..., " ¢",...,¢") € da(Us) x R", sea
para abreviar m := qb;l(tl, ...,t™); para obtener un elemento cuya imagen por gga sea
(t',...,t" q¢',...,¢") nos basta tomar el vector de T,,M cuyas componentes en la base
(0/0¢L |, ..., 0/0¢0"|m) son las (¢, ..., q"). Es decir, tenemos

96 |
Sean o, € I. Se deJNa como ejercicio probar que ¢a(U N Ug) es abierto. En cuanto a
la aplicacién ¢z 0 31 : ¢a(Us NUs) — ¢5(Us N Us), tenemos:

gga_l(tlw"atnaqla"qu) -

o /0
—1 1 n 1 ny __ 7
(Gsod2 )t ) = 6 (q o
(9@255 qia¢g )
8@ gt tm) T 0P et tm) )

Ahora, teniendo en cuenta el ejercicio del final del apartado 2, es inmediato comprobar
que esta aplicacion es diferenciable.

:Q%o%Wﬁ ).q

Ejercicios 2.5. 1. Demostrar que la aplicacion m : T'M — M es diferenciable.

2. Construir de modo andlogo la variedad diferenciable T M.

2.5 La diferencial de una aplicacion

Sean M y N variedades diferenciables y f : M — N una aplicacion diferenciable. Vamos
a ver que f induce una aplicacién diferenciable f, : TM — TN que hace conmutativo el
siguiente diagrama:

™ L-1TN
Paraello, sea X = p(v) € TM, con m(X) = m,~y € Curvas(M,m). La composicién fory
es claramente un elemento de Curvas(N, f(m)). Pues bien, ponemos f.(X) =p(fo~) €
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Tpm)N. Para que la definicién sea consistente, ha de ser independiente del representante
elegido para X. Pero esto es evidente una vez hacemos actuar p(f o) sobre una funcién
de F(f(m)). Sea h esa funcién. Entonces

p(foy)(h) = (ho(fo7))(0) = (ho f)oy)(0) =p(y)(ho f)=X(hof)

calculo que se justifica porque la composicién h o f es una funcion diferenciable definida
en un entorno de m, es decir de F(m). Por tanto, la expresion de f.(X) no depende
del representante v elegido para X. Podemos escribir, pues, f.(X)(h) = X(ho f). El
diagrama anterior es conmutativo ya que w(f.(X)) = f(m) = f(n(X)).

A la aplicacién f, se le da el nombre de diferencial de f. Hay muchas notaciones en la
literatura para denotarla; aparte de la empleada aqui, se suele ver también: o f, df, T f. A
la restriccién de f, al espacio tangente 7, M la denotaremos por f,, : T M — Tt N.

No hemos probado ain que f, es diferenciable. Esa demostracion se dejard como
ejercicio. Para preparar sus aspectos técnicos, sea (U, ¢) una carta de M, (V,v) una
carta de N y supongamos m € U, f(m) € V. Tendremos entonces

DI (D) Vg d | _dEon| @

Asi, si M =U C Ry N =R% f, coincide con la diferencial (o derivada) del An4lisis.

Proposicién 2.6. 1. Si f: M — M es la identidad, f, : TM — TM es la identidad.

2.8 f: M — N yg: N — P son aplicaciones diferenciables entre variedades, se
tiene (g o f)« = g« o fi; mds en concreto (g0 f)u,, = Gs pim) © fom-

3. fem : TnM — Tty N es una aplicacion lineal.
Demostracion. (1) es trivial. (2) Sean m € M, h € F(g(f(m))) y X € T,,M. Entonces
(g0 f)«(X)(h) = X(ho(go f)) = X((hog)o f) = fu(X)(hog) = g.(f.(X))(R).
(3)Sia,beR, X, Y €T,,M y h € F(f(m)), se tiene

FulaX +bY)(h) = (aX +bY)(ho f) =aX(ho f) + bY (ho f)
= a fu(X)(h) + b f(Y)(h) = (a f.(X) + b f.(Y)) ().
0

Puesto que f,,, : T,,M — Tt N es un homomorfismo para cada m € M, queda
definido el homomorfismo dual f7, : TF, )N — T} M. Pero debe observarse que, al con-
trario de lo que pasa con f,,,, el homomorfismo f;;, no es la restricciéon de una hipotética
aplicacion de T*N a T* M.

Sea h € F(f(m)). Queremos calcular f (dhsq)). Si X € T,,M, tendremos

Su(dhpm))(X) = dhgm) (e (X)) = (fen (X)) (R) = X(h o f) = d(h o f)m(X).

Por consiguiente f¥ (dhysqm)) = d(ho f).
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2.5.1 Ejemplo: la tangente a una curva y la diferencial de una
funcién

Sea « :]a,b[— M una curva diferenciable en la variedad M. Queremos calcular su diferen-
cial en un punto arbitrario ¢y €la, b[, que serd una aplicacion a.,, : T, R — Ty, M. Para
abreviar, en este curso escribiremos

0
Blto) = orlt’
donde r = r! = id es la (tinica) funcién coordenada canénica en R. Asi, 6(to) es el vector
canodnico tangente a R en £, o sea el vector coordenado correspondiente a la carta identi-
dad de R. Este vector 0(ty) constituye la base canénica de T, R. Por eso, conoceremos la
diferencial de a en cuanto sepamos en qué aplica el vector 0(ty), y llamaremos tangente de
a en ty, o/(tp), al resultado de esa accién, o sea o (ty) 1= .y, (6(to)). Tendremos, siendo
ahora h una funcién diferenciable definida en un entorno de «(tp):

(1) (h) = 011, (0(10)) ) = 0010} @) = 20D 1) = (o Y (1),
Si ¢ es una carta alrededor de «(ty), tendremos pues
/ 0 ) a o 7 o / a o i\/ a
/(1) =)@ 55| = (@ oV togz| =@tz

donde, como otras veces, o' = 1 0 ¢ o a son las componentes de la curva en la carta ¢.
Tenemos, pues, la féormula andloga a la de la tangente a una curva en R". Si M es R",
entonces

0

(1) = (") (t) 5~

Los vectores /01| 4(t,) son los candnicos. Por eso, muchas veces se omiten y la tangente
se escribe simplemente ((a!)/(ty), ..., (a™)(ty)), que es la férmula usual.
Si la curva « es tal que 0 €]a, b[, tendremos

a(to)

/' (0)(h) = (hoa)(0)

de modo que se tiene p(a) = o/(0).

Veamos ahora, para una funcién diferenciable f : M — R, la relacién que hay entre
dfm v . Puesto que 0(f(m)) = 8/6r|f(m) constituye la base canénica de Ty;)R, su
dual estara constituida por dry(,). Por ello la aplicacion f;, : T}‘(m)R — T M quedaréd
conocida completamente en cuanto conozcamos su actuacién sobre la 1-forma dry(y).
Tenemos, pues, f (drimm)) = d(r o f)m = dfy,, ya que r es la identidad en R. Asi, df,, es
la imagen por f de la 1-forma canénica de T}‘(m)R.

Ejercicio 2.7. 1. Probar que si ¢ : U — A es una carta de M, entonces

0 0

2. Probar que f, es diferenciable.

$(m)
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3. Sea S? = {(x,y,2) € R®: 22 + y?> + 22 = 1} y ¢ la carta dada por las coordenadas
polares cuya inversa es ¢ = senvcosu, y = senvsenu, z = cosv. Sea f : S? — S§?
la aplicacién inducida por el automorfismo de R? de matriz

V2/2 0 V2/2
0o 1 0
—V/2/2 0 V2/2

Calcular f,(0/0¢ ), f«(0/0¢?],,), siendo m un punto genérico de S2.

4. Probar que si M es una variedad diferenciable conexay f : M — N es una aplicacién
diferenciable tal que f,,, = 0 para todo m € M, entonces f es constante (sugerencia:
ver mediante cartas que f es localmente constante; a continuacién, comprobar que
sip € f(M) entonces f~1({p}) es abierto y cerrado).

5. Sea ¢ : U — A una carta de M°, y seaid : A — A la carta identidad. Se consideran
las cartas inducidas ¢ : 771 (U) — AxR¢, id : TA — AXR®. Probar que ¢ = idog,.



Tema 3

Teoremas de la funcion inversa y de
la funcién implicita

Encontraremos una generalizacién, a las variedades diferenciables, del Teorema de la
funcion inversa del Anélisis. Tendremos con ella una herramienta muy util para des-
cribir localmente el comportamiento de las aplicaciones diferenciables, el Teorema del
rango constante. Ademds, otra consecuencia, el Teorema de la funcién implicita, nos
asegurara que ciertos subconjuntos de una variedad diferenciable son también variedades
diferenciables.

3.1 Teorema de la funcion inversa y consecuencias

El Teorema de la funcion inversa del Analisis puede enunciarse asi: sea 2 C R™ un abierto
y [ : ©Q — R"™ una aplicacién diferenciable. Si para p € Q se tiene que Jac(f)(p) # 0,
existe un entorno abierto V' C € de p tal que f|y : V — f(V) es biyectiva, f(V') es abierto
v (flv)™t: f(V) — V es diferenciable.

Teorema 3.1. (Teorema de la funcion inversa) Si f : M — N es una aplicacion dife-
renciable entre variedades, m € M y f.,, : T;nM — TN es un isomorfismo, entonces
existe un entorno abierto W de m tal que f(W) es abierto y flw : W — f(W) es un
difeomorfismo.

Demostracion. Por ser f,,, un isomorfismo, dim M = dim N = n. Sean (U, ¢), (V,v) car-
tas alrededor de m y f(m) respectivamente. Podemos suponer sin pérdida de generalidad
que f(U) C V. Entonces

(Yofo ¢_1)*¢(m) = @/)*f(m) O Jum © (¢_1)*¢(m) : Tom)R™ = Ty pmpR"

es composicién de isomorfismos y por tanto un isomorfismo, o sea Jac(to fogp™1)(p(m)) #
0. Asi, existe un entorno abierto Q de ¢(m) en ¢(U) tal que (o fop)g: Q —
(Yo fog™)(Q) es un difeomorfismo. Llamando W := ¢~ (), tenemos que fly =
(v oo fog™)od)|w: W — f(W) es un difeomorfismo, porque es composicién de
difeomorfismos. O

A veces escribiremos “variedad diferenciable MP” para indicar brevemente que estamos
hablando de una variedad diferenciable M que es p-dimensional. Si f : M — N es una

26
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aplicacién diferenciable y m € M, llamamos rango de f en m ala dimensién de f,,, (1,, M),
o sea al rango de f,,,.

Cuando el rango de una aplicacion diferenciable entre variedades es constante, se
pueden escoger localmente cartas a través de las cuales la aplicacion tiene un aspecto
estandar. Para demostrar ese resultado, conocido como Teorema del rango constante,
necesitamos un lema previo.

Lema 3.2. Sea MP una variedad diferenciable y mg € M. Sean f', f2,..., f* funciones
diferenciables definidas en un entorno W de mg y tales que el conjunto {(df')m,,- -,
(df¥)me} es linealmente independiente. Entonces existe una carta (V,v) de M alrededor
de mq cuyas primeras k coordenadas son las funciones f1,..., f*.

Demostracidn. Sea ¢ : U — A una carta de M con mg € U C W. El conjunto {(d¢*)m,,
ooy (dPP) iy} es un sistema de generadores de Ty M y por tanto, también lo es el
conjunto {(df i, - - - (AfF¥)mgs (AP )y - - - 5 (AAP) g} Por consiguiente, existen fndices
iktts - p € {1,..., p} tales que el conjunto ((df Vme, - -, (AfF)mgs (™4 )img, -, (A1)
es una base de T;, M. Sea h : U — R la aplicacién dada por

h(m) = (f'(m),..., fH(m), ¢+ (m),..., 4" (m)).

Tenemos entonces Ak, ((dr')aomg)) = d(r' o h)my = (df')m,, etc. Por consiguiente,
hy,, es un isomorfismo y también lo serd f,,,. Por el teorema de la funcién inversa,

existe un entorno V' de my tal que h(V) C RP es abierto y ¢ := hly : V. — h(V) es un
difeomorfismo. Esta aplicacién 1 es la carta buscada. O

De una carta ¢ : U — A de MP diremos que es ctbica si A = ¢(U) es un cubo de RP,
o sea un subconjunto de la forma {(x!,... 2P) € RP : |z' — | < ', i=1,...,p}, donde
c = (c',...,cP) es el centro del cubo y 21" es el lado del cubo paralelo al eje 7. Si ¢ = 0
y ¢(mp) = 0, decimos que la carta es cibica centrada en mg. Es inmediato probar que si
¢ : U — A es una carta alrededor de un punto m, podemos obtener a partir de ¢ una
carta cibica centrada en m mediante ¢ seguida de una traslacion y de una reduccion de
su dominio. Aplicaremos esa técnica en el Teorema que sigue.

Teorema 3.3. (Teorema del rango constante) Sea f: MP — N7 una aplicacion diferen-
ciable entre variedades, cuyo rango se supone constante e igual a k. Entonces, si mg € M,
existen cartas de M y N, ¢ : U — A, ¥ : V — B centradas en mg y en f(mg) respec-
tivamente, tales que ¢ es cibica, f(U) C V, ¥(f(U)) = {(t',...,t*,0,...,0) € B}, y
(Yo fod™H(th,...,tP) = (t',...,t*,0,...,0) para todo (t',...,t7) € A.

Demostracion. Sea T : V' — C una carta cibica de N centrada en f(mg) y supongamos
que C' es un cubo de lado 2L. Por ser f,,,, de rango k, también fr, - T7, N — T5 M
es de rango k. Las dT;(mO), 7 = 1,...,q, constituyen una base de T;‘(mo)N y ademas
se cumple f:10<d7;(m0)) = d(77 o [)m,- Asi pues, la dimensién del espacio generado por
las d(77 © f)my, 5 = 1,...,q, ha de ser k. En consecuencia, entre las d(77 o f),,, hay k
linealmente independientes, que podemos suponer sin pérdida de generalidad son las k
primeras. Por el Lema, existe una carta p : Uy — Ao de M tal que pu' = 7lof, ..., u* =1%o
f, vy tal que f(Uy) C V. Tendremos p'(mg) = 7(f(mo)) =0, i =1,... k. Asi, u(mg) es
de la forma a := (0,...,0,a*™, ... aP). Seat_, la traslacién de R? determinada por —a, y
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pongamos ¢ = t_,ou. Entonces ¢(mg) =0,y ¢' = 7o f, i =1,...,k, como se comprueba
facilmente. Sea A C t_,(Ap) un cubo centrado en el origen, de lado 2I, y sea U = ¢! (A).
Si (t!,...,t") € A, entonces (To fog N)(t, ..., t7) = (t,... t5 bF1 ... b9) € C, donde
las ¥/ seran ciertos nimeros que dependerdn de las coordenadas t*, parai = 1...,p. En
particular, vemos que [ < L. Asi, podemos reducir C' para formar un cubo (realmente un
paralelepipedo) con lados 2[ en las k primeras coordenadas y de lados 2L en las ¢ — k
ultimas, cubo al que seguiremos llamando C'.

Llamemos f = 7o foop™t: A — C, quees f vista a través de las cartas 7 y ¢. Escribimos
el resultado anterior como f(t, ..., t7) = (¢, ... t*, R, ), fUE, . tP).

Ahora consideramos la matriz de la aphcamén f« que, como sabemos, estd dada por
las parciales d(7% o f)/0¢’ = (Of/0r) o ¢. Si i < k, se tiene (3f1/0r7) o ¢ = (7% o
f)]0¢) = 0¢'/0¢? = 6% Como por hipdtesis el rango de esa matriz es k en todo punto,
podemos asegurar que 9 f° JOri =0, i,j > k. Eso quiere decir que las tltimas ¢ — k
componentes fz de f no dependen de las tltimas p — k coordenadas r/. Como, segin
hemos visto, tampoco las k primeras dependen, tenemos que ninguna de las componentes
fi,i=1,...,q, depende de las coordenadas r**1,... r?. Es decir f no depende de las
coordenadas rk+1 .. rP. Podemos escribir, pues;

S, o)y = (b R PR R, FA, ).

Ademads, como T es una carta centrada en f(mg), tendremos fj(O, 50 =0,7=Fk+
1,...,q. En la figura se han representado esas propiedades dibujando, como un trazo en
R? que pasa por el origen, la imagen de A por f

Sea W = {(t',...,t9) € RY : |t'| < l,i =1,...,k}. Definimos la aplicacién j : W —
W mediante

GO ) = (8t = (0,. .., 0, FERREE, R, FUE R,

que es evidentemente diferenciable y tiene como inversa la aplicacion diferenciable h :

W — W dada por
h(th, . t9) = (4. t0) +(0,. .., 0, FEFLEt Ry, U, ).

Por tanto, j es un difeomorfismo. Construimos la carta i) : V. — B := j(C') poniendo
1) = jor1. En A se tiene entonces

(o fod ™)t oo ) = (o FY(Hs. .o t7) = J(E oo 5, FEFE L 9), o O, t5)

(!, tk f’““( ) ) = (0,0, fR ), A tR)
(th 0,...,0),

como desedbamos. Obsérvese que se cumple también la otra propiedad, es decir, ¥(f(U)) =
{(t',...,t%,0,...,0) € B} porque j no altera las primeras k coordenadas. ]

Veamos alguna terminologia referente a aplicaciones diferenciables de rango constante.
Sea f : M — N una aplicacién diferenciable; decimos que f es una inmersion de M en N
si f«,, es inyectiva para todo m € M, o equivalentemente si el rango de f es constante e
igual a dim M; que es una subvariedad de N si es una inmersion y ademds f es inyectiva;
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que es una subvariedad regular si es una subvariedad y para todo abierto U de M, f(U)
es un abierto de f(M) con la topologia relativa, o sea existe un abierto V' de N tal que
f(U) =V N f(M); que es una sumersion si f,, es suprayectiva para todo m € M, o sea
si f es de rango constante e igual a dim V.

Si ¢ : M — N es una inmersion (respectivamente, subvariedad, subvariedad regular,
sumersion) entonces ¢, : TM — TN es también una inmersién (resp., subvariedad,
subvariedad regular, sumersion).

Ejercicio 3.4. Demostrar, utilizando el Teorema del rango constante, que si ¢ : M — N
es una inmersién (resp., subvariedad, sumersién) entonces ¢, : TM — TN es también
una inmersién (resp., subvariedad, sumersién). La prueba para el caso de subvariedad
regular es algo més complicada.

FEjercicio 3.5. Supdéngase que, en el enunciado del Teorema del rango constante, la apli-
cacién f fuera una sumersion. Probar que las cartas ¢ : U — A, ¢ : V — B satisfacen
automéaticamente f(U) =V, no sélo f(U) C V.

3.2 Subvariedades

Antes de probar el Teorema de la funcién implicita en variedades, daremos algunos resul-
tados sin demostracion. Esta se puede encontrar en el libro de Warner.

Proposicién 3.6. Sea f : M — N wuna aplicacion diferenciable, ¢ : P — N una in-
mersion y g : M — P una aplicacion tal que f = ¢ o g. Se tiene: (a) Si g es continua,
entonces es diferenciable. (b) Si ¢ es una subvariedad regular, entonces g es continua (y
por tanto, diferenciable).

M-t N

N

P
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El siguiente Teorema depende esencialmente de que la variedad M tenga una base
numerable para su topologia.

Teorema 3.7. Sea f : M — N una aplicacion diferenciable, biyectiva y tal que f, :
TM — TN es inyectiva. Entonces, f es un difeomorfismo.

Teorema 3.8. (Teorema de la funcion implicita) Sea f : M¢ — N@ una aplicacion
diferenciable, n € N, P := f~'({n}) # 0 y supongamos que f,, : TnM — TimmN es
suprayectiva para todo m € P. Entonces P tiene una unica estructura diferenciable tal
que la inclusion 1 : P — M es una subvariedad reqular de M y dim P = ¢ — d.

Demostracion. Sea (V, 1) una carta centrada en n. Sim € P, o sea f(m) = n, tenemos que
fem €s suprayectiva. Por tanto, f; es inyectiva. Consideramos las funciones diferenciables
Plof,....lof: f71(V) — R. Como las dy)’ i = 1,...,d, son una base de T* N tenemos
que d(Y'o f)y = fr(d!), i =1,...,d, es un conjunto linealmente independiente. Por el
Lema, existe una carta ¢, : U,, — A,,, que podemos considerar ciibica y centrada en m,
tal que f(U,) C V, y que ¢, = dlo f,..., ¢ = o f.

Veamos que PNU,, = {m' € U,, : ¢' (m') =0,i=1,...,d}. Por una parte, si
m' € PN U, tendremos ¢! (m') = ¢*(f(m)) = ¢'(n) =0, i = 1,...,d, porque 1 estd
centrada en n. Y si m’ € U, cumple ¢! (m’)=0,i=1,...,d, entonces

D(fm)) = (@ o f)m'),..., (%0 f)(m')) = (dp,(m), ..., d},(m")) = 0,

de donde f(m’) =n y asi m’ € P, como queriamos.

Ahora estamos en condiciones de construir el atlas de P. Esta constituido por la familia
de aplicaciones {¥,, : Vin — By }men, donde Vi, = PNU,,, B, =R“¢N A, y donde
Ym = ¢m‘vm'

Es claro que las aplicaciones 1, son biyectivas. Sim’ € P, tendremos 1y, (V,, N V) =
Gm (PN Uy, NUp) = RN ¢, (U, N Uyy), que es abierto de R4 La inversa de 1,
viene dada por ¢! = ¢! o, donde i, : B, = RN A,, — A, es la inclusién. Asf,
Yy 0t = Py 0 6,1 04y, que es diferenciable. Esas cartas forman, pues, un atlas de P.

Veamos finalmente que 7 : P — M con la estructura diferenciable de P definida
por ese atlas, es una subvariedad regular de M. La inclusion es evidentemente inyectiva.
Ademss, si m € P, consideramos las cartas v, : V,, — B,, alrededor de m en Py
Om : Uyn — A, alrededor de i(m) = m en M. Claramente se tiene i(Vy,) C Uy, y
Gmoioth, b = ¢, 0iop,toi,, =i,, que es diferenciable y tiene rango ¢ —d. Por ello, i es
diferenciable, inyectiva y de rango ¢ — d, es decir es una subvariedad. Si O es un abierto
de P, serd una unién de abiertos de la forma ¢ '(O' N B,,), donde O’ es un abierto de
R4, Se tiene O'N B,, = (O’ x RN B,,, y asi ¥ -1 (O' N B,,) = ¢, 1(B,,,) N (O x RY) =
PNU,N¢ O xRY = PN ¢ 1(O x RY), que es un abierto de P con la topologia
relativa. Por ser O unién de subconjuntos de ese tipo, tenemos que es un abierto de la
topologia relativa, y asi ¢ : P — M es subvariedad regular.

Falta probar la unicidad. Llamemos F a la estructura diferenciable de P que acabamos
de definir mediante ese atlas, y supongamos que existiera otra, ', que cumpla las mismas
condiciones. Es decir, quet : P — M es una subvariedad regular cuando para P utilizamos
el atlas de E’. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo, donde (P, F), (P, E’)
designan a P dotada de uno u otro atlas F o E’, respectivamente:
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(P, E)
Podemos aplicar a este diagrama la Proposicién 3.6, tanto si ponemos la flecha de
la identidad hacia arriba como hacia abajo, de donde deducimos que la identidad es un
difeomorfismo, o sea ambos atlas tienen cartas compatibles y definen la misma estructura

diferenciable para P.
]

Figura 3.1:

Es muy conveniente saber caracterizar el espacio tangente a P en un punto p € P. Sea
X € T,P. Entonces existe una curva « :Ja,b|— P tal que 0 €]a, b[, o/(0) = X. Tendremos
entonces foioa =n, que es constante. Por tanto (foioa)'(0) = f,(i.,X) = 0, es decir
1pX € ker f*p, 0 sea z'*p(TpP) C ker f*p. Como por otra parte i,, es inyectiva, tenemos
dimi,,(T,P) = dimT,P = dimP = ¢ —d = dimT,M — rango(f.,) = dimker f,,. Se
concluye que i,,(7,P) = ker f,,. que es la caracterizacién buscada.

Habitualmente, se considera i,,, : T, P — T),M como la inclusién, es decir se considera
T,P como un subespacio vectorial de T,M. En efecto, si a € Curvas(P,p) define X =
p(a) € T,P, la propia curva a se puede considerar como una curva en M, es decir a, o
mejor atn 7o, es una curva de Curvas(M, p) que define un vector tangente a M en p, que
estrictamente hablando se ha de escribir 7,,X. Ademas, si h es una funcién diferenciable
en un entorno de p en M, se tiene i,,X(h) = (hoioa)(0) = ((hoi)oa)'(0) = X(hoi) =
X (h! P), con lo cual la accién de i,,X sobre la funcién h es la misma que la de X sobre la
restriccion de h a P. En otras palabras, considerar 7, P como un subespacio de 7, M no
da origen a inconsistencias.

3.2.1 Ejemplos

Una curva regular en R? es una inmersién, porque si esa curva es « :]a, b[— R?, entonces
a,(0(tg)) = /(ty) # 0. Si ademas la curva es simple, tendremos un ejemplo de subvariedad.
Hablando sin rigor, para que ademas la curva fuera una subvariedad regular seria preciso
poder envolverla en un entorno abierto (un “tubo”) cuya interseccién con la curva sea
solamente el “alma” del tubo (figura 3).
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SY

Inmersion Subvariedad Subvariedad regular

Figura 3.2:

Una superficie parametrizada es una aplicacién diferenciable x : U — R?, tal que dx,
es inyectiva para todo ¢ € U, siendo U un abierto de R?. Entonces, x es una inmersién,
puesto que dx, es precisamente la notacién que en Andlisis corresponde a la notacién x,,
empleada en variedades diferenciables. Una superficie regular S C R? es una subvariedad
regular de R®. O m4ds bien, seglin nuestra terminologia, la inclusién i : S — R3 es una
subvariedad regular.

Veamos ahora un ejemplo muy diferente. Sean M¢, N¢ variedades diferenciables y
consideremos las proyecciones naturales m : M x N — M, m : M x N — N, que son,
como sabemos, diferenciables. Definimos una aplicacién u : T(M x N) — TM x TN
mediante u(X) = (m1,(X), mo,(X)). Asi, u = (m,, m2,), con lo cual es diferenciable.

Esta aplicacién u es un difeomorfismo que tiene como inverso la aplicacion v : TM x
TN — T(MxN) definida mediante v(p(«), p(3)) = p(a, B), siendo o € Curvas(M, m), [ €
Curvas(N,n), (a,B)(t) = («a(t),5(t)). Esta aplicacién estd bien definida, es decir no
depende de los representantes, como se demuestra facilmente derivando una funcion
cualquiera de F ((m,n)) Mediante ese difeomorfismo u, y su inverso v, suele identifi-
carse T'(M x N) con TM x TN.

Prueba de que u es un difeomorfismo. Sean ¢ : U — A, ¢ : V — B cartas de M y N respectivamente y sean (5, 1[) las cartas
— - _ — 1
inducidas para TM y TN, ¢ X ¢, ¢ X ¢ las inducidas para M X N y T(M X N). La composicién (¢ X ) ou o (¢ X ) estd definida en el
abierto A x B x R¢ x R4 y se tiene

@ xD)ouo(@xw) = (@xd)ouo(dx ) oid =@ x D)o (r.o(dx )it m,o@xw)oid ! =
(@ x )0 ((ro(dx ) M, (m20(dx ) 1)) oid ' = (@ xD)o(p;  om,, v, om,)oid =

(id 0 ¢ps X id 0 by ) 0 ((b:l 0771*,1[)*_1 owz*)oizi_l = (idomy,,idoms,) oid~ .

Por tanto, si (p, q, tl, ey tc+d’) pertenece al dominio de esa aplicacién, tendremos que ese punto es enviado a
;o ;0 4 eyi @ 1 +1 +d
~ i i I i o cti _ c c c
(idomy,,id o ma,,) Ztari R ld<ztari p>,1d Zt i g =(p,t,...,t,q,t . ),
i=1 ’ i=1 i=1
porque, como se puede ver ficilmente, se tiene 7w, == 8 7 \(p q) = ai |p sil <i<ec yescerosii> c¢;y un resultado andlogo vale para la
’ ar

actuacién de ma,,.

Concluimos que (q; X ’IZY) owuo (m)71 es un difeomorfismo, con lo cual u es un difeomorfismo local. Pero u es biyectiva, ya que
(vou)(p(v)) = v(p(r107), p(m207)) = p(w107, m207) = p(7), y (uov)(p(a), p(B)) = u(p(a, B)) = (p(m10(a, B)), p(w20(e, B))) = (p(a), p(B)),
de modo que wov =id, v owu = id. Por tanto, u es un difeomorfismo local biyectivo y asi es un difeomorfismo.

Ejercicio 3.9. 1. Sea S' := {(x,y) € R? : z*+ y*> = 1} y consideremos la aplicacién
¢ : R® — R? dada por ¢(u,v,w) = (v? — w? u? — v?). Probar que ¢~*(S') con
la inclusién es una subvariedad regular de R3 (utilicese el Teorema de la funcién
implicita).
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2. Comprobar que la aplicaciéon v : TM x TN — T(M x N) estd bien definida.
Comprobar también que ﬂl*% (pg) = % psil <i<c¢ yescerosii>cy el
resultado analogo para la actuacion de mo,.

3.3 Sumersiones

Asi como las inmersiones mas sencillas son las aplicaciones de R” en R?, p < ¢, dadas me-
diante (z',...,27) — (z!,...,27,0,...,0), las sumersiones m4s sencillas son las “proyec-
ciones” de RY en R? dadas por (x!,... 2%) — (z',... 2P).

Otro ejemplo importante de sumersién es la aplicacion 7 : TM — M.

La propiedad maés utilizada de las sumersiones es que admiten secciones locales.
Veamos qué es eso. Sea f : M — N una aplicacién diferenciable. Si V' C N es abierto,
llamamos seccion local de f en V a una aplicacién diferenciable s : V' — M tal que
fos=id.

Proposicién 3.10. 1. La aplicacion diferenciable f : M¢ — N es una sumersion sii
para cadam € M existe un abierto V- C N y una seccion local de f en'V, s:V — M,
tal que m € s(V') (o sea, “que pasa por m”).

2. Sea f: M — N una sumersion suprayectiva y g : N — P una aplicacion tal que
go f es diferenciable. Entonces g es diferenciable.

Demostracion. (1) La condicién es suficiente porque dado m € M, si s es la seccién
descrita en el enunciado, existe n € V tal que s(n) = my tendremos (f 0 §).,, = fi,0Ssn =
id,,, = id. Como id es suprayectiva, tiene que serlo f,,,. Como esto vale para todo m € M,
concluimos que f es sumersion.

Veamos que también es necesaria. Por el Teorema del rango constante, existen cartas
(U, ), (V,1) cibicas centradas en m y en f(m) respectivamente tales que f(U) = V
y que (o foo H(at ... 2% = (z,...,2%). La seccién buscada s : V. — M viene
dada por s(n) = ¢~ (n),...,v%n),0,...,0), para n € V, ya que evidentemente s
es diferenciable y se tiene (f o s)(n) = (¥ =tov o fo o 1) (Yl(n),...,v%n),0,...,0) =
Pt (n), ... 9% (n)) = (¥~ oh)(n) = n. Ademas, s(f(m)) = ¢1(0,...,0) =m.

(2) Sea n € N. Por ser f suprayectiva, existe m € M tal que f(m) = n y por tanto
existe una seccién local s de f en un entorno abierto V' de n. En V se tiene gy =
go(fos) = (gof)os, que es diferenciable. Por tanto, g es diferenciable en V' y se
concluye que lo es en todo N puesto que n es arbitrario. O

Ejercicio 3.11. 1. Llamemos fibra sobre n € N al subconjunto f~'({n}) C M, siendo
f M — N una sumersién. Demuestra mediante el Teorema de la funciéon implicita
que las fibras de una sumersion son subvariedades regulares.

2. Toda seccion local de una sumersion es una subvariedad regular.

3.4 Subgrupos de Lie

Si ¢ : H — G es una aplicacién diferenciable entre dos grupos de Lie, decimos que es
un homomorfismo de grupos de Lie si ademas es un homomorfismo de grupos. Asi, un
homomorfismo de grupos de Lie aplica el neutro en el neutro.
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Un homomorfismo de grupos de Lie es una aplicaciéon de rango constante. En efecto,
sea e el neutro de H (y de G, si no hay confusién), y supongamos que la aplicacién
¢se - T.H — T,G tiene rango k. Si h, b’ € H, tenemos (¢poA,)(h') = ¢(hh') = ¢(h)p(h') =
(Apny © @)(R'), es decir ¢ o A, = Ag(n) © ¢, con lo cual ¢ = Ay © ¢ 0 Ap-1. Entonces

Gup, = (Ag(h))xp © Pre © (An=1)uy,

Como las traslaciones a la izquierda son difeomorfismos, sus diferenciales en cada punto
son isomorfismos. Por tanto el rango de ¢,;, es también &.

Definicién 3.12. Un homomorfismo de grupos de Lie ¢ : H — G que es ademés una
subvariedad recibe el nombre de subgrupo de Lie.

Evidentemente, si ¢ : H — G es un subgrupo de Lie, el subconjunto ¢(H) es un
subgrupo de GG. Un Teorema muy importante, que no probaremos (la demostracién esta
en el libro de Warner), es el siguiente:

Teorema 3.13. Sea G un grupo de Lie y sea H C G un subgrupo que es un subconjunto
cerrado de G. Entonces, H admite una unica estructura diferenciable que lo convierte en
grupo de Lie, y tal que i : H — G es un subgrupo de Lie. Mads ain, i : H — G es una
subvariedad reqular.

Esto permite comprobar rapidamente que los grupos de Lie “clasicos” son efectiva-
mente grupos de Lie. Todos ellos son subgrupos cerrados del grupo general lineal Gl(n; R).

Se describen a continuacion algunos ejemplos de grupos de Lie clasicos. En la des-
cripcién, se entiende que los vectores X, Y son cualesquiera y vienen dados por (x!, 22, ...),
(y', 4%, ...), respectivamente.

1. Gi(n : R), grupo general lineal, el grupo de isomorfismos de R™.

2. Sl(n;R), grupo lineal especial, el grupo de isomorfismos de R™ cuyo determinante
es igual a 1.

3. O(n), grupo ortogonal, el grupo de los isomorfismos f de R" para los cuales
g(f(X), f(Y)) = g(X,Y), siendo g : R" x R" — R el producto escalar euclideo, o
sea dado por g(X,Y) = x'y' + - + 2"y™. Se dice que f deja invariante g.

4. SO(n) = O(n) N Sl(n;R), grupo ortogonal especial.

5. O(p,q), el grupo de isomorfismos f de R", siendo n = p + ¢, que dejan invariante
g(X,Y) = —zlyl — o — gPyp 4 PP gy

6. SO(p,q) = O(p,q) N Sl(p+ ¢;R).

7. Sp(n;R), grupo simpléctico, el grupo de isomorfismos f de R?*" que dejan invariante
G(X,Y) = 2ty — ol g gy gng?n,

El grupo simpléctico tiene mucha importancia en Mecénica tedrica. Los grupos (4) y
(5), concretamente O(1,3) y SO(1,3), se emplean en Relatividad. Los demds son de uso
comun en muchas ramas de la Matematica.



Tema 4

Campos vectoriales

4.1 Concepto de campo vectorial

La palabra campo, al hablar de campo vectorial o campo de vectores, se utiliza en un
sentido analogo al que tiene al hablar de un campo de hierba: en cada punto del suelo
nace una brizna de hierba. Un campo de vectores, definido en una variedad diferenciable
M, consiste en fijar un vector X (m), tangente a M en m, para cada punto m de M.

Definicién 4.1. Un campo vectorial (diferenciable) en la variedad diferenciable M es una
aplicacion diferenciable X : M — T'M tal que mo X =id.

La condicion mo X = id permite definir de modo equivalente un campo vectorial como
una seccién (diferenciable) de © : TM — M. Esa condicién no dice otra cosa que para
cada m € M se tiene X (m) € T,,M. Muchas veces omitiremos el adjetivo diferenciable,
aunque se sobreentenderd. Para evitar un excesivo nimero de paréntesis, suele utilizarse
también la notacion X, := X (m).

Veamos en qué consiste la condicién de diferenciabilidad. Esa condiciéon se puede
reducir a la comprobacién de que, para cualquier carta ¢ : U — A de M, se tiene que el
dominio de ¢ o X o ¢! es abierto y que en ese dominio esa composicién es diferenciable.
Se entiende que qg Y U) — A x R, siendo ¢ = dim M, es la carta dada por

o(v) = (¢(m(v),v(d"),...,v(¢%),  ven ' (U).

Consideremos, para cada m € U, las componentes de X,, en la base (9/9¢ |, ...,
0/0¢°|,n) de Ty, M. Denotamos esas componentes mediante X*(m),i = 1,...,c. Como
sabemos, vienen dadas por X‘(m) = X,,(¢"). Tenemos, pues

0
It lm’

X, = X"(m)

lo que define funciones X* : U — R cuyo valor en m € U es X*(m). Esas funciones reciben
el nombre de componentes de X en la carta ¢.
Pues bien, el dominio de po X o¢™tes (UNX 1 (n71(U))) = p(UN (7m0 X)L (U)) =

35
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¢(U) = A, que es abierto por ser ¢ una carta. Ahora, en A tenemos:
(poXog M) (th ..., t) = d(X (¢~ (..., 1))

(X"(gzs—l(tl, . ’tc))a(zs@'

=¢
- <t1,...,tc,(X1 oqu)(tl,...f),...,(Xcoqfl)(tl,...,f)).
Esta aplicacion es diferenciable sii cada una de las aplicaciones

(. )= (X0 (... ,t9), i=1,...,c

es diferenciable, o sea, si las aplicaciones X?o¢~! : A — R son diferenciables. Recordando
la definicién de diferenciabilidad, vemos que X es diferenciable sii para cada carta de M,
las componentes de X en esa carta son funciones diferenciables.

El conjunto X(M) de los campos vectoriales diferenciables en M forma un C*(M)-
modulo. En efecto, si X,Y € X(M) son dos de esos campos y h,g € C°°(M) son dos
funciones diferenciables en M, la aplicacion hX + gY : M — TM definida por (hX +
gY)(m) = h(m)X(m) + g(m)Y (m) es claramente un nuevo campo vectorial diferenciable
en M. También se puede considerar X(M) como un R-espacio vectorial, como es obvio.

Si, como antes, ¢ : U — A es una carta de M, podemos definir los campos vectoriales

coordenados en U:
0 0 . 0

95 U—TU, 3¢Z(m) 307 Im
Asi, tendremos
.0
Xy =X"—
|U 8¢Z’

donde X% : U — R son las componentes del campo vectorial X en la carta ¢, como antes
se ha dicho.

4.2 Corchete de Lie

La propia definicién de vector tangente incluye el concepto de derivaciéon. Hemos carac-
terizado, en efecto, los vectores tangentes en un punto como derivadas direccionales de las
funciones diferenciables definidas en los alrededores de ese punto. Se puede extender esto
para obtener una funcién que es la derivada de otra respecto a un campo vectorial. Sea
h € C*(M) una funcién diferenciable en M y sea X € X(M). Definimos la funcién X (h) €
C*(M) mediante X (h)(m) = X,,(h) (ahora se explica mejor el uso de la notacién X,,,
con objeto de evitar ambigiiedades y excesivo nimero de paréntesis). Si h,g € C*°(M),
se tiene evidentemente X (h + g) = X(h) + X(g) y X(hg) = hX(g) + gX(h).

Si (U, ¢) es una carta en la que X |y = X'0/d¢", tendremos
_ i 8h”

oJod

Cuando se estudian las derivadas parciales, se demuestra en Analisis el Teorema de

Schwartz de la igualdad de las derivadas cruzadas. Para las derivadas respecto a campos

vectoriales las cosas no son tan simples. Empecemos viendo un caso en que se cumple esa
igualdad:

X(h)|w
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Proposicién 4.2. Sea ¢ : U — A una carta de la variedad diferenciable M, y sean

m € U, h e C*(U). Entonces
oy o (o
m \ 0@ Opilm \ gt )

0
Demostracion. Para cualquier m’ € U se tiene

D5

ot ot
) = 22 ) = (M2 o 6) o),

es decir
Oh  O(hoo™)
A T

Asi

0 oh\ 0 d(hoo™t) 0 O(hoo™ )\  9*(hoo™)
0P lm (8_¢J) ~ 0¢tm ( ori ° (b) ~ Orilg(m) ( ori ) o oriort lgm)

Por el Teorema de Schwartz, el iltimo miembro no se altera si se intercambian las
derivadas parciales, lo que demuestra la proposicién. O

De acuerdo con esto, se suele escribir:

?h 0 (0h
dpidopi Dl (%) ’

Si los dos campos vectoriales no son campos vectoriales coordenados de la misma carta,
no se suele cumplir esa igualdad; mas bien, la diferencia de las derivadas cruzadas equivale
a la derivada respecto a un nuevo campo vectorial, llamado corchete de Lie. Veamos esto.

Proposicién 4.3. Sean X,Y € X(M), m € M. Entonces, existe un vector v, € T,,M
tal que para toda funcion h € F(m) se tiene

X (Y (h)) = Yo (X () = v(h).

Demostracién. Sean X°, Y las componentes de X,Y en una carta (U, ¢) tal que m € U.
Tenemos, utilizando la proposicién anterior:

X (Y (1)~ You (X (R)) = X (m) azi i (Y”%L) - Yi(m)a?bi m (X](%l)
=Xy gis| VX ]
+ (qu)‘?; - Yi(m)%;fj m) STZ .
- (X@'(m) (?;: =Yi(m) %Zj m) a% ) = vm(R),

donde v € X(U) es el campo vectorial diferenciable dado por

OYI_axi\ 9
o= (¥ V%) o
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A ese vector se lo denota como [ X, Y],,. Al campo vectorial definido por m — [X, Y],
se le da el nombre de corchete de Lie de X e Y. De acuerdo con la proposicion anterior,
dado cualquier punto m € M, existe una carta (U, ¢) con m € U y un campo vectorial
diferenciable en U que coincide con [ X, Y] en U. Esto demuestra que [X, Y] es diferenciable,
es decir pertenece a X(M). Como consecuencia de la definicion, si h € C*°(M), se tiene:

(X, Y](h) = X(Y(h)) = Y(X(h)).
Proposicién 4.4. 1. X(M) con el corchete de Lie es un dlgebra de Lie.
2. Sig,he C*(M)yX,Y € X(M), se tiene [gX,hY] = gX(h)Y—hY (9)X+gh[X,Y].

Demostracion. (1) Que el corchete de Lie constituye a X(M) en una R-algebra es evi-
dente, y es un algebra de Lie porque cumple las dos propiedades caracteristicas de este
tipo de algebras, o sea [X,Y] = —[Y, X] (antisimetria) que es evidente, y [[X, Y], Z] +
IIY, Z], X] + [[Z, X],Y] = 0 (identidad de Jacobi) que demostramos a continuacién. Sea
h € C*(M). Se tiene:

= X(Y(Z(R) = Y (X(Z(h)) — Z(X(Y (B))) + Z(Y (X (R).
Permutando ciclicamente las letras X, Y, Z y sumando las expresiones correspondientes,

se comprueba en seguida que todos los términos se cancelan, como queriamos.
(2) Para toda u € C*(M), se tiene

[9X, hYJ(u) = gX (Y (u)) — hY (9X (u))
= gX(R)Y (u) + ghX (Y (u)) — hY (¢) X (u) — ghY (X (u))
= (gX(h)Y — hY (9)X + ghlX, Y])(u)
]

4.3 Campos vectoriales relacionados por una apli-
cacion
Ya hemos visto que si « :]a,b[— M es una curva diferenciable, su tangente en ty €|a, b|

es el vector o(ty) = oy, (0(to)) € Tuo)M. Tenemos asi una aplicacion o :la,b[— TM
tal que ™o o = «, llamada campo tangente a «. Asi pues, el siguiente diagrama es

conmutativo:
Oél
s

Ja,b[—— M

El campo tangente es un ejemplo de un concepto mas general, el de campo vectorial
a lo largo de una aplicacion.

Definicién 4.5. Sea f : M — N una aplicacion diferenciable. Se llama campo vectorial
a lo largo de f a una aplicacién diferenciable X : M — T'N tal que mo X = f, o sea que
hace conmutativo el diagrama siguiente.
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!
f
M——N

Es evidente que los campos vectoriales a lo largo de la aplicacion f se pueden sumar
entre si, y se los puede multiplicar por funciones diferenciables en M o por ntimeros reales.
Como consecuencia, forman un C*°(M)-médulo o un R-espacio vectorial.

Cada campo vectorial Y € ¥(N) define un campo vectorial a lo largo de f mediante
la composicién Y o f, va que evidentemente se tiene 7 o Y o f = f. Por otra parte, si
Y € X(M) es un campo vectorial en M, Y define un campo vectorial a lo largo de f
mediante la composicién f,oY : M — TN, yaque wo f,oY = fomoY = f. Esto sugiere
la siguiente definicion.

Definicién 4.6. Sea f : M — N una aplicacién diferenciable. De un campo vectorial X €

X(M) y un campo vectorial X € X(N) se dice que estan f-relacionados o relacionados
por fsif,oX =Xof.

Supongamos que f es una aplicacién diferenciable de M en si misma. Puede entonces
ocurrir que el campo vectorial X € X(M) cumpla f, o X = X o f, o sea que esté f-
relacionado consigo mismo. En tal caso, se dice que X es invariante por f, o bien que es
f-invariante.

Proposicién 4.7. Sea f : M — N una aplicacion diferenciable, X, Y € X(M), X,V €
X(N), y supongamos que X estd f-relacionado con X y que Y lo estd con Y. Entonces
[X,Y] lo estd con [X,Y].

Demostracién. Sea m € M y sea h € F(f(m)). Tendremos
(fe o [X,Y])im(h) = [X,Y]m(h o f) = Xpn(Y (o f)) = Vin(X (R o f)).
Ahora bien, para cualquier m’ € M tenemos:
(Y(ho f))(m') =Yiu(ho f) = fu (Yur)(h) = Yy (h) = (Y () (f(m)),

de manera que Y (ho f) = Y (h) o f, con lo cual:

(o 0 XY D) = Xon(¥ (k) © ) = Y (K(0) © ) = Ko ( () = Vyiom (X (1)
= [X, Y] (h),
de donde se desprende inmediatamente la afirmacion. O

Podemos enunciar esto diciendo que el conjunto de los campos vectoriales en M que
estdn f-relacionados con campos vectoriales en N forman una subélgebra de X(M).

Ejercicio 4.8. Sea f : M — N una aplicacién diferenciable, n € N, S = f~'({n}) # 0
tales que se cumplen las hipotesis del Teorema de la funcién implicita, de modo que la
inclusién i : S — M es una subvariedad regular. Sea X € X(M) tal que para todo p € S
se tiene X, € ker fp- Probar que existe un tnico campo vectorial X € X(S) tal que
,oX =Xo1.
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4.4 Algebra de Lie de un grupo de Lie

Definicién 4.9. Sea G un grupo de Lie y X € X(G). Decimos que X es un campo
vectorial invariante a la izquierda si para todo s € GG se tiene A\, o X = X o A,. En otras
palabras, todas las traslaciones a la izquierda dejan X invariante.

Los campos invariantes a la izquierda forman una subdlgebra del algebra de Lie de
los campos vectoriales en un grupo de Lie. Esto procede de una propiedad que ya vimos.
En efecto, si X,Y son invariantes a la izquierda, tenemos que, para todo s € GG, tanto X
como Y estdn As-relacionados consigo mismos. Por lo tanto también se tiene Ay, 0[X, Y] =
[X,Y] o A, de manera que [X, Y] es también invariante a la izquierda. Denotamos por g

a esta subdlgebra de campos invariantes a la izquierda, y la denominamos dlgebra de Lie
de G.

Proposicién 4.10. Sea G un grupo de Lie con neutro e y dlgebra de Lie g, y denotemos
porv g — T.G la aplicacion lineal dada por v(X) = X, (asi, v es la evaluacion en e).
Entonces, v es un isomorfismo.

Demostracion. Sean X € g, s € G. Entonces, A, (V(X)) = A (Xe) = X(As(e)) = X,
Por tanto, X queda completamente determinado por v(X) y asi v es inyectiva. Sea ahora
y € T.G. Definimos la aplicacién Y : G — T'G mediante Y; := A, (y) € T,G. Asi, Y es
un campo vectorial en G porque m oY = id. Hemos de probar que es diferenciable, que
es invariante a la izquierda y que v(Y) = y. Esta tltima propiedad es trivial porque al
ser A\, = id, se tiene también A\., = id. Ademads, Y es invariante a la izquierda, ya que si
s,t € G tenemos

Asx 0 Y)(1) = Xss (V) = A A (9)) = (As 0 M) (9) = Asta () = Yoo = (Y 0 A)(1).

Finalmente, Y es diferenciable.

Prueba de que Y es diferenciable. Consideramos las siguientes aplicaciones diferenciables:
1. jy : G — G x TG estd dada por jy(s) = (s,y), donde y € TeG es el vector que define Y

2. k:GxTG — TG x TG viene dada por k(g, X) = (0, X), donde el 0 se entiende que es el 0 de TG, es decir, si ponemos 0 para
denotar el campo vectorial nulo en G tenemos k = 0 X id, y asi k es diferenciable;

3. v:TG X TG — T(G X G), que fue definida en el capitulo anterior;
4. m: G X G — G es la multiplicacién, o sea m(g, s) = gs.

Pues bien, sea 8 € Curvas(G, e) tal que p(8) = y. Calculemos la composicién my o v o k o jy. Se tiene
(mx 0vokojy)(s) = (mxovok)(s,y) = (mxo0v)(0,y) = (m« ov)(p(cs),p(B)),
siendo c¢g la curva constante igual a s. Seguimos:

(mx 0 v)(p(es), p(B)) = mu(p(cs, B)) = p(mo (cs,8)) = p(Xs 0 B) = Xs,P(B) = As,y = Ys.

Deducimos que Y = mx ov o ko jy, y asi Y es diferenciable, como afirmidbamos. D

El isomorfismo v permite ahora dotar a T.G de estructura de algebra de Lie. En
efecto, si z,y € T.G son tales que x = v(X), y = v(Y), siendo X,Y € g, nos basta poner
[z,y] == v([X,Y]) = [X,Y]e. A través de ese isomorfismo suelen identificarse g y T.G, y
se denotan ambas dlgebras por g.

El dlgebra de Lie de un grupo de Lie G tiene una extraordinaria importancia. Por una
parte, es un algebra de dimension finita, lo que permite conocerla con toda precision. Por
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otra, las dlgebras de Lie determinan casi completamente los grupos de Lie en el sentido
siguiente: si G, H son dos grupos de Lie simplemente conexos y sus algebras de Lie son
isomorfas, entonces GG y H son isomorfos como grupos de Lie, y ademas, si g es una
R-algebra de Lie de dimensién finita, existe un grupo de Lie cuya &algebra de Lie es el
algebra dada g.

4.5 Curvas integrales. El flujo de un campo vectorial

Definicién 4.11. Sea M¢ una variedad diferenciable y X € X(M). Si « :]a,b[— M es
una curva diferenciable, decimos que es una curva integral de X si para todo t €|a,b[, la
tangente a « en t coincide con el valor de X en «(t). O sea, si o/ = X o a.

Vamos a estudiar la existencia y unicidad de las curvas integrales. Sea (U, ¢) una carta
de M y sea X|y = X'0/9¢". Si a :]a,b|— M es una curva diferenciable, tendremos en el

abierto o 1(U) :
I \/ a
o = (a') (agbioa).

Asi, a es una curva integral de X si para cada carta (U, ¢) de M se tiene (a') = X' o a.
De modo mas explicito:

() (to) = (X 0 M) (o (to), ..., a (L)), to € a Y (U).

Como las X* o ¢! son funciones diferenciables en ¢(U) C R¢ esto es un sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias en un abierto de R¢. Sabemos que esos sistemas tienen
solucién unica fijada una condicién inicial. Teniendo esto en cuenta, podemos probar el
siguiente resultado de existencia y unicidad de la curva integral maximal.

Proposicién 4.12. Sea X € X(M). Para cada m € M existe una curva diferenciable
Y :Ja(m),b(m)[— M tal que

1. vm es una curva integral de X y se tiene v,,(0) = m (existencia).

2. 8i p:]p,q[— M es otra curva integral de X tal que 0 €]p,q[ y u(0) = m, entonces
D, q[Cla(m), b(m)[ y 1= "|jpq (unicidad).

Demostracion. Por la existencia de solucion de ecuaciones diferenciales ordinarias defi-
nidas mediante funciones diferenciables, sabemos que existe, al menos, un intervalo abierto
de R que contiene al 0, en el cual estd definida una curva integral de X que pasa por m
para t = 0. Sea, pues, |a(m),b(m)] la unién de todos esos intervalos. Por lo que hemos
dicho, se tiene a(m) < 0 < b(m). Si ty €]a(m), b(m)[, definimos v, (o) como el valor en
to de alguna de esas curvas integrales de X, para las cuales ¢y pertenece a su intervalo de
definicién. Nos basta probar que ~,,(to) no depende de cuél de ellas se elija.
Supongamos que « y 3 son dos de ellas y sea |p, ¢[ la interseccién de sus intervalos de
definicién, de modo que 0 y ¢, pertenecen a |p,q[. Sea J = {t €]p,q[: «a(t) = 5(t)}. El
subconjunto J es cerrado por continuidad ya que M es Hausdorff. Es abierto, porque si
a(ty) = B(t1), la teorfa de ecuaciones diferenciales ordinarias nos dice que, por la unicidad,
ambas curvas deben coincidir en un entorno de t;. Finalmente es no vacio ya que 0 € J
porque a(0) = 5(0) = m. Por tanto, J =]|p, q[; en particular a(ty) = 5(to). O
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No siempre se tiene ]Ja(m),b(m)[= R. Cuando esto falla, lo que ocurre es que a la
curva integral “se le acaba la variedad en algin momento”. Por ejemplo, si M = R
y X = 6, entonces la ecuacién de las curvas integrales «(t) = f(t) es f'(t) = 1, cuya
solucién es f(t) = f(0) + ¢, siempre definida en todo R. Por el contrario, si M fuera sélo
el intervalo |0, 1] la solucién, suponiendo f(0) €]0, 1[, serfa también f(t) = f(0) + ¢, pero
con t €] — f(0),1 — f(0)[. Pero no hay que pensar que para que el intervalo maximal no
sea todo R es preciso “recortar la variedad”. Para ver que eso no es asi, esta el ejercicio
siguiente:

Ejercicio 4.13. Sea X € X(R) el campo vectorial definido por X (t) = t?6(t). Demostrar
que el intervalo maximal de cualquier curva integral de X es menor que R, excepto en un
solo caso.

Todo esto nos lleva a considerar los subconjuntos
Dy={me M : t€la(m),b(m)[}.

Es decir, si X € X(M) es un campo vectorial en la variedad diferenciable M, el punto
m de M pertenece a Dy sii la curva integral maximal de X que para ¢ = 0 pasa por m
contiene a t en su intervalo de definicién. Sea, como antes, 7y, :la(m),b(m)[— M esa
curva integral maximal. Entonces, si escribimos ¢;(m) = 7,,(t) para m € D;, obtenemos,
para cada t € R, una aplicacién

w2 Dy — M, r(m) = Ym(1).

El conjunto de las aplicaciones ¢;, o también la aplicacion ¢ — ¢, recibe el nombre de
flujo de X.

Si cualquiera que sea m la curva -, esta definida en todo R, tendremos entonces que
D, = M para todo t. Se dice entonces que el campo vectorial X es completo. En general
no sera asi, pero se tienen las siguientes propiedades que enunciamos sin demostracion.

Teorema 4.14. Con la notacion precedente, se tiene:

1. Para cada m € M existe un entorno abierto V. de m y un niumero real positivo €
tales que la aplicacion ¢ 3| —€,e[xV — M dada por o(t,m') = @i (m') = v (t) estd
definida y es C.

Dy es abierto para todo t € R, aunque podria ser vacio.

Ut>0Dt = Ut<0Dt =M.

oi(Dy) = Dy, ¢y Dy — D_y es un difeomorfismo y su inverso es ¢_y.

Sean p,q € R. Entonces Dom(p, o @,) C Dyyy. Sip y q tienen el mismo signo,
entonces Dom(p, 0 ¢,) = Dpiq. En Dom(p, 0 @,) se tiene @, 0 @4 = @piq-

Cuando X es completo esta siempre definida la composicién ¢, 0, y se tiene entonces
©p © Pq = Ppiq- Por ello al flujo de X se le llama también grupo uniparamétrico de X.
Cuando X no es completo, al flujo de X se le llama grupo uniparamétrico local, aun a
sabiendas de que las ¢; no constituyen entonces estrictamente un grupo.
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FEjercicios 4.15. 1. Sea ¢y el flujo de X € X(M). Probar que ¢, 0 X ooy = X.
2. Probar que todo campo vectorial en una variedad compacta es completo.
3. Calcular las curvas integrales de X = x0/0x + xyd/dy + 20/0z € X(R?).

4. Sea ¢y : R? — R? la aplicacién dada por ¢;(z,y) = (ze', ye'). Entonces las ¢, t € R,
constituyen el flujo de un cierto campo vectorial X € X(R?). Hallar X.



Tema 5

Campos tensoriales. Formas
diferenciales. Derivada de Lie

5.1 Concepto de campo tensorial
Si m es un punto de la variedad diferenciable M, pondremos

T,(na’O)M ZZ?mM@)'“@TmM;

g
aveces

TOOM =T:M®---@T"M,

bv;;es
TeOM =T, M@ @T,MOT,M® - ® T, M,
aV‘erces b\?eges
TS’O)M =R,

siendo a,b € N. De la misma manera que se hizo para construir la variedad tangente
TM a partir de la unién de los espacios tangentes 7,, M, y la variedad cotangente T M
a partir de la unién de los cotangentes, se hace ahora para obtener la variedad tensorial
tangente de tipo (a,b) denotada T®Y M. Tendremos, pues, TM = TUOM, T*M =
TOVM, M x R =TOOM. Sino hay riesgo de confusién utilizaremos la misma letra,
para denotar las proyecciones canénicas m : T*® M — M que a cada elemento aplican el
punto a cuyo espacio tensorial tangente pertenece.

Consideraremos también las variedades construidas por unién de los productos exte-
riores de los espacios cotangentes, a saber /\fn M = ?;M JARERWA T;;]\/{ Se obtiene una

VvV
b veces

variedad denotada /\b M, llamada variedad de b-formas sobre M. También usaremos la
letra m para denotar la proyeccion 7 : /\b M — M. Muchas veces es conveniente consi-

derar que /\fn M es un subespacio vectorial de T,g? 2 , el de las aplicaciones multilineales
completamente antisimétricas de T, M x- - - xXT,,, M en R. Y también, que /\b M c TOY A

Definicién 5.1. Un campo tensorial tangente de tipo (a,b) sobre M (resp. una b-forma

diferencial sobre M) es una seccién diferenciable de 7 : T@YM — M (resp. de 7 :
b

N M — M).

44
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Que K es un campo tensorial de tipo (a, b) sobre M es lo mismo que decir que K es una
aplicacién de M en TP M que a cada m € M asigna, de modo diferenciable, un elemento
K, € Tr(rf ¥ M. Se suele decir entonces que K es un campo tensorial a veces contravariante
y b veces covariante. La diferenciabilidad de K se caracteriza como sigue. Sea (U, ¢) una

carta de M. Una base de T, #f Y M estd constituida por los productos tensoriales

0

y . ] . . . . .
367 8¢iam®d¢7”1‘® ® dolt, Uy eeeslay J1yeeosgp=1,...,dim M.

Asf, K, define de modo tinico nimeros reales K7} % (m), llamados componentes de Ky,
en la base descrita, de manera que

P A ,
® - ® ®dp @ - @ dot

11...%q a
K, = K" (m)agbil N 96 |

TN g1

De este modo quedan definidas las componentes de K en la referencia coordenada de la
carta ¢, que son las funciones reales en U dadas por m Kﬁ;z (m). Pues bien, de
modo similar al realizado para campos vectoriales, se encuentra que K es diferenciable sii
para toda carta de M las componentes de K en la referencia coordenada de esa carta son
funciones diferenciables.

Lo mismo para formas diferenciales. Si w es una b-forma diferencial en M, tendremos

J1<g2<<Jp

Ejemplos 5.2. 1. Una funcién diferenciable h : M — R equivale a un campo tensorial
de tipo (0,0) y a una O-forma diferencial. Un campo tensorial de tipo (1,0) es un
campo vectorial. Un campo tensorial de tipo (0, 1) es una 1-forma diferencial.

2. La primera y la segunda formas fundamentales en una superficie regular son campos
tensoriales 2 veces covariantes, o sea de tipo (0,2).

3. La diferencial de la normal unitaria u operador de forma en una superficie regular
es un campo tensorial de tipo (1,1).

Los campos tensoriales se pueden sumar y multiplicar tensorialmente entre si, o mul-
tiplicarlos por nimeros reales y funciones, o se les puede aplicar los operadores de con-
traccion. Las formas diferenciales se pueden multiplicar exteriormente entre si para dar
nuevas formas diferenciales. El resultado de una cualquiera de esas operaciones consiste en
el campo tensorial o forma diferencial cuyo valor en un punto es el resultado de la corres-
pondiente operacién realizada sobre los valores de los tensores o formas en ese mismo
punto. Por ejemplo (K + L), = K, + Ly, (K ® L),, = K, ® L,,,, etc. Con esto se
entiende por qué se tiene:

i1oia O j j
Klo = Ki\5 ggn © 7 © ggu @407 @ - © o™,
(.U|U = Z le...jbdﬂyl /\/\d¢]b,
J1<g2<<Jp

donde, por ejemplo, d¢™ es la 1-forma local (definida sélo en U) dada por m +— d¢t.
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Otro ejemplo es el siguiente. Sea K un campo tensorial de tipo (a,b), sean X, ..., X,
campos vectoriales v o!,..., a% 1-formas. Puedo definir una funcién diferenciable
K(at,...,a% Xy,...,X;) mediante

K(a', . ..,a"%X1,...,Xp)(m) = Kpn(al, . ..,a%: Xim, ..o, Xom)-

m
En particular, si K|y tiene la expresion de arriba, entonces

Lo 0
)a¢i1""7a¢ib

) = :Lj 11.'....’;7: .

K(d¢™, ... d¢™

5.2 Campos tensoriales y aplicaciones entre variedades

Sea f : M°¢ — N9 una aplicacién diferenciable entre variedades. Para cada m € M
tenemos el homomorfismo f,,, : T;,M — T}, N, que a su vez define el homomorfismo

* * * : : . s
dual f7 =T fmN — T, M. Esto permite realizar algo muy importante, la retroaccién de
campos covariantes, es decir, la conversién de los campos covariantes en N, incluidas las
formas diferenciales, en campos covariantes en M.

Definicién 5.3. Seaw : N — T N un campo tensorial b veces covariante y f : M — N
una aplicacion diferenciable. Llamamos retroaccion de w por f, y la denotamos f*w, al
campo tensorial b veces covariante f*w : M — TOY M definido como sigue: si m € M y
Xi,...,Xp € T,,M, entonces (f*w),, es la aplicacién multilineal de T,, M x --- x T,,, M en
R dada por

(f*CU)m(Xl, <. aXb> = W¢(m) (f*m(X1)7 SR f*m(Xb))

Para evitar dudas acerca de esta definicién cuando b = 0, si h es una funcién dife-
renciable en N, que podemos considerar como un campo 0 veces covariante, o sea de tipo
(0,0), pondremos (f*h)(m) = h(f(m)), y por consiguiente:

ffh=hof, heC®(N).

Por la propia manera de definir la retroaccién, vemos que si «, 3 son campos covariantes
del mismo tipo y p,q € R, se tiene f*(pa + qf) = pf*a+ qf*p.

Si a, 3 son campos covariantes (resp. formas diferenciales) en N y h € C*(N),
tenemos

fr(ha) = (f*h)ffa=(ho [)f*e, fHa®@f)=fa® 3, [f(anb)=[anfp,

dejandose la demostracion como ejercicio.
Supongamos que « es una l-forma en N y que m € M, X € T, M. Entonces

(f* ) (X) = apm) ([oX) = [ (s ) (X).

De acuerdo con la definicién, si ahora Xi,..., X, € X(M), se tiene

(ffw)(Xy,..., Xp) = (wo f)(feoX1,..., feoXp),

en cuyo segundo miembro se ha de entender, como siempre, que la evaluacion en cada
punto se realiza evaluando primero cada operando en ese punto y luego realizando la
operacion.
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5.3 La diferencial exterior

Las formas diferenciales tienen extraordinaria importancia en Geometria diferencial, en-
tre otras por las siguientes razones: sobre ellas actia la retroaccién, admiten una an-
tiderivacién cuyo cuadrado es cero, y ademas toda integral puede verse como la integral
de una forma diferencial. Para completar el cuadro, resulta que esas tres propiedades estan
interconectadas por importantes teoremas. Hemos visto la primera de ellas. Veamos la
segunda, o sea la antiderivacion llamada diferencial exterior. Utilizaremos la notacion
A%(M) para denotar el R-espacio vectorial de las formas diferenciales de grado a en M.
Pondremos A(M) = &¢_,A*(M), siendo ¢ = dim M, para denotar la R-dlgebra exterior
de las formas diferenciales en M.

Las propiedades de la retroaccion vistas en el apartado anterior se pueden enunciar
ahora diciendo que es un homomorfismo de las correspondientes algebras exteriores de
formas diferenciales.

Daremos primero la definicién local, es decir el modo de calcular la diferencial exterior
en el dominio de una carta, veremos luego sus propiedades y, con ayuda de éstas, probare-
mos que el resultado de ese célculo no depende de la carta utilizada, es decir probaremos
la consistencia de la definicién.

Definicién 5.4. La diferencial exterior d : A(M) — A(M) aplica una forma diferencial
cualquiera o € A*(M) en una forma doa € A**'(M) de la manera siguiente. Sea (U, ¢)
una carta de M en la que « se expresa como

Oé|U = E Oél'l._iadgbzl FANEIIRNVAN d¢’ba‘
i1 < <ig
Entonces da se expresa en esa misma carta como
(do)ly = E doy, i, Ndo™ A--- Ndp',
i1 < <ig
donde doy;, ;, es la diferencial ordinaria de «;, _;, (que es una funcion diferenciable en U).

Veamos ahora sus propiedades, bien entendido que queda pendiente probar la consis-
tencia de 5.4

Proposicion 5.5. La diferencial exterior es una antiderivacion de grado +1, cuyo cuadrado
es cero, y coincide con la diferencial ordinaria cuando actia sobre las funciones.

Demostracién. Evidentemente coincide con la diferencial ordinaria cuando o € A°(M), o
sea para las funciones. Veamos que el cuadrado es cero. Teniendo en cuenta que

dasi ., Z 805;% i g,

tenemos por sustitucién y aplicacién repetida de la definicion 5.4:

ta=d Y Y° e’ NG A A dg

11 <-<ig =1

= ) Z 0 Qe ——L ) Adgt A dgt A Adg't =0
D 0PI N
11 < <lg t,j=1
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porque d¢’ A d¢' es antisimétrico mientras que la derivada parcial segunda respecto a ¢
y a ¢’ es simétrica. Asi, cambiando en la expresién anterior la i por la j obtenemos que
es igual a su opuesta y por tanto ha de ser cero.

Recordamos que una aplicacién d : A(M) — A(M) es una antiderivacién de grado +1
si es una aplicacién R-lineal, que aplica A%(M) en A**(M), a =0,...,c, y que cumple

dlaN\p)=daNB+(—1)*aANdb

para toda forma a € A%(M) y toda forma 3 € A(M). Supongamos que 3 € A°(M).
Tendremos

(a A ﬂ)|U = Z a’il...iaﬁjl...jbdqbil A A d¢2‘a A dgbjl A A dgbjb.
i1 <--<ia
J1<<dp

Entonces

daApB)= Y dag, i, NdG" Ao Ndg A By, dd A - A dg

i1 < <iq
‘71<A“<]b
+ > @i B, AT A Ad AdG A A dg?
i1 < <ig
J1<--<Jp
=da A B+ (1) Y i, de" A AdG AdB;, g, NG A A dg
n<Si

=da N[+ (—1)"aNdB,
como querfamos. O

Veamos ahora la consistencia de la definicion 5.4. Serd necesario probar que si (V)
es otra carta, tenemos (dya)|vny = (dypa)|uny, donde el subindice tras la d indica que
el calculo se realiza en la carta correspondiente. Claramente la igualdad se cumple para
a € AY(M) porque entonces ambas diferenciales coinciden con la diferencial ordinaria de
funciones. Tendremos, pues, aplicando las propiedades demostradas:

(dpa)|urv = Z da, i loov A do™ luay A -+ A dd™ [uny

11 < <lg

= > (dyaiyi)loay A (dyd™)uay A=+ A (dpd™ ) uny

11 < <igq
= . . i1 [ ta
— ( Z. dyuiy g N dyd™ A= AN dyod ) .

11 < <lg

= d . . i1 e (s

( o T it Ao )

11<<lq

= (dya)lvnv,

segtin habfamos afirmado.



TEMA 5. CAMPOS TENSORIALES 49

Hay una manera intrinseca (o sea, que no emplea las cartas) de calcular la diferencial
exterior y es la siguiente. Sean X, ..., X,41 € X(M). Entonces se tiene

(da) (X1, ... Xop1) = Z(—l)HX-( (X1, Xay oo Xagr))

+ Y Zﬂa(Xi,Xj],Xl,...,)?i,...,)?j,...,XaH), (5.1)

1<i<j<a+1

Se puede probar facilmente esa férmula para el caso de una 1—forma, por ejemplo o =
fdg, siendo f,g € C(M). Si X,Y € X(M), la férmula anterior se escribe da(X,Y) =
X(aY)) = Y(a(X)) — a([X,Y]). En nuestro caso tendremos:

(da)(X,Y) = X(aY)) + Y(a(X)) + o([X,Y])
=(df Ndg)(X,Y) = X(fY(9)) +Y(fX(g )) fIX,Y](g)
=df (X)dg(Y) — df (Y)dg(X) — X(f)Y(9) — fX(Y(9))
+Y(f)X(g) + fY(X(9)) + fX(Y(9)) - ( (9))
=X(f)Y(9) =Y(f)X(g) = X(/)Y(9) + Y (f)X(g) = 0.

Veamos ahora que la diferencial exterior conmuta con la retroaccion.

Proposicién 5.6. Sea f : M — N una aplicacion diferenciable entre variedades. FEn-
tonces f*od=do f*.

Demostracién. Sea h € A°(N) y m € M. Entonces tenemos para todo vector X € T, M:
((f* 0 d)(h)m(X) = (F*(dh)m(X) = dhpim) (fen(X)) = Furn(X)(R)
= X(ho f) =d(ho [)m(X) = ((do [7)(h))m(X),

ya que por definicién f*h = ho f. Ahora, si « € A*(N) y (V,4) es una carta de N,
tenemos:

(f*dev) ’f oy = Z da, iy NAY A - N d

11 < <lq
= S0 fda, AT A A PG
11 < <tg
= 3 dftau, AT A A
11 < <tg
—d S frana Ut A Adfy
11 < <ig
=d Y (Fan.a) At A A frdy
11 < <lgq
- <f* ST AN W“)
11 < <lgq

= ((do f) ()l

y la unién de todos los f~*(V) recubre M.
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FEjercicio 5.7. Probar que la férmula (5.1) describe correctamente la diferencial exterior.
Para ello:

1. Ver que (5.1), cuando se aplica a a|y poniendo X = 9/9¢%, siendo i1 < -+ < iq11,
da el mismo resultado que dya(9/0¢™, ..., 0/DP"+).

2. Mostrar que (dOé) (leb ce fa+1Xa+1) = f1 s fll+1 (dOé)(Xl, Ce ,Xa+1), donde las
fi € C°(M) son funciones arbitrarias.

3. Deducir que esa férmula coincide en U con (dga)(Xi|v,. .., Xet1|v), cualesquiera
que sean los campos vectoriales X;.

5.4 La derivada de Lie

Sea M una variedad diferenciable y X € X(M) un campo vectorial en M. Ya hemos visto
que si Y € X(M) , queda definido otro campo vectorial, [X,Y] € X(M), el corchete de
Lie. Podemos ver esto como una aplicacion de X(M) en X(M), definida por X, que envia
Y a [X,Y]. La denotamos por Lx : X(M) — X(M), y tenemos:

LxY :=[X,Y]

Llamamos a LxY derivada de Lie de Y respecto a X. Recordemos que X define
también una aplicaciéon de C*°(M) en C*(M) dada por X (h), siendo h € C*°(M). La
llamamos también derivada de Lie, de modo que

Entonces tenemos, usando la Proposicién 2.1,(2) del Capitulo 4:
Lx(hY) = [X,hY] = X(h)Y + h[X,Y] = (Lxh)Y + hLxY.

Por consiguiente, Lx se comporta como una derivaciéon por lo que se refiere a la multipli-
cacion de campos vectoriales por funciones. Vamos a ver que se puede extender esto para
conseguir una derivacion de la R-algebra de campos tensoriales en M.

En primer lugar, extendemos la definicién a los campos una vez covariantes (1-formas).
Para ello, empecemos por un caso particular, las 1-formas dadas por las diferenciales de
funciones. Sea h € C*°(M). Entonces dh es un campo tensorial 1 vez covariante, o sea
una 1-forma. Ponemos, pues:

Lxdh = dLxh = d(X(h)).

Si g € C°(M) pondremos Lx(gdh) = (Lxg)dh + gLxdh = X(g)dh + gd(X(h)), como
debe ser, teniendo en cuenta que g ® dh = gdh, y que Lx ha de ser una derivaciéon en
el dlgebra de campos tensoriales. Puesto que en el dominio de una carta (U, ¢) cualquier
1-forma « se escribe a = a;d¢’, podemos calcular ficilmente en U su derivada de Lie
respecto a X, que sera

| . Doy
Lxa = X(o)d¢' + cud(X(¢)) = X7 82;.

i Ay = il Rdalall i
do' + «y ]d(b (X + a; Z)d(b,
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donde se ha puesto X |y = X70/0¢’. Una vez conocida la derivada de Lie de funciones, de
campos tensoriales 1 vez contravariantes (vectoriales) y de campos tensoriales 1 vez cova-
riantes (1-formas), se puede calcular la derivada de Lie de campos tensoriales cualesquiera.
En efecto, en el dominio de una carta, todo campo tensorial se escribe como una suma de
productos tensoriales de funciones por campos vectoriales por 1-formas. Las propiedades
mas importantes de la derivada de Lie se resumen en la siguiente proposicién.

Proposiciéon 5.8. En la variedad diferenciable M, sea X un campo vectorial, K y L
campos tensoriales cualesquiera, h € C*°(M), a, 3 € A(M). Se tiene entonces:

1. Lx(K+L)=LxK+ LxL, Lx(hK)=XhK +hLxK.
2. ﬁx(K®L) = (EXK) ®L+K®£XL, £X(Oé/\ﬁ) = (ﬁxOé) /\ﬁ—i-a/\ﬁxﬁ.

3. CPD(LxK) = Lx(CPDK), es decir la derivada de Lie conmuta con las contrac-
clones.

4. Lxa =d(ixa)+ixda, dondeiy denota la multiplicacion interior. En otras palabras,
en A(M) se tiene Lx =ixod+doiy.

5. En A(M) la derivada de Lie conmuta con la diferencial exterior; o sea, dCxa =

,CXdOé.

Demostracion. (1) y la primera parte de (2) son ciertas por construccién. La segunda
parte de (2) se obtiene facilmente de la primera expresando el producto exterior como
suma de productos tensoriales.

En cuanto a (3), como toda contraccion es esencialmente la de un campo vectorial con
una 1-forma, basta probarla en este caso, y por la linealidad nos basta que la 1-forma se
pueda escribir como gdh, h,g € C*°(M). Sea, pues, Y € X(M). Tendremos

Lx(CUY(Y @ gdh)) = Lx(gY (b)) = X(9)Y (h) + gX (Y (h)).
Por otro lado

CUD(Lx(Y ® gdh)) = CUD([X, Y] ® gdh + Y @ (X (g)dh + gd(X (h))))
= g[X,Y](h) + X(9)Y (k) + gY (X (h)) = X(9)Y (h) + gX (Y (D)),

como queriamos.
(4) La férmula se cumple evidentemente para funciones, o sea formas de grado cero.
Probemos que se cumple cuando o = gdh. Tendremos

d(ix(gdh)) +ix(d(gdh)) = d(gX (h)) +ix(dg A dh)
= X(h)dg + gd(X (h)) + X(g)dh — X (h)dg = gd(X (h)) + X (g)dh
= gLx(dh) + (Lxg)dh = Lx(gdh).

Como toda 1-forma se puede expresar localmente como suma de ese tipo de productos,
vemos, pues, que la férmula vale para A'(M). Supongamos que estd ya probada para
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formas de grado < by sean a € AY(M), 3 € A*(M). Tenemos

diix(aNp))+ix(danB)) =diixaNb—aNixf)+ix(daAB—aAdb)
=dixaNB+ixaNdF —daNixf(+ aNdixf
+ixda ANB+daNixfB —ixaNdF+aNixd(
=(dixa +ixda) N+ a A (ixdB + dix3)
=LxaNf+aNLxp
=Lx(aApB).

Por induccién, la féormula vale para formas de grado cualquiera, como afirméabamos.
(5) A partir de (4), tenemos Lx od =ixodod+doixod=do(ixod+doiyx)=
do £X- ]

Ejercicio 5.9. 1. Probar que si X,Y € X(M) y a € A'(M) se tiene

(Lxa)(Y) = X (a(Y)) — a([X,Y]).

2. En R?, cuyas coordenadas denotamos (z,y), se consideran los campos

g=dr®dr—ch’zdy ® dy,

1 0 0
= ——®d her —®d
J chx3y® T +c $a$® Y,

X = cosy% —seny thx %
Probar: Lxg=0, LxJ =0.

3. Probar que si ¢ : H — G es un homomorfismo de grupos de Lie, ¢, : T.H — T.G
es un homomorfismo de algebras de Lie.
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