MANUAL DEL PROGRAMA METRICAS R?

ANGEL MONTESINOS-AMILIBIA

ABSTRACT. El concepto de distancia le es familiar a cualquier estudiante de
Matematicas desde mucho antes de iniciar esa carrera. Lo mismo se puede
decir de las relaciones entre distancia, esfera, bola, linea recta y segmento. Tal
vez por eso, cuando nos vimos por primera vez enfrentados con la definicién
de la funcién abstracta distancia, nos sentimos inclinados a suponer que las
bolas, esferas, lineas o segmentos tendrian que gozar de propiedades similares
a las que todos conociamos. He escrito este programa para mostrar visual
e interactivamente cudn equivocados estdbamos al hacer esa suposicién. De
paso, espero que el programa sirva para mejorar la comprensién de la topologia
de espacios métricos.

1. NOTACION Y DEFINICIONES BASICAS

Sea E un conjunto y sea d : F x E — R una funcién con las siguientes

propiedades, referidas a elementos cualesquiera z,y,z € E :

a) d(z,y) > 0;

b) d(z,y) = d(y, z);

¢) dlz,y) =0 < z=y;

d) d(z,y) +d(y, z) > d(z, z).
Decimos entonces que d es una funcién distancia o una métrica en E'y que d(z,y)
es la distancia de x a y. En el resto de esta seccién supondremos que E esta dotado
de la funcién distancia d.

La bola cerrada (resp. abierta) de radio v >= 0 con centro en x € E es el
conjunto B(r,x) = {y € E : d(x,y) <7} (resp. B(r,z) ={y € E : d(z,y) < 1}).
Por ejemplo, cualquiera que sea d, se tiene B(0,x) = 0, B(0,z) = {z}.

Tomo aqui las definiciones mds elementales de segmento y linea definidos por
dos puntos de E (cfr. [?], pero hay definiciones diferentes en la literatura). El
segmento determinado por dos puntos x,y € F es el subconjunto S(z,y) = {z € E :
d(x,z) +d(z,y) = d(z,y)}. De la definicién de distancia se deduce inmediatamente
que x,y € S(z,y).

La linea determinada por dos puntos distintos x,y € E es el subconjunto
(1.1)

L(z,y) ={z € F : d(z,y) + d(y, 2) + d(z,z) = 2Max {d(z,y),d(y, 2),d(z,z)}.

Esta definicién generaliza la nocién euclidiana (o sea, la de la vida diaria) de que un
punto estd en la linea determinada por los otros si los tres puntos estan alineados.
Y estan alineados si el perfmetro del tridngulo que forman, o sea d(z,y) +d(y, z) +
d(z,z) es igual a dos veces el lado mayor. Hay también otro modo de verlo, que
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se deduce de esa definicién. Supongamos que d(z,y) es el méximo del conjunto
{d(z,y),d(y, z),d(z,z)} Entonces, la condicién ?? consiste en que

d(z,y) +d(y, z) + d(z,7) = 2d(z,y) <<= d(z,2)+d(z,y) =d(z,y),

es decir, z pertenece a S(z,y). Por otra parte, si d(z,z) = Max {d(z,y),d(y, z),
d(z,x)}, entonces, como antes, la condicién consiste en que y € S(z, z). Finalmente,
si d(y,z) = Max {d(z,y),d(y, 2), d(z,x)}, tendremos que z € S(y,z). En otras
palabras, z € L(z,y) si z € S(z,y) o bien z € S(y, z), o bien y € S(x,z). Esto
corresponde a nuestra intuicién: z estd en la linea recta determinada por x e y
si estd en el segmento determinado por x e y, o bien si z estda en el segmento
determinado por z e y, o bien y esta en el segmento determinado por x y z. Nétese
que S(z,y) C L(x,y).

Observemos que si x = y, entonces d(z,y) + d(y, 2) = d(z, z) para todo z € E,
por lo cual y pertenece siempre al segmento determinado por x y z. Asi, de no
haber exigido en la definicién ?? la condicién = # y, la linea determinada por x e
y seria todo el espacio E, cualquiera que fuera la métrica.

En lo que sigue, E serd igual al plano real R%?, o a un semiplano (métrica
hiperbdlica), o a un toro llano bidimensional, y se hard un estudio de las métricas
que se incluyen en el programa. Si x € R?, se entenderd que x = (1, z2).

2. METRICA DISCRETA

Es la métrica mas trivial. Se define mediante la siguiente funcién distancia:

_JO,siz=y
d(xay)_{]_’ Sl!L‘?éy

Es bastante evidente entonces que

)
r,x)=B(r,x)={z}, si0<r<1.
B(1,z) = {2}, B(l,z) =R

3. METRICA EUCLIDIANA

La denotamos en lo que sigue como e : £ X E — R, y viene dada como

e(z,y) =V (v1 — y1)2 + (22 — y2)2.

No voy a explicar aqui por qué las bolas corresponden a las esferas macizas
abiertas (sin piel) o cerradas (con piel), los segmentos a los segmentos habituales
{z +ty : t €[0,1]}, y las lineas a las lineas rectas habituales {z +ty : t € R}.

En lo que sigue, denotaremos por Be(r,x), Be(r,x), Se(z,y), Le(z,y) las bolas, el
segmento y la linea determinados por r,x e y con la métrica euclidiana.
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4. METRICA DEL ASCENSOR

Sugiere lo siguiente: para ir de un punto x al punto y, se usa el ascensor como
sigue: si y1 = 1 se sube o baja en el ascensor directamente de x a y, de modo que
el camino recorrido es |ya — x2|. Si y; # x1, desde z se baja o se sube en el ascensor
a la calle (eje de abscisas), se camina por la calle hasta situarse en la abscisa y1, y
finalmente se sube o se baja en el ascensor hasta y. Esta es la definicién formal:

_ ly2 — 2| siz1 =y,
d(”)‘{ 2ol + [yr — 21| + lya| - si@r # .
Sea 0 < r € R. Entonces la bola de radio r centrada en = es la unién de dos
subconjuntos. Uno es el segmento definido por {y € R? : y; = x1, |yo — 22| < 7},
es decir el segmento rectilineo vertical de abscisa x1, centrado en x y de longitud
igual a 2r. Se tomara ese segmento rectilineo abierto o cerrado segin se requiera la
bola abierta o cerrada.
El otro subconjunto es

{yeR? : g1 # a1, |y — x|+ [yo| <7 — |22}
Esto es el conjunto de los y € R? con abscisa distinta de la de =, y tales que
ly1 —x1|+|y2| < r—|z2|. Ese subconjunto es vacio sii r < |x2|, asi que supondremos
que 1 > |z3|. Hay que considerar cuatro casos, segin sea el signo de y; —z1 y el signo
de y». Supongamos que ambos signos son no negativos. Entonces las condiciones
son

1>, Y2 >=0, y1+y2 <7r+z1— |22,
que es el tridngulo con vértices (x1,0), (z1,7—|z2|), (1 +7r—|z2|,0). Se sumara este
conjunto a los otros tres tridngulos. El resultado final es un rombo (y en realidad,
también un cuadrado) de vértices

($1, r— |$2|)7 (xl +r— ‘-/E2|7 0)7 (1‘17 |J}2| - T)7 (1‘1 + |.132| - O)a

al que hay que quitar la diagonal vertical, o sea el segmento rectilineo de extremos
(z1, 7 — |x2]) v (21, |z2| — r). Pero esa diagonal estd incluida en el primer subcon-
junto, como se puede comprobar con facilidad. Por consiguiente, la bola abierta
(resp. cerrada) de radio r centrada en x estd constituida por el segmento rectilineo
abierto (resp. cerrado) descrito arriba, al que hay que unir, cuando r > |xs], el
rombo abierto (resp. cerrado) cuyos vértices se han mostrado.

Veamos ahora cémo es el segmento S(z,y). Vamos a probar que pertenecen a
S(x,y) solamente los puntos que estdn en el itinerario minimo para ir de = a y.
Tenemos dos casos, segin x; sea igual o no a y;. Asi, comencemos suponiendo que
x1 = y1. Entonces tenemos d(z,y) = e(z,y). Por tanto, todo el segmento rectilineo
cuyos extremos son x e y pertenece a S(z,y), y no hay otros puntos en esa vertical
que pertenezcan a S(x,y). ;Hay algtin otro punto en S(x,y)? Supongamos que
z1 #x1 y que z € S(z,y). Asi:

d(z,2) + d(z,y) — d(z,y) = |z2| + |21 — 21] + [22] + |y2| + |y1 — 21| + |22] — |22 — ¥2|
> 2|zo| + 2|w1 — 21| + |w2| + |y2| — |22 — y2| > 2|22] + 2|71 — 21| > 0,

que es absurdo. Asi S(z,y) es el segmento rectilineo que une x con y.
Supongamos ahora que x1 # y1 y que z # = pero z; = x1 Entonces

d(w,2) +d(z,y) — d(z,y) = |z2 — 22| + |22] + |21 — y1| + |y2| — |z2| — |21 — y1] — |92]
= |zg — 22| + |22] — |x2| >0,
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por la desigualdad triangular en la recta real, que es una igualdad sii x5 — 22, ¥
zo tienen el mismo signo. Si ese signo es positivo, tendremos 0 < z5 < 3. Si
es negativo, o < 2o < 0. En cualquier caso, la condicién es que z pertenezca al
segmento de extremos z y (x1,0). Por simetria, los inicos puntos de S(z,y) con
la misma abscisa que y son los del segmento de extremos y y (y1,0). Supongamos
finalmente que z; no es igual a 1 ni a y;. Entonces tendremos:

d(z,2) +d(z,y) —d(z,y) = |v2| + |v1 — 21| + [22] + |22| + |21 — y1| + |y2]
—|xo| = |21 — 31| = |y2| = |z1 — 21| + |21 — 1| — |21 — 11| + 2]22].

O sea z € S(x,y) sii 22 =0y |x1 — 21| + |21 — y1] — |z1 — y1| = 0. Esta dltima
condicién es equivalente a que 1 — 21 ¥ 21 — y1 tengan el mismo signo, o sea
que z = (z1,0) pertenezca al segmento rectilineo de extremos (x1,0) y (y1,0). Por
consiguiente, S(z,y) es la unién del segmento rectilineo que une x con (x1,0), el
segmento rectilineo que une (x1,0) con (y1,0), y el segmento rectilineo que une
(y1,0) con y. Y esto es precisamente lo que querfamos probar.

Finalmente, veamos la linea determinada por z e y, siendo x # y. Supongamos
primero que estamos en el caso x; = y; y sea z € R2. Claramente, si z; = z1,
entonces z € S(x,y) C L(x,y), porque en la recta (x1,t), t € R, la métrica coincide
con la euclidiana. Si z; # x1, entonces © € S(z,y) sii xays > 0y |yo| > |22,
o bien y € S(x,z) si xay2 > 0y |x2| > |y2|. En caso contrario, = ¢ S(z,y) and
y ¢ S(z,z). Por consiguiente este caso se resume asi: Si 1 = y1 y Tay2 > 0,
entonces L(z,y) = R?. Siz1 =y1 y x2y2 < 0, entonces L(z,y) = Le(z,y).

Nos falta por estudiar el caso en que x1 # y1. Voy a enunciar los resultados que
se obtienen por simple comprobacion directa.

(1) Sizy # y1, 2 # 0eya # 0, entonces L(x, y) estd formada por la semirrecta
{(z1,tz2) : 0 <t € R}, junto con el segmento rectilineo de extremos
(21,0), (y1,0) y con la semirrecta {(y1,ty2), 0 <t € R}.

(2) Six; #y1, £2 =0 e yz # 0, entonces L(z,y) es la unién de la semirrecta
{(y1,ty2), 0 <t € R} con el segmento rectilineo de extremos = e (y1,0), y
con todo el semiplano cerrado que no contiene a y limitado por la recta de
abscisa x1. El caso x9 # 0 e y2 = 0 es similar por simetria.

(3) Si 21 # y1, 2 = y2 = 0, entonces L(z,y) estd formado por la unién del
semiplano cerrado que no contiene a y, limitado por la recta de abscisa x; ,
con el segmento rectilineo que une x con ¥y, y con el semiplano cerrado que
no contiene a x, limitado por la recta de abscisa y;

5. METRICA DE CORREOS

Es lo que recorre una carta para ir de un destino a otro, suponiendo que el servicio
de correos recoge la carta directamente del remitente, la lleva hasta la central de
correos, y la entrega finalmente en el domicilio del destinatario. Se puede describir
asi:

0 siz=y
d Z, = . )
(:9) { e(2,0) +e(0,y) sizy
donde e denota la métrica euclidiana. Tendremos entonces, como siempre, B (0,z) =
0, B(0,z) = {z}. También se ve rapidamente que si r > 0 entonces

B(r,x) = {z} U B.(r — e(0,z),7), B(r,z) = {2} UB.(r —e(0,2),2),



MANUAL DEL PROGRAMA METRICAS R? 5

donde, como ya se advirtié, B.(r, z), B(r, z) denotan las bolas euclidianas abierta
y cerrada, respectivamente, de radio r y centro z, y que pueden ser vacias si el radio
es menor o igual (las abiertas) que cero.

Sea x # y y supongamos que z no es igual a x ni a y. Entonces

d(z, 2)+d(z,y)—d(z,y) = e(0,z)+e(0, 2)+e(0, 2)+e(0,y)—e(0, z)—e(0, y) = 2¢(0, 2).

Por consiguiente, S(z,y) = {0,z,y}.

Finalmente, tendremos que si « # 0 e y # 0 entonces L(z,y) = {0, z, y}, mientras
que si x # 0 entonces L(0,r) = R? ya que si z € R?, entonces 0 € S(z,2) =
{0, z, z}.

6. METRICA DEL TAXI
Viene definida mediante
d(z,y) = |r1 — y1| + |x2 — y2|-

Es decir, mide la minima distancia euclidiana que se ha de recorrer para ir de un
punto a otro mediante una sucesion finita de tramos rectos horizontales o verticales.

Se deja como ejercicio todo lo que sigue en esta seccién. Probar que B(r,x) es
el rombo abierto de dngulos rectos (o sea, un cuadrado sin su frontera, pero tal
que sus lados forman dngulos de 45 grados con los ejes de R?), centrado en x, cuya
diagonal es igual a 2r. Por su parte B(r,z) es el rombo anterior junto con sus lados.

Probar que S(x,y) es el rectdngulo de lados paralelos a los ejes, una de cuyas
diagonales tiene por extremos a = e y. Finalmente, probar que L(x,y) es igual a
S(z,y), junto con el cuadrante cerrado con lados paralelos a los ejes y vértice en x
que no contiene a g, y junto con el cuadrante cerrado con lados paralelos a los ejes
y vértice en y que no contiene a x.

Una métrica similar es la del alfil del ajedrez. En ella la distancia es la longitud
que ha de recorrerse para llegar de un punto a otro mediante una cantidad finita
de tramos rectos que forman dngulos de 45° con los ejes coordenados.

7. METRICA DEL SEMIPLANO HIPERBOLICO

Es una métrica que se define en la mitad de R? dada por los puntos cuya ordenada
es positiva, o sea en H = {(x1,22) € R? : 25 > 0}. Consiste en un espacio en el
que los metros con los que se mide la distancia son tanto mayores, en relacién con
los metros euclidianos, cuanto mayor es la ordenada a la que se encuentran. Asi,
por ejemplo, si consideramos dos puntos z,y € H tales que x1 = y;, entonces la
longitud del segmento rectilineo que los une viene dada por

/y2 dy <y2 > ‘
— | = In{ = .
To Y Z9

No voy a detallar aqui como se define en general la longitud de un arco de curva
cuando los metros que la miden cambian de longitud o sea son una funcién del
punto del espacio. El calculo anterior puede dar una idea de lo que se quiere decir,
pero la definicién rigurosa y la demostracién de las propiedades de tal espacio
suele abordarse en cursos de Geometria Diferencial. Baste decir que en el caso
del semiplano hiperbdlico podemos definir la distancia d(z,y) como el infimo de
las longitudes de los arcos formados por un ntmero finito de tramos rectos, y que
comienzan en x y terminan en y. Para entender el resultado siguiente hace falta

Y2

Iny

X2
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definir las dos cantidades ¢ y r referidas al par z,y € H, donde se supone que

TLF 2 .2 2, .2
(yi +y3) — (z1 + 73) 2 2
c= R r = xr1 —C)° + x5.
2(1/1—561) ( ) ?

’1n (ﬂ)’ sizy =
d(xv y) = yz(xfic—&-r) .
lln(m S1 X1 #yl
Si se calcula el centro y radio de la circunferencia que tiene el centro en el eje de
abscisas y pasa por = e y se encontrard que ese centro viene dado por (¢,0) y que
ese radio es r. Se puede calcular ahora la longitud del arco de esa circunferencia
delimitado por x e y, cuando los metros son proporcionales a la ordenada. En coor-
denadas polares centradas en (c, 0) el punto z viene dado por (7, ¢; = arccos ©=<), y

_ yi—c
el punto y por (r, ¢o = arccos L

). Si midiéramos el arco con la métrica euclidiana,

tendriamos que calcular la integral | ¢12 rd¢. Como los metros son proporcionales
a la ordenada de cada punto, que seria rsin ¢, tendremos que hacer el siguiente

calculo:
2 ¢2 o1
r 1 b2 tan
/ - d¢:/ - dqﬁzlntan? = |In ¢2
| rsing 6 Sing 21¢ tan 22
Pero sabemos que tan% = 1_?_‘;10‘5 3 Por consiguiente, puesto que sin¢; = #2,y
r1—c r—c+x
1+cospp =1+ ! = ! ,
r r
tendremos
®1 _ T2 P2 _ Y2
tan—fi’ tan — = —~—=
2 r—c+ 2 r—c+y

Por consiguiente la longitud de ese arco medida de este modo nos da:
L Y2 (r—c+um)
zo(r—c+y1)|’

que es precisamente la distancia entre x e y. O sea, se nos dice que ese arco de
circunferencia nos proporciona un camino minimo para ir de z a y. Y la realidad es
que efectivamente ese arco es precisamente el segmento S(z,y). También se puede
probar que, si z1 = y1, L(z,y) es toda la semirrecta {(z1,t), t > 0}. Y que en caso
contrario es la semicircunferencia de ordenadas positivas, radio r y centro (c,0).
Finalmente, la bola B(r,z) (resp. B(r,x)) es el circulo abierto (resp. cerrado)
centrado en (x1,x9 coshr) cuyo radio es sinhr. Sin embargo, no probaré aqui nada
de esto.

8. METRICA CON MESETA CUADRADA

Se puede expresar del modo siguiene. Sea C = {(x1,72) € R? : |z1| < 1, |22| <
1}, que es el cuadrado de lado igual a 2, lados paralelos a los ejes, y centro en el
origen. Entonces, si z,y € C 6 x,y ¢ C se tiene d(z,y) = e(x,y); de lo contrario,
d(z,y) =2 +e(z,y).

Una primera tarea es averiguar si se trata realmente de una métrica. Eso esta
claro respecto a las tres primeras propiedades. Hay que verificar la desigualdad
triangular. Si x,y, z estan todos ellos en C o fuera de C, esa desigualdad procede
de la correspondiente a la métrica euclidiana. Hay, pues, que considerar dos casos:
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primero, que dos de los puntos estén en C'y el tercero fuera de C'; después, que un
punto esté en C' y los otros dos fuera de C.
Supongamos, pues, que z,y € C, z ¢ C. Asi:

d(z,y) +d(y,z) —d(z,z) =e(z,y) + 2+ e(y, z) — 2 — e(x, 2)

I
9]
—~

&
I\
_|_
g

—

8

&
Vv

N

= —e(z,y) +e(y,z) +e(z,z) +4 > 4.

Vemos, pues, que se cumple la desigualdad triangular. En el otro caso, suponemos
que z,y ¢ C,z € C. Vemos que en realidad la prueba de este caso no es muy
diferente del anterior porque lo tnico que importa es que, como antes, de las tres
distancias hay dos obtenidas anadiendo 2 a la distancia euclidiana.

Estudiemos ahora los segmentos. Es claro que si x e y pertenecen a C, entonces
S(z,y) = Se(x,y). Supongamos que z,y ¢ C. Estudiamos dos casos. En el primer
caso, z € C. Entonces z € S(x,y) sii la cantidad siguiente se anula:

d(x, Z) + d(Z,y) - d($, y) =2+ 6($, Z) +2+ e(ya Z) - 6(1‘,y) > 43
lo cual es absurdo. En el otro caso, si z ¢ C tenemos

d(z,2) +d(z,y) — d(z,y) = e(z,2) + e(y, z) — e(z,y),
que se anula sii z pertenece al segmento rectilineo determinado por = e y. Por
consiguiente, hemos probado que si z,y ¢ C, S(z,y) = Se(z,y)\C.
Veamos ahora el caso en que z € C, y ¢ C. Como antes, supongamos que z € C.
Entonces

d(ZE, z)—l—d(z,y)—d(a?,y) = e(m,z)+2+e(z,y)—2—e(m,y) = e(m, Z)+€<Z, y>_e($7y)a
por lo cual z € C'N S(x,y) sii z € Se(x,y). Si, por el contrario, z ¢ C, entonces
d(z,z)+d(z,y)—d(z,y) = 2+e(x, 2)+e(y, z) —2—e(z,y) = e(z,2) +e(y, 2) —e(z, y),

de modo que hemos probado que entonces S(z,y) = Se(z,y). Todo esto se puede
resumir diciendo que si o y estdn en C, entonces S(z,y) = Se(x,y), y si z,y ¢ C,
entonces S(z,y) = Se(z,y)\C.

Veamos ahora L(z,y). Primer caso, z,y ¢ C : si z € C, tenemos z ¢ S(x,y) =
Se(x,y)\C. Asi, si z € L(x,y)NC tendremos = € S(z,y) = Se(z,y),0y € S(z,z) =
Se(z, z). Esto implica que z € L.(z, y)\(C’ N Se(z, y)) Se deja al lector como ejer-
cicio completar este estudio para llegar a la conclusién de que

ry¢C = L(z,y) = Le(z,y)\(C N Se(x,y)).
Ahora suponemos que z,y € C. Si z € C, entonces claramente z € L(x,y) sii
z € Le(z,y). Si z ¢ C, entonces S(z,y) = Se(z,y), S(y,2) = Se(y, 2), S(z,2) =
Se(z, x). Tenemos, pues,
z,yeC = L(z,y) = Le(z,y).

Para acabar el estudio de las lineas, nos falta el caso © € C,y ¢ C. Entonces
supongamos que z € C. Tendremos z € L(x,y) sil z € Se(x,y), o bien x € S.(z,y)
o bien y € S.(z,x), es decir sii z € Lc(z,y). Si z ¢ C, entonces z € L(z,y) sii
z € Sc(x,y), o bien x € S.(z,y)\C lo que es absurdo, o bien y € S.(z, z). En otras
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palabras, z debe pertenecer a L.(x,y) N C, o bien a la semirrecta que parte de = y
contiene a y.

Falta por estudiar las bolas. Tendremos, si € C, la siguiente condicién sobre
y € R?:

e(z,y), siyeC
d(@y) < { e(z,y) +2, siy¢ C
Esto significa que B(r,z) = (Be(r,z) N C) U (Be(r — 2,z) N (R*\O)).
Si, por el contrario, z ¢ C, tendremos y € B(r,x) sii:

e(z,y), siy¢C
d(z,y) < { e(z,y)+2, siyeC
En otros términos, escribimos B(r,z) = (Be(r — 2,2) N C) U (B.(r,z) N (R*\C)).
El calculo de las bolas cerradas se lo dejo al lector.

9. METRICA TIERRA-MAR

Se supone que cierto mévil puntual puede viajar en la regién H = {(x1,x2) €
R? : 25 > 0} (mar) a una velocidad igual a 1, mientras que puede viajar en su
complementaria R?\ H (tierra) a velocidad igual a 2. La distancia entre dos puntos
x,y € R? se mide por el infimo del tiempo que ha de tardar ese mévil en alcanzar y
desde x yendo por cualesquiera trayectorias continuas que admitan, a trozos, una
definicién de velocidad (o sea, continuas, y diferenciables a trozos).

Para tratar este problema hemos de calcular cuéles son los itinerarios minimos, si
los hay, o si no, cémo proponer itinerarios en que se invierta un tiempo tan préximo
al infimo como se quiera.

Para empezar, es claro que si x estd en tierra, esto es zo < 0, el mévil no puede
alcanzar el mar sin invertir un tiempo mayor que %|x2| Asi, cuando zo < 0y
r < |xs|, tenemos B(r,z) = B.(2r,z). De la misma manera, si zo > 0y r < a9,
tendremos B(r,x) = B.(r,x). También estd claro que el itinerario mas rapido para
ir de z a y, cuando ambos estdn en tierra (o sea, 2, y2 < 0) es recorrer el segmento
Se(x,y). Pero en cambio, es mds dificil la respuesta para el caso en que al menos
uno de los puntos esta en el mar. Empecemos suponiendo que 2 < 0e yy >0,y
por brevedad supongamos que x; < y;. Estudiemos un posible itinerario minimo.
Como ese itinerario ha de ser continuo, tendrd un ultimo punto en tierra, (s,0).
Si el tramo entre = y (s,0) no es recto, la sustitucién del itinerario dado por el
segmento rectilineo desde x hasta (s,0) invertird menos tiempo que el itinerario
original, de modo podemos suponer que habra un primer tramo recto desde = hasta
5,0, seguido por un itinerario en el mar entre (s,0) e y. Si no es recto, podemos
mejorarlo con el segmento que une (s,0) con y. Esto es, para encontrar el itinerario
minimo, nos basta calcular el tiempo empleado, #(s) para recorrer el segmento
Se(x, (s,0)) por tierra seguido del segmento S, ((s,0), y) por mar. Ademads, se puede
argumentar facilmente que x; < s < yp, porque si, por ejemplo, s < x1, el itinerario
x — (x1,0) — y requiere menor tiempo. Podemos suponer, pues que

() = /(s — o2 + a3 + o — 52 + 43

Derivamos respecto a s, y obtenemos:

V(s) = 5 — 11 B yr—s
2V/(s —w)? +a3 /(1 —5)> + 3
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Entonces, podemos escribir la ecuacién t'(s) = 0 como sina = 2sin 3, donde «
es el dngulo que el segmento terrestre del itinerario, Se(z, (s,0)), forma con el eje
de ordenadas, y 3 es el dngulo que el segmento marino del itinerario, S.((s,0),y)
forma con el eje de ordenadas. Tenemos asi la ley de Snell-Descartes. No creo que
se pueda dar una expresién sencilla de la solucién s que hace t'(s) = 0 en términos
de las componentes de x e y, porque requiere encontrar los ceros de un polinomio
de cuarto grado. Mediante célculo numérico no es dificil calcularla con la precisién
que se necesite, como veremos a continuacién.
La relacién sin a = 2sin 3, para angulos entre 0 y 5, es equivalente a

tan «

V4 + 3tan® a

Pongamos h = |y; — 21| y u = |s — z1|. Entonces

tan 8 =

u tan « u h—u
b = b tan/B = b
—x2 V4 +3tan’a /423 + 3u> Y2

donde se supone que 0 < u < h. Pongamos

tana =

h—
S(u) = “ N —
VA4z3 + 3u? Y2
Calculamos los valores extremos de d :

50) = - <o, s(hy = ——

—=>0
Y2 VAx3 + 3h?

A partir de aqui, usamos la regula falsi hasta llegar a la aproximacién que deseemos
de § a cero.

Del resultado anterior se desprenden dos importantes consecuencias. Si 1 = y1,
vemos que
R N b TS

2\/(s—x1)? +y3

de modo que t'(s) = 0 sii s = z1. Esto significa que el itinerario minimo consiste en
la recta que une = con y. El otro caso especial consiste en suponer que 1 < y; y
22 = 0. En tal caso, sin @ = 1, mientras que sin 8 = 1/2, es decir, 8 = & (30 grados
sexagesimales). Otro modo de verlo es percatarse de que entonces

t/(S):l— Y1 — §

2 iy —9)?+43
de modo que ¢/(s) = 0 sii 4(y1 — s)* = (y1 — 5)* + y3, es decir
1 <s=y — vz

V3
Para que esto sea posible es necesario y suficiente que 1 < y; — % De lo contrario,
se concluye que el itinerario minimo es el segmento Se(x,y).

Si x1 > w1, el mismo argumento indica que para el caso en que z1 + % <y, el
itinerario minimo es el segmento rectilineo de = a (x1 + %, 0) seguido del segmento
rectilineo que une este punto con y. De lo contrario, el itinerario minimo es S, (z, y).

Nos falta por resolver el caso en que r1 < y1, T2,y2 > 0, 0 sea ambos puntos
estan en el mar. Se comprende facilmente que si ambos puntos estan relativamente
mucho mas cerca de tierra que ellos entre si, sea mas breve el ir desde x a la orilla,
o sea a cierto punto (s1,0), luego ir por la orilla desde (s1,0) hasta (s2,0), con
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1 < s1 < s9 <y, v finalmente ir desde este ultimo punto hasta y. Tendremos
que comparar este itinerario con el segmento Se(x,y) y quedarnos con el de menor
tiempo. Primero, veamos como se puede optimizar el primer itinerario escogiendo
adecuadamente s; y so. Segin acabamos de ver, si s1 # x1 + w—\/% < 89, se puede

mejorar el itinerario entre x y (s2,0) poniendo s; = 1 + % Del mismo modo, si
después de esto tenemos s7 < y; — % # s9, podemos mejorar el itinerario entre
(s1,0) e y poniendo s2y; — % En otras palabras, si

T2 Y2
9.1 T+ —7=<y- 7=
O V3 V3
entonces, el mejor itinerario de x a y que toca tierra consiste en

%70)H(y17%7)4)y

Supongamos que no se cumple esa condiciéon. En tal caso, el mejor itinerario que
toca tierra serd tal que toque tierra en un solo punto (s,0). En efecto, si hay un
segmento (s1,0), (s2,0) en la orilla, con x1 < s1 < s2 < yq, y el itinerario no es

mejorable moviendo s1, concluimos que necesariamente s; = x1 + %, pero entonces

So > Yp — %, con lo cual el itinerario es mejorable poniendo sy = s;. Ahora, es

(9.2) x— (z1 +

claro que si el itinerario tiene un solo punto en tierra, requerird mas tiempo que el
segmento Se(x,y).

Por consiguiente, si se cumple la condicién 7?7, lo que hemos de hacer calcular el
tiempo requerido para el itinerario ?? es decir

2 2
Z g+ o - —m f%w %ﬂ/% = ?(mﬁyzwé(yl—m),
compararlo con e(x,y) y elegir el mds corto de los dos. Si los dos son iguales, los
dos son itinerarios minimos.

Los segmentos se obtienen ahora a partir de estos itinerarios minimos. Asi, si
Z2,y2 < 0, tenemos S(x,y) = Sc(x,y). Si x2 <0, y2 > 0, tenemos que el segmento
viene determinado por la ley de Snell-Descartes. Finalmente, si xs,ys > 0, tenemos
que distinguir varios casos: Si se cumple la condicién 7?7, el itinerario sera el descrito
por 7?7 el S.(x,y), o ambos si

?(902 +y2) + %(yl — 1)

es menor, mayor o igual a e(x,y), respectivamente. Si, por el contrario, no se
cumple la condicién ??, el itinerario minimo es S, (z,y).

Las lineas se obtienen a partir de los segmentos. En lo que sigue se sobreentiende
que x # y y que en caso de ser xo = yo, Se tiene x7; < yi. Asi, vemos que si
22 = y2 < 0, entonces L(x,y) = Le(x,y). Si 22,y2 < 0y 2 # y2, entonces L(z,y)
estd formada por la parte de L.(x,y) que estd incluida en la tierra, seguida por
una semirrecta en el mar cuyo angulo con el eje de ordenadas satisface con el de
L.(z,y) la ley de Snell-Descartes. Si x5 < 0,y > 0, entonces L(z,y) estd formada
por dos semirrectas que parten del eje de abscisas, una en tierra, la otra en el mar,
pasando la primera por z, la segunda por y, y cumpliendo ambas la ley de Snell.

Si 29 = y2 = 0, entonces z € Se(z,y), o bien z € S(y, z), o bien y € S(z,x).
Supongamos que = € S(y, z). Entonces zo > 0y 21 + % < x1. Si, en cambio, y €
S(z, z), entonces zo > 0y 21 — % > y1. Asi L(z,y) es la unién de S.(z, y) junto con
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dos sectores cerrados, el primero definido por las inecuaciones zo > 0, z1+ % <z,
y el segundo por las inecuaciones zo > 0, z1 — % > y1-
Sixzo =0, y2 > 0, hay que distinguir dos casos. Si z1 > y1 — £&, entonces L(x,y)

\/g)
estd formado por dos semirrectas que parten de x, una en el mar que pasa por y y

la otra en tierra, de modo que cumplen la ley de Snell. Si z; < y; — y—237 tenemos
por una parte el segmento S(z,y) C L(x,y). Por otra y € S(z,z) sii z estd en la

semirrecta que parte de (y; — %, 0) y contiene a y. Finalmente z € S(z,y) sii:

z V3 1
2220, 21+ % < x, 7(22 +y2) + 5(91 —z1) < \/(yl —21)% + (y2 — 22)?,

lo cual define cierta regién con interior no vacio.

Nos queda por estudiar el caso en que x3,y2 > 0. Para abreviar supondremos
que Yo < xo. Si el dngulo que forman el eje de ordenadas con el segmento Se(z,y)
es menor que 7/6, entonces L(x,y) estard formado por dos semirrectas, una en el
mar y otra en tierra, que concurren en el eje de ordenadas cumpliendo la ley de
Snell. Si ese dngulo es igual a 7/6, entonces L(z,y) estd formada por la semirrecta
en el mar que contiene a x,y, junto con el conjunto de puntos z que cumplen:

202>0, 21> % + 21, ?(22 +x9) + %(xl —z1) <e(z,2).

Finalmente, si ese dngulo es mayor que 7/6, ya sabemos que S(z,y) € L(z,y).

Supongamos que S(z,y) consta de un solo segmento, es decir S(z,y) = Se(z,y).
Entonces, x € S(z,y) sii S(z,y) = Se(z,y) y © € Se(z,y). Esta dltima condicién
se puede escribir como z = x + t(z — y), t > 0, 3 + t(x2 — y2) > 0, con lo cual la
condicién S(z,y) = Se(z,y) se expresa como sigue:
1
2
de donde se puede calcular rdpidamente el final de L(z,y) en “el lado de 2”. De
modo andlogo se trata la condicién restante y € S(z,z) sii S(z,2) = Se(z,z) e
y € Se(z,x).

Si, por el contrario, S(z,y) estd formado por tres segmentos, dos de los cuales
forman dngulo 7/6 con el eje de ordenadas y el tercero estd incluido en el eje de
abscisas, entonces x € S(z,y) sii

(I+t)e(z,y) < ?(wz +y2 + t(z2 — yg)) + (1 +t)|z1 — w1,

3 1
29 2 T2, 21+ e(z,y) > (Z2+y2)+§(y1*21)-

2 + Z2
22 g+ 22 y2
NN 2
Y y e S(z,x) sii
z \/§ 1
22 > Yo, 21— 7% =y — % e(z,z) > 7(@ +x2) + 5(961 — z1).
Estudiaré ahora las bolas. Claro esta que:
{ze <0, r < —229} = B(r,z) = Be(g,x),
{zg >0, r <x9} = B(r,z) = Be(r,z).

Supongo ahora que xo < 0y r > —2x5. La parte de B(z,r) en la regién de
ordenadas no positivas es el segmento circular correspondiente del circulo Be(2r, ).
Su interseccién con el eje de abscisas es un segmento limitado por los puntos (z1
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V4r?2 — 22, 0). El 4ngulo a,, de incidencia del segmento que une x con uno de esos
puntos satisface

2y

2r
Vamos a calcular el punto y situado a distancia d(z,y) = r, al que se llega desde x
por un itinerario minimo que parte de = con angulo « respecto al eje de ordenadas.
Ese itinerario alcanza el eje de abscisas en el punto z = (21 — z2 tan ¢, 0). a partir
de ahi continia con un segmento que forma con el eje de ordenadas un angulo
para el cual sin « = 2sin 5. Calculemos la longitud s de ese segmento. Tendremos:

| cos ay, | =

X2 T2
=r = s=r-+
2cos 2cos o

s+d(z,z)=s—
Por consiguiente, el punto y vendra dado por

(9.3) y =(x1 —zotana + gsin o, §cos

)
3 T, 1 To
(9.4) = xlfzxgtanaJrisma,i(rJr )\/3+cos2a .

2cos

Asi, un modo de dibujar la parte de ordenadas positivas de B(r,z) seria calcular
numéricamente, para cada ordenada y» correspondiente a un pixel por encima de la
orilla, el valor corespondiente de cos « para el cual la segunda componente de 77 es
igual a yo. Mediante ese valor de cos «, calcular la primera componente, que tendra
dos posibles valores, 1 + a, segun el signo de a. Finalmente, se dibuja el segmento
rectilineo que va de (z1 — a, y2) hasta (1 + a,y2). Esto ha de hacerse hasta que o
alcanza el valor r + %.
Ahora, supongamos que xs > 0. Hay que examinar tres casos:

(1) T S ZI9.
(2) zo <2r < 2%
(3) r> VR

9.0.1. Caso 1. Claramente tenemos entonces que B(r,z) = B.(r, x).

9.0.2. Caso 2. Todas las rectas que parten de x hacia el eje de abscisas con angulo

B mayor o igual que § salen fuera de la bola B.(r,z) al llegar o antes de llegar a
ese eje. Por tanto, para que una de esas rectas llegue al eje de abscisas habiendo
recorrido una distancia marina menor que 7 es preciso que 8 < %. Asf, el itinerario

minimo que comienza con un segmento rectilineo que parte de x con uno de esos
dngulos, 3, llega al punto (z7 x5 tan 8, 0), habiendo transcurrido un tiempo C;”T?B,

y si sin ¢ = 2sin £, continta con un segmento rectilineo hasta el punto

) cos a).

L2 .
+ o tan B+ (1 — sin v, —(r —
(ml Zotan 8 £ (r cosﬁ)bma (r

)
cos 3

2 2
[ x5 . [ x5
— 1fr—2§Slnﬂ§ 1774—2,

constituyen la frontera terrestre de B(r, z).

Estos puntos, cuando
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9.0.3. Caso 3. Ahora r > 2% Entonces, ademés de los itinerarios minimos que
terminan en tierra que hemos estudiado en el caso 2, y que ahora se obtienen
para —g < 8 < %, hay itinerarios minimos de longitud menor o igual que r, unos
que tocan tierra y otros que no. Los que no tocan tierra estdn formados por un
segmento unico de longitud euclidiana menor o igual que r, y su frontera es parte de
la circunferencia de radio r centrada en x. Los que tocan tierra estan constituidos
por dos o tres segmentos, y sélo me voy a ocupar de los de longitud total r. Todos
ellos, salvo un par que terminan en la orilla, estan formados por tres segmentos. Si
denotamos por y el punto final de uno cualquiera de esos itinerarios, su longitud
tierra-mar es

V3 1

- W2t z2) + Sy —a| =1
Asi, tenemos que la ecuacién de la frontera de la parte de bola alcanzada por estos
itinerarios es

+u +\/§y2 =2r +x; — V3.

Y esa frontera va desde que ys = 0 hasta que e(x,y) = r. Esto completa las bases
para la comprensién y calculo de las bolas.

10. METRICA DEL TORO LLANO

Entenderemos aqui por toro llano 7, a un cuadrado en el que se identifican los
lados opuestos. Una definicién mas rigurosa es como sigue: si 0 < a € R, el toro
llano T, es el conjunto cociente de R? bajo la relacién de equivalencia por la que
e y, puntos de R?, son equivalentes sii se puede escribir y = = + (2ia, 2ja), donde
i,j € Z. Asi, si tomo un punto cualquiera p = (p1,p2) € R? vemos que dado € R?,
existe un solo representante de [x] en el cuadrado definido como

Cp={(u,v) €ER? : py —a<u<p +a, po—a<v<py+a}.

A través de ese tnico representante podemos identificar T, con Cp. La distancia
d:T, xT, — R, se define como sigue. Si x,y € R?, tenemos:

d([x], [y]) = Min {e(7,9) : 7 € [x], g € [y]}.

Vamos a ver el modo de calcular d([z], [y]). Consideramos el cuadrado Cy, centrado
en z. Sabemos que hay un tnico representante § de [y] que pertenezca a C,. Otro
representante cualquiera tendrd la forma g+ (2ia, 2ja). Pongamos § — x = (pa, ga).
Entonces tendremos —1 < p,q < 1. Ademas

ez, 7+ (2ia,2ja))” = a((p+ 2i)> + (g + 2)?)
= e(2,9)% +4a®(i(i +p) + (j + @) > 0,

En efecto, si i # 0, se tiene que p + i = 0 equivale a tener i = —1 y p = 1,
porque —1 < p < 1. Y si —1 # i # 0, se tiene i(p + ¢) > 0. Lo mismo sucede
con j. Esto tiene varias consecuencias. La mds importante es que d(z,y) = e(z, §).
Otra es que la mayor distancia que puede existir entre dos puntos de T, es igual a
v2a. Y otra consecuencia es que si y € R? es tal que d([z],[y]) = e(x,y), entonces
cualquier § € [y] tal que d([z],[y]) = e(x,y) pertenece a la clausura de C,,C,. y
por consiguiente, si § ¢ C,, necesariamente § — x = (p,q) siendo p =a 0 ¢ = a. De
aqui podemos concluir lo siguiente:
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(1) Si g€ Cy es dela forma § = =+ (—a,q), con —a < ¢ < a, entonces existe
un tnico otro punto z € [y] tal que z € C, y d([z],[y]) = e(x,2), y ese
punto es z =y + (a, q).

(2) Sige Cyesdelaformay=z+ (p,—a), con —a < p < a, entonces existe
un tnico otro punto z € [y] tal que z € C, y d([z],[y]) = e(x,2), y ese
punto es z =y + (p, a).

(3) Siyg=xz+ (—a,—a) € C,, entonces existen solamente otros tres puntos en
[y] para cualquiera de los cuales, digamos z, se cumple z € C,. y d([], [y]) =

e(z,z), y esos puntos son z + (a, —a), = + (a,a), = + (—a,a).

Estudiaremos ahora los segmentos, que se obtienen como consecuencia de la
propiedad siguiente, cuya prueba se deja al lector. Sean z,y € R? tales que
d([z],[y]) = e(x,y). Entonces, si z = = + t(y — x), siendo ¢t € [0,1], se tiene
[2] € S([z], [y]). El reciproco no es cierto porque ya hemos visto que si por ejemplo
se tiene y = (z1,x2 — a), § = (x1,22 + a), entonces [y] = [y] y asi tanto las clases
[z+t(y — )] como las [x+t(y—x)], para t € [0, 1] pertenecen a S(z,y). Y asi puede
ocurrir que S(z,y) esté formado por [z], [y] y la unién de las clases de uno, dos o
cuatro segmentos rectilineos abiertos de longitud e(x,y), y esa unién es disjunta.

Con todos estos resultados, conviene ahora tratar del modo de trabajar cuando
se trata de modelizar la métrica del toro llano en una ventana de ordenador. Supon-
gamos, pues, que una cierta ventana de ordenador tiene pixels que se identifican
como (4, j), donde i, j € Z son tales que 0 < 4, j < 2a, donde a € Z. Vamos a tratar
de modelizar T, con esa ventana.

En primer lugar, tenemos que saber calcular d([z], [y]), cuando las componentes
de x e y son no negativas y menores que 2a. De acuerdo con lo anterior hemos de
hallar el representante § = (41, J2) de [y] en C,.. Para ello, ponemos p = y; —x1, ¢ =
Yo—x9. 51 —a < p,q < a, se tiene y € C, con lo cual ya hemos alcanzado el objetivo,
tenemos d([z], [y]) = e(x,y). Si, por el contrario p > a pondremos §; = y1 — 2a, y
consecuentemente p = p — 2a = §; — z1. Si hubiéramos tenido p < —a, pondremos
U1 = y1 + 2a, p = p+ 2a. Hacemos lo mismo con la segunda coordenada de y.
Obtenemos asi el representante § de [y] en C, y tendremos d([z], [y]) = /P? + 3>

No es dificil escribir un algoritmo para proyectar un segmento S.(z,y) C R?
sobre T, identificado como el cuadrado 7 = {(z1,22) € R? : 0 < 21,29 < 2a} que
representa la ventana del ordenador. Eso es lo que haremos ahora con el segmento
Se(x, ), que, si bien permanece en C,;, puede salir de 7 cuando § ¢ 7. La advertencia
que hay que hacer ahora es que si se anula alguna de las componentes de 3, hemos
de anadir la proyeccién del segmento o segmentos (uno o tres) de R? obtenidos
cambiando por a cualquiera de las componentes de y que se anulen.

Tenemos que estudiar ahora las lineas. Dados [z], [y] € T, sabemos por definicién
que [2] € L([z], [y]), sii [2] € S([z], [y]), o bien [z] € S([2], [y]), o bien [y] € S([z], [x]).
El primer caso lo conocemos bien: supongamos que elegimos y de modo que y € C,,.
Entonces los puntos del segmento rectilineo que los une son representantes de
S([z], [y]). Ademés, si alguno de los ntimeros |y1 — x1], |y2 — x2| es igual a a, ten-
dremos otro u otros tres segmentos abiertos que parten de x y terminan en los
restantes representantes de y situados en C,. Los puntos en esos segmentos repre-
sentan los restantes puntos de S([z],[y]). Vayamos al segundo caso, para el cual
tendremos [z] € S([z],[y]). Elegimos z,y de modo que z,y € C,. Tendremos asf
d((2), [2]) = e(z,2), d((a],[4]) = e(z,y), con lo cual d([2], [y]) = e(z,z) + e(z, ).
Si z € Cy, entonces d([z],[y]) = e(z,y), lo que implica que =z € S.(z,y). Si,
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por el contrario, z ¢ C,, entonces, existe un representante 2z’ de [z] en Cy tal
que d([z],[y]) = e(2',y). Asi, e(z',y) = e(z,x) + e(x,y). Pero entonces e(z,y) >
e(7,y) = e(z,x) + e(z,y), lo cual sélo puede darse si la desigualdad es una igual-
dad, y esto demuestra que & € S.(z,y), esto es z € L.(x,y). Entonces podemos
escribir z = z+t(z—y), con t, > 0. Pero hemos de tener que |21 —y1], |22 —y2| < a.
Asi

I+t —m|<a =t< ——1,
21 — w1
v la desigualdad correspondiente a la segunda coordenada. Por tanto
a a
0<t<t,=Min — .
’ {|x1—y1| ’|x2—y2|—1}

Obsérvese que si S([z], [y]) estd formado por las antiimagenes de dos o cuatro seg-
mentos, se tendrd t, =t, = 0, lo cual indica que entonces L([z], [y]) = S([z], [y]).
Haciendo lo mismo ahora para el caso en que [y] € S([z],[z]), llegamos a la con-
clusién de que L([x], [y]) estd constituido por las clases de los puntos de un segmento
rectilineo que va desde el punto z + ¢, (x — y) hasta el punto y + ¢, (y — x).

Quedan por estudiar las bolas de T,. Puesto que la definicién de bola es muy
clara, lo inico que conviene observar es que el maximo radio de esas bolas es igual a
V2a. En el ordenador se puede proceder pixel a pixel de 7, calculando su distancia
a x, y cambiando el color de ese pixel segiin sea esa distancia menor, o mayor o
igual, que el radio fijado.

11. METRICA DE LA PUERTA

Describe la distancia en un espacio separado en dos semiplanos complementarios
V™ = {(21,22) € R?* : 21 <0}, VT = {(x1,29) €R? : 27 >0},

de modo que para ir de un semiplano al otro es preciso pasar por una “puerta’
situada en el origen. Es decir:

d(z,y) = { e(z,0) +¢e(0,y), si{reV ,yeVT} o{lzeVT, yeV™}

e(z,y), siz,yeV~,o0 xz,ycVT.
No es evidente la desigualdad triangular. Si x,y, z pertenecen a mismo semiplano
entonces claramente se cumple. Si dos de ellos, digamos z, y, pertenecen al mismo
semiplano, y z al otro, tendremos:

d('ra y) + d(ya Z) - d(CC, Z) = 6(56, y) + G(y, O) + B(Oa Z) - 6(1‘, O) - 6(0, Z)
= 6(.’E, y) + e(y,()) - 6(1’, 0) > 07
d(y,z) +d(z,2) —d(y,x) = e(y,0) + (0, 2) + e(z,0) + e(0,2) — e(x, y)
= 28(Za O) + e(y70) + 6(0,.13) - 6(%‘, y) > 26(2,0) = 0.
La desigualdad que falta se obtiene de la primera permutando = por y.

Las bolas se caracterizan facilmente. Sea V' el semiplano al que pertenece .
Sir < e(0,z) entonces B(r,xz) = Be(r,z) NV, B(r,z) = B.(r,x) N V. Si, por el
contrario, r > (0, x), entonces

B(r,z) = (Be(r,z) NV) U (Be(e(0,x) —r,0) N V')

donde V' denota el semiplano al que no pertenece.
En cuanto a los segmentos, si x e y pertenecen al mismo semiplano, entonces
S(z,y) = Se(z,y). Sino, S(z,y) = Se(x,0) + S.(0,y), lo cual es evidente.
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Estudiamos ahora la linea L(z,y), que puede tener algin caso no evidente a
primera vista. Estas son las conclusiones, que el lector puede probar sin gran
dificultad.

(1) Siz =0 then L(z,y) = L.(0,y) NV, siendo V el semiplano al que pertenece
Y.

(2) Six ey pertenecen al mismo semiplano y no estan alineados con el origen,
entonces L(x,y) = Le(z,y)NV, siendo V el semiplano al que , y pertenecen.

(3) Si z e y pertenecen al mismo semiplano, estdn alineados con el origen,
y 0 ¢ Se(z,y), entonces L(z,y) = (Le(z,y) NV) U V', donde V denota
el semiplano al que z,y pertenecen, y V' denota el otro semiplano. Si,
por el contrario, 0 € S.(z,y), pero z,y # 0, entonces L(x,y) es el eje de
ordenadas.

(4) Six ey pertenecen a semiplanos diferentes y ninguno de los dos es el origen,
entonces

L(z,y) = (Le(:r,O) N V) U (Le(O,y) N V/),

donde V denota el semiplano que al que pertenece z, y V', el otro semiplano.

12. METRICA DE LA TIRA PERDIDA

Se supone que se ha eliminado de R? la tira 7 = {(z1,22) € R? : -1 < 21 < 1}
y luego hemos juntado las dos componentes de lo que queda, pero mantenemos las
distancias que inicialmente tenian. Asi, si “ahora” dos puntos z, y satisfacen 1 > 0,
ey <0,0bien z; < 0ey; >0, es decir si z e y pertenecen a distinto semiplano
(ver notacién en la seccién precedente), esos puntos proceden, respectivamente de
los puntos (21 + 1,232), (y1 — 1,y2), de manera que les atribuiremos la distancia
entre estos dos puntos “antiguos”.

Para bolas, segmentos o lineas razonaremos como sigue. La métrica es la misma
que la del subconjunto R2\7, si consideramos que a todos los puntos de V ~ se les
ha de restar (1,0), y que a todos los de VT se les ha de afiadir (1,0). Para bolas,
segmentos y lineas razonaremos con los puntos modificados de ese modo, como si
la métrica fuera la euclidiana.

Tendremos, pues, las siguientes propiedades de las bolas. Si z; < 0, o sea si
x € V7, entonces

B(r,z) = (Be(r,z) NV ") U (Be(r, (21 — 2,22)) N V)
Si 21 > 0 entonces
B(r,z) = (Be(r,x) N V) U (Be(r, (z1 + 2,22)) NV 7)

Para los segmentos tendremos que si x e y pertenecen al mismo semiplano en-
tonces L(z,y) = Le(z,y). Supongamos que no es asf, y que z € V=, y € V.
Tomamos el segmento que une z — (1,0) con y + (1,0), le quitamos su interseccién
con 7, y luego anadimos (1, 0) al trozo de segmento que ha quedado en las abscisas
negativas, y anadimos (1,0) al que ha quedado en las abscisas no negativas. El
trozo del segmento desde x — (1,0) a y+ (1,0), que tras el traslado final quedard en
V=, termina cuando ¢ € [0, 1] cumple que la abscisa de z — (1,0) +t(y — z + (2,0))
es igual a -1. O sea, 1 — 1 +t(y1 — 1 + 2) = —1 lo que nos da el valor de t,
llamémoslo ¢, y la ordenada A~ de ese extremo del segmento, que seran

—a

=
Y1 — o1+ 2

h™ = To + ti(yZ - 1'2);
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de modo que tendremos finalmente el segmento desde z hasta el punto (0, ™). De
modo andlogo, buscamos el valor de ¢, digamos tT, para el cual la recta que une
los dos puntos “antiguos” tiene asbscisa igual a 1. Tendremos asi, como antes, los
valores de t+ y ht:
2—x
t+:y1—3j71:—27 h+:$2+t+(y27$2)

Asi, el trozo de S(z,y) que finalmente queda en V'V parte del punto (0,h") y
termina en y.

Para las lineas se haran unos cédlculos parecidos teniendo en cuenta que ahora
L(z,y) = L.(x,y) solamente si 1 = y;. En caso contrario, la linea L(x,y) corta al
eje de ordenadas, aunque los dos puntos pertenezcan al mismo semiplano, y da un
salto al llegar al eje de abscisas. El cdlculo de ese salto y de la pendiente se hacen
siguiendo las pautas indicadas.

13. METRICA DEL TRANSPORTE RADIAL

Simula el recorrido minimo que se necesita para llegar de un punto a otro sabien-
do que sélo se permiten movimientos radiales hacia o desde el origen. Asi, si Se(z,y)
es radial, tenemos d(z,y) = e(z,y), y en caso contrario d(z,y) = e(x,0) + e(0,y).

Suponiendo en lo que sigue que r > 0, se tiene, evidentemente, que si x = 0,
entonces B(r,0) = B(r,0). Si x # 0y e(x,0) > r, entonces

B(r,az){tm : le(a:())<t<1+e(3:,0)}

Y six # 0, e(x,0) < r, entonces B(r,z) es la unién del segmento anterior con
la bola B.(r — e(x,0),0).

Para segmentos tendremos que si Se(x,y) es radial, entonces S(x,y) = Se(z,y).
Mientras que en caso contrario el segmento es S(z,y) = Se(z,0) U S.(0,y).

Para las lineas, y suponiendo de antemano que x # y, tendremos que si x e y
pertenecen a una semirrecta cerrada que parte del origen, entonces L(z,y) = R2.
De lo contrario, L(x,y) = {tx : t >0} U {ty : t > 0}.
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