La série ci-dessus concerne les notes de 20 étudiants.
On souhaite étudier ces donnée et en déduire les propriétés .
v’ La série est mise sous forme de tableau , ceci nous permet de constater que

75% des notes sont comprise entre 9 et 12

La note 11 est la plus fréquente

v A partir de cette série, on calcule quelques valeurs et indices :
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La moyenne des notes est 10,9
L’étendue des valeurs est 7
v on peut aussi donnée des représentations graphiques :
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Statistique vient du mot latin status qui signifie état, situation. Les premiéres ébauches de
la statistique remontent

aux recensements qui furent mis sur pied dés les premiers siécles de notre ére. Ce n’est
pourtant qu’au 18e siécle

qu’elle se constitue comme une discipline scientifique autonome.

Aujourd’hui, la statistique est une branche des mathématiques appliquées en liaison avec
le calcul des probabilités mais qui, a la différence de ce dernier, est basée sur des
observations d’événements réels (statistique descriptive) a partir desquelles on cherche a
établir des

hypothéses plausibles en vue de prévisions (statistique inférentielle) concernant des
circonstances analogues.




v’ Statistique exploratoire : Ensemble de méthodes dont ’objectif est la description des
données a travers leur présentation synthétique, leurs représentation graphique et le
calcul de résumés numériques

v’ Statistique inférentielle : des méthodes dont I’objectif est d’étudier un phénoméne sur
une population globale a partir de son observation sur un échantillon




Comme on utilise souvent le mot variable dans le cadre de I'étude de la
statistique, il est important de comprendre sa signification. Une variable
est une caractéristique observée ou mesurée sur les individus d’une
population ou un échantillon.

La taille, I'age, le revenu, la lieu de naissance, les années d'études, la
couleur des yeux, sont tous des exemples de variables.

On distingue ainsi deux grandes catégories de variables: des variables
qualitatives et des variables quantitatives. Par ailleurs, au sein de ces deux
catégories, une distinction plus fine peut encore étre envisagée, ce qui permet de
considérer différents niveaux de mesure d'une variable et, par conséquent,
différents types d'échelles.
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Les données qualitatives définissent des échelles soit nominales soit ordinales.

v’ L'échelle nominale comporte un certain nombre de valeurs, dont la seule propriété est
qu'elles sont toutes différentes les unes des autres. Par exemple : la variable SEXE, la
variable NATIONALITE, la variable COULEUR DES YEUX, la variable GROUPE
SANGUIN.

v" Dans le cas d'une échelle ordinale, en revanche, les valeurs possibles peuvent étre
classées dans un ordre spécifique ou dans un ordre naturel quelconque, établie en
fonction d'un critere donné. Par exemple : la variable MENTION, est ordinale parce que
la valeur « Tres bien » est meilleure que la valeur « Bien » et « Bien » est meilleur
que « Assez bien », etc.

Les données quantitative ont des valeurs numériques, comme la variable AGE ou la
variable NOMBRE D’ENFANTS. Toutefois, on ne considére pas que toutes les variables
décrites par des nombres sont des variables quantitatives. Par exemple, lorsqu'on vous
demande d'indiquer votre niveau de satisfaction par une valeur allant de 1 a 5, vous
utilisez des nombres, alors que la variable « satisfaction » est en fait une variable
ordinale. Les variables numériques peuvent étre continues ou discrétes.

v" Une variable est continue lorsque elle peut avoir un nombre infini de valeurs réelles.
La distance, I'age et la température en sont des exemples
v Une variable est discréte lorsque elle ne peut avoir qu'un nombre

défini de valeurs réelles. Par exemple : la variable NOMBRE D’ENFANTS, la
variable NOTE.




v Echantillonnage aléatoire : procédure d'échantillonnage telle que chaque individu de
la population a la méme chance (Probabilité) d'étre choisi pour faire partie de
I'échantillon.

v FEchantillonnage par quotas: méthode d'échantillonnage raisonné fondé sur les
caractéristiques de personnes interrogées; la répartition de ces caractéristiques
descriptives de I'échantillon doivent étre similaires a celles de la population totale. La
structure de 1'échantillon par quotas est définie a priori. Les quotas peuvent étre
fondés sur des proportions de la population. Si une population, par exemple, compte
80 hommes et 120 femmes et s'il faut en prélever un échantillon de 20 personnes, il se
peut que vous vouliez respecter dans 1'échantillon les proportions entre les sexes, ce
qui donnerait 8 hommes et 12 femmes.




Quand on veut connaitre la proportion p d'un caractére dans une grande population, il est
long et cotiteux de faire une enquéte sur tous les individus. On préléve alors

un échantillon.

Prélever un échantillon de taille n dans la population, c'est prendre

simplement n individus (ou répéter n fois une expérience dans des conditions identiques)
sur lesquels on mesure le caractére étudié.

La série statistique composée des n résultats obtenus constitue un échantillon de taille n.
Cette méthode ne peut pas fournir la valeur exacte de p, car des échantillons différents
peuvent donner des proportions différentes.

Si on dispose de plusieurs échantillons, on peut observer ces différences sur leurs
distributions de fréquences. C'est ce qu'on appelle la fluctuation d'échantillonnage et il
suffit, pour I'observer, de prélever deux échantillons.




Le recours a un échantillon répond en général a la nécessité pratique (manque de temps,
de place, évaluation destructive d'une production...) ou économique (coft trop éleve)
d’éviter I'étude exhaustive de la population.

L'acte de sélection s'appelle 1'échantillonnage. Comme il s'agit en d'étre en mesure de
généraliser des conclusions sur la population tout entiére général a partir des résultats ou
mesures obtenus sur I'échantillon, 1’échantillonnage doit garantir la qualité des
conclusions étendues.




En statistique exploratoire, on utilise trois techniques pour mettre en évidence les
propriétés et les caractéristiques de I’échantillon étudié :

v/ présentation en tableau (tableau statistique)
v' représentation graphique
v' calcul de valeurs caractéristiques

En outre, les outils utilisés sont conditionnée par le type de la variable a étudier qui peut
étre :

qualitative nominale
qualitative ordinale
quantitative discrete
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quantitative continue







La premiére colonne comporte 'ensemble des modalités distinctes
prises par la variable X .

La deuxiéme colonne comporte les effectifs : le nombre
d’occurrences ( apparitions) de chaque modalité, on les notes n;.

Les effectifs peuvent étre remplacés par les fréquences : n;/n,n =
zn

I
On choisira les fréquences lorsque la taille de I'échantillon
est grande




v’ La premiére colonne comporte I’ensemble des modalités ou des valeurs
distinctes prises par X, rangées par ordre croissant

v' La deuxiéme colonne comporte les effectifs. Les effectifs peuvent étre
remplacés par les fréquences n; /n.

v' La troisiéme colonne comporte les effectifs cumulés (ou les fréquences
cumulées)

L’avantage d’utiliser les fréquences et les fréquences cumulées est que la

distribution ne dépend pas de la taille de ’échantillon.







Une variable quantitative continue peut prendre une infinité de valeurs possibles.
Le domaine de la variable est alors IR ou un intervalle de IR. En pratique,

une mesure est limitée en précision. On peut alors traiter les variables continues
comme des

variables discrétes. Cependant, pour faire des représentations graphiques et
construire le tableau statistique, il faut procéder a des regroupements en
classes. Le tableau regroupé en classe est souvent appelé distribution
groupée.

La répartition en classes des données nécessite de définir a priori le
nombre

de classes k et I'amplitude de chaque classe. En réglé générale, on
choisit au moins cing classes de méme amplitude.




Dans ce tableau statistique :

v’ La premiére colonne comporte I’ensemble des classes (intervalles) de
regroupement rangées par ordre croissant

v La deuxiéme colonne les centres des classes

v’ La troisiéme colonne comporte les effectifs. Les effectifs peuvent étre
remplacés par les fréquences n; /n.

v’ La troisiéme colonne comporte les effectifs cumulés (ou les fréquences
cumulées)

L’avantage d’utiliser les fréquences et les fréquences cumulées est que la

distribution ne dépend pas de la taille de I’échantillon.

Nous allons grouper les valeurs en cinq classes ayant la méme amplitude 4 :
[151,5; 155,5], [155,5; 159,5[, [159,5 ; 163,5[ , [163,5 ; 167,5[, [167,5 ;
171,5]




* Ici x,,, et X,,;, désignent la plus grande et la plus petite valeur observées.

min
* Il faut arrondir le nombre de classe k a ’entier le plus proche.

* Par commodité, on peut aussi arrondir la valeur obtenue de I’amplitude de I’intervalle
de classe.

* A partir de la plus petite valeur observée, on obtient les bornes de
classes

en additionnant successivement I'amplitude de l'intervalle.

Exemple : si on applique le réglé de Yule a I'exemple précédent on trouve :
k=25%50 =6,64 =7 etlc=3

d'oll les classes : [152 ; 155[ , [155 ; 158[ , [158 ; 161, [161 ; 164[, [164 ;
167[, [167 ; 170[, [170 ; 173]




Un tableau statistique d’une variable qualitative nominale peut étre représenté par deux
types de graphique.

» Les effectifs sont représentés par un diagramme en barres et les fréquences par un
diagramme en secteurs

* Le diagramme en barres peut étre vertical ou horizontal

Dans le diagramme en secteurs, chaque modalité est représenté par un
secteur du cercle ou d’anneau dont la surface est proportionnelle a sa
fréquence.

Un diagramme circulaire est construit en convertissant la part de
chacune des modalités en un pourcentage de 360 degrés; la formule de
calcul est: angle en degré = fréquence x 360

Il est préférable de présenter un diagramme sectoriel en respectant I'ordre de
grandeur des secteurs (du plus grand au plus petit) dans le sens horaire.




Le diagramme en barres peut étre a barres verticales ou horizontales Dans cet exemple nous avons un diagramme en barres horizontales
représentant le nombre d'immigrants selon les pays;

» L’axe verticale correspond aux différentes modalités

+ Chaque barre correspond a une modalité

« Dans le diagramme a barres verticales la hauteur de chaque barre est
égale a la valeur de I'effectif de la modalité correspondante » L’axe horizontale correspond aux effectifs (en milliers)

» Dans le diagramme a barres horizontale la longueur de chaque barre .
est égale a la valeur de I'effectif de la modalité correspondante










Un diagramme en batons est une représentation graphique d'une série
statistique de variable quantitative discréte.

Il est constitué de segments de droite verticaux dont les hauteurs sont égales
aux effectifs ou aux fréquences de chaque modalité.

» Sur l'axe des abscisses (horizontal) sont reportées les modalités de la série
par ordre croisant.

» Sur l'axe des ordonnés sont reportées les effectifs ou les fréquence




Un diagramme des fréquences cumulées est une représentation graphique de la fonction
de répartition d'une série statistique de variable quantitative discréte :

0, six <xq
F(x) =4 Fj,sixj <x < xj44
1, Six > x,

Ce diagramme est constitué¢ de segments de droite horizontale, paliers, dont les hauteurs
sont égales aux fréquences cumulées des modalités.

Sur 'axe des abscisses sont reportées les modalités de la série.




v Un histogramme est une représentation graphique d'une série statistique de
variable quantitative continue. Il est constitué de rectangles contigus dont les
aires sont proportionnelles aux effectifs de chaque classe.

v Sur I'axe des abscisses sont reportées les bornes des classes de la série
statistique.

v Notons e, I'étendue de la i éme classe, f; sa fréquence (ou son effectif) et h; la
hauteur du rectangle de I'histogramme associé a cette classe. L'aire du
rectangle de I'histogramme associé a cette classe est : e; xh;

Puisque les aires des rectangles sont proportionnelles aux effectifs des
classes, on a e; xh; =k x f; ou k est le rapport de proportionnalité choisi.
Ainsi, dans le cas ou I'on choisit k=1, on aura h;=f; /e, .

v’ Lorsque les classes sont de méme amplitude, la représentation d'un
histogramme est analogue a celle d'un diagramme en batons : la hauteur d'un
rectangle est proportionnelle a I'effectif de sa classe.

v’ Lorsque les classes ne sont pas de méme amplitude :

1.

on calcule I'étendue de chaque classe, c'est-a-dire la longueur de
chaque intervalle ;

on choisit les dimensions du rectangle qui représente la classe de plus
faible étendue ;

on calcule le rapport de proportionnalité k

Pour chaque classe, on calcule les hauteurs des autres rectangles en
multipliant par k le rapport de la fréquence par I'étendue.

Pour que chaque point, il faut prendre pour abscisses les limites supérieures des
classes et, pour ordonnées, les fréquences cumulées correspondantes.

Comme la variable statistique est continue, on tracera une courbe cumulative
continue, et non une courbe en escalier, de fagon qu'a une valeur de fréquence
cumulée corresponde une et une seule valeur de variable.

Entre deux points expérimentaux, on trace un segment de droite représentant
l'interpolation linéaire
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Les indicateurs sont utilisées pour résumer les caractéristiques de la série statistique
étudiée :

Les indicateurs de position permettent de savoir autour de quelles valeurs se situent
les valeurs de la série statistique.

Les indicateurs de dispersion permettent d’évaluer la répartition des valeurs de la série
statistique autour des valeurs des indicateurs de position.

Les indicateurs de forme caractérisent la forme de distribution des valeurs observées :
symétrie, aplatissement, ...

Le mode est parfaitement défini pour une variable qualitative ou une variable
quantitative discréte.

Lorsque cette valeur est unique, on dit que la distribution est unimodale, dans le cas
contraire on dit que la distribution est plurimodale.

Une variable statistique peut présenter des modes locaux (modalités dont la fréquence
est supérieure ou égale aux fréquences adjacentes). Cette situation est intéressante :
elle met en évidence 1'existence de plusieurs sous-populations, donc 1'hétérogénéité de
la population étudiée.

Pour une variable quantitative continue ou pour une distributions regroupées en
classe, le calcul du mode se fait a partir de la classe modale : c'est la classe dont la
densité de fréquence est maximum :

Densité de fTé uence = Fréquence de la classe
q ~ Amplitude de la classe

Si les classes ont méme amplitude la densité est remplacée par l'effectif ou la
fréquence

La classe modale [ a;, a; , ; [ étant déterminée, le mode M vérifie :

1
a; Al T AZ (al+1 al)
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v' La premiére distribution posséde un seul mode égale X3 : c’est une distribution
unimodale

v' La seconde distribution posséde plusieurs modes : un mode égale 3 et deux modes
locaux (5, 6) et 9. C’est une distribution plurimodale.
On peut soupgonner 'existence de 3 sous-groupes dans 1’échantillon observé.

v’ Cette définition n'a de sens que si les modalités sont toutes ordonnées.

v’ Pour une variable quantitative continue ou une distributions regroupées en classe, le
calcul de la médiane se fait a partir de la classe qui contient la médiane : la classe qui
contient l'abscisse du point d'ordonnée n/2 ( %2 pour la fréquence ). Pour obtenir une
valeur plus précise de la médiane, on procéde a une interpolation linéaire a I’intérieur
de la classe de la médiane.

v’ La classe de la médiane [ x,, X, [ étant déterminée, La valeur de la médiane calculée
analytiquement par la formule:

0,5-F;

Fiy1=Fr’
F; et F;,1 sont les valeurs des fréquences cumulées.

Médiane = x; + (xj41 — x;)

v 1l est plus facile de lire sur les graphiques cumulatifs les abscisses des points
d'ordonnée n/2 (effectif cumulé) ou % (fréquence cumulée).




Indicateurs de position
La Moyenne

@ La moyenne ne concerne que les variables quantitatives

@ La moyenne est égale a la somme de toutes les valeurs
observées divisée par le nombre d'observations

@ Pour une distribution groupée en classes, le calcul de la
moyenne utilise les centres des classes
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Le calcul de la moyenne s’effectue directement sur les valeurs observées brutes
ou bien en utilisant les effectifs ou les fréquences des observations. Ainsi, on
trois formules.

v’ Utilisant les observations :

i=1
v Utilisant les effectifs :
k
)
=— n;x;;
n . |24 2
i=1
v’ Utilisant les fréquences :
k
X = fo
i=1

Les x; désignent les valeurs prisent par la variable ou les centres des classes
lorsque il s’agit d’une distribution groupée

Indicateurs de position
Exemple de calcul de la moyenne

Tableau I Tableau II
X iy -r; - fr""ri Ia:: a'i-II Xy n; l‘l n;-x; f;"""
1 0,10 [151,5; 155,5[ 153,5 10 0,20
= 0,18 [155,5; 159,5[ | 1575 | 12 |0,24
3 15 | 0,30 1
[159,5; 163,5[ | 161,5 11 0,22
4 11| 0,22
. 4
5 |3 006 [163,5; 167,5[ 1655 7 0,1
, 6 | 7 [ 014 [167,5; 171.5[ | 169,5 10 70,20
Total 50 1 Total 50 1

E Colonnes ajoutées pour calculer la moyenne 41
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Calculons le moyenne de la série statistique du tableau | :

> 1x5+2x9+3x15+4x11+5x3+6x7
X = =3,38
50
En général les calculs sont effectués dans le tableau statistique en ajoutant des

colonnes :

6 | 7 [0l | 4 | o084
Total | 50 | 1,00 | 169 3.38<@




Les quartiles permettent de séparer une série statistique en quatre groupes de méme effectif (a une unité
pres).
Un quart des valeurs sont inférieures au premier quartile Q1.
Un quart des valeurs sont supérieures au troisieme quartile Q3.
Comment déterminer les quartiles Q1 et Q3 d'une série de n valeurs ?
On calcule la quantité q=n/4.
Deux cas sont possibles: soit le résultat est entier (la division tombe juste), soit non.
1er cas : q est un entier alors :
1. On classe les données par ordre croissant
2. Ql est la valeur qui se trouve a la position q
3. Q3 estla valeur située a la position 3q
2&me cas : q n’est pas un entier alors :
1. On classe les données par ordre croissant
2. Onarrondi q a l'entier supérieur, Q1 est la valeur qui se trouve a cette position
3. Onarrondi 3q a l'entier supérieur pour trouver la position de la valeur de Q3.
Exemple
Prenons les valeurs rangées dans l'ordre croissant (n =23 ) :
3-5-5-6-7-8-8-9-9-10-10-10-10-11-11-12-13-13-13-14-15-16-19
g=n:4 = 5,75 donc Q1 est la 6éme valeur de la série rangée dans l'ordre croissant donc Q1= 8,
3q=17,25 donc Q3 est la 18eéme valeur de la série rangée dans l'ordre croissant donc Q3= 13.

Pour une variable statistique quantitative réelle continue X, les quartiles Q1, Q2, Q3 sont les valeurs pour
lesquels les fréquences cumulées de X sont respectivement 0,25, 0,50, 0,75. Ce sont les valeurs pour

lesquelles 1'ordonnée de la courbe cumulative des fréquences est respectivement égale a 0,25, 0,50, 0,75.




L’écart-type (o) s’exprime dans la méme unité que les valeurs observées et mesure la

dispersion autour de la moyenne.

Plus I’écart-type est grand, plus la dispersion de la distribution autour de la moyenne est
importante. Plus 1’écart-type est petit, plus la distribution est rassemblée autour de la

moyenne. C’est une caractéristique de dispersion couramment utilisée car son traitement

mathématique est facile.

En général les calculs sont effectués dans le tableau statistique en ajoutant des colonnes

1

ni*xi

fiux;

N X;eX

XX

6 7 | 014

42

0,84

252

5,04

Total | 50 | 1,00

169

3,38

679

13,58

1 1
var(X) = ;z ne ()? = (K)? = £5679 - 3,387 = 2,156

o =var(X) = 1,468




L’écart-type est un indicateur intéressant pour mesurer la dispersion d’une série . Mais
il posse¢de deux limites :

1. il est exprimé dans I’unité de la variable dont il mesure la dispersion des
valeurs. Ainsi, on ne peut pas comparer les dispersions de deux séries qui sont
exprimées dans des unités différentes,.

2. Il dépend de I’ordre de grandeur des valeurs mesurées (échelle de mesure)

Le coefficient de variation n’a pas d’unité, il permet la comparaison de distributions
de valeurs dont les échelles de mesure ne sont pas comparables.

11 est généralement exprimé en pourcentage.

Plus la valeur du coefficient de variation est élevée, plus la dispersion autour de la
moyenne est grande.

L'écart interquartile correspond a I'étendue de la série statistique apres élimination de
25% des valeurs les plus faibles et de 25% des valeurs les plus fortes. Cette mesure est
plus robuste que I'étendue, qui est sensible aux valeurs extrémes

L’intervalle interquartile contient la moitié des valeurs centrales de la série statistique.
Cet intervalle sert a mesurer I'étalement des données : il s'étend sur 50 % d'un
ensemble de données et élimine 1'influence des valeurs aberrantes (suppression des
quarts supérieur et inférieur d'un ensemble de données)




Ce diagramme est constitué¢ de la facon suivante:

On trace un axe des unités soit horizontalement ou verticalement

On trace une "boite" qui est un rectangle dont la longueur s'étend du premier quartile
au troisieme quartile, et qui est coupé par un trait vertical a hauteur de la médiane.

On matérialise la position de la moyenne par une croix.

De cette boite partent deux traits dans le sens de 1’axe : I'un va du premier quartile Q1
a la valeur minimale non aberrante de la série, I'autre du troisiéme quartile Q3 a la
valeur maximale non atypique.

Sur I’axe des moustaches, on représente également les valeurs aberrantes de la série.
Toute valeur n’appartenant pas a I’intervalle
[Q1-1,5(Q3-Q1) ; Q3+1,5(Q3-Q1)] est considérée comme aberrante

v' Si la répartition de I’échantillon ou de la distribution est symétrique autour de la
moyenne, le coefficient d’asymétrie est nul.

v' Dans le cas ou il est positif, nous avons une asymétrie gauche, le graphique des
fréquences est plus élevé a gauche ; I’asymétrie droite correspond au cas ou il est
négatif.




v Ce coefficient est trés utile quand nous avons a faire a des échantillons symétriques.
Dans ce cas :

* lorsque le coefficient d’aplatissement est nul nous disons que la répartition des
observations est normale, c’est-a-dire que la courbe des fréquences a la forme
d’une cloche comme la densité d’une loi Normale.

* Lorsqu’il est positif, nous avons une répartition sur-normale, ¢’est-a-dire
moins aplatie qu’une densité normale.

* Lorsqu’il est négatif nous disons que la répartition est sous-normale, c’est-a-
dire plus aplatie qu’une densité normale.






