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Practica 1.
Preliminares

Definicién 1.1
Sea f :]a,b] = Cysea P={a=x9 <z <--- <z, =>} una particién del intervalo |a, b|;

se define "
P f) = |f(@x) = flar)].
k=1

La variacion total de f en |a,b] viene dada por:
V2(f) =sup{V(P,f): P es particién de [a,b]}

Si V2(f) < oo, se dice que f es de variacién acotada en [a,b] ( brevemente f € V A(a,b) ).
Se dice que f es absolutamente continua en [a,b] ( brevemente f € AC(a,b)) si:
Zlf flagl <e st Y (bj—aj) <54,
j=1
para toda familia finita {]a;, bj [}—; de subintervalos de |a, b] disjuntos dos a dos.
Sea 0 < o < 1 Se dice que f : [a,b] — C satisface una condicion de Lipschitz de orden «
( brevemente f € Lipy(a,b), f € Lip(a,b) en el caso o =1, ) si existe M € R tal que:

[f(z) = f(y)| < M|z —y[*  Vz,y € [a,b].
Ejercicios propuestos.
Ejercicio 1.1

Dada f € L(a,b) defininimos la funcién F(z) = [ f(t)
(i) Probar que F' es absolutamente contmua y ademas F’ = f c.p.p.

(ii) Dada f € LP(a,b), 1 < p < oo entonces F' € Lip, /p(a,b).
(iii) Dada f € £*(a,b), entonces F' € Lip(a,b).

Ejercicio 1.2
(i) Demuestra que Lipq,(a,b) € Lipg, (a,b) si ag < as.
(ii) Probar que Lip(a,b) C AC(a,b) C V A(a,b).

Ejercicio 1.3

(i) Prueba que si f(x) = /z, entonces f € Lipy o \ Lip(0,1) pero f € AC(0,1).

(ii) Dada f : [0,1] — R tal que f(0) =0, f(1) = (—T1)" y [ es lineal en cada intervalo [n%rl, 1],
probar que f es continua pero no absolutamente continua.

(iii) Demuestra que una funcién de variacion acotada es acotada. Dar un ejemplo de una

funcién acotada pero no de variacién acotada.

Ejercicio 1.4
Sean f, g € VA(a,b). Prueba que f-g € VA(a,b).

Ejercicio 1.5
Prueba que, dadas F' € Lip[c,d], ¢ : [a,b] — [c,d] absolutamente continua, entonces F o ¢ €
AC(a,b).
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Practica 2.
Series de Fourier

Cuestiones propuestas.

Ejercicio 2.1 R
Probar que HY(T) = {f € LYT) : f(n) =0 Vn < 0} es un ideal cerrado de L*(T).

Ejercicio 2.2
Resuelve la ecuacién f x f = f en LY(T).

Ejercicio 2.3 R
(i) Sea f € AC(T). Prueba que f(n) = o(2).
Ve (f)

2mw|n| -

(ii) Sea f € V A(T). Prueba que |f(n)| <

(iii) Sea f € Lipa(T) donde 0 < o < 1. Prueba que |f(n)| < <.

no

Ejercicio 2.4
Sea f € C1(0,7) tal que f(0) =0, f(w) = 0. Demuestra la desigualdad de Wirtinger:

T T2

[ues [T

0 0
Ejercicio 2.5

Sea f € LX(T) con f(n) = O(|n|~%). Muestra que f € AC(T) con f' € L£L(T) si y sélo si
k>3

Ejercicio 2.6

Sean f,g € L?(T). Prueba que la serie de Forier de fg € £'(T). Demuestra que

o0
fon)= Y fln—k)g(k),
k=—00
siendo la serie absolutamente convergente. Sugerencia: probarlo primero para las sumas par-
ciales N-ésimas de Fourier Sn(f,x) y Sn(g,x) y probar que la sucesion (Sy(f,z)Sn(g,x))X—1
es ||.||1-convergente a fg.

Ejercicio 2.7
Prueba que L£%(T) es un dlgebra con la convolucién. Prueba que f no es primo si y sélo si

f e A(T).

Ejercicio 2.8 R .
Sea f: T — C y sea g = Rf. Demuestra que §(n) = W

Ejercicio 2.9
Sea una funcién f € L1(T) con serie de Fourier en forma trigonométrica

oo
% + ;(ak cos kt + by, sen kt).
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(1) Prueba que f es c.p.p. par si y solo si by = 0 para todo k =1,2....
(2) Prueba que f es c.p.p. impar si y sélo si a;, = 0 para todo k =0,1,2....

Ejercicio 2.10
SifelYT), zpeRy

dt < oo,
t

/5 |f (o +t) + flzo — t) — 2f (20)]
0

entonces la serie de Fourier de f converge a f en xy. (Ayuda ver Criterio de Dini)

Ejercicio 2.11
Demuestra que, dado f € L2(T) :

n

1 k - £ iknx
St =l e 3 fmet
k=1 k=—00
Deduce que:
o tim 23 r v ony = 2 17 i
— lim — T T—) = — .
2 ne— n 2 Jo

Ejercicio 2.12
Si f € AC(T), f' € L*(T), demuestra que:

STIF < M lleremy + 4| 2D n 2 czemy
1

n=—00
y por lo tanto la serie de Fourier de f converge a f.
Problemas propuestos.

Ejercicio 2.13
Halla la serie de Fourier de:

1. f(z)=e", z€[-m, 7]

Solucion:

2. flx)=2, x€[-mmn]

Solucion: - i
1)k+1
ZZ ( 13: sen kt
k=1
0 —m<z<0
3f(ac)—{x 0<z<n

Solucion: - - .

T 2 cos(2k + 1)t (—1)k+1

Z—}Zi(zk_'_l)Q +27k sen kt.

k=0 k=1
VNIVERSITAT
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4. f(z) =sen(3z), =€ [-m, x|
Solucién: - i
1 2 g
— Z (9 ) 5 sen kt
T 17
-1 —m<zx<0
5.f(ac).—{1 0<z<m
Solucién:
4 & sen(2k — 1)t
T 2%k —1
k=1
0 —m<z<0
6.f(x).—{1 O<z<n
Solucién:
1 N 2 sen(2k — 1)
2 2k —1
k=1
7. f(x)=a(mr—|z|), 7<zx<w
Solucién:
8 Z sen(2k — 1)t
(2k — 1
8 f(z):=|cosz|, w<z<m.
Solucién:
z é > k cos 2kt
T o7 4k2 -1
k=1
0 —rm<z<0
9. f(x)'_{senx 0<ax<m
Solucién:
1 2icos2kt +1 .
R ——— ———— + —sent.
T 4k?2 -1 2
k=1
10. f(x) =sendz
Solucién:
L 3t + 3 sent
—— sen - )
4 4
Ejercicio 2.14
Demuestra que
(i) sen’z = 1 — § cos 2z x € [—m, ]
(i) 22 = 3 + >0 “cosnz  x € [—m, 7
(iii) sen®x = %senx - % sen(3z) + f=sen(5z) z €R
. (2n—1)z
(iv) o] =5 =230 HBD2 wel-mn]  wel-ml,
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(v) |sena| = 2 — 4352 osna ¢ [ ).

Ejercicio 2.15
Demuestra que

2 Oon_12 32
— T 12 = (2n — 1) 8  “=n? 6
i": 11 i(—l)”_l_w—Q i 1 o
4n2 -1 2 4n2 -1 4 3+ 16n(n—1) 8
n=1 n=1 n=1
Hntt g3 = (-1 @ 1 =1 m 1
= —cschbr — — ——— = — cothbr — —
Z:: 2n—1 ~ 32 ;n2+b2 25 "M T 2 nzz:ln2+62 26 T T o2

Ejercicio 2.16
Prueba que, dado z € C— 72, —nw<t<m:

) sen(mz) n 2zsen(mz) Z (—1)2” cos(nt)

t p—
cos(2 Tz T 22 —n2
n=1
1 = 2z
7rCOt(7TZ) — ; = Z m,
n=1
sen(mx) > x?
1 = log(l — —
og(“EI) = 3 log(1 - 1),
n=1
Ejercicio 2.17
Prueba que
Sinosien
nt 90 nb 945
n=1 n=1

Ejercicio 2.18
Demuestra que

Sugerencia: Utilizar que:

. n ikx __ iT\n
<k>e =(1+¢")
k=0

2n
< n > i(2kz—2nz) __ — 920 (2N o

k=0
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Practica 3.
La transformada de Fourier

Dada f € £1(R"), se define la transformada de Fourier fde f como:
f& = A fla)e™ ™ da.

Ejercicio 3.1
Sean dos reales a < b. Probar que la funcién f(z) = X(q)(*) tiene como transformada de

Fourier
sen(25%¢) _;bta

_J 2 e 'z itE#0
f&) { b—a£ if € =0.

Ejercicio 3.2
Probar que si a > 0, la transformada de Fourier de f(z) = e~ es

P o
= — 4a
f(€) \/;6
Ejercicio 3.3

Sea f : R" — R definida por f(z) = e III* es

Ejercicio 3.4
Probar que si a > 0, la transformada de Fourier de f(x) = ﬁ es

Fe) = Lol

fe) = Zeal,
Ejercicio 3.5
Obtener, para a > 0, la transformada de Fourier de f(xz) = m y de g(x) =
beC.

1
1+(z—b)2’

Ejercicio 3.6
Probar que las siguientes relaciones son ciertas cuando Re a > 0:
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(i) F(@) = e "X (0,400 (@) F©) = ot

(i) F(@) = €7 oo ) () f©) = ==
(iid) J(@) = 570,400 (@) F(©) = Gty
(i) F(@) = 5 X (oo 0) () F&) = oo
(v) f(z) = el fO) = o

(vi) f(x) = sig(z)e el f&) = 2%,

Ejercicio 3.7
Dada f € L1(R), A € \{0} y u € R se define g(z) := f(Ax — ). Mostrar que

Ejercicio 3.8
Sea f(x) = (1 - :L‘Z)X[_Ll} (x), probar que su transformada de Fourier es

A 4
f(é):?

sen &

§

( —cosé).

Ejercicio 3.9
Si z¥ f(z) pertenecen a Li(R), para k = 0,1,ldots,p, se llama momento de orden k a la
cantidad

My, = / ¥ f(x)d.
R
Mostrar que My, = i* f#)(0).

Ejercicio 3.10
Dada f(z) = fol e*(”*y)Qdy, probar que su transformada de Fourier existe y vale:

- if €=0
ime “g if €40

Ejercicio 3.11

Calcular
1
im [ Y, =T
a—-+oo 0 Y 2

Sug. Usar el teorema de localizacion de para la transformada de Fourier.

Ejercicio 3.12
Calcular para Re a > 0:

VP +oo eigm J
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Ejercicio 3.13
Dado a > 0, sea fqo(r) =

f(l * fb = fa—i—b'

Ejercicio 3.14
Dadas

m. Usar la transformada de Fourier para demostrar que

I'(2) ::/ e 't lat
0

B(p,q) == /Ultpl(l — ) dt

demuestra que:
L'(p)I'(q)

B(p,q) = T+

Ejercicio 3.15
Calcula la transformada de Fourier de la funcién caracteristica de un intervalo. Dado n € N,
sea gn = l[_pn),calcula g, x g1 y prueba que es la transformada de Fourier de Asenesen(nz)

Concluye que la transformada de Fourier no es una aplicacién sobreyectiva de L£1(R) en Cp(R).

Ejercicio 3.16
Para cadan € N, se define h,(t) =
converge a f en L,(R).

1—cos(nt)
mnt2

. demuestra que dada f € L,(R), la sucesion hy, * f

Ejercicio 3.17

Probar que las dos siguientes familias (Wy)xso ¥ (Px)x>0 son niicleos de sumabilidad:
(i) Nicleo de Gauss-Weierstrass,

A

Wale) = (;-)e 2

3

(ii) Niicleo de Poisson en R™,

Ejercicio 3.18
Sabiendo que fol dr__ — 7 y definiendo, para f € LP :

vrz(l—z)

_ (" f@-y)
o ny(l—ny)

F,(x) dy

demuestra que

limnkF, =nf enl,.

Podemos también trabajar con las transformadas seno y coseno de Fourier en el cason = 1:

fu(6) = / " fe) cos(Ex)de
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fs(&) = /000 f(z)sen(éx)dx.

Ejercicio 3.19
Sea f € LI(0,00) N L'(0,00). Prueba que:

™

f(z) = 2 /000 cos Az /000 f(t) cos(At)dtdA

fa) =2 /0 ~ sen(\) /0 £ (1) sen(At)dtd.

Ejercicio 3.20

Prueba que

lz] <1
|z|1
|z| = 1.

M
t t
lm sent cos(tx) _
M—oo Jo t

INE eI

Ejercicio 3.21
Demuestra que:

> cos(ax) T _
de = —e 190 b > 0.
/0 2 2 T =o€ >0

Ejercicio 3.22
Halla la transformada de Fourier en seno y coseno de e~* cos x.

Ejercicio 3.23

2
Halla la transformada en coseno de e™*".

Ejercicio 3.24

T 1
Halla transformada seno de Traraat v transformada coseno de [Eeaeral

Ejercicio 3.25

Sea f una funcién medible integrable Lebesgue en cada intervalo acotado de R. Probar que si

/ F(@)é(@)dz = 0
R

para toda ¢ € D(R), entonces f es cero casi por todas partes.

Ejercicio 3.26
Calcular la transformada de Fourier de la funcién f(x) = xe~|?!, y usarla para demostrar que:

/+oo .%'2 T
——dr = —.
oo (14 22)4 16

Ejercicio 3.27
Comprobar

3

/+oo .%'2 J /+OO sen2 xd
g dr = T = T.
oo (14 22)? 2 Jo 2P
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Ejercicio 3.28
Sean dos reales a < b. Probar que la funcién

f(&) = 20— 2 it

estd en Lo(R) \ L1(R). Calcular la transformada de Fourier en el caso en que a < 0 y b = —a.
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Practica 4.
Aplicaciones.

Separacion de variables.

La ecuaciéon

Ugy — gutt =0

regula las vibraciones transversales de una cuerda eldstica con extremos fijos, donde u es la
deflexién de la cuerda y ¢ = %, donde p es la masa de la cuerda y 7' la tension.
El flujo de calor en un cuerpo estd determinado por la ecuacion

1

Ugy — Ut = 0,
C

donde u es la temperatura y c® = %,
p la densidad.
En problemas de flujo de calor en estado estacionario, la funcién de temperatura satisface

la ecuacion de Laplace:

donde K es la conductividad, ~ es el calor especifico y

Ugz + Uyy = 0.

Problemas propuestos

Ejercicio 4.1
Demuestra que:

U = gy O<z<m
u(0,t)=0 t>0
u(mt)=0 t>0

u(z,0) == O0<z <3
uwz,0)=r—z F<z<T

tiene por solucion

> _1\n+1 R )
1

n=

Ejercicio 4.2
Demuestra que, dada f € £(0,1) :

U= JUpe+f O0<z<1 >0
w0,8)=0 t>0

u(l,t) =0 t>0
limyou(z,t) =0 0<zx<1

tiene por solucion:

2,2,

00 _minft g
1—
u(z,t) = E :27122/0 V2f(y) sen nmydy/2 sen nmz
n=1 2
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Ejercicio 4.3
Demuestra que

tiene por solucion:

u(x,t)

Ejercicio 4.4
Demuestra que:

tiene por solucion:

u($7y) =

Ejercicio 4.5

12

Upr = Ut O<z<m, t2>0
w0,8)=0 >0

u(m,t)=0 t>0

u(z,0) =22 0<z<73

wz,0) =2(r—2) F<z<m
ug(x,0) =0 O<z<m

e n
:% (2(n i)1)2 sen(2n + 1)z cos(2n + 1)t

O<z<m O<y<m

u(0,y) =0 O0<y<m
u(z,0)=0 O<z<mw
u(z,m) =0 0<z<m7
u(my)=1 0<y<m
4 i 1 senh((2n+ 1)z) sen((2n + 1)y)
™ 2n + 1senh((2n + 1)) Y

n=0

Demuestra que, dada f € £(0,1) :

tiene por solucién:

o0

>

n=1

1 — cosnmt

utt:uxx+f O<ax<l, t2>20
w0,8)=0 >0

u(m,t)=0 t>0

u(z,0) =0 0O0<z<l1

ug(x,0) =0 0<z<l1

n2m2

1
/0 f(y)V2sen(nmy)dyv/2sen(nmz)

Aplicaciones de la transformada de Fourier

Ejercicio 4.6
Demuestra que

Ugy = Ut —co<r<oo, t>0
u(z,0) = f(z) —x<zr<oo feC*R)NLYR)
ug(z,0) =0 —00< T <0

tiene como solucion:

 fla+t)+ f(x—1t)
2

u(x,t)

VNIVERSITAT
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Ejercicio 4.7
Demuestra que

Ut = Ugy —oco<zr<oo,t>0
u(z,0) = f(x) —o<r<oo feC*R)NLYR)

tiene como solucién
_(e—y)?

1 [e.e]
u ) = 5= [ rwe Sy

Ejercicio 4.8
Demuestra que
Ugy — up = f(x,1) —co<xr<oo, t>0
{ u(z,0) = t>0

tiene como solucidn:

u(z,t) = 1 /OO /OO @H(t — 1) f(s,r)dsdr,

donde:

Ejercicio 4.9
Demuestra que

tiene por solucion:

Ejercicio 4.10
Sea f una funcion arbitraria y sea F su transformada de Fourier. Prueba que:

o0

o0 1 ont _ 2NT
> f(t+nT) = = G#F(T)
n=—oo n=-—00
[e.e]
1 2mn
T = — F I
n=-—00 n=-—00
Ejercicio 4.11
Prueba que
° > 2a
—aln| _ ==
Z € Z a? + (2nm)?
n=—oo n=—oo
a & ) 0 202
b emalt+n)® — 14 9 Z e« cos2mnt.
s
n=-—00 n=1
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