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Chapter 1

Espacios de funciones sobre T

1.1 Preliminares sobre Analisis Funcional

Recordemos algunas nociones y resultados abstractos de Analisis Fun-
cional que seran de uso habitual en los capitulos que siguen.

Definicién 1.1.1 Sea X un espacio vectorial sobre C. El espacio (X, ||.|])
es normado si para todo x,y,z € X y A € C se cumple

(1) [|z]] = 0y |[z]| =0 <= 2 =0

(1) |[Az|] = [A[[|]]

(ii1) ||z +yl| < [l=[] + Iyl

Un espacio normado se dice de Banach si es un espacio completo, i.e toda
sucesion de Cauchy es convergente.

Proposicién 1.1.2 Sea (X, ||.||) un espacio normado.
X es Banach si y solamente si toda serie absolutamente convergente, i.e.
Yoot ||zal| < 00, es convergente (i.e. existe lim, ooy p_; Tn € X ).

DEM:

=Sea )~ r, una serie absolutamente convergente. Notar que si s, =
> oh_1 T entonces ||s, — spm|| < D0y [|zk]| y por tanto es de Cauchy en
X y por hipétesis converge.

<=)Sea {z,,} una sucesién de Cauchy en X. Para todo k£ € N tomemos
ny subsucesién creciente de modo que

1
|0 — Tml| < =, Vn,m > ny.
9ok

5
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[e.9]

Escribimos y1 = @n,, Yp = Tny,y — Tn,- Entonces > 7 ||yn|| < 1y por tanto
existe y € X tal que z,, = Zf;ll y; — y, es decir dado € > 0 existe ko con

€
|20, —yl| < §,k > k.

Finalmente, dado ¢ > 0 existe ny con
€

2 — 2| < 5

, 1, M Z No
Tomar k{, > ko tal que ny > ny para k > k{, entonces

20 = yl| < |wn = Tn, || + |70 — T, || <1 > A

Nota 1.1.1 Sea 1 < p < 0.

G(Z) = {(za) CC: [Izn)lp = (D [2alP) /7 < 00}

nez
loo(Z) ={(zn) CC: |(zn)lloe = sup |2n| < o0}
Son espacios de Banach (La demostracion queda como ejercicio).

Nota 1.1.2 Sea E un espacio normado y F un espacio de Banach.

L(E,F)=A{T : E — F; aplicaciones lineales y continuas}.

Con la norma ||T|| = sup)jq|,<1||T(x)||r es un espacio de Banach.
En particular E* = L(E,C) es Banach para todo espacio normado E.

Definicién 1.1.3 Sea (H,+,.) un espacio vectorial sobre C. Se dice que es
un espacio prehilbert si tiene ademds un producto escalar (6 producto interno)
(,):HxH— C demodo que para todo x,y,z € H y A\, As € C se cumple

(1) (z,y) = (y, ),

(ZZ) <)\1I + )\an Z> = >\1<ZL', Z> + >\2<ya Z>;

(#ii) (x,x) >0y (x,x) =0 sty sdlo si x = 0.

Un espacio prehilbert se dice espacio de Hilbert si es completo respecto a

la norma ||z|| = +/{z, x).



1.1. Preliminares sobre Anélisis Funcional 7

Nota 1.1.3

((Z) = {(za) C C: [l zn)l2 = (D |2af?)/? < 00}

nez

Con el producto escalar

(), (wn)) = 3 2,

neL

es un espacio de Hilbert.

Definicién 1.1.4 Sea (A, ||.||) un espacio normado. Se dice que es un dlgebra
normada si tiene ademds una operacion interna A x A — A de modo que
para todo x,y,z € X y XA € C se cumple

(i) x(y+z2) =zy+yz, (y+z2)z=yzr+zz

(i) Mzy) = (Azx)y = z(Ay).

(iti) x(yz) = (zy)=.

(w) [lxy|| < []=]lyl]-

Conmutativa si

(v) 2y = yx

Con unidad si existe e € A tal que

(vi) re = ex = x

Con unidad aprozimada (acotada) si existe x, € A (suppen||zs|] < o0)
tal que

(vii) xx, = x,x — = cuando n — oo.

Un algebra normada se dice de Banach si es un espacio completo, i.e toda
sucesion de Cauchy es convergente.

Nota 1.1.4
co(Z) = {(zn) : ‘ l‘im 2, = 0}.
n|—oo

Con el producto puntual (z,)(2)) = (zn2),) y la norma||(2,)|| = Supnen|zn|

es un dlgebra de Banach conmutativa sin unidad pero con unidad aprorimada
acotada (z,) = e, = (0,0,...,1,0,...)

Nota 1.1.5 Sea K un espacio topologico compacto.

C(K)=A{f: K — C; funciones continuas}.

Con el producto puntual f.g(t) = f(t).g(t) y la norma || f||c = suprex|f(t)]
es un dlgebra de Banach conmutativa con unidad dada por la funcion unidad
e(t) =1 para todo t € K.
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Nota 1.1.6

Co(R) ={f : R — C; funciones continuas con lim f(z)= 0}.

|z]—o0

Con el producto puntual f.g(t) = f(t).g9(t) yla norma ||f||o = supex|f(t)]
es un dlgebra de Banach conmutativa sin unidad pero con unidad aprox-
imada acotada dada por las funciones e,(t) = 1 para todo t € [—n,n],
en(t)y=t—(n+1)sitenn+1]ye,(t)=n+1—tsite[-—n—1,-n].

Nota 1.1.7 Sea E un espacio de Banach.

L(E,E)={T : E — E; aplicaciones lineales y continuas}.

Con el producto de composicion TYTs>(x) = Ty (Ta(x)) y ||T|| = sup)jz<1||T(x)]|
es un dalgebra de Banach no conmutativa con unidad dada por el operador
identidad I(z) = x para todo x € E.

1.2 Funciones continuas e integrables en T

Definicién 1.2.1 Consideremos T ={z € C: |z| = 1}.

Es un espacio métrico compacto con la topologia inducida por C.

Es un grupo multiplicativo ( z1,ze € T entonces z1z5 € T) con unidad
e =1y de modo que z~!

Consideremos ¢ : R — T dado por ¢(x) = €. Es un homomorfismo de
grupos continuo, suprayectivo y con ker(¢) = {x € R: e =1} = 27Z.

Recordemos que para cada z € T existe un unico x € [—m,m) de modo
que € = z (se conoce como Argumento principal de z). Por tanto una
identificacion de T es como el grupo cociente R/217 = [—7, 7).

Segin ésto una funcion f : T — C continua (o medible Borel) corresponde
a una f: R — C continua (o medible Borel) que sea 2m-periddica.

Usaremos indistintamente la notacion f(t) = f(e®) con t € [—7,7) para
indicar f(z) con z = ¢e" € T, asi como m(A) = [, g—fr para A € [—m,m) para
la medida de Lebesgue normalizada en [—m, 7).

=Z.

Definicién 1.2.2

C(T)={f:T — C; continuas} ={f € C(|—m,7]): f(7) = f(—n)}.
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El subespacio
N
I(T) = {f(t) = > awe™:N,MeN,aeC}
k=—M

se conoce por el espacio de los polinomios trigonométricos.

Proposicion 1.2.3 C(T) un dlgebra de Banach con el producto puntual y
la norma dada por || f||cr) = supicj—=m|f(t)| y II(T) es denso en C(T).

DEMm: Las propiedades de dlgebra normada son de comprobacién inmediata.

Sea {f,} € C(T) una sucesién de Cauchy. Entonces { f,,(t)} es de Cauchy

y por tanto convergente para todot € [—m, 7). Sea f(t) = lim f,(t). Veamos
n—oo

que es una funcién continua.
Dado € > 0 existe ng de modo que

€
Supte[—w,w)|fn(t) - fm(t)| < Z’ n,m > nyg.
Pasando al limite en m — oo,

€
) n > Nnyo.

Supte[—w,ﬂ)’fn(t) - f(t)| < 3 =

Como f,, es continua en t; existe > 0 de modo que

€
|fno(t)_fno(t0)| < g, |t—t0| <0
Aplicando la desigualdad triangular se tiene

[F (&) = (o) S () = fao (O] + Lo () = frg (F0)| + [ fng (F0) — [ (t0)] < .

Para ver la densidad puede usarse el Teorema de Stone-Weierstrass (Toda
subdalgebra autoadjunta de C(K) con K compacto, que separa puntos y con-
tiene a las constantes es densa en C'(K).)

Es inmediato observar que ésto ocurre con II(T). ]

Nota 1.2.1 Para poder trabajar con el espacio L'(T) se necesita recordar
algunas nociones de teoria de la medida.

1.- Dado X un conjunto y 3 C P(X) se dice que es una o-dlgebra sobre
X si se cumple
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a) @, X € X.

b) Si A, € ¥ entonces UpenA, € 3.

c) Si A€ entonces X \ A, € ¥.

2.- Dada R C P(X) se llama o-dlgebra engendrada por R y se denota
o(R), a la menor o-dlgebra que contiene a R.

3.- 8i X es un espacio topologico y G es la familia de los abiertos de
la topologia, se conoce por o-dlgebra de Borel a la o-dlgebra generada por
los abiertos, y se denota B(X). A sus elementos se le llama borelianos o
medibles Borel.

4.- Dado un medible Lebesque A (en R™ o en [a,b)) existe un Boreliano
B y un conjunto nulo N tal que A= BU N.

5.- Dada f medible Lebesque (en R™ o en [a,b)) existe una g medible
Borel (i.e limite en casi todo punto de simples sobre conjuntos de Borel, o
bien {x : f(x) € G} es boreliano para todo G abierto (en R™ o en [a,b)) ) tal
que f =g a.e.

6.- Para todo € > 0 y todo boreliano A € B(T) existen un compacto K y
un abierto G tales que K C A C G con m(G\ K) < e.

Definicién 1.2.4 Una funcion f : T — C se dice integrable Lebesgue si es
medible Lebesque y ffﬂ |f(t) g—fr < 00. Ndotese que si f = 0 a.e. entonces f
es medible Lebesque y [*_|f(t) g—fr =0.
Con vista a definir una norma entre las funciones integrable consideramos
la siguiente relacion de equivalencia: Sean f,g medibles Lebesque sobre T
frgsif=gae ,iem({te[—mmn): f(t)#g(t)}) =0.

Definimos las clases de equivalencia

[f] = {g medibles Lebesgue en T con g = fa.e}.

LYT) = {f : T — C clases de funciones integrables Lebesgue}.

Una coleccion de funciones integrables son las funciones simples:

N
8(T) ={f(t) = ZakXAk (t): N € N,ay, € C, Ay, medibles }.
k=1

Proposicién 1.2.5 L'(T) un espacio de Banach con la norma dada por

£l = JZ 1 F @)l -
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DEM: Es inmediato comprobar que ||f||; es una norma. Para ver la com-
pletitud usaremos la proposicion del principio.

Supongamos { f,} C L*(T) con Y 07 || full1 < 0.

Es inmediato, del teorema de la convergencia mondétona, que

S (1l :/ Zm ar < co.
n=1

Entonces ">~ |f.(t)] < oo a.e., de donde se tiene que Y, f,(t) = f(t)
converge a.e.
Ademas

[ nong< [ nog =3 [ inoig

y por tanto ||fx — f|[1 = 0 cuando N — oc.

Nota 1.2.2 C(T) € LY(T) y |[flh < ||fll para f € C(T).
Proposicién 1.2.6 §(T) y C(T) son densos en L'(T).

DEM:

Para ver la densidad de las funciones simples recordemos que si f > 0
medible Lebesgue existe una sucesién de funciones simples s,, > 0 tales que
Sn < Spi1 ¥ nll_{I;Osn = f.

Usando la descomposicion f = (Re(f))™ — (Re(f))” + i(Im(f))” —
i(Im(f))” podemos encontrar s, € 8(T) de modo que 711;120 Sn=Ff v |8 <
4fl.

Tomando g, = f — s, — 0y como |g,| < 5|f| entonces el teorema de la
convergencia dominada de Lebesgue garantiza que ||f — s,|[1 — 0.

Ahora para la densidad de C(T). Dadoe > 0y 0 # f € L*(T) existe una
funcién simple s € 8(T), s = > 77| a;xa,, tal que [|f — 5[y < 5.

Para cada A; existen un compacto K, y un abierto G; con K; C A; C G,
y de modo que m(G; \ K;) < /4377 |ay].

Ahora, usando el Lema de Uryshon, tomar ¢; € C(T) de modo que

Definir g = > | a;¢; € C(T).
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Es claro que

- dt
ls =gl = ;m/gj X, (1) — 6(0)
& dt
= > oyl x4, (8) = 65(0)] 5
j=1 Gi\K; 7T
" €
< 23 Joybm(G, \ K)) < =
j=1
Ahora [[f — gl < [If = s[li +[ls —gll <e. .

Corolario 1.2.7 TI(T) es denso en L'(T).

DEM: Combinar la densidad de la continuas en L'(T) y la de los polinomios
en C(T), junto con el contenido C(T) C L'(T). .

1.3 Espacios L(T)

Definicién 1.3.1 Sea 1 < p < oo. LP(T) denota el espacz'o Uectom'al de
clases de funciones medibles Lebesque f : T — C tales que f )|p < 00
Y ponemos

171l = ([ 1rOp oy

Definicién 1.3.2 Dada f : T — C medible, llamamos funcion de dis-
tribucion de f, denotada my a la funcién definida para A\ > 0
my(A) =m({t € T: [f(t)] > A}).
Teorema 1.3.3 Si f € LP(T) entonces
< 4
(ii) [L£1I5 = [y~ pA" " mg(A)dA.
DEM: (i)

my(X) m({t € T:[f(t)]" > A})

< [ uora
T Jpeay AP 27

1 [" dt
— p__
< | 1ol

21
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(ii) Consideremos la funcién de dos variables ® : T x (0,00) — R dada

por (,A) = |f(t)] = A
No es dificil ver que ® es medible. Si denotamos E' = {(t, \) : (¢, ) > 0}
entonces

/ PN TImp(N)d\ = p/\p_l(/ ;l—t)d)\
0 {tlf(1>Ay 2T

Oopv*(/ﬁ Xl N) o dt L

o dt
/ PN xE(t, >\
p—1 dt
= p)\ xe(t )\)d)\)
0 27
dt
= (/ PAP™ 1d)\)
-7 JO
dt

!f( i

I
\\ \c\c\c\

Proposicion 1.3.4 Sea 1 < p < oo, denotamos p’ el exponente conjugado
dep,ie 1/p+1/p =1. Si f € LP(T) y g € L”(T) entonces fg € L'(T).

DEM: Supongamos que ||f|, = ||g]l,y = 1. Usando el Teorema 1.3.3 se

tiene
ol = / " g (VA
= [T idise > Apar
< /Ooom({!f! S AYPY U {|g] > AVPV)dA
[t > b [l > aper <2

IN

Por homogeneidad, en general si || f||,|lgll,, > 0 llamando f' = f/| f|l, and
9 = 9/llgllp se tiene || fglly < 2[[fllpllglly-
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Nota 1.3.1 Sea Q2 =T x...x T el espacio de medida con la medida m,,(A) =

W4 e Considerando F(t, ..., t,) medible y poniendo

M) = mn({(t, e t) € T % oo X T [F(tr, ooy ta)] > A}

la demostracion anterior conduce a la estimacion:

dt, dt,

F(ty, .. t)||G(ty, ... tn)|=—...— Z2||F||,||G||,-
/' (e |Gt ) g < 2AF UGl

Proposicién 1.3.5 (Desigualdad de Hélder) Sea 1 < p < oo, denotamos p’
el exponente conjugado de p, i.e. 1/p+1/p' =1. Si f € LP(T) y g € L’ (T)
entonces

1 glly < {1fllpllgll-

DEM: Apliquemos la nota anterior a F'(ty,...,t,) = f(t1)...f(tn) y G(t1, ... tn) =
g(t1)...g(t,). Se tiene

dt dt, dt,
ta(t)|—)" = t1)...f (¢, t1)...q(t,)|—...—
(/Tlf( )g()\zﬁ) Tn!f( 1) f(#)lg(t).-g( )|27r o
dt; dt Jdty  dt ,
< 2 t). F(te)[P—2. =2 /p ). g(te) |V —=.. =2\ 1/P
< (Tnlf(l) f(t2)] o 27T) (Tnlg(l) g(t2)| o 27T)
= 2|[fll;llglly-
Por tanto J
t n
/If(t)g(t)lz— <2V fllpllglly-
T T
Pasando ahora al limite se obtiene el resultado. "

Ejercicio 1.3.1 Sean 1 < p; < ps < p3 < oo tales que pil + piz + p% =1, 9
sean f; € LPi(T) para i =1,2,3. Probar que

d
/|f1(t)f2(t)f3(t)|% < N fillp Ml 2llpa [l f5]ps -
T

Proposicién 1.3.6 Sea 1 < p < co. Entonces (LP(T),||.||,) un espacio de
Banach.
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DeM: Comprobemos que || f||, es una norma. Es inmediato que || f||, = 0 si
ysolosi f = 0a.e. yque [[Af]l, = ||| f]l,- Veamos la desigualdad triangular:
(Desigualdad de Minkowski)

1F+glle < 171l + llgllp-
Usaremos la desigualdad de Holder y el hecho p'(p — 1) =
) pe1 dt
I+l = | 1O+ g@F1F0) + 95

< /\f OII0 \—+/\f P 0] o

< [0+ g1 S 1Py
= ([ 110+ a0 ([ laorg

= |If + gl (LSl + llglls)

Observese que |f + g| < 2Pmax{|f|, |g|} y por tanto (f + g) € L?(T).
Podemos suponer, pues, que 0 < || f+gl|, < co. Por tanto se tiene || f+g]|, =

17+ glE™" < (1£1 + lall,)-
Para ver la_ completitud argumentamos como en el caso p = 1.

Supongamos {f,} C LP(T) con Y 2, || fallp, < c0.
Consideremos h,(t) = (> 7 _, |fx(t)])*, que es una sucesién monétona
creciente. Ademas, usando la desigualdad de Minkowski, se tiene

d n n
/h”(t% I 1Al < (1Al < 00
: k=1 k=1

Es inmediato, del teorema de la convergencia mondtona, que

[ 1olr = tim [ w5t <o

T

Entonces Y 7 |fu(t)| < oo a.e., de donde se tiene que Y 2, fu(t) = f(t)
converge a.e.
Ademas, si M, N € N, con N < M

/ern ”p<2/ ()P,
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Fijamos N € N. Usando ahora el Teorema de la convergencia dominada
de Lebesgue tenemos |ZT]\14:N L@ < O [ fa(®)])P € LYT) y

| DT RMP=1£) =) fa))

Por tanto ||f — SN, fullp = 0 cuando N — oo.

Nota 1.3.2 (i) C( )
(i) Sil <p<gq
f e LYT).

Proposicién 1.3.7 Sea 1 < p < oo. Entonces II(T), C(T) y 8(T) son
densos en LP(T).

C L(T) y |[flly < |[flloc para f € C(T).
< oo entonces LY(T) C LP(T) y ||fll, < |Ifllq para

DEM: Veamos la densidad de las funciones simples. Por el mismo argumento
usado en el caso p = 1 podemos encontrar s, € §(T) de modo que nll_)II;o Sp=f
y |sn] < 4]f]. Tomando g, = | f — s,|" — 0 se tiene |g,| < C|f|P. Entonces el
teorema de la convergencia dominada de Lebesgue garantiza que ||f —s,| \g —
0.

Para la densidad de C(T) usamos lo mismo que en el caso p = 1 con
la siguiente modificacién. Dado € > 0y 0 # f € L'(T) existe una funcién
simple s € 8(T), s = Y 7", a;xa;, tal que [|f — s]|, <

Para cada A; existen un compacto K, y un abierto G; con K; C A; C G,
y de modo que m(G; \ Kj) < (/4377 |ay|)P.

Ahora, usando el Lema de Uryshon, tomar ¢; € C(T) de modo que

Definir g = > 7", a;¢; € C(T).

Es claro que

- d
o=l < Dol hoa (- 0r50)"
— dt
- Zlaﬁ/j\&mm 6,07 50) "

23 losln!(G; \ ;) <

IN
l\DI(T)
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Ahora ||f = gllpy < |If = sllp +[ls — gllp <&

Combinando la densidad de la continuas en LP(T) y la de los polinomios
en C(T), junto con el contenido C(T) C LP(T) se obtiene la densidad de
II(T) en LP(T) .

Definicién 1.3.8 Sea 1 < p < oo, f € LP(T) y t € [—m,7), definimos
fi(s) = f(s+1), (o bien para z € T ponemos f,(w) = f(zw) para w € T).
FEsta operacion genera un subgrupo en LP(T), pues fo = f y (fi)s = firs-

Por otro lado es claro que || fill, = [[fllp v [[fs = filly = I fees = fll»

Proposicién 1.3.9 (i) Sea f € C(T) entonces la aplicacion t — f; es con-
tinua de T en C(T).

(i) Sea f € LP(T) entonces la aplicacion t — f; es continua de T en
LP(T).

DEewm:

(i) Usando que f € C(T) es uniformemente continua, por ser continua y
periédica (o bien continua en el compacto T), se tiene la afirmacién, pues
dado € > 0 existe 0 > 0 de modo que

[f(t) = f(E) <e, sift—t] <o
Esto es, para tg € [—m,7) y |t — to| < € se tiene

1fi = frolloo = sup [f(t+s)— f(to+s)| <e.

s€[—m,m)

(ii) Dada f € LP(T) y € > 0 tomar g € C(T) con ||f — gl|, < 5.
Ahora, usando las observaciones precedentes, basta ver la continuidad en
t =0,

e = Fllp < M1fe = gullp + llge = gllp + 1lg = fllp < 2/ = gllp + 1lg: = 9lloc <&

Definicién 1.3.10 Sea f : T — C una funcion medible. Diremos que estd
esencialmente acotada si existe M > 0 tal que |f| < M a.e. es decir

m({t € [-m,7) : |f(t)| > M) =0
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o bien mg(M) = 0 para algin valor M > 0. Al valor M se le dice cota
esencial de | f].

Denotamos L*(T) el espacio de la clases de equivalencia de funciones
esencialmente acotadas y ponemos

[ flloc = inf{M : |f| < Ma.e.}.

Proposicién 1.3.11 Sea f € L>(T). Entonces

(1) [1floe = infm(v)=o{supsgn [ f(£)[}-
(ii) Eziste No medible de medida nula, tal que ||f|loc = supyey, |f(t)]-

DEM: (i) Pongamos A = inf,,vy=o{sup;en |f(¢)[}. Si M es una cota es-
encial de |f| entonces N = {t : |f(t)] > M} en un conjunto nulo y se
tiene sup,gy [f(t)] < M. Por tanto A < M y tomando infimos se obtiene
A< | fllo

Reciprocamente, para cada € > 0 existe N, conjunto nulo tal que M, =
supygn, |f(t)] < A+¢e. Como M, es cota esencial se obtiene || f[loc < M. <
A+ ¢, y consecuentemente || flo < A.

(ii) Usando (i) se tiene que existe una sucesién de conjuntos nulos Ny
tales que

1
1lloo = sup [f()] < [ flloc + -
tENy
Sea Ny = U2, Ni.. Es un conjunto nulo y supgy, | f(t)] = || f||c- .

Teorema 1.3.12 (L*>*(T),|.||«) es un espacio de Banach.

DEM: Claramente || f||- = 0 implica f =0 a.e.

Si A € C entonces [|Af]|e = infm(N)zo{supth IAF)} = 1AM f]loo-

Si f,g € L>(T) entonces |f(t)] < ||flle a-e. y |g(t)] < ||g]lcc a.e. Por
tanto |f(t) + g(t)] < [[fllec + llgllec a-e. 'y por consiguiente [|f + glloo <

[ flloo + [1g]loo-
Sea (fn)nen una sucesién de Cauchy en L*°(T). Fijamos n,m € N y para

la funcién f,, — f,, encontramos un conjunto nulo N, ,, de modo que

fn = fnlloe = s |falt) = fm(®)].

n,m

Definimos N = U, ;,nNym. Sit ¢ N se tiene que (f,(f))nen es de Cauchy.
Definimos f(t) = lim, o fn(t) parat ¢ N y definimos f(¢f) = 0 parat € N.
Veamos que f € L>®(T) y que lim f,, = f en L>®(T). Por un lado, si t ¢ N,

[FOF = T fu (O] < sup [ fulloo
n— N
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y por tanto f € L>(T).
Ademads, dado € > 0 existe ng € N tal que || f,— finlloo < € paran, m > ny.
Ahora bien, parat ¢ N y n > ny,

Falt) = F@)] = T [£a(t) ~ fu(0)] < limsup | fo — fiullo < 2,

m—0o0

de donde se concluye que || f,, — f|loo < € para n > ny. .

Proposicién 1.3.13 (i) L>(T) C Ny>1 LP(T). Ademds si f € L>(T) en-
tonces supps || fllp < [f]loo-

(ii) Si f € LYT) y g € L>(T) entonces fg € L'(T). Ademds ||fg|: <
£l gl oo

DEM: Ejercicio. .

Proposicién 1.3.14 C(T) es un subespacio cerrado de L>(T).

DEM: Sea f € C(T). Veamos quesi f € C(T) entonces f € L>(T) y ademas
£l = I leco . Bs claro que ||l < [/llcq

Como || f|leery = | f(to)| para cierto ty € [—7,m) veamos que para todo N
conjunto nulo, se tiene sup,¢y [f(¢)| > [f(to)|-

En efecto, si tg ¢ N ésto es obvio. Supongamos pues que ty € N. Como
(to—<,to+=)N([—m,m)\N) # & entonces podemos considerar una sucesién
(tx)ken de puntos en [—m,7) \ N convergiendo a ¢. Ahora usando la con-
tinuidad de f se obtiene

sup | f(¢)] = sup | f(tk)| = [f(to)]
tgN keN

Para ver que C(T) es cerrado, tomemos (f,,)nen una sucesion de funciones
continuas de modo que (fy,)nen converge a f en L>°(T) y probemos que f = g
a.e. para alguna g € C(T).

Usando que || f, — fille = [[fo = fimlloen) v la completitud de C(T) se
tiene que existe g € C(T) de modo que (f,)nen converge a g en C(T). Por
unicidad del limite se tiene que f = g como elemento de L>°(T).






Chapter 2

Analisis de Fourier en T

2.1 Convolucion y propiedades

Para motivar las nociones que siguen lo haremos de manos de la variable
compleja.

Sea f una funcién holomorfa en el disco unidad D(0,7) con r > 1y sea
Yo anz" su desarrollo de Taylor en |z| < r. Es sabido que

f(n( ) 1 / / zt —znt
=T T o | 1w"+1 /(e

Usando la féormula de Cauchy podemos decir que

L/ fw) dw [T f(e") dt

271 N

f(z) =

=1 1 — Wz w o 1l—eitz2m

Si ponemos z = re* tenemos

Fret) — / fe) di

1 —reil®=t) 27

Definicién 2.1.1 Dada f € C(T) y n € Z definimos el coeficiente de

Fourier n-ésimo de f por
T - dt
— tefznt_
| e

A 1
Foy =5 [ )

o de otro modo
dw.

lw|=1

21
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Definicién 2.1.2 Dadas f,g € C(T) definimos la convolucion de f y g como
la nueva funcion

4 d
frgls) = [ rwgts— 05
o de otro modo

1 L dw
Frot) =g [ st

271 w

Nota 2.1.1 Obsérvese que t — f(t)g(s —t) es una funcién continua para
todo s € [—m, ), por lo cual la convolucion estd bien definida.

Proposicién 2.1.3 C(T) es un dlgebra de Banach conmutativa con la con-
volucion, es decir x : C(T) x C(T) — C(T) dada por (f,g) — f*g es una

aplicacion bilineal continua.

DEM: En primer lugar hay que ver que esta bien definida.
Dadas 0 # f,g € C(T) y € > 0 existe § > 0 tal que |g(s1) — g(s2)| <
ellf||s siempre que |s; — s3] < ¢. Entonces

s

FOllglts — ) — g(ts — t>'§i—fr e

1 glty) — f * g(ta)] s/

—T

La bilinealidad es consecuencia obvia de las propiedades de la integral y
finalmente la continuidad del operador se sigue de

£rgl < [ 1Allgts = 0157 < lall 1]

—T

Luego || f * glloo < [If]loc]lg]loc- .
Proposicién 2.1.4 Sean f,g € L'(T) entonces
T dt
h(s) = (s — t)—
0= [ riats -5t

estd definida para casi todo s € [—m, ).
Ademds h € LY(T) y [|hllx < [|f[l1llg]]s-

(La funcion h se llama convolucion de f y g, y se denota f *g.)
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DeEM: Como (e, e") — €= es continua de T x T — T se tiene que
T x T — C dada por (s,t) = F(t,s) = f(t)g(s —t) es medible Lebesgue.
Usando el Teorema de Fubini se tiene

| [ pesistss = [ et -oisirls: = ksl

m U

Esto garantiza que [*_|f(t)g(s — ¢)|& € L'(T) y por tanto h estd definida
acy ademds h € L(T) y |[1ll, < |1l /lgll :

Ejercicio 2.1.1 Probar que si (f,) converge a f en L*(T) y (g,) converge a
g en LY(T), entonces (fn * gn) converge a f * g en L*(T).

Proposicién 2.1.5 Sean f,g,h € L(T), a € C.
(i) fxg=gx*f.
(iW) fx(g+h)=[fxg+ f*h
(iii) (af) * g = a(f x g).
() |1 * gl < [[fll1llg]]-

(Es decir L*(T) es un dlgebra de Banach conmutativa con la convolucidn,).

DEM: Inmediata. "

Nota 2.1.2 (1) Si ¢,(t) = €™, n € Z entonces ¢, * Gy = Opm®m-

O * O (s) = / emte"m(s_t)ﬁ = eimS/ ei(n—m)tﬂ‘

o 2m . 27
(2) f,9 € I(T), supongamos f = Yoy ubr, g = Yop_ap Beti en-
tonces
min(N,N")

frg= Y, bt

k=—min(M,M")
(3) Si fo = 5:X(-<q, 9 € L'(T) entonces fox g(s) = o [0 f(t) .

Proposicién 2.1.6 (i) Si f € C(T), g € L(T) entonces f * g € C(T).
Ademds |[f * glloo < |[flloollgllr-
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DeEM: Usando que f es uniformemente continua, para € > 0 existe § > 0 de
modo que

[f(w) = f)] <ellgll,  Ju—u[ <.
Por tanto si [t —t'| < 0

™

Frg(t) — frg(t)] g/ o) 17— 5) — £ = 5)| 5= < =

—T

2.2 Resultados sobre coeficientes de Fourier

Definicién 2.2.1 Dada f € LYT) y n € Z definimos el coeficiente de
Fourier n-ésimo de [ por
T dt
— t —int 7
| s
Nota 2.2.1 Ejemplos

(1) Si f € LNT), ¢u(t) = €™ entonces ¢y, * f = F(n)on.

(2) f(n) = én = f(0). )

(3) 8i PeT(T) y P =1 _,, are™ entonces P(n) = a, si —M <n <
N y P(n) =0 en otro caso.

(4) Si f € T(T), g € LY(T) entonces f * g € I(T). Ademds si [ =
SV e entonces fx g(t) = Son__,, arg(k)e M.

(5) Dada f € LN(T), t € [—m,7) entonces fi(n) = f(n)n(t).

Teorema 2.2.2 La aplicacion f — {f(n)} es un homomorfismo de dalgebras
inyectivo de L*(T) en co(Z), es decir:

(i) T rg)n) = Fm)a(n).

(ii) )(f + 9)(n) = f(n) + §(n)

(iii) (af)(n) = af(n). A

(iv) Si f € L'(T) entonces {f(n)} € co(Z).

(v) supnez| f(n)] < [|fl]-

(vi) Si f(n) =0 para todo n € Z entonces f =0 a.e.
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DEM:

(i)
(fxgln) = /W(/W fls—t)g(t) dt) —ins 45

I 2m 2
_ " " in(s—t) ds mtﬁ
= [ ([ fe=pemenZgme
= f(n)g(n)

(ii) Inmediato.
(iii) Inmediato.
(iv) Dado € > 0 existe P € II(T) de modo que ||f — P||; < e. Entonces

[F()] < [f(n) = P()| + |P(n)| < |If = Plls + [f(n)] < &+ [P(n)].

Como P(n) = 0 para todo n > ng para ng = max(M, N) donde P =
SV are® ) se concluye que |f(n)] < e para n > ny.

(v) Inmediato.

(vi) Si f(n) = 0 para todo n € Z entonces

/_ﬂ f(t)P(t)g—jr —0 ,PeI(T).

Por densidad (podemos suponer f # 0 a.e)

/‘f S0 gecm

En efecto, dado e > 0y g € C(T) existe P € II(T) con ||g — Pl|s < €||f]]1-
Por tanto

[ stz =1 [ roPwges [ s -Pe)g < le-Pllelilh <

Ahora para todo medible E se tiene

[ <o

En efecto, dado un medible F con m(E) > 0 tomemos K,,G, compactos
y abiertos respectivamente tales que K, C £ C G, y m(G, \ K,) < *

n"
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Consideremos entonces g, € C(T) con 0 < g, <1, g,(t) =1 parat € K,, y

gn(t) =0 para t ¢ G,,.
Notese que

[ stz =o= [ sog [ somog

Por consiguiente

[rog = [ f()j}[mf()j;
dt

_ / L new /G sy

[rogise ] o

Usando que limy,(a)—0 [, |f(£)| 4 = 0 (ver como ejercicio) se concluye que
[ f(t)2: = 0 para todo medible E
Consideremos Eq={t: f(t) # 0} y descomponemos

Ey = {t:Re(f)(t) >0} U{t: Re(f)(t) <0}
{t: Im(f)(t) >0} U{t: Im(f)(t) <0}
Veamos que cada conjunto es de medida nula. Nétese que si By, = {t :
Re(f)(t) > 1/k} se tiene {t : Re(f)(t) > 0} = UgenFEyx v ademds
m({t: Re(P)0) > 1k} <k [ Re(Og = kRe( [ £0)50) =

Ey

Finalmente

Similarmente se tratan los otros conjuntos. .

Corolario 2.2.3 Si f(n) = §(n) para todo n € Z entonces f = g a.e.
Corolario 2.2.4 Si (h,) es una sucesién en L'(T) tal que lim h, = f in
n—oo

LY(T) entonces lim h,(k) = f(k) para todo k € Z.
n—oo

Corolario 2.2.5 L'(T) es un dlgebra de Banach sin unidad.

DEM: Supongamos que existe g € L'(T) con f*g = f para todo f € L'(T).
En particular f(k)g(k) = f(k) para todo k € Z. Ahora para n € Z eligiendo
g = ¢, se tendria que f(n) =1 para todon € Z y por tanto {f(n)} ¢ co(Z).
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2.3 Teorema de Plancherel

En esta seccién analizaremos los coefficientes de Fourier de funciones de
LA(T).

Recordemos que L*(T) y ¢*(Z) son espacios de Hilbert sobre C con los
productos escalares

9= | sos0g

(0n), (B)) = 3 @

Definicién 2.3.1 Sea E C L*(T).

(i) Se dice que es un sistema ortonormal en L*(T) si (f,g) = 0 para todo
f#g9, f,g € L*(T) y ademds || f|| = 1 para todo f € L*(T).

(i1) Se dice que es un sistema completo si no hay funciones no nulas
ortogonales a todas las del sistema, es decir (f,g) = 0 para toda g € E
implica que f = 0.

Por ejemplo, E = {e, : n € Z} es un sistema ortonormal y completo en
A(7Z).

Teorema 2.3.2 (Teorema de Plancherel) La aplicacion I = L*(T) — (*(Z)
definida por F(f) = {f(n)}nez es un isomorfismo isometrico que preserva el
producto escalar.

DEM: PASO 1: ¥ esté bien definido v |[(f(n))]l2 < ||f|l2. Sea f € II(T).

Escribimos B
1P = (f. )
= <Z@k¢kazﬁk¢k>
—-N —-N

M M

= > D {owdw, Bid)

k=—NI=—N
M

= Z (ardr, Brorn)

=—N
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M

= D lowP

k=—N
M ~
= > lfmP
k=—N

Para f € L*(T), fijados N, M € Ny consideramos g = f—ZkM:_N j:(k:)gbk
Es claro que

M
lgll® = 11£1% + Z FR)xlP = (f. Y Z k)ow, f)

k=—N k=—N —

Ademds (f, X0 f(R)o) = (0N FR)bw, £) = 0L I1F (k)2

Consecuentemente, usando el resultado sobre polinomios, tenemos

0<lglle =117 = > IR
k=—N

Tomando supremos sobre N, M se obtiene » >~ 12 < 11f2

PASO 2: F es suprayectivo. Sea (o, )nez una sucesion en £%(Z). Consid-
eremos hy = 224:71\, ardy € II(T) para N, M € N fijados. Veamos que
(hyar)nas es una sucesion de Cauchy en L?(T).

En efecto, si N’ > N, M’ > M,

N'—1 M’
Ihwar = hxearls = Dl + D lowl?
k=—N k=M+1

y usando que (o) belongs to ¢*(Z) se tiene que es Cauchy.
Usando la completitud de L*(T) existe f € L*(T) de modo que limps—yo0 N—s00 An s =
f en L*(T).

Por tanto || f|3 = limas 0o N0 ||Anar]|3. Consecuentemente
Iflz =, tim Z o] = [l () -

Veamos que f(n) = «, para todo n € Z.
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Esto se sigue de

~

f(n> = <f7 ¢n> = < lim OohN,M7¢n>'

M —o00,N—

Por la continuidad del funcional (f, ¢,) en L2(T) y del hecho Ay s (n) = oy,
para |n| < min{N, M} se concluye el resultado.

PASO 3: F es obviamente inyectivo por ser una isometria.

PASO 4: Preserva el producto escalar, es decir (f,g) = ((f(n)), (§(n))).

Es claro que el resultado es cierto para f, g en II(T) (por la ortogonali-
dad del sistema). Ahora podemos extender a todas las funciones usando la
densidad de TI(T) en L*(T) y la continuidad del producto escalar en ambos
espacios.

(fr9) = (lim Py, lim Q)
i (P o, Q)
L P Q)

= lim llmoo«pN(n))v(QM(n)))

N—oo M—

El mismo proceso aplicado al producto escalar de sucesiones implica

~

(f.9) = (lim (Py(n)), lim (Qu(n))) = ((f(n)), (3(n)))

N—o0 M—o0

Corolario 2.3.3 E = {¢, : n € Z} es un sistema ortonormal y completo en
LA(T).

Corolario 2.3.4 Si f € L*(T) entonces Sxf = S0 f(n)é, converge a
f en L*(T).

Corolario 2.3.5 Si f € L'(T) y g € L*(T) entonces fxg € L*(T). Ademds

1+ glla < [[fllxllgllz-

Definicién 2.3.6 A(T) = {f € LY(T) : {f(n)} € I}(Z)}
Pongamos || f||amy = >_0=_o [ (0)]-
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Nota 2.3.1 Recordemos que una serie dobley " x, (conx, € X) se dice
convergente si Y00 x, y S o___ x, son convergentes. Ademds Y0

Zn:l Tn + anfoo Ln

Teorema 2.3.7 (i) A(T) es un algebra de Banach con la multiplicacion pun-
tual y II(T) es denso en A(T).

(i) A(T) c C(T).

Ademds || f]loo < [|fllar)-

(1ii) Si f € LY(T), g € A(T) entonces f * g € A(T).

Ademds || f + gl|am) < || f]l1/lg][am)-

(i) Si f,g € L*(T) entonces f * g € A(T).

Ademds || f * gllacry < [[f]]2]1g]]2-
DEM:

(i) Sean f,g € A(T) entonces

= 337 f(k)gln — ke € A(T).

Tp =

n=—oo

nez kez
En efecto
ST FEGn = k)< IfE)gm = k)| = [ £]lamllgllac
n€Z keZ neZ kezZ

La densidad de los polinomios es consecuencia de hecho siguiente:
Si f € A(T) y € > 0 existe ny de modo que entonces

Yo @I+ ) <e,  N.M=ng,

n<—M n>N

Es decir ||f — harn||am < € donde hyrn(t) = S0, F(n)on

(ii) Es una consecuencia de la completitud de C(T) junto con el hecho de
que si f € A(T) entonces la serie Y~ f(n)¢, converge absolutamente en
LY(T) (y por tanto en C(T)).

(iii) Como (f * ¢)(n) = f(n)g(n) se tiene que

N 1(Frg)n) = Z |F()]|g(n)] < [ f]]s Z 19(n

n=—oo n=—oo n=—oo

(iv) Usar Cauchy-Schwarz y Plancherel

oo

PRI Z L)1) Z 9 = I £112llg]l2-

n=—oo n=—oo n=—oo
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2.4 Teoremas de Young

Estudiaremos ahora las convolucién y los coeficientes de Fourier de fun-
ciones en LP(T) para 1 < p < 0.

Teorema 2.4.1 Sea 1 < p < co. Si f € LYT) y g € LP(T) entonces
f*xge LP(T).
Ademds < [/l llgllp-

DEM: Podemos suponer 1 < p < oo, pues los otros casos ya estan resuel-
tos. Tomar 1 < q < oo tal que 1/g+1/p=1.
Como fx*g(s) = [7_f(t)g(s — t)& tenemos

Frg@l < [ 110l 0l
([ tr@iats —apgore [ 1wl

x 2

([ 1sllots = npg s

—Tr

IN

VAN

Por tanto

£ xally = [ 1f ot

p/q dt ds
—1
1 [ [ 1r@llots - op 552
lollz 71

IN

IN

Teorema 2.4.2 Sea 1 < p,q < oo con %+% =1. Si feL?(T) yge LYT)
entonces fx g € C(T).
Ademds || f * glloo < | fllpllgllq-

DeEM: Suponer 1 < p < oo. Usando la expresion f * g(t f f(t
$)g(s)% tenemos

Fra® = feglt) = [ 170-9)— 10 - 9lalo)y
ds

= [ - -0
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[ xg(t) = [+ g(@)] < llgllgllfe = follp

Y el resultado de continuidad de la traslacion se obtiene el resultado.
El caso p = co se obtiene ya que f*xg = gx* f. .

Teorema 2.4.3 Sea 1 < p1,ps < 00 con p% + p% >1. Sife LTy

g € LP*(T) entonces f g € LP(T), donde p% + p% —1l= ;DLg
Ademds || f * gllps < || fllpr 119l ps-

DEM: Los casos p; = 1 y p1 = oo estan resueltos en los resultados
anteriores. Supongamos 1 < p; < 00. Sean 1 < p,n,a < oo with l%—i—%}—i—i =
1 que se elegiran convenientemente.

Frg@l < [ 110l -0l

—Tr

= [ U@ gts = o gl — s

x 2m

< </W P ‘“)“ﬂ(/ﬂ lg(s — pr Ly

21 27

’ - i B 1
< ([ Al migls - pjec-rin Sy

" _ L dt
— WA Igl [ ey - oo

—Tr

)l/a

Elegir a = Ps, Y1 tales que a(1 — p1/p) = p1 y a(l — pa/n) = pa. Es
decir, t =Lt L 11 _Lyl_1
1 p1 p3 n p2 pP3 (o4 p3’

Entonces, ps — p1 = psp1/it Y ps — p2 = p3p2/n,

T ds o o
[ irxsrss < gz [ 1r@remigs - gpeem 2

dt ds
_ ||f||P5p1/M||g||P5p2/77/ / ‘pl‘g )|p2
o o 2
= 71593

De donde se concluye || £+ gllp, < [| fllp: l9l.- .

dt ds
or 2
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2.5 Ejercicios propuestos

Definicién 2.5.1 Sea f :[a,b] > Cyseca P={a=2z0 <21 < - <, =
b} una particion del intervalo |a, b]; se define

V(P f)=> | f(z) = flar_)]-

La variacion total de f en [a,b] viene dada por:
VE(f) =sup{V (P, f): P es particion de |a,b]}

Si VI f) < oo, se dice que [ es de variacién acotada en |a,b] ( brevemente
feVAab) ).

Se dice que f es absolutamente continua en [a,b] ( brevemente f €
AC(a,b)) si:

n n

Ve 30 0 ) |f(b) = flay)l<e si > (bj—ay) <4,

j=1 j=1

para toda familia finita {]a;, b;[}j_, de subintervalos de [a,b] disjuntos dos a
dos.

Sea 0 < a < 1 Se dice que f : [a,b] — C satisface una condicion de
Lipschitz de orden o ( brevemente f € Lip,(a,b), f € Lip(a,b) en el caso
a=1, ) siexiste M € R tal que:

[f(x) = f(y)| < Mlz —y|*  Vz,y € a,b].

Ejercicio 2.5.1 Dada f € £'(a,b) defininimos la funcion F(x) = [ f(t)dt.
(i) Probar que F' es absolutamente continua y ademds F' = f c.p.p.
(it) Dada f € LP(a,b), 1 < p < oo entonces F € Lipyp(a,b).
(111) Dada f € £>(a,b), entonces F' € Lip(a,b).

Ejercicio 2.5.2 (i) Demuestra que Lip,,(a,b) C Lip,, (a,b) si oy < as.

(ii) Probar que Lip(a,b) C AC(a,b) C V A(a,b).

Ejercicio 2.5.3 (i) Prueba que si f(x) = \/x, entonces f € Lipy2\ Lip(0, 1)
pero f € AC(0,1).

(it) Dada f : [0,1] — R tal que f(0) =0, f(%) = (_—i)n y f es lineal en cada

intervalo [%H, %}, probar que [ es continua pero no absolutamente continua.
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(11i) Demuestra que una funcion de variacion acotada es acotada. Dar un
ejemplo de una funcion acotada pero no de variacion acotada.

Ejercicio 2.5.4 Sean f, g € V A(a,b). Prueba que f-g € VA(a,b).

Ejercicio 2.5.5 Prueba que, dadas F' € Lip|c,d|, ¢ : [a,b] — [c,d] absolu-
tamente continua, entonces F'o ¢ € AC(a,b).



Chapter 3

Series de Fourier

Definicién 3.0.2 Dada f € L*(T). Llamamos serie de Fourier de f a la
siguente serie formal Y 2 ___ f(n)e™ denotada por S(f).

n=—oo

Se llama Sy (f)(t) = S0 f(n)e .

Nota 3.0.1 La pregunta natural es intentar describir la funcion en términos
de su serie de Fourier, es decir estudiar posibles convergencias de la serie
anterior.

Hay varias situaciones completamente obvias:

(i) St f € II(T) entonces S(f)(t) = f(t) para todo t € [—m,m) (pues es
una suma finita).

(11) Si f € A(T) entonces S(f) = f en A(T), es decir impy pr—s00 SN = f
donde sy N = Ziv:fM f(n)e‘mt, pues la serie converge absolutamente.

En particular imy pr—00 Spn () = f(t) uniformemente en t € [—m, 7).

(iii) Si f € L*(T) entonces syn = Son_yy f(n)e™™ converge a f en
L3(T).

Daremos algunas convergencias mas débiles, pues en general no puede
afirmarse demasiado sobre la convergencia de la serie en el sentido anterior.

Definicién 3.0.3 Sea {x,} una sucesion de elementos de un espacio de Ba-
nach X. Diremos que la serie Z;O:foo T, es sumable Abel si existe

Denotaremos (A) — Y2 x, a dicho valor en caso de existir.

35



36 Chapter 3. Series de Fourier

Diremos valor principal de Cauchy de la serie >~ x,, si existe,al

limate
n
lim E T
n—oo
k=—n

Denotaremos (PV) — > x, a dicho valor.

Diremos que la serie Y -

e — oo Tn €8 sumable Cesaro si existe limy_,o O,

. . N .
donde on son los promedios de las sumas parciales s, = Y ,__\ Tk, es decir

80+81+...+SN
N+1 '

ON

Denotaremos (C') — >0z, a dicho valor en caso de existir.
Ejercicio 3.0.6 (i) Probar que la sumabilidad implica la sumabilidad Abel y
la existencia del valor principal.

(ii) Probar que la ezistencia del valor principal implica la sumabilidad
Césaro.

¢ Son ciertos los reciprocos?.

Definicién 3.0.4 ( Nicleo de Dirichlet) Se conoce con el nombre de Nicleo
de Dirichlet a la sucesion

Se cumple que si f € L'(T), y N € N entonces

Sn(f)(&) =Y fln)e™ = Dy = f(t).

Teorema 3.0.5 (Propiedades del nicleo de Dirichlet.)
sen(N—&—%)t

(1) Dn(t) = —o

(2) Dn(t) = Dn(—t) para todo t € [—m,7), N € N.

(3) [T Dn(t)L =1, N eN,.

(4) ||Dn||1 = log(N), N € N,i. e. ezisten Cy,Cy > 0 tales que Cilog(N) <
[Dnlli < Calog(N).

(5) |IDn|lo = 2N + 1.



DEM:
(1) Por induccién sobre N. Para N =0, Dy(t) = 1.
Supongamoslo para N.

Dni1(t) = Dy(t) 4 e MW+t 4 gilN+1E
sen(N + %)t

= —————=— +2cos(N + 1)t

sen(t/2)
sen(N + 2)t
sen(t/2)

donde hemos usado que sen(p) — sen(q) = 2cosErlsen?L.
(2) Obvio.

(3) Obvio.
(4) Teniendo en cuenta que 2 < sen(t) < ¢ para 0 < ¢ < Z,
/7r sen(N + $)t| dt B 2/7r |sen(N + 1)t| dt
| osen(t/2) |27 T J, sen(t/2) 2w

B 2/5 |sen(2N + 1)t| dt
0

sen(t) 2
N /’; |sen(2N + 1)t| dt
0

t 27

|sent| dt
0 t 27

IN41 [, (etlr \sent| dt

(2N-+1)n

~
~

™

(k+1)m

k=0

Es bien sabido que H, = 37", = ~ log(n) de donde se sigue el resultado.

k
S -
- k kx or

37

(5) Usar que Dy (0) = 2N + 1 y la estimacién trivial |[Dy(t)| < 2N + 1.

Estudiaremos ahora la situacién de la no convergencia de la serie Sy (f)

en C(T).
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Lema 3.0.6 Son equivalentes:
(1) Sn(f) — f en C(T) para toda f € C(T).
(2) Eziste C > 0 con ||Sn(f)||ec < C||f|loc para todo N € N.

DEM:

(1) =(2) Como {Sn(f)} es acotada para toda f € C(T) entonces por
el teorema de la acotacién uniforme existe C' > 0 con ||Sy(f)||le < Cl| S|l
para todo N € N.

(2) =(1) Sea |[Sn[l = sup{[[Sx(f)llec : [Ifllc = 1}. Dada f € C(T) y
e > 0 tomar P € II(T) tal que ||f — P||s < esupy||Sn|| + 1. Entonces, para
N > grado(P)

IS8 (f) = flloo S TSN (F = P)lloc + [P = flloo < (SN[ + DIIf = Pl <&

Ejercicio 3.0.7 Sea 1 <p < oco. Sy(f) = f en LP(T) para toda f € LP(T)
si y solo si existe C >0 con ||Sn(f)||, < C||f|l, para todo N € N.

Teorema 3.0.7 Eziste una f € C(T) de modo que Sy(f)(t) no converge
uniformemente a f.

DEM: Usando el Lema es suficiente probar que ||S,|| no esta acotada.
Basta encontrar una sucesion ¢, € C(T) tal que sup||¢n||lc < o0 pero
con Sy(¢y) divergiendo a 00.

Sea D, (t) = % Tomamos t = f% , |k| < n, que son los ceros de

D,, y consideramos intervalos centrados en los mismos Iy = (t; — O, tr. + 0x)
de modo que su unién es A, y la suma de sus longitudes sea m(A,) = L,, <
W. Definimos ¢,(t) = sign(D,(t)) salvo en los intervalos prefijados y
alli se unen los extremos por linealidad.

Obviamente ||¢n||cc = 1. Ademads

USall = 1[50 (dn)l]oo
> [Sn(én(0)]

|/D )6u(1) o]
dt

> [ 1Dutoly; - / (1Da(0)] = 6,(OD(t)) 5
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Notese que 7 |Dy(t)4L] > Clog(n) y que
dt
| : (IDa(®)] = éu(t) Du(t)) 5| < 2(2n + 1)m(An) < L.

Por consiguiente ||.S,|| > Clon(n) — 1 y se concluye el resultado. .

3.1 Ntcleos de sumabilidad: Poisson y Fejer

Definicién 3.1.1 ( Nicleo de Poisson) Se conoce con el nombre de Nicleo
de Poisson a la familia de funciones {P,}o<r<1,

o0

P.(t) = Z plinlg=int

n=-—oo

Dada f € LYT), y0 <r <1 se tiene que

Z fn)riMe=it — P s £(t).

n=—oo

Por tanto la sumabilidad Abel de f se describe como lim,_,; P, x f(t).

Teorema 3.1.2 (Propiedades del nicleo de Poisson.)
(1) Py € A(T) y || P [age) = 222, 0 < 7 < 1.

(2) P.(t) = L S gcret

(I—r)2+drsen®(t/2) — [1—reit?>
(3) P.(t) es no negativa, par y mondtona no creciente en [0, 7], 0 < r < 1.
(4) T2 < P(t) < £, 0<r < 1.
(5) P D —> R dada por re' — P.(t) es una funcién armdnica.
6) [T P(t)E =1,0<r<]1.
(7) Sea > O entonces lim,_,1- supyy ., (t) = 0.

(8) Sea 0 < a < w entonces lim, ;- f|

t>a T(t)%

DEM:
(1) Se sigue de que 02 rinl =14 22 = 47,
(2) Basta observar que

> > TG' 7"67.
1 + § :,r,ne—znt + E :Tne—znt - + — — -
1—7"61 1—re® |1 —re?|

n=1 n=1
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Usar la expresion |1 —re|> = 1412 —2rcos(t) = (1 —r)? + 4rsen®(t/2) para
la otra férmula.

(3) De comprobacién inmediata (usar |1 — re't| > |1 — re'®2| para ty >
t > 0).

(4) Se sigue de (2) pues (1 —7)? < 1+47% — 2rcos(t) < (1 +71)%

(5) Observar que P(z) = Re(12) para z = re'.

(6) Como S rlPle=™ converge a P,(t) uniformemente en [—7,7),
entonces

™ N s dt
— \n\ fmt 1 [n| —int 2Y
[ mog = m | Z?" 7= dm, 3o [

(7) Nétese que

1—r?
sup P.(t) = sup P.(t) < P(a) = ————
lt|>a (¥ T>t>a Q () |1 — refe|?
y por tanto se tiene el resultado.
(8) Se sigue de (7). .

Definicién 3.1.3 ( Nicleo de Féjer) Se conoce con el nombre de Nicleo de
Féjer a la sucesion {Ky} dada por

Knlt) = 55 - Dwl) = 3 (1- N'”+|1>e—mt.

Dada f € LYT), y N € N se tiene

ox (DO = 5 3 SwU)(E) = K = £(0),

Por tanto la sumabilidad Césaro de f se corresponde alimy o on(f)(t) =
limpy oo Ky * f(2)

Nota 3.1.1

1
N—HZDN( B N+1ZZ

n=0 n=0 k=—n
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1 N N
— 1 ikt
N1 2! > Ve
k=—N N=|k|
N
k=—N N + 1

Teorema 3.1.4 (Propiedades del nicleo de Féjer.)

1) Knll) = D
N+1 sen2(t/2) °

(2) Kn(t) 2 0y Kn(t) = Kn(—t) para todo t € [—m,m), N € N.

(3) [T Ky(t)&L =1, N eN.

(4) Kn(t) < mm{N—I—l N+1)t2}
(5) Sea a > 0 entonces imy o0 SUPjyys.q Kn(t) = 0.
(6) Sea 0 < a < 7 entonces limy ft\>a Ky(t ) 5 =0.

Dewm: (1)
1 N
K = — D
MO = Fp o Dul0
1 N
_ Im(ein+3)t
(N +1)sen(t/2) < Z m(e )
1 N
_ it znt
(N +1)sen( t/2 6226
1 i +1 -1
- (Y
(N + 1)sen(t/2) els — e~i3
1 (N+1)t _ 1
= FIm(———)
(N +1)sen?3 2i
_ l—cos(N+1)t  sen?(NHt)
~ 2(N+1)sen?t (N +1)sen?L’
(2) Obv1o
(3) [T Ka( K 0)=1.
4) Es claro que L < sent <Lisi0<t<n Entonces
( T 2 2
1 2
Ky(t) < —

~ (N +1)sen? = (N +1)12

41
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Por otro lado

N N
1 1 1 _N(N+1)
Kyit) < —— D,(t)] < 2n+1) = 2 N+1)) < N+1.
(0] Sy D01 S g Soomet) = g (TR ) < v
(5) Se sigue de que
1
sup Kn(t) = sup Kn(t) < ———F=.
Mf; w(t) TI'Ztga wit) < (N 4 1)sen?s
(6) Es inmediato de (5). .

Definicién 3.1.5 (Nucleo de sumabilidad) Una familia de funciones { K:}eo
se dice un nucleo de sumabilidad sobre T si verifican

(i) SUDc~0 fjﬂ |Ks(t)‘g_7tr < 0.

(i) [T K.(t)& =1 para todo € > 0.

(111) Para todo a > 0 lim,_,o+ fa<\t|<7r |K.(t)| L = 0.

o

Ejemplo 3.1.1 Los micleos de Poisson K. = P,(r(¢) = 1 —¢), o de Fejer
Ky =K., (en = %) son de sumabilidad.

Teorema 3.1.6 Sea K. un nicleo de sumabilidad. Si f € C(T) entonces
K. x f converge a f en C(T).

DEM:
" ds " ds
f(t) — Kox f(t) = i f(t)Kg(s)%— i f(t—s)Kg(s)%
- [ - - K5

Dado 1 > 0 existe 6 > 0 de modo que si |s| < § entonces

F(8) = f(t—s)] 1

< —.
QSUPE>0|\KEH1

Por otro lado dado ¢ > 0 existe ¢y > 0 de modo que si 0 < € < ¢

ds n
|K.(s)|— < .
/|s|>6 2 4| fll
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Entonces

10~ Ken sl < [ 150 - 1= o)y

ds
o MUCEF RN =

n / ds
< K. (s)|—
2supaol[Eolls s

ds
+ 2||f Oo/ K.(s)|— <n
il | 115,

Corolario 3.1.7 Sea f € C(T).

(1) lim P, x f(t) = f(t) uniformemente en [—m, 7).

r—1—

(En particular A — Y00 f(n)e™™ = f(t) Vt € [-7,7).)

(17) ]\}1_131 Ky * f(t) = f(t) uniformemente en [—7, ).

(En particular C — 3% __ f(n)e ™ = f(t) Vt € [-m,7).)

Nota 3.1.2 La densidad de TI(T) en C(T) se sigue de (ii), siendo éste un
método constructivo a diferencia del uso del teorema de Stone- Weierstrass.

Teorema 3.1.8 Sea 1 < p < 00 y sea K. un nicleo de sumabilidad. Si
f € LP(T) entonces K. = f converge a f en LP(T).

DeEM: Como en el resultado anterior para funciones continuas. Sea d > 0,
escribimos

FO-KenfO1 < [ WO+ [ r-slIK ol

Aplicando la desigualdad de Holder y el hecho (a+b)? < 2P~ 1(aP + bP) se
obtiene
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Entonces

10~ Ko fOP <270 150 - e - IR0

|s|<d
ds
H O~ S K

<2 ((f 10 50K Il
p—1 P P ds dqu
H 2P FORREID( 1)

Integrando en la variable ¢ se tiene

ds
£ =gy < 2 ()= fpE g s

|s|<o

d
21l I

Por un lado, dado n > 0 existe § > 0 de modo que ||f — f_s|[, < n si
|s| < 0.

Por otro lado dado § > 0 existe g > 0 de modo que f|8|>5 |K.(s)|& <
para e < £.

Por tanto, para el ¢ anterior

1 = Kex Fllp < 27 (P supesol KL/ + 22| £ /o)
Por tanto lim. ¢+ || f — K. * f|[, = 0. .
Corolario 3.1.9 Sea f € LP(T) para 1 < p < 0.

(i) lim,_,- P, % f = f en LP(T), (es decir, A— 3" f(n)en = f.)
(ii) imy_oo Kn % f = f en LP(T), (es decir, C =3 " f F(n)en = f.)

Nota 3.1.3 La densidad de II(T) en LP(T) se sigue de (ii). sEs cierto el
resultado en L>(T)?
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3.2 Convergencia puntual de la serie de Fourier

Intentaremos ahora atacar la convergencia puntual de la serie de Fourier
para funciones integrables.

Teorema 3.2.1 Sea K. un nicleo de sumabilidad con K.(t) = K.(—t) y de
modo que para todo o > 0 se tiene

lim sup |K.(t)]=0.

e—=0F qcjt|<n

Sea f € LYT) y s € [—7m,7) de modo que existe lim;_,q+ w =A
entonces

lim K. * f(s) = A.

e—0t+

Dewm:
Koefo) -4 = [ (=0 - K05

= [ G- Ak

dt

+/0a(f(s 1) S5 1) 24K (D)

Elegimos entonces o > 0 de modo que si 0 < t < «

fls =)+ f(s+1)

| 5 — Al <.
Por tanto
dt
|[Ke* f(s) — Al < sup [K.(t) |f(s—1) —AIQ—
a<|t| [t|>a ™
Y fls—=t)+ f(s+1) dt
w2 [ AR [
< sup | K ()|([[ f[l: + A) + nsup [[ K|
a<l|t] e>0

Usando ahora lim. o+ SUp,«jy<, [ Kc(t)| = 0 se termina la demostracion.
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Corolario 3.2.2 Sea f € LY(T) y supongamos que existen

f(s7) = lim f(s+1¢), f(s7)= lim f(s—1).

t—0t t—0t

Entonces . B
tim P (f)(s) = TEEIED,
i o (f)(s) = TEDH )

N—oo 2

Corolario 3.2.3 Sea f € LY(T) y f es continua en t. Entonces

Xjf e = [ ().

ij e = [(1).

Teorema 3.2.4 (Lebesque) Sea f € L*(T) y supongamos que existe A € C

tal que
fls+t)+ f(s—1) dt
hi%h/ | A|% 0

lim o,(f)(s) = A.

n—o0

Entonces

DEM: Denotemos

u):/O“,f(Sth);f(s—t) Al

f(s+1t)+ f(s—1) dt
on(f)(s) — —Q/K 5 —A)%.

Usando que K, (t) < min{n +1 W) y teniendo en cuenta que n + 1 =

_ s
(n+1)t2 =t = +1 tenemos, para T > an, > 17,

ou(f)(s) — A] < ;[“M@+w+f@—w_Aﬂ3

2 2
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L9 ”Kn<t>|f(5+t);f($—t)_A|2d_;
_ 2awg®ﬁg+w;f@—w_m%:
0
7T2
m(ﬂfﬂlﬂfl\)-

Entonces

A%m@@@%::éw”mm@m%+/%Kmmm“

_m %
)
(=) dt @ [ (L) dt
< 1 () — + —— —
—<”+)A (5w+n+1/ﬁﬁ on
1)
1 Ola,) P
< n + a( T )+ T (a)_ (:+1)
2 n4+1" 2(n+1)\ a? (5)?
N 2 /an O(t) dt
2(71 + 1) _m 3 27w
n+1
d(a, 2 d(t T 1 dt
< al (@) F— max {ﬁ}/ ——
2(n+1) o2 2(n+1) = <t<an =S 227
T D(ay) T o), n+1 1
5 _max {— K - ).
2(n+1) a2 n+1-Z<t<an t T T
Tomemos a,, = W para que JLIrolo a?(n 4 1) = oo y usar la hipétesis
para terminar la demostracion. .

Nuestro siguiente objetivo es ver que la serie de Fourier de funciones
integrables converge en media Cesaro a la funcién en casi todo punto.

Definicién 3.2.5 Dada f € LYT) se llama funcion mazimal de Hardy-
Littlewood a

1 1 t+h
PO = sy | el = [l

h>0 m(Jp(t)) h>0 t—h

donde J,(t) ={e" :t —h < s <t+h}.
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Lema 3.2.6 Sea 2 = U,egl, un conjunto medible donde I, son intervalos
en T. FExiste una subfamilia contable de modo que

1
m(Us2 I,) > Zm(Q)

DEM: Sea a; = supm(I,). Tomemos un intervalo I; entre los mismos de
a€ld

modo que m(I;) > 3a;. Sea, ahora, J; = {a € J : [, N[, = @} y pongamos
Q1 = Ugaegy Lo Es claro que 2 U I} es una union disjunta y €2 C Q; U fl,
donde T significa un intervalo del mismo centro que I pero de radio 4 veces el
radio de I. (Nétese que si t € €2 entonces o bien existe « € J; tal que t € I,
0 bien~ siempre que t € I se tiene I3 NI} # @y, como m(Ig) < a; entonces
]ﬁ C:]lJ

Reiteremos el proceso. Sea ay = sup m([,). Tomemos un intervalo I
agdr

entre los anteriores de modo que m(ly) > %&2. Sea, ahora, Jo = {a € J; :
I, NI, = @} y pongamos 92 = Uaeg, Lo Es claro que Qo U I; Uy es una
unién disjunta y Q C Qo U I U 5.

Reiterando el proceso n-veces tendremos a,, = sup m(l,). Tomemos
a€dn—1

un intervalo I, entre los anteriores de modo que m([,) > %an. Sea, ahora,
Jn={a€d,1:1,NI, =2}y pongamos Q, = Usey, Io. )
Es claro que 2, U ; U, U...U [, es una unién disjunta y €2 C 2, U I; U
LU..UI,.
Si el proceso se acaba en un nimero finito de pasos, digamos NV, tendremos
Q=QU (uflefn) con Q' = Ugegyla, 1o NIy # & para todo a € Jy (y por
tanto Q' C Iy). Ademés Q ¢ UN_, T, vy asi

m(Q) <Y m(l,) =4> m(I,).

En el caso de un niimero infinito de pasos, tenemos a,, decreciente a 0 ya
que a, < sm(l,) y Yoo m(l,) < ooy M2, = & de donde se sigue que
para cada [, existe kg de modo que I, NIy, # @ e [, NI, = & para k < ko,
y por consiguiente [, C fko.

Esto garantiza que ) C Uflo:lfn y de ahi

1
WlOJzilln):> ZTH((D.



3.2. Convergencia puntual de la serie de Fourier

Teorema 3.2.7 (Desigualdad 1 — 1-débil) Si f € L*(T) entonces

m({teT: f(t) > \}) < 4‘|§”1.

DeEM: Dado A > 0 tomemos un intervalo I; de modo que
1 ds
— — >\
iy e

Pongamos, ahora, Q = {t € T : f*(t) > A\} = Ueql;.
Entonces, aplicando el lema previo,

m{t €T: f(t) > A)) < 4m(Upenly)
<aymin) <3 [ ol

- ds
<adomtby <y [ I

n=1

Teorema 3.2.8 (Diferenciacién de Lebesque) Sea f € L'(T) entonces

t+h
lim—/ f(s) = f(D)lds=0 ae teT,

—h

DEM: Supongamos que f es continua. Veamos que para todo t € T

1 t+h
lim / () — F(t)]ds = 0.

En efecto, definimos parat € T,

T

E()= [ 176) = 015 220

Fi) = [ 1f(5) = F0l52, 2 <0,

49
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Es claro que F; es derivable para todo x € T y F/(t) = 0.
Dada, ahora, f € L'(T) y ¢ > 0 existe g € C(T) con ||f — g|)y < §.
Veamos que

t+h
m({t: i 0w |17 = f@)lds £ 0) <o

Como

o1tk B 1 [t+h 1
(tstimon [ 1F9)-FOlds #0) = e timsup o [ 17(5)=fe)ds > 1)

Es suficiente probar que
1 t+h
m({t : limsup — |f(s) — f(t)|ds > A}) =0
h—0 h t—h

para cada A > 0.
Como

1F(s) = FO] < [f(5) = 9(s)[ + [g(s) = g(®)| + lg(t) = f(B)],

entonces
1 t+h 1 t+h
lim sup —- | f(s)—f(t)|ds < limsup - |f(s)—g(s)|ds+]g(t)—f ().
h—0 2h t—h h—0 h t—h
1 t+h
m({t:limsup  — |f(s) — f(t)|ds > A}) <
h—0 2h t—h
1 t+h Y
<m({t:limsup— [ |f(s) — g(s)|ds > })
h—0 2h t—h 2

m({t: lg(t) ~ FO] > )
<mft: (f =9 (1) > 2))

(e [o(t) ~ £ > 51 < S~ ol
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Corolario 3.2.9 Si f € L'(T) entonces

(€)= > f)e ™ =ft), m—uae

n=—oo

DEM: Llamaremos un punto de Lebesgue de la funciéon f al valor t tal
que
1 t+h
lim — — f(t)|ds = 0.
tim o [ 17(6) = £(0lds =0
Usando el teorema de diferenciacién de Lebesgue se tiene que casi todo punto

es un punto de Lebesgue. Tomando Ay = f(¢) en el teorema de Lebesgue de
convergencia Césaro se tiene

m({t : limsup o h‘f(t—i-S);f(t_

s) B
hoo' 2h ), — f(t)|ds > 0}) =0

y on(f)(t) — f(t) en todo punto de Lebesgue, y por consiguiente a.e. m

Para estudiar el comportamiento de la convergencia Abel necesitaremos
los siguientes lemas.

Lema 3.2.10 Sea s una funcion simple, par, mondtona decreciente y no
negativa en [0,7) y sea f € L'(T). Entonces para todo t € [—m, )

s F(O] < [ls[l1 /().

DEeEM: Escribimos

N N
S = Z akX[ak,ak+1] + Z O‘kX[—ak+1y—ak}
k=1 k=1

donde agq1 > ap y ap < agq1.
N .
Es claro que ||s||y = £ 3°,_ ax(aks+1 — ax). También puede ponerse

N
= Z BiXi~a;.a;)
j=1

donde §; = a; — aj_1. Entonces ||s||; = %Zj.\;l(aj — aj_1)a;.
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Notemos que si f > 0 entonces

N N

sx 0 =3B+ X)) < = Biasl () = Islh (1)
j=1 J j=1

El caso de f arbitaria se sigue usando |s * f| < s |f]. .

Lema 3.2.11 Si f € L'(T) entonces

PH(f)(t) = sup [Box f(1)] < f*(D).

0<r<1

DeEM: Como P. = lim s, donde s, es una sucesion mondtona creciente
n—oo

de funciones simples como en el Lema 1, se tiene que s, x f(t) converge de
manera creciente a P, x f(t).

Supongamos f > 0. Aplicando del teorema de la convergencia mondtona
de Lebesgue y el Lema 1 se tiene el resultado, puesto que ||s,|[; converge a
1Pl

Caso general se sigue del anterior por la estimacion | P, f|(t) < P.x|f|(t).

Corolario 3.2.12 Si f € L*(T) entonces
(A) = Y fe ™ =ft), m—ae

DEM: Es sabido que que P, x f(t) — f(t) para todo t € [—m,7) si f es
continua y ademds m({t : P*(f)(t) > A}) < 3||f||1. Es suficiente ver que

m({t: limsup | P f(8) = F(B)] > A}) = 0

para todo A > 0.
En efecto, dado € > 0 existe g € C(T) tal que ||f — g|l1 < e. Ahora

|Bx f(8) = F(O] S APex f(8) = Boxg(8)] + |Box g(t) — g(8)] + [g(t) = f(2)],

entonces

limsup | P * f(t) — f(t)| < sup [P * (f —g)(®)| + |g(t) — f(2)].

r—0 0<r<1
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mi{eslmsup P+ £(0) = F0] > D) < ml{e: PO - 9)(0) > 5D
(e lo(t) ~ FO] > )
C

C
< S - glli < 5=

Tomando el limite en ¢ se tiene el resultado. "

Estudiaremos a continuacién la situacion la convergencia de la serie de
Fourier para funciones continuas y veremos que nada puede esperarse en este
caso.

Teorema 3.2.13 FEuxiste una funcion f € C(T) cuya serie de Fourier diverge
ent=0.

DEM: Recordemos (ver demostracién de la no convergencia de la serie de
Fourier en C(T)) que existen C' > 0, y funciones ¢, € C(T) con ||¢n||e <1

Y |5n0n(0)] = Clog(n).
Ahora tomar &,(t) = 0,2(¢,)(t). Nbtese que
HSn(gn) - Sn((/bnmoo = ||Un2Sn(¢n) - Sn(¢n)’|00

L T
= sup{l 3 (e}
k=—n

1
< k|l <2.

De aqui

|Sn€n(0)| > |Sn¢n(0) + Sngn(o) - Sn¢n(0)|
> |Sn¢n(0)| - HSn(gn) - Sn(¢n)||oo
> Clog(n) — 2.

Ahora tomamos una subsucesén (\,) creciente tal que A, > n (que fijare-
mos después) y definimos

fey=>" %@n(/\nt).
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Notese que
N LIy
gAn()\nt> - Z gb)\n (k)<]‘ )\2 4 1)6

es un polinomio de grado \>.
Para k € N escribiremos la descomposicion

k— 00
f<t>=§;ni§ ) + g ut) + 3 560, O
= n=k+1

Eligamos ), de modo que A} > A3 si n < k, entonces
$32(6) (hnt) = (6x,) (hat), < &
y tomando también A} < A\.;; se tendrd para n > k
Sz (E0,)Ant) = Sx2 (61, (0) + &, (1™ + ) = €,(0).
Como, ademds Syz(§x,)(0) = S, (§x,)(0), se tendrd entonces

k—1 0

1 1 1
$2f(0) = 550 (6:)(0) + 36,00+ D —£.,(0)
n=1 n=k+1
Por consiguiente
C k—1 1 [eS) 1 . ) ,
1Sy f(0)] = 509()\1@) Zj—g|ij(0)|— > j—2|ij(0)| > Clog(Ap)k™—C".
7j=1 Jj=k+1

Y eligiendo A\, de modo que log) s o cuando k — oo se tendrd que

f € C(T) y el lim, s Sxz (f)(0) = co. Finalmente mencionar que A, = 2"
es un ejemplo verificando todas las condiciones.

Algunas condiciones simples que implican la convergencia puntual de la
serie de Fourier.

Teorema 3.2.14 (Test de Dini) Sea f € L'(T) tal que

/1\f(t+toi_f(t0>]dt<oo

Entonces

L 005 (f)(to) = f(to)-
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DEeEM: Haremos previamente el siguiente caso:
Sea f € L'(T) tal que f_ll |@|dt < 00. Veamos que limy, S, (f)(0) =
0.

™ 1
5000 = [ 2t
/ f(t)cos(nt)— —I—/ f(t) COS sii:i (n?) itr

La hipdtesis garantiza que g(t) = f(t)% € L'(T) y por tanto, usando
2
el lema de Riemann-Lebesgue,
s.(h(0) = 1 +2f(_") + 9(_”)22,_ 91 0, (n— o).
Sea ahora g(t) = f(t +to) — (o). Entonces §(n) = e f(n) — f(to)dno,
de donde se sigue que S,(9)(0) = S,.(f)(to) — f(to) v basta aplicar el caso
anterior. n

Teorema 3.2.15 Sea f € L'(T) y existe C > 0 tal que | f(n)

| , (n 7 0).
Entonces S, (f)(t) converge a A si y sdlo si o,(f)(t) converge

< Q
a A
DEM: Sélo hay que probar que si o, (f)(t) converge a A entonces S,(f)(t)

converge a A.
Paso 1.- Sea m > n entonces

~om+1 n+1 m+1 17 Froy gt
S0 = e DO-L a0 3 1= i
En efecto, si |j| > n,
N 1 1 ~
SN0 =0=""25 (N0 - 20— L i
Siljl<n
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m-+1_ n+1

S 00 - a0
—( - - 2 a- i)
= (o)
2y

Paso 2.- Pongamos A = o(f)(t). Descomponiendo 1 = [
se puede poner

An]+1—n ~ Dn]+1-n

[An] + 2

500 =oNOF < IS0 = 75t ()
A0
H a2 s (DO — o))
o= N0 = (D)
__E%%%%ZWWZ£MSL—M£ﬁ2NﬂﬁI
B (10 = o))

(N0 = e

Obsérvese que

AL T G - 1 T

[An]+1—n i Tl [An] + 2
< [An]+1—n F < O 1
< m Z FO)I < Z m
n<|j|<[An]+1 n<|j|<[nl+1

Por consiguiente

SN0 —a(NWl  <c Y I%
n<|j|<[An]+1

A2 (5O — o (5]

N1
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+%|an< HE) =)

Paso 3.- Sea A > 0y n € N entonces) ;<) % 2log(A + +).

En efecto (]
1 "d 1
Z —<2/ —x§2l0g()\+—).
T n

n<|j|<[An] |j‘ B

Dado € > 0 existen 2 > A\g > 1 y ny € N tales que log(A + %) < 35 si
A0§A<1,n2n0.
Apliquemos entonces el proceso anterior a \g y n > ng quedando entonces

1S (S)(8) = a(F) ()]

<3+ =gl (N — o ()

2
v lon(f) () — o (£)(@)].

Ahora existe n; € N, con n; > ng tal que |o,(f)(t) — a(f)(t)] < M

si n > ny y se obtiene finalmente que para n > n; tenemos |S,(f )(t) -

a(HB)] <e. .

Corolario 3.2.16
(i) Sea f una funcion real de variacion acotada.
Entonces limy oo Sp(f)(t) = 3(f(tT) + f(t7)).
(i1) Sea f una funcion absolutamente continua.
Entonces limy, .Sy (f)(t) = f(t) para todo t.

DEM: (i) Podemos escribir f = f; — f5 donde f; > 0 monétonas crecientes y
tomemos las medidas de Borel-Stieltjes asociadas. Es inmediato comprobar
que f(n) = O(L).

(i) Ejercicio. .

Veamos una prueba directa (usando sélo la definicién) del la informacién
usada en el apartado (i) anterior.

Recordemos que f : [—m, 7] — C se dice de variacién acotada si existe
C > 0 tal que para toda particion to = -7 <t—1< ... <t, =7 se cumple
que

Z\ftk flte)] < C.
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Lema 3.2.17 Sea f : [— 7r,7r) — C periddica y de variacion acotada. En-
tonces existe K > 0 | f(n)| § mp paran # 0.
DEeEM: Escribimos para n € N
n— (k+1)m
m o dt L g At
t —imnt 77 t —int 7
[ o = T ey
n—1 jus
= ¥ [T res et
= Jo n 2w
us n—1
n k dt
= [T (X s+ T -nhe )
0o N 2m
Por tanto
g e e km dt
¢ —int 77| < t (1 kY —int
[0t < [TVE a0 e,
E, ke (k+ )7 dt
< t4+— — ft+ ——L0 =
</ 3 Wt ST =g
< o~
n

3.3 Ejercicios propuestos

Cuestiones propuestas.

Ejercicio 3.3.1 Probar que H'(T) = {f € LY(T) : f(n) =0 Vn < 0} es
un ideal cerrado de L'(T).

Ejercicio 3.3.2 Resuelve la ecuacién f* f = f en LY(T).
Ejercicio 3.3.3 (i) Sea f € AC(T). Prueba que f(n) = o(%).

(i1) Sea f € VA(T). Prueba que ]f(n)] < V()

2m|n| *

(iii) Sea f € Lipa(T) donde 0 < o < 1. Prueba que |f(n)| < <.

no
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Ejercicio 3.3.4 Sea f € C'(0,7) tal que f(0) =0, f(7)=0. Demuestra la

desigualdad de Wirtinger:
[ues [
0 0

Ejercicio 3.3.5 Sea f € LYT) con f(n) = O(|n|™*). Muestra que f €
AC(T) con f" € L*(T) siy solo si k> 3.

Ejercicio 3.3.6 Sean f,g € L£L?(T). Prueba que la serie de Forier de fg €
LYT). Demuestra que

o0

Fon) = 3" fn—k)g(k),

siendo la serie absolutamente convergente. Sugerencia: probarlo primero para
las sumas parciales N-ésimas de Fourier Sy(f,x) y Sn(g,x) y probar que la
sucesion (Sn(f,z)Sn(g, )X, es ||.||l1-convergente a fg.

Ejercicio 3.3.7 Prueba que £L2(T) es un dlgebra con la convolucién. Prueba
que f no es primo si y sélo si f € A(T).

Ejercicio 3.3.8 Sea f : T — C y sea g = Rf. Demuestra que g(n) =
o),

Ejercicio 3.3.9 Sea una funcién f € LY(T) con serie de Fourier en forma
trigonométrica
% + Z(ak cos kt + by, sin kt).
k=1
(1) Prueba que f es c.p.p. par siy solo si b, =0 para todo k =1,2.. ..
(2) Prueba que f es c.p.p. impar si y sélo si ar = 0 para todo k =0,1,2....

Ejercicio 3.3.10 Si f € LY(T), zp € R y

/(S |f(wo +1) + f(zo —1t) — 2f(x0)]

dt < oo,
t

entonces la serie de Fourier de f converge a f en xqy. (Ayuda ver Criterio de
Dini)
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Ejercicio 3.3.11 Demuestra que, dado f € L*(T) :

—§jfx+2w = 3 Akt

k=—o0
Deduce que:
= tim S g onty = L [ poyar
2 lmnk:1 o 7Tn 27 0

Ejercicio 3.3.12 i f € AC(T), f' € L*(T), demuestra que:

SO < M llery + | 2) 020 le2 )
1

n=-—00
y por lo tanto la serie de Fourier de f converge a f.
Problemas propuestos.

Ejercicio 3.3.13 Halla la serie de Fourier de:

1. f(zx)=¢"  x€[-m 7]

Solucion: .
shbm - (_1) ikt
T kz_oo b— ki
2. flx)=x, =x¢€l|-mmn|
Solucion:
°° (_ )k+1
2 Z sin kt
k=1
0 —nm<z<0
Bf(x)—{x 0<z<n
Solucion:

sin kt.

T cos(2k + 1)t & 1)k+1
S

+
2]{ + 1 —
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10.

. flz) =sin(3z), ze€[-mm)

Solucion:
k+1k
—Z sin kt
-1 —rm<x<0
f(x)'—{1 0<z<n
Solucion:
4 sm 2k — 1
vt 2%k —1
0 —rm<z<0
f(x)'_{1 0<z<n
Solucion:
1 2 Ksin(2k — 1)t
R Z; 2k — 1
flz) =a(r—|z|), 7w<az<m.
Solucion:
8 sin(2k — 1)t
T (2k—1)°
f(z):=]cosz|, 7w<z<m.
Solucion:
2 4 f:( 1)* cos 2kt
T 7 4k — 1
k=1
0 —rm<z<0
f(x)'_{sinx 0<z<nm
Solucion:

f(z) =sin®x

Solucion:
1 . 3t—|—3 -
4sm 4sm )

61
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Ejercicio 3.3.14 Demuestra que

(i) sen*z = 3 — 1 cos2x x € [—m, 7]

(i) 22 = = + 3700 4C° x € [-7,7]

(111) sen’r = gsmm — &sin(3z) + {esin(5z) z€R

(iv) |o] = § — 4300, S22 we[-ma] € |-ma],
(v) |sinzx| = 7% — AN ionsf”f x € [—m, 7.

Ejercicio 3.3.15 Demuestra que

& nl 2 > 1 7T2 x 1
= 1 1 (=)t w2 - 1 s
;4712—1_5 ;4712—1_ 4 ;3+16n(n—1)_§
= (=) _ e L I & 1 s 1
— — —cschbr—— — = —cothbr——
; 2n—1 32 ;nQ—f—bQ 25 T g ;nz—klﬂ 25 T g

Ejercicio 3.3.16 Prueba que, dado z € C—74, —nw<t<m:

cos(zt) = sin(2) + 22 sin(mz) Z (—1)" cos(nt)

Tz 7r 22 —n2
n=1
o0
1 2z
weot(mz) — — = E -
z 22 —n
n=1

log( Sm Z log(1

Ejercicio 3.3.17 Prueba que

1_7?4 il_ﬂﬁ
nt 90 né 945

n=1 n=1

o0
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Ejercicio 3.3.18 Demuestra que

Sugerencia: Utilizar que:

ol
Il 3
o
VR
> 3
~_
Cb&
>
g8
I
—~
—_
+
Cb@
3
N—
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Chapter 4

Analisis de Fourier en R"

4.1 Espacios de funciones continuas e inte-
grables en R"

Consideramos el espacio de medida de Lebesgue R™ con la medida de
Lebesgue m,,. No es un grupo compacto, sino localmente compacto. En R"
tenemos la ley + como estructura de grupo y denotamos |z| = /27 + 23 + ... + 22
la norma que da lugar a la topologia euclidea sobre el mismo.

Definicién 4.1.1 Sea f : R"™ — C una funcion continua. Se llama soporte
de la funcion al conjunto sop(f) = {x € R*: f(x) # 0}. Utilizamos las no-
taciones

Coo(R") ={f :R" — C; funciones continuas con soporte compacto }.

Co(R™) ={f : R" — C; funciones continuas con |1|im f(z) =0}.
T|—00

Co(R™) con el producto puntual f.g(t) = f(t).9(t) y la norma ||f|lec =
supyern | f(t)| es un dlgebra de Banach conmutativa sin unidad pero con unidad
aprorimada acotada.

Basta tomar ¢g(x1,...,2,) = eg(x1)er(xs)...ex(x,) donde ex(t) = 1 para
todot € [—k, k], ex(t) =t —(k+1) site[k,k+ 1] yer(t) =k+1—1 si
te[—k—1,—k].

Proposicién 4.1.2 Cyo(R"™) es denso en Cy(R™).

DEM: Ejercicio. n

65
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Definicién 4.1.3 Sea 1 < p < oco. Una funcion f : R* — C se dice p-
integrable Lebesgue si es medible Lebesgue y [, | f(z)[Pdm,(z) < co.

Notese que si f =0 en cAsi todo punto entonces f es medible Lebesque vy
Jon | f(@)Pdmn(2z) = 0.

Entre las funciones p-integrables consideramos la siguiente relacion de
equivalencia: Sean f,g medibles Lebesgue sobre R", f ~ g si f = g en cAst
todo punto, i.e m,,({z € R": f(x) # g(z)}) = 0.

Definimos las clases de equivalencia

[f] = {g medibles Lebesgue en R™ con g = fa.e}.
LP(R™) ={f : R" — C clases de funciones p-integrables Lebesque}.

Una coleccién de funciones p-integrables son las funciones simples:
S(R™) ={f(z ZakXAk : N € N, oy, € C, Ag medibles con my,(Ax) < co}.

Proposicién 4.1.4 Sea 1 < p < co. Entonces LP(R™) un espacio de Banach
con la norma dada por || f||, = ([gu | f(z)Pdm, (z))"/P .

DEM: Analoga al caso del toro T. .

Proposicién 4.1.5 Sea 1 < p < co. §(R") es denso en LP(R™).

DEM:

Supongamos que f > 0. Definimos, para k € N, j € {0, 1, ..., k2% — 1},
J+1
2k }

n. J
Ej,k:{LUER 2—k§f( ><

. . k_ |
y escribimos s, = Z?io ! QJ—kXEj,k + kX{x:f(x)>k}-

Es sencillo ver que limy_, sg(z) = f(z) para todo z € R™ de manera
creciente. Debido a la estimacién

[sk(z) = ()P < fP (=)

podemos usar el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue para
obtener que limy_, s = f en LP(R™). Veamos que s; € S(R"), es decir que
mp(Ejx) < ooy que m,({z: f(z) > k}) < o0.
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Se sigue de la desigualdad de Tchebichev,
P2
mn(Bip) < ma{z: f(z) > 55h) < Al < oo
Anélogamente el otro conjunto.
El caso general se sigue de descomponer f = (Ref)™—(Ref) +i(Imf)T—

Z(Imf)i u

Proposicién 4.1.6 Sea 1 < p < 0o. Cyo(R"™) es denso en LP(R™).

DEM: Observar en primer lugar que Coo(R™) C LP(R™).
Sea f € Cpo(R™) y sea K = sop(f). Obviamente

[ (@), (@) < (mas{|£(2)] 2 € K} 'm,(K) < oo,

Supongamos f = yg con F medible de medida finita. Dado € > 0 y cada
E con m,(F) < oo existen un compacto K y un abierto G con K C F C GG
y de modo que m(G \ K) < .

Ahora, usando el Lema de Uryshon (para R™), tomar ¢ € Cyo(R") de
modo que 0 < ¢p(x) <1, ¢(z) =1siz e Ky ¢p(x)=0siz ¢ G.

Es claro que

If— ol = /G Ix() — $(z) Pdim (z)

= [ Ixele) — o) (z)
G\K
< 2Pm,(G\ K) < &P
Para f € 8(R") el resultado se sigue por el caso anterior. Para f €

LP(R™), usando la densidad de la simples se deduce el resultado. .

Definicién 4.1.7 Sea f : R" — C una funcion medible. Diremos que estd
esencialmente acotada si existe M > 0 tal que |f| < M a.e. es decir

mp({z € R" :|f(z)| > M) =0

o bien mg(M) = 0 para algin valor M > 0. Al valor M se le dice cota
esencial de | f].

Denotamos L>®(R"™) el espacio de la clases de equivalencia de funciones
esencialmente acotadas y ponemos

| fllo = inf{M : |f| < Ma.e.}.
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Los siguientes resultados tienen la misma demostracion que en el caso T,
y por tanto no la incluimos.

Proposicién 4.1.8 Sea f € L*(R"). Entonces

[ flloe = min{:z}\){ [f ()] : ma(N) = 0}

Proposicién 4.1.9 L>*(R") es un espacio de Banach.

Proposicién 4.1.10 Cy(R") es un subespacio cerrado de L>(R™) y la clausura
de Coo(R™) en L*(R™) coincide con Co(R™).

Ejercicio 4.1.1 Demostrar que no existe relacion de contenidos entre los
espacios LP(R™) para diferentes valores de p y que Co(R™) no estd incluido
en LP(R™).

4.2 Transformada de Fourier.

Definicién 4.2.1 (Operador traslacion) Sea 1 < p < oo, f € LP(R") y
x € R, definimos f.(y) = f(z +y). Denotamos 7, : L’(R") — LP(R") la
aplicacion 7,(f) = fa.

Esta operacion genera un representacion del grupo R™ en los operadores
sobre LP(R™), pues 7o = id, TuTy = Taty Y (T2) P = Tp .

Proposicién 4.2.2 (i) Sea v € R". 7, es una isometria sobre LP(R™), 1 <
p < oo y sobre Co(R™).

(ii) Sea f € Co(R™) entonces la aplicacion x — f, es uniformemente
continua de R™ en Cy(R™).

(iii) Sea f € LP(R™), 1 < p < oo entonces la aplicacion x — f, es
uniformemente continua de R™ en LP(R™).

DEM:

(i) Obviamente es lineal. Es claro que la invariaza por traslaciones de la
medida de Lebesgue implica que ||7.(f)|l, = || fll,-

(ii) Sea f € Cyp(R™). Entonces f es uniformemente continua en R,
Entonces dado ¢ > 0 existe § > 0 de modo que si |y — 3| < 0 entonces
|f(y) — f(¥/)| < e. Luego dados z,z" € R™ con |x — x| < § se tiene

I fe = frlloo = Sellelf(x+y) — @' +y)l <e
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Dadas f € Co(R") y g € Cpo(R™) estimamos

fo_fr’Hoo < ||fm_gm||oo+||gx_gm’||oo+||fm’_gm"|oo = 2‘|f_9||oo+||gx_gx’||oo'

Por tanto, si ¢ > 0, encontramos g € Cyo(R™) tal que [|f — gllo < €/3 ¥
d > 0 tal que si [z — 2| < 6 entonces ||g: — gu||o < £/3. Esto concluye que
[|fe — [olloo < € para |z — 2| < 0.
(ili) Dado f € LP(T) y € > 0 tomar g € Cpo(R") con ||f —g||, < e.
Ahora, como antes,

o= Farlly < \1fo = Gallp+ 1192 = gorllp + gz = Forllp < 211 = gllp +1|92 = ga[ |-

Teniendo en cuenta que ||ge—gor||p < ||ga—ga'|locma(K) /P donde sop(g) = K
se concluye la demostracion. .

Definicién 4.2.3 (Operador Dilatacion) Sea 6 > 0, f € LP(R"), 1 < p <
0o, definimos fs(x) = 5 f(%). Denotamos Ds : LP(R") — LP(R") la apli-
cacion Ds(f) = fs.

Esta operacion genera un representacion del grupo multiplicativo Rt en

los operadores sobre L*(R™), pues D1 f = f, DsDs = Dss: y (Ds)™' = Ds-

Proposicion 4.2.4 Sea 6 > 0. Entonces

(i) [ fslly = I flly para todo f € L'(R™).
(it) || fsllp = 6" VP| fll, para todo f € L'(R")

(111) || fs]loo = 07| f||1 para todo f € L>*(R™)

DEM: Inmediata. n

Definicién 4.2.5 Sea f € L*(R") y £ € R™. Definimos la transformada de
Fourier de f en el punto & como

fle) = [ F@)e e Odm, (x)

siendo (x,&) =Y 1, xi&;.

Nota 4.2.1 Dada f € L'(R) con soporte contenido en [—m,m), podemos
considerar g su periodificacion en R. Entonces el coeficiente de Fourier g(n)
para n € Z coindide con el valor de la transformada de Fourier f(§) para

£ =n.
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Proposicién 4.2.6 Sea f(z1,...,2n) = fi(21)...fu(2,) donde f; € L'(R)
parai=1,....n. Bntonces [(€r,6n) = (€1). folbn)
DEM: Ejercicio .

Proposicién 4.2.7 (Lema de Riemann-Lebesgue) Si f € L'(R") entonces
hm‘ﬂﬁoo |f(§)| =0.

DEM: Escribimos

_&_

for = [ s@e e dm @) == [ e o0 i, 1)
R" R™\{0)
Por tanto

[ = - / F(z)e T dm, (z)
R™\ {0}

_ f(fHé) e dim, ()

- [ giewoms

€12

Consecuentemente, sumando ambas expresiones para f(£), se obtiene

1

fe) =5 [ (710) = £ e @S dm o)

Ahora 1
I <SIF = Flh
€]

y, usando y = % que tiene |y| = g7 Junto con la continuidad de la traslacion
en L'(R™) se concluye el resultado. .

Teorema 4.2.8 La transformada de Fourier & : L'(R") — Co(R") define
un operador lineal continuo de norma 1.

DEM:
Probemos primero la continuidad de la funcién f (&). Sea (&) una sucesién
convergiendo a &, probemos que limy_o f (&) = f (€). Como

fl&) - 16) = f( J(e” ) — e dmy, (),
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si llamamos ¢y (7) = f(x)(e %) — e®8)) se tiene que ¢ (z) converge a
cero para cada ¥ € R" y ademas |¢x(z)| < 2|f(x)]. Luego por el teorema de
la convegencia dominada de Lebesgue se tiene limy_, fRn or(x)dmy(z) =0,
es decir limy o f(&) = f(§).

Combinando con el Lema de Riemann-Lebesgue se obtiene que J esta
bien definido. Obviamente es lineal:

~

(f +90(&) = f(©) +3(&),  (AFIE) = Af(&).

Se tiene |f(€)] < ||f|: para todo & € R™. Luego ||F]| < 1.

Demostremos que [|[F|| = 1. Es suficiente encontrar f € L'(R") tal que
1A= 1y [fllo =1. A

Observemos que si f > 0 entonces f(0) = ||f]|1 Luego para funciones
integrables no negativas, se tiene || f||; = || f||c. Basta, ahora, elegir una con
norma 1 (como por ejemplo f = #{‘A) para cualquier medible de medida
positiva) para terminar la demostracién. .

Definicién 4.2.9 Sea x € R™ denotamos M, f(y) = €™ f(y). Obviamente
M, : LP(R™) — LP(R™) es una isometria para 1 < p < oo.

Notese que es una representacion del grupo R™ en los operadores, donde
My = Id, MoMy = Myyo y (M:v)il =M_,.

Definicién 4.2.10 Dada f € LP(R"), 1 < p < oo, denotamos por f(x) =
f(=x) y Rf = f la rotacién anterior.

En general, si A es la matriz inversible n x n se escribe fa(x) = f(Azx) y
denotamos Ta(f) = fa.

Proposicién 4.2.11 Sea 1 <p < oo, y f € LP(R").
(i) 171 = 171,
(ii) (| fally = [det(A)| 2] f]-

DEM:

1fally = /]R |f(Az)Pdm,,(r) = / [ (W) det(A™) | dm, (y) = |det(A)| £}
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Proposicién 4.2.12 Sea x € R™, A matriz inversible y 6 > 0.
(1) Fr.(f) = M, F(f) para toda f € L'(R").
(1i) FM,(f) = 7_.F(f) para toda f € L'(R™).
(111) FDs(f) = %D F(f) para toda f € L*(R™).
() FTA(f) = |det(A)| ' T (a1 F(f) para toda f € L'(R™).
(v) FR(f) = RF(f) para toda fe LY (R").

DEM: (i)

Fr(f)E) = fu(€)

= flx +y)e " dm, (y)
Rn

= f( Je e dm, (y)

i€ f( Je~ y’@dmn(y)
_ Z<xf>f(g) M, F(f)(€)

(ii) Aplicar el caso anterior reemplazando f por M, f y usar el inverso del
operador.

(iii)
FDs(f)(€) = [s5()

1

— g _i<y7£>
[ (e S dma)

= f( )e v dm, (y)
= | Jwe” W2 dm, (y)

= f(ég) = —Dl"f(f)(é’)

F(Taf)(E) = fal&)
= | f(Ay)e "0dm,(y)

Rn

- / F(@)em 400 det(A)|~ dma (y)

R
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= [ fla)e @I det(A)| T dmy (y)
RTL

= |det(A)| 7 (A7) 7€) = [det(A)| " Tan 1 F(f)(€)

(v) Se sigue de (iv), usando A = —1I. .

Proposicién 4.2.13 (Derivacion)
i) Si f e LY(R™) es tal que existe 2L a.e. y 2L e LY(R™) entonces
oxy,

(217 = i6(e)

(i) Si f € L'(R") y |xp|f(x) € L'(R™) entonces existen la derivada pacial
k-ésima de f y R
of
&y,

DEM: (i) Supongamos que f es de clase C' y de soporte compacto, y supong-
amos k = 1. Aplicando integracion por partes en la variable x; y usando el
soporte compacto,

Go©) = [ (G S m, (o)

d —iz —i Y " i€
= \/...(\/%(.ﬁl,x%...,ﬂjn)@ 1§1dm1($1))e 22 Jg]dmn_l(l‘g,...,l‘n)
R R 1

(57)8) = —i(&f)E)-

= /...(/f(xl,xg,...,xn)iflemgldml(xl))eiz?—”f&jdmn_l(xg,...,xn)
R R

~

= ifl/R.../Rf(xl,xQ,...,xn)e_izy1xj§fdmn(x1,x2,...,xn) =& f(§).

(if) Como f(€) = [p. f(2)e 8 dm,,(z). Aplicando la férmula de derivacién
bajo el signo integral se obtiene

of

(%,

1O = [ el )dm(z)

= [ F@)i)e Odm (@) = ~i(6f)E)
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4.3 Convolucion en R"

Lema 4.3.1 Sea F(z,y) € L'(R" x R") y sea ® : R" x R* — R" x R"
un diffeomorfismo con det(D®(x,y)) = 1 para todo (x,y) € R™ x R™, dado

poru = (bl(x,y),v = ¢2(x7y) Entonces G(I,y) = F<¢1($,y>,¢2<l’,y)) <
Ll(Rn X Rn) Ademas HGHLI(R"XR”) = ||F||L1(R"><R")'

Proposicion 4.3.2 Sean f,g € L'(R"). Entonces

frgle)= | Fle=y)gly)dma(y)
estd definido a.e. y es integrable en R"™. Ademds || f * g|lx < || f|l1]lg]|1-

DeEM: Usar @ : R" x R" - R" x R*"dadaporu = x—yyv=y,y
usar F'(u,v) = f(u)g(v) en el lema anterior. Esto permite demostrar que

(z,y) = f(x—y)g(y) € L'(R" xR") es integrable, y por tanto [o, [p. |f(z—
Y)lg(y)ldm, (y)dmn(z) < oo. Luego [p., |f(z — y)llg(y)ldmna(y) < oo ae.
y por tanto tambien [, f(z — y)g(y)dm,(y) estd definida a.e. El resto es
inmediato del teorema de Fubini. "

Proposiciéon 4.3.3 L'Y(R") es un dlgebra de Banach conmutativa con la con-
volucion.

DEM: Consecuencia de la proposiciéon anterior. .

Teorema 4.3.4 F: L'(R") — Co(R") es un homomorfismo de dlgebras.
DEM: Sélo hay que ver que (f x g)(§) = f(g)g(g) En efecto

(fxg)(©) = | [rgla)eVdma(2)
= [ (] s@ata = wydmae S, 2)
= / L T @e gl = y)em T S dm (y)dm (2)
= [ 1 gt = e m a))dm, 0

= [ Fwe 9 5(€)dmaly) = F(©)a(8).
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Teorema 4.3.5

(1) Si f € LY(R") y g € L>(R") entonces f*g es uniformemente continua
y acotada.

(i) Si f € L'(R™) y g € Coo(R™) entonces f* g € Co(R™).

(111) Si f,g € Coo(R™) entonces f * g € Coo(R™).

Ademds || f * glloe < || fIh]lgl-

Dem: Como y = f(y)g(x — y) es medible y |f(y)g(z — y)| < l|glleo]f(y)]
entonces f* g(x) = [, f(y)g(x — y)dm,(y) estd definida para todo = € R".

Ademas |f * g(x)| < || f]l1llg]lcc pPara todo z € R™.
(i) Por otro lado

frg(x) = fxga) = /n(f(iﬂ —y) — (@' = y))g(y)dmn(y)
= /Rn(fz(—y) = Jor(=y))g(y)dma(y)
_ / (o) = o )g(—y)dmay).

Asi se tiene |f * g(x) — f * g(2")] < ||glloollfe — farll1- Ahora utilizar que la
traslacién es uniformemente continua en L'(R™).
(ii) Suponer que sop(g) C B(0, R).

frglz) = . (@ —y)g(y)dm,(y) = /B(O N f(x —y)g(y)dm,(y).
Luego, si |z] > R,
Frg@) < / £ = 9)llg() dma(y)
B(0,R)
< o x —y)|dm,
< ol /| =l

< ol [ 15@)ldma(y)

Por tanto limy,— | f * g(z)| = 0.

(iii) Suponer que sop(f) C B(0,Ry) y sop(g) C B(0, Ry). Veamos que
sop(f xg) C B(0, Ry + Ry). En efecto, si |z| > Ry + Ry v |y| < Ry entonces
|r —y| > Ry entonces

Frow = [ fe—sgwam) = [ fe—sgwm) =0
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Teorema 4.3.6 Sea 1 < p,q < o0 con i +$ =1 S feIlPR") ygc€
LIY(R™) entonces f x g € Co(R™).
Ademds || f = gllso < [|fllpllgllq-

DeEM: Como f € LP(R") y g,(—y) € LY(R") entonces por la desigualdad
de Holder |f(y)g(z — y)| € L'(R") para todo z € R". Luego f * g(x) =
Jen F(W)g(x —y)dm,(y) esté definida para todo x € R". Ademds |f*g(z)| <
Il fllollgll; para todo € R™.

Como antes

frgla) - frgle) = /<

RTL

_ / (
R"l

_ / (
R"

Asi se tiene |f x g(x) — f * g(2)] < |lgllqllfo — farllp- Ahora utilizar que la
traslacion es uniformemente continua para demostrar que f % g es continua.
El hecho de que f x g € Co(R") se sigue de la densidad de Cyo(R™) en

LP(R™) y LY(R™). En efecto, si (f,) € Cop(R") converge a f en LP(R™) y
(gn) € Coo(R™) converge a g en LI(R™) entonces f, * g, € Coo(R") y ademés

) — f(&" —y)g(y)dmn(y)
—y))g(y)dm,(y)
y

flx—vy
fx(y) - fx’(
fo(y) = for(y))g(—y)dma(y).

1 g9 = fo* gnllee < IF = Fullallgll + I fullollg — 9nllq

. De aqui se concluye que f * g = lim,,_,o fn * g, en L*(R"). Por tanto

f*gECg(R") -

Teorema 4.3.7 Sea 1 < py,ps < o0 con pil + p% > 1. Sife Ry
g € LP2(R™) entonces f x g € LP3(R™), donde pil + piz —-1= pis.
Ademds || f + gllps < 1 llps 191lp2-

DEM: La misma prueba que en T. .
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4.4 Ncleos de sumabilidad en R": Poisson y
Gauss-Weierstrass

Definicién 4.4.1 (Nicleo de sumabilidad en R™) Una familia de funciones
{K_ }c>0 se dice un nicleo de sumabilidad sobre R™ si verifican

5t o im0 < o
(1) [gn Ke(x)dmy,(x) =1 para todo € > 0.
(iii) Para todo 0 >0 limesor [, 5 | Ke(2)|dmn(z) = 0.

Existe una manera muy sencilla de generar nticleos de sumabilidad en R™.

Proposicién 4.4.2 Sea f € L'(R") con [g, f(x)dm,(x) = 1. Definimos
K.(z) = D. f(z) = & f(£). Entonces {K.}eso es un niicleo de sumabilidad.

DEM: Las propiedades (i) y (ii) se tienen pues ||K.||1 = || f]l1 ¥

K. (x)dm,(z) = . f(z)dm,(x) =1

Rn

para todo € > 0.
La propiedad (iii) es también consecuencia de la integrabilidad, ya que

1 x
Ke(x drnn r) == — drnn T) = dﬂ%n .
[ lim =2 [l = [ ko)

Ahora usar que limy;_ f‘$|>M |f(x)|dm,(x) = 0. .
Ejemplo 4.4.1 (Nicleo de Poisson) Sea Pi(z) = C,, W donde t > 0,
te+|x
n+1
y C, = F(nTL)-

™

DEM: Notar que P, = D;P donde P(x) = C, W Comprobemos que
+|z|2

Jan P(z)dm,(z) = 1. Usamos que

o(|z])dmy,(z) = no, /00 Lo (r)dr,
Rn 0

con v, = m,(B(0,1)). Entonces

rnfl

P(z)dm, (z :nan’n/ —dr.
/n (@)dma() o (1+12)%
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Tn—l

nan’n/ —————dr
o (1+4+r2)=2
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nv,Ch / (tagh)"~ m (1+ (tagh)*)do
(1+ (tagh)?) =
™2 (tagh)™ ' (cosf)™ !
de
nann/O (cosh)?

w/2
nv,C, / (send)"tdo

nv, C,, /

ﬁann/ (1— s)%_ls%_lds
0

2):Ldt

2

n n 1

o nCnB a0

2 CnB(5:3)
Otro método mas rapido de obtener lo mismo es hacer el cambio s = H%

nyp(L
Ahora recordemos que B(%,3) = Fﬁgﬁf y que I'(3) = 72 y v, =
] _20(5+1) r(v) T
D) , de donde se sigue el resultado, para C, = nfr% F(%)ﬁ(%) = W”T'QH :

|

(r2
Ejemplo 4.4.2 (Nicleo de Gauss-Weierstrass) Sea Wy(x) = (4nt)~2 e~ tir

para t > 0.

DEM: Notar que Wy =
Jen W (z)dmy,(z) = 1.

/n e dm,, (2)

D, ;W donde W (z) = r~2e 1. Comprobemos que

e~ Tndmy (z1)...dmy (2y,)

L[
([ e dmio)

/ e dmy (3, )2

/ / e "’ pdpdf) ”/2

(v [~ gy =
0
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Ejemplo 4.4.3 (Nicleo en C§, es decir C*°(R™) y de soporte compacto)
Sea ¢(z) = Ape 1P xp(o1)(2) donde At = fB(O 0 e =P dm, ().

DewMm: Es facil probar que ¢(t) = e_ﬁx(,m)(t) es una funcién par acotada
y de clase C*°(R). En efecto,

1
—2te 1-#2
/
) =—""__

para t € (—1,1) Luego ¢ es continua en ¢ = 1 pues

-1 _ . _
lime -2 = lim e * = 0.
t—1— S—00

Lo mismo ocurre con ¢, pues

y ¢ también es continua en ¢t = 1. Repitiendo el argumento se prueba que
0 € C*(R) y p*(1) = p*(~1) = 0 para todo k € N.

Ahora llamamos
1 1 )
/ p(t)dt = 2/ e 12dt = AL,
-1 0

y por tanto se tiene que K.(t) = Alp(L) es un nicleo de sumabilidad en R
Ahora si consideramos ¢(z) = o(|z|) y teniendo en cuenta que z — |z|?
es un polinomio se obtiene el resultado eligiendo A,, para que la integral sea

1. n

n _l€?

Proposicién 4.4.3 Si f(z) = e 1*I* entonces f(€) = m2e™ 1 .
DEewMm:
fo = [ ettesetam, )

Rn

= /ezyﬂx?”xﬁjdmn(x)
RTL
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€2

N / SR RICES LN (2)

= TT2e 4 .
El 1iltimo paso se consigue aplicando el teorema de Cauchy a la funcién e

en el recinto conveniente. n

Lema 4.4.4 Sea § > 0. Entonces
52
1 [ I
- e e 1

Vil  Va

DEM: Se sigue de la férmula (que se obtiene aplicando el teorema de los

—du.

residuos)

1 [e.e]

o _/ cos(ﬂx)dx

T ) o 1422
junto con = = [~ e~ (IHaugy, .
Proposicién 4.4.5 Si f(z) = e 17! entonces f(&) = #, siendo ¢, =
r(e£h)

LH .

T 2

DeEMm: Aplicando el lema anterior
fe) = e fle e dm,, (x )
(et dm )
B i) e’
/ / e "5 dm,(x)) \/adu

S (3, )i ()

Il

3\
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= (Vo) /0 e M (Vu) e du

= (/A / e+, 25 gy

0

P
0

(1+[¢P)
_ WA oG
A+ T A+

Definicién 4.4.6 Sea g € L*(R") se dice que g es integrable en sentido
Abel si existe

lim [ g(z)e ldx = (A)/ g(x)dm,(z).

e—0 R™ n

Definicién 4.4.7 Sea g € L*(R") se dice que g es integrable en sentido
Gauss-Weierstrass si existe

lim [ g(z)e = dzx = (G)/ g(x)dm,(z).

e—0 Rn n

Proposicion 4.4.8 Si g € L>®(R") N LY(R™) entonces g es integrable en
sentido Abel y en sentido Gauss-Wierstrass. Ademds

| st@ydma@) = ) [ gadmaa) = (@) [ gla)dma(a).

n

DEM: Es consecuencia directa del teorema de la convergencia dominada de
Lebesgue. .

4.5 Aproximacion en los espacios L’(R")
Veamos los teoremas de aproximaciéon de las convoluciones.
Teorema 4.5.1 Sea (K.) un nicleo de sumabilidad y sea 1 < p < oc.

(i) Si f € Co(R™) entonces lim. o K. x f = f in Co(R™).
(ii) Si f € LP(R™) entonces lim. o K. % f = f in LP(R™).
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DEM: (i) Escribamos

fo)~Kxf(@) = [ (F@)=-Fo-g) Kdmaly) = [ ()= F-y(o) Kely)dma ()

n

Por tanto
If = K. # fllo < / 1 = ool o) [dma (3)-
Rn

Ahora para ¢ > 0 se tiene

ly|>d

If = Kox fllae < /| S B lmao) + / 1 = Folloo Ko () ldma(y)

< sup Hf—fyHooSUIgHKsHl+2Hf|!oo/ [ K< (y)ldma(y)

ly|<o e> ly|>6

Usando la continuidad del operador traslacion y la propiedad de los nicleos
se concluye el resultado.

(ii) Puede repetirse la demostracién de T, pero damos una prueba para
1 < p < oo usando (i) y la densidad de Cyo(R™) en LP(R™), junto con el
teorema de Young.

Dado v > 0 existe g € Cpo(R™) con sop(g) = K y tal que ||f — g, < v.
Ahora

If =Ko flly, < If —glp+llg = Kex gllp + [1Ke(g = )l
< |If=gllp+1lg = Ke*gllp + 1 K<1llg — fll
< (4w IKf)llg = Fllp + llg = Ke = gll,

>
< (Ltsup||Kefl)v + [lg = K<+ glly.
e>

Ahora usemos que

lg—Hexglly = (] o) = K % g(a)dma(a))"”

o= Ko gl ([ lata) = Ko glo)ldmaa))

< lg — K. % gl|27 2l|g]l)"7

IN

Por tanto lim. o [l — K. % fll, < (1 + sup,oq |l 1)¥, 1o que permite
concluir lim._o || f — K. * f||, = 0. .



4.5. Aproximacion en los espacios LP(R™) 83

Proposicién 4.5.2 Sean f,g € L*(R™). Entonces

[ (2)g(x)dm,(z) = [ f(y)g(y)dm,(y).

R"

DEM:
[ t@aam@) = [ @[ go)e e dm,)m, @)
_ / I F)e D dn ) )
= [ stw)iwm.)

Proposicién 4.5.3 (Férmula de inversion) Sea f € LY(R") tal que f €
LY(R™). Entonces

floy=@m)™ [ fQedm,(€)  ae.

R

DEM: Supongamos que ademés f € Cy(R™). Tengamos en cuenta que la
lel?
4

transformada de Fourier de e " es n™/2t="/2¢= 50 = (27)"W,(¢). Apli-

camos la proposicién anterior y obtenemos

flx)e™  dm,(x) = 2m)" | Fy)Wily)dma(y) = (27)" W, = £(0).
Rn Rn

Ahora pasamos al limite cuando ¢ — 0 y usamos el teorema anterior para
conseguir [, f(x)dm,(x) = (2m)"f(0). Aplicando el paso previo a 7, se
obtiene

Fl)e e dm, () = (2n)" f (2)
RTL

para todo x € R™.

Para hacer el caso general, sea f,,, € Cpo(R"™) tal que ||f — fi||1 converge
a cero. Tenemos

(@) = 2m)™" [ fn(€)e' " dmy, (€).

R"



84 Chapter 4. Analisis de Fourier en R"

Teniendo en cuenta que para todo x € R",
lim fm(€)€i<x7£>dmn(§) = f(f)e“x@dmn(f)

m—ro0 Rn R

y que existe una subsucesién my, tal que limy_,o fn, = f a.e. se obtiene el
resultado. "

Corolario 4.5.4 Sean f,q, f,§ € LY(R™). Entonces
@) | J(@g(-a)dma(e) = | F©4E)dma(S).

DEM: Aplicar la férmula de inversion a f * g.

@)+ 9(0) = | J(©§E)dma ()

Corolario 4.5.5 Si f,g € L*(R™) con f(€) = §(£) para todo € € R"™ en-
tonces f = g a.e.

DEM: Aplicar la formula de inversion a f — g. .

Proposicién 4.5.6 (i) L'(R") es un dlgebra sin unidad pero con unidad
aprorimada acotada.
(ii) F es un homomorfismo de dlgebras inyectivo.

DEM: (i) Supongamos que existiera f € L'Y(R) tal que f x g = ¢ para
toda g € L*(R). Luego f(£)§(¢) = §(€) para toda g € L'(R") y para todo
¢ € R*. Tomar g € L'(R") con [, g(x)dm,(x) = §(0) = 1. Ahora aplicar el
resultado para Mg, y se obtiene Mgg(ﬁ) = 1 luego f(&) = 1 para todo &, y
por tanto f ¢ L'(R™).

Cualquier nicleo de sumabilidad proporciona una unidad aproximada
acotada, (Ki/p)ken-

(ii) Se sigue del Corolario 4.5.5 .

Corolario 4.5.7 Si f € L'(R") N Cy(R") entonces

(2n)" f(x) = (A) | fe" S dm (&) = (G) [ [(€)e" " dmy (€).

R" R
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DEM: Observar que f(€)e!©®) es integrable en sentido Abel y Gauss-Weierstrass
a (2m)" f, puesto que

J© e Mdma () = | fa(@)eKldma(€) = (2m)" [z + Pi(0)

]Rn
= (2m)" f * Py(x)
y
Fo€)e™ 1  dm (&) = (2m)" fo x Wi(0) = (2m)" f * Wi ().
Rn
Usar ahora los resultados de aproximacion. .

Definicién 4.5.8 Definimos

C(R") = {f sR" . f € CX(RY), T |f(a)| =0}
CoR") ={f:R" = C: feC®R"),sop(f) compacto }.

Lema 4.5.9 Sean f,g € L'(R").

(i) sop(f * g) C sop(f) + sop(g)-
(1) si sop(f) 6 sop(g) es compacto entonces sop(f*g) C sop(f)-+sop(g).
(iii) f,g € Coo(R™) entonces f x g € Coo(R").

DEM: (i) Es suficiente ver que {z : fxg(z) # 0} C sop(f)+ sop(g). Téngase
en cuenta que

frg(z) = . f)g(x —y)dm,(y) = / o) fW)g(x —y)dm,(y).

Por tanto, si ¢ sop(f) + sop(g) entonces sop(f) N (x — sop(g)) = @y
f*g(x)=0.

(ii) Recordar que si C' es cerrado y K es compacto entonces C' + K es
cerrado.

(iii) Inmediato. .

Lema 4.5.10 Si f € U,>1LP(R") y g € C35(R") entonces f * g € C3°(R™).
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DeM: Existe pg > 1 tal que f € LP(R™), y como g € L®(R™) con 1/py +
1/qo = 1 entonces f x g € Co(R").

Por otro lado f * g(z) = [o. f(y)g(x — y)dm,(y), y para aplicar los
resultados de derivacién bajo el signo integral en el punto xy necesitamos
que

(i) exista 8% en un entorno de |x — xzo| <1,

(ii) |f(y)§79k(x —y)| < h(y) siempre que |x — zo| < 7, para cierta h €
LY(R™).

Supongamos que sop(g) C B(0, R). Dado z( € sop(g) tomemos r > 0 tal
que B(xg,r) C B(0, R).

Si |y > R+ |xo| + 7y |z — x| < r entonces

[z =yl > |yl = |z| > R+ |wo| + 7 — || > R

y por tanto g(z —y) =0y ;Ti(x —y) =0.
Para |y| < R+ |xo| +r y |z — x| < r se tiene

dg

)2 = )] < 1) mag 2

Definiendo h(y) = | F(y)| maxi,i<r |2 (2) (o, noery(4) s tiene que b €
L'(R™) por ser de soporte compacto y f € LFO(R").

Se concluye que existe %f—;;’(xo) para todo zy € sop(g). Ademads, derivando
bajo el signo integral,

ofxg, | dg
. (zo) = [ * 8_m<x0>'

Repitiendo el argumento para las derivadas de orden superior se completa
la, demostracion. .

Teorema 4.5.11 Sea 1 < p < oco. C5(R™) es denso en LP(R™) y Co(R™).

DEM: Sean > 0. Dada f € LP(R") existe g € Coo(R™) tal que ||f —gl[, < -

Sea K. un nucleo de sumabilidad en C§5(R™). Se tiene que lim._,o K. xg = ¢

en LP(R™) y por tanto existe gy > 0 tal que ||g— K.*g||, < n para0 < € < &.
Observar que por los lemas anteriores K. x g € C§5(R") y verifica que

I f = Koxgll, <n+llg— K xgll, <2n.
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La misma demostracién vale para Cp(R™). .

Ahora vamos a considerar la nocion de particion de la unidad. El objetivo
es poder escribir 1 = 7, ¢;(z) donde ¢; € Cg5(R™). Veamos primero una
extension del Lema de Uryshon.

Lema 4.5.12 Sea K compacto, V abierto, K C V. Existe ¢ € C§5(R") tal
que sop(p) CV,0< ¢ <1yo(x)=1 paraz € K.

DewMm: Paso 1: Dados K; C Vi, K; compacto, V; abierto existe ¢; € Coo(R™)
tal que sop(¢1) € Vi, 0< ¢y <1y ¢i(x) =1 paraz € K.
Basta definir

d(l’, K1>
d(z, Ky) +d(z,R*\ V1)

¢1(95) =1-

Las propiedades son de comprobacion elemental.
Paso 2: Observar que puede suponerse que V es acotado (pues K C
ue, VN B(0,k)).

Sean K; compacto, V; abierto tales que
Kcint(K))cVicVicV.
Podemos considerar 0 < d; < d} < d donde d = d(K,R"\ V) > 0y tomar
Ki={xeV:dxz,K)<d},Vi={x eV dx K)<d}

Ahora usando el paso anterior existe ¢; € Cyo(R™) tal que sop(¢;) € Vi,
0<¢1 <1yei(z)=1parazx € K;.

Sea K. un nicleo de sumabilidad de C§5(R") con K. > 0y sop(K.) C
B(0,¢). Consideremos ¢ * K, para € suficientemente pequeo.

En primer lugar es claro que ¢; * K. € Cpo(R™).

Sabemos que

sop(¢1 * K2) C sop(¢r) + B(0,¢) C Vi + B(0,¢)

luego existe g9 tal que Vi + B(0,¢) C {x : d(z,V1) < dy + ¢} C V para
0<e<eg.
Por otro lado

0< ¢ % Ke(z) = . o1(r — y) K (y)dm,(y) < - K.(y)dm,(y) = 1.
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Existe 1 > 0 tal que si x € K e |y| < e entonces x —y € K; luego
¢1(z —y) =1 para |y| < esi 0 < e < ¢e;. Por consiguiente

¢1* K. () = - o1(r — y) K (y)dm,(y) = K. (y)dm,(y) = 1.

]Rn

Tomando entonces ¢ = ¢ * K5 para § = min{eg, &1} se completa la de-
mostracion. -

Teorema 4.5.13 Sea K compacto, §); abiertos tales que K C U7 8. En-
tonces existen ¢; € Cop(R™) tal que sop(¢;) € Q;, 0 < ¢; <1y 0t ¢i(x) =
1 para z € K.

DEM: Paso 1: Existen compactos Kj tales que K; C Q; y K C UL int(K;).

En efecto, para cada z € K se tiene x € {1(,) y por tanto en una bola
B(l’, ’f‘z> - Qj(x).

Como K C UgegB(x,r,) se puede extraer una subfamilia finita K C
U B(xi,75,). Denotamos Fy = {i : B(z;,ry,) C Q} = {i: j(x;) = j}y
definimos K; = Ujep, B(4,7,). Es un compacto y K; C €.

Paso 2: Usando el Lema 4.5.12 para K; C (; se tiene que existe ¢; €
Cos (R™) tal que sop(¢;) € 2,0 < ¢; <1y ¢;(x) =1 para z € Kj.

Definimos

p1(r) = ¢1(z),
pa(z) = ga()(1 — p1(x)),

m—1

om(r) = or(x) [ [ (1 = i)

=1

Es claro que ¢; € Cg5(R™) por ser producto de funciones de ese tipo,

0 <¢; <1y sop(yp;) C sop(¢;) € Q.
Comprobemos que si z € K entonces Z;n:1 @;(z) = 1. Veamos por
induccién que para todo x € R™ se tiene

m m

> i) =1-J]1 - ¢;()).

J=1 J=1
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En efecto, ¢1(xz) =1 — (1 — ¢1(x)). Supuesto para k, veamoslo para k + 1.

k+1
> wilx) = Z% ) + pr41(2)
j=1

k

= 1— H(l — ¢(x)) + @rr1(x)

j=1
k k
= 1-JJ(0 = ¢;(@) + b (@) [J(1 - ¢5(x
j=1 j=1
k
= 1= (1= ¢paa(2) [J(1 - ¢5(
7j=1
k+1
= 1-]J(1 - ¢;())
j=1

Ahora para z € K se tiene x € K para algin j, y por tanto ¢;(z) = 1. De
ahf se deduce que [}, (1 — ¢;(x)) =0y > 7L, ¢;(x) = 1. .

4.6 Ejercicios propuestos

Ejercicio 4.6.1 Sean dos reales a < b. Probar que la funcion f(x) =
X[a,p) () tiene como transformada de Fourier

B Qwe—ib%‘lf if €40
f(f)_{b—ag if € = 0.

Ejercicio 4.6.2 Probar que si a > 0, la transformada de Fourier de f(x) =

(& : €S
flo =/

Ejercicio 4.6.3 Sea f : R" — R definida por f(x) = e~llzl* g

n (4]

fle) = nte S
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Ejercicio 4.6.4 Probar que si a > 0, la transformada de Fourier de f(z) =

vl
N T —a
f(&) = —e .
Ejercicio 4.6.5 Obtener, para a > 0, la transformada de Fourier de f(x) =
m y de g(z) = 7o, DEC.
Ejercicio 4.6.6 Probar que las siguientes relaciones son ciertas cuando Re
a>0:
(2) f(x) = 7" X (0,400) (2) f©) = %
(i) F() = (oo (a) 7o) = =L
N Jfk —axr £
(i) f(@) = e X(0,400) (T) F(&) = ey
N Ik axr £ -
(1) f(z) = e X (—o0,0) (2) F&) = oo
(v) flx) = el f(&) = e
(vi) f(x) = sign(x)e= f&) = 78

Ejercicio 4.6.7 Dada f € L;(R), A € \{0} y u € R se define g(x) =
f(Az — p). Mostrar que

Ejercicio 4.6.8 Sea f(z) = (1 — 2%)x_11y(z), probar que su transformada

de Fourier es 4 siné
- sin
f(&) = §( :

Ejercicio 4.6.9 Si 2*f(z) pertenecen a L1(R), para k = 0,1,ldots,p, se
llama momento de orden k a la cantidad

Mk—/kaf(x)dx.

—cosé).

Mostrar que My = i* f#)(0).
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Ejercicio 4.6.10 Dada f(z) = fol e_(x_y)Qdy, probar que su transformada
de Fourier existe y vale:

0 if €=0

Ejercicio 4.6.11 Calcular

5 -
S1n & m
lim ydy = —.
a—r+00 0 Yy

[\

Sug. Usar el teorema de localizacion de para la transformada de Fourier.

Ejercicio 4.6.12 Calcular para Re a > 0:

VP +oo eigx p

Ejercicio 4.6.13 Dado a > 0, sea f,(x) = ———. Usar la transformada

T w(x2+a?)
de Fourier para demostrar que f, * fy = farp-

Ejercicio 4.6.14 Dadas

['(2) ::/ e *tdt
0

B(p,q) ::/0 N1 — )7 dt

demuestra que:
I'(p)I'(q)

B(p,q) = TpT4)

Ejercicio 4.6.15 Calcula la transformada de Fourier de la funcion carac-
teristica de un intervalo. Dado n € N, sea g, = X[-nn), calcula g, * g1
y prueba que es la transformada de Fourier de Asm””i;;‘(m) Concluye que
la transformada de Fourier no es una aplicacion sobreyectiva de L1(R) en

Co(R).

Ejercicio 4.6.16 Para cada n € N, se define h,(t) = =200 demuestra

mnt?

que dada f € L,(R), la sucesion h, x f converge a f en L,(R).
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Ejercicio 4.6.17 Probar que las dos siguientes familias (Wx)xso y (Px)r>0
son nicleos de sumabilidad:
(i) Nicleo de Gauss-Weierstrass,

Wa(e) = (24

(ii) Nicleo de Poisson en R™,

r(=) A!
A+ [l

4

Ejercicio 4.6.18 Sabiendo que fol ”(l—“” = m y defintendo, para f € LP :

v z(l—z)

_[* fla-y)
o /ny(l—ny)

Fo(x) dy

demuestra que

limnF, =nf enl,.

Podemos también trabajar con las transformadas seno y coseno de Fourier
en el caso n = 1:

fc(f) =/ f(x) cos(&x)dx
0
fs(&) = / f(x)sin(éx)dx.
0
Ejercicio 4.6.19 Sea f € LI(0,00) N £(0,00). Prueba que:

f(z) = 2 /000 CoS A\ /000 f(t) cos(At)dtd

T
2 [ > :
flx) = —/ sm()\x)/ f(t) sin(At)dtdA.
T Jo 0
Ejercicio 4.6.20 Prueba que
M z ozl <1
t t 2
lim &:S(x) 10
—00 T
0 T |zl =1
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Ejercicio 4.6.21 Demuestra que:

* cos(ar) o
dr = —elalb )
/0 b2 + 12 . 2be >0

Ejercicio 4.6.22 Halla la transformada de Fourier en seno y coseno de
e *cosw.

Ejercicio 4.6.23 Halla la transformada en coseno de e~

Ejercicio 4.6.24 Halla transformada seno de 15— y transformada coseno

de

1
@72

Ejercicio 4.6.25 Sea f una funcion medible integrable Lebesque en cada
intervalo acotado de R. Probar que si

/R f(@)o(@)dz = 0

para toda ¢ € D(R), entonces [ es cero casi por todas partes.

Ejercicio 4.6.26 Calcular la transformada de Fourier de la funcion f(x) =
ze 11y usarla para demostrar que:

/+oo ZEQ T
— _dr=—.
oo (T4 22)4 16

Ejercicio 4.6.27 Comprobar

/+°0 x—2dx _I /+OO Siandm =T.
o AT T

Ejercicio 4.6.28 Sean dos reales a < b. Probar que la funcion

. b—a
f<£> == 25111(5—76)62"2?15

estd en Lo(R) \ L1(R). Calcular la transformada de Fourier en el caso en
que a <0 y b= —a.
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4.7 Aplicaciones.

Separacién de variables.

La ecuacion .
Uge — _2utt =0
c
regula las vibraciones transversales de una cuerda elastica con extremos fijos,
donde u es la deflexién de la cuerda y ¢? = %, donde p es la masa de la cuerda
y T la tension.
El flujo de calor en un cuerpo esta determinado por la ecuacién

1
Ugy — Ut = 0,
C

donde u es la temperatura y ¢? = p%, donde K es la conductividad, v es el
calor especifico y p la densidad.

En problemas de flujo de calor en estado estacionario, la funciéon de tem-
peratura satisface la ecuacion de Laplace:

Uy + Uyy = 0.
Problemas propuestos

Ejercicio 4.7.1 Demuestra que:

U =cuy, O<z<m
w0,8)=0 t>0
wmt) =0 t>0
u(z,0) == O<z <3
u(r,0)=1—2 F<r<T
tiene por solucion
4 K (—1)nHt > >
== : m—1 —c?(2n—1)°t
u(z,t) - ; on 17 sin((2n — 1)x))e

Ejercicio 4.7.2 Demuestra que, dada f € £(0,1) :

w=gue+f  0<z<1l >0
w(0,8)=0 >0

u(l,t) =0 t>0

limy you(z,t) =0 0<z<1
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tiene por solucion:

2,2,

[e's) 1 - _7m°n 1
u(z,t) = Z %/0 V2 (y) sin nrydy /2 sin nra
n=1 2

Ejercicio 4.7.3 Demuestra que

( Uy = Uy O<z<m, t2>20

u(0,)=0 t>0

u(m,t) =0 t>0

u(r,0) =2z 0<z<7j
u(z,0) =2(r —2) F<zx<mw
u(z,0) =0 O<z<m

tiene por solucion:

o0

u(z, t) = % ; % sin(2n 4+ 1)z cos(2n + 1)t

Ejercicio 4.7.4 Demuestra que:

Upg + Uy =0 O<z<m O<y<m

u(0,y) = O<y<m
u(z,0) = O<z<m
uz,m)=0 O0<z<mw
uwmy)=1 0<y<m

tiene por solucion:

1 sinh((2n+ 1)x)
— 2n + 1sinh((2n + 1)7)

u(z,y) = sin((2n 4+ 1)y)

n

Ejercicio 4.7.5 Demuestra que, dada f € £(0,1) :

Uyp = Ugy + f O<z<l, t>0
u(0,)=0 t>0

u(m,t) =0 t>0

u(z,0) =0 O<z<l1

tiene por solucion:

[e.9]

Z 1 - cosnmt /0 f(y)V2sin(nry)dyv/2 sin(nmz)

n2m?
n=1

95
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Aplicaciones de la transformada de Fourier

Ejercicio 4.7.6 Demuestra que

Uge = Uy —oco<zr<oo, t>0
u(z,0) = f(x) —o<z<oo feC*R)NLY(R)
ut(z,0) =0 —00 <2 <00

tiene como solucidn:

flat+t)+ fle—1)
2

u(z,t) =
Ejercicio 4.7.7 Demuestra que

Up = Uy —o<r<oo,t>0
u(x,0) = f(z) —o<x<oo feC*R)NLY(R)

tiene como solucion

u(z,t

1 o - y>2
):zﬁﬁ/;f@ dy

Ejercicio 4.7.8 Demuestra que
Uge — Uy = f(z,1) —oco<r<oo, t>0
u(z,0) =0 t>0

tiene como solucidn:

[CEDR
4(t—r)
u(z,t) 2\/_/ / e\/m (t —r)f(s,r)dsdr,

1 s>0
H“*:{o s<0

Ejercicio 4.7.9 Demuestra que

gy = Ug z>0,t>0
u(z,0) =0 x>0
u(0,t) =g(t) t=0

donde:

tiene por solucion:

2

u(zx,t) e =9 s

2¢_/ t—s%
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Ejercicio 4.7.10 Sea f una funcion arbitraria y sea F' su transformada de
Fourier. Prueba que:

> 1 > 2t 2nm
nz_:oof(t + TLT) = T n:_ooe T F(T)
> 1 — 2mn
T)=— F(—).
200 =g 2 o
Ejercicio 4.7.11 Prueba que
—aln| _ ==
HZ_:OO ¢ n_z_:oo a’? + (2nm)?

oo
<2n2

Z e—a(tJrn)2 =1+2 Z e~ @ cos2mnt.
n=1

n=—oo

SRS






Chapter 5

Algunos teoremas clave

5.1 Teorema de Plancherel

Recordemos que F transforma L'(R™) en Cy(R™) de manera inyectiva.
Veremos que para funciones de L'(R") N L*(R™) puede decirse algo més.
Veamos los espacios que andlogos a A(T) y II(T).

Definicién 5.1.1 Denotamos
I(R") = {f € L'(R") : f € Coo(R")},
AR™) = {f e L'(R") : f € L'(R™)}
y definimos la norma || fl a@ny = ||fH1
Por supuesto II(R™) C A(R™).

Proposicién 5.1.2
(i) A(R™) C Co(R™). Ademds || f|loo < (27)7"||f|la@r) para f € AR™).
(i1) TI(R™) y A(R™) son ideales de L'(R™).

DeM: (i) Recordar quesi f € A(R") entonces (27)" f(x) = [pn f(£)e ™ dm,, (£).
De donde se sigue que (27)"f(z) = (f)(—z) y por tanto en Cy(R™). Ademés
Fle < @)1 ey A A

(ii) Usar que (f*g) = fg. Por tantosi f € Cyo(R™) o f € L'(R™) también
(f*xg)ye Cop(R™) o (f*g)ye L'(R").

99
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Proposicién 5.1.3 (Nicleo de Féjer en R) Sea K(x) = %(362(2/2))2, reR
yax #0. Entonces

(Z) f]R dm1 ) =1.

(1) K (¢ ) (1= 1€Dx-111(8), € €R.

DEM (i) Es claro que K € L'(R) (pues K es continua en |z| < 1y acotada
por 1 ‘2 en |z| > 1). Por tanto [, K(z)dz = A.

Recordemos que el nicleo de Fejer de T es K, (t) = L(%V y

n+1
se cumple

T (n+1)m 2 2
o = / Ko (t)dt = 2 / e @) g,
-7 0

n+1)%sen®(555)
Tenemos, entonces

/(n+1)7r sen2(:1:/2)d /(n+1)7r sen%ﬁ) sen®(z/2) J
0 0

(x/2)2 ﬁ (n+ 1)2sen?(

/0("“)7r ( sen?*(z/2)

n + 1)%2sen?(

2(7;3-1))

< de = .

2(nz+1)>

Por tanto A = [, K(z)dx = 2 limy, oo o= 5= fonﬂ " Sez/(;ﬂ der < 1.
Recordemos que Ks( ) = 1K(%) y para § > 0 se tiene

lim K.(x)dx = lim K(x)dx = K(x) = A.

20 Jia|<s 20 J|z|<de R\{0}

sen(x)

Por tanto, usando ¢ = y que es mondtona decreciente en (0, %)
n+1’ 2

obtenemos
b 2
A — lim sen®((n +1)x/2) dx
n—oo [_s (n + 1)(I/2)2 2

sen?(5/2) . * sen?((n + 1)x/2)d_x
- (6/2)% n—oo /_5 (n+ 1)sen?(x/2) 2w
S sen®(6/2)
- (6/2)?

donde hemos usado que el nicleo de Fejer de T es un ntcleo de sumabilidad
en el ultimo paso. Finalmente pasado al limite cuando J tiende a 0 se obtiene
A=1.
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(i) Es sufiente probar que K (z) = 5= [o(1—[&])x[-1,1)(£)e™™*dE. Sea  # 0.

%[}—mﬁﬁz-%fww—ifkww
:._/’wsﬁda——/éwsﬁ

1 Lol e
sen(z€) Esen(x&) |1 0 E/O sen(z€)de

om T -1 7 T

1 1
= Ecos(xf))o

1 — cosx

ey
1 sen(x/2) .,

- %< x/2 )

Observar que usando (ii) se obtiene (i) de manera directa, pues [, K (z)dz =
K(0). .

Corolario 5.1.4 Sea 1 <p < co. II(R"™) es denso en LP(R") y en Cy(R™).

DEM: Consideremos K (x, .., x,) = ﬁ H:;A%)Q Es inmediato com-
probar que K € II(R"™). Entonces si f € LP(R") o f € Cy(R") se tiene que

K. x f € II(R") y converge a f en LP(R™) o Cy(R") respectivamente. m

Corolario 5.1.5
(1) Si1<p<ooyfeLP(R) entonces

i = [ = B ey = 5 on r(m)
A—o00 270 Y A .

(i1) Si f € Co(R) entonces

A
im L u—§mw%W#m

A—00 27T Y

uniformemente en x € R.

Vamos a intentar extender la transformada de Fourier a funciones de
L?*(R). Necesitaremos pasar por subespacios densos.
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Teorema 5.1.6 Sea f € Cyo(R). Entonces

3 [1i©Pds = [ 17@ps

DEM: Paso 1: Suponer sop( f) C (—m 7T) Podemos periodificar la funcion.

— f f e—int dt _ I(HMn)

Usando, para n € 7Z, que f = =5~y el Teorema de

Plancherel de T,
dt
)2 |2
Slimr = [ 1ok = [1rorg-

ne’

Apliquemos este proceso a las funciones M_,f(z) = e~ f(z). Es sabido
que F(M_f)(&) =F(f)(€ + a). Luego para 0 < a < 1,

s P+ = [ F0)P

Integrando en a € (0, 1) se obtiene

d
/R|f(t)|2% - WZ/ F()(n+a)Pda

nez

- 471'22/ e

neEL

= 1 | R

Paso 2: Soporte compacto cualquiera. Suponer sop(f) C (=M, M).
Tomar Fy(x) = \/%f(%) cuyo soporte estd en (—tM,tM). Tomar 0 <t <
y aplicar el caso anterior, obteniendo

/R (@) Pdma(z) = / \Fy(2) P, (x)
]' 2
= N OIGIKE

-~ / () (t€) e

LGS
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Teorema 5.1.7 Si f € L'(R)N L3(R) entonces f € L2(R). Ademds || f|, =
V2r | f]2-

DEM: Dada f € L'(R) N L*(R). Tomar f, = fx[—kx * K-, siendo K. un
ntcleo de sumabilidad en Cyo(R). Luego, sii = 1,2

If = fxrem * Kol <0 I1(F = fxenm) * Ko lle + | f — f * Ko, i
< f = Ixeremllill Be s + 11 = f = Ko, s

Luego existe f,, € Coo(R) tal que lim, o0 || f — fulli + || — full2 = 0. Ahora,
por el teorema anterior,

1 £ Fo2 2
= FllE = 16— Fall

luego existe g € L*(R) con lim,_,o fo = g in L*R). Por tanto ||g|. =
liInn—>c>o ||fn||2
Ademas || f||e = lim, o0 || fu]|2- De donde se deduce que \/L||g||2 = fll2-
Finalmente observar que lim,,_,, f, = f en L}(R) y por tanto lim,, fn(f )=
f (&) para todo § € R. De donde se deduce que g = f a.e. y se concluye que

= lF 1l = [1f 112 .

/\

Teorema 5.1.8 (Teorema de Plancherel) Erxiste una extension F : L*(R) —
L*(R) que es una biyeccion continua con ||F|| = V2 que verifica F(f) =
para f € L'(R) N L*(R).

DEM: Usando la densidad de L'(R) N L*(R) se puede extender el operador
conservando la norma.

Veamos que es suprayectivo. Dada g € L*(R) existe g, € II(R) tal que
lim, o0 |9 — gnll2 = 0.

Sea entonces f,(z) = gn(—z). Usando que || f, — fll2 = V27| gn — Gimll2
se concluye que existe f € L*(R) tal que lim f,, = f in L?*(R). Como es obvio
que JF(f,) = 2mg, entonces, por unicidad de la extensiéon F(f) = 27rg. =

5.2 Teoremas de Paley-Wiener

El objetivo es estudiar la relacion entre la propiedades de analiticidad y
el crecimiento de una funciéon en R y el crecimiento de su transformada de
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Fourier. Considerando R como el eje del plano complejo, es claro que una
funcién es analitica en R si y sélo si es la restriccion a R de una funcion F
holomorfa en cierto dominio que contenga R. En general dicho dominio no
tiene por que contener una banda Q, = {z € C: |Im(z)| < a} para a > 0.

Lema 5.2.1 Sea f € L'(R) tal que existe a > 0 con ]f(y)| < Ce ¥ para
todo y € R. Entonces

1 A .
F(:) = o [ Fpede € 30(5)
T JR
Ademds F' es acotada en Q,, para ay < a y Flg = f.

DEM: Noétese que si z € {2, entonces
1£(6)e| = | f(€)]e 8™ < Cemaltl=¢m(z) < Celélla—lm@))

Luego f(£)e* es continua e integrable y F(z) = = e F(€)e=d€ estd bien
definida.

Veamos que es holomorfa en Q,. Sea (z,), z € Q, tal que lim,,_,o 2, = 2.
Probemos que

F(Zn) - F(Z) _ % /Rzgf(g)ezgzdé

En efecto,

R ezgzn o 6z§z

tim = [ (= i )ag =0,

Como lim,,_, f(f)(egzll—:zgz — i&e®?) = 0 para todo ¢ € R y adema4s

. ei{ Zn __ ei{ z

fO(———— i) < |F©I( sup [6e| +[5e®|)
Zn — & 2! €[zn,7]
< 20JE| sup e lElalmED
2! €[zn,7]
< 20[¢le P,

para 0 < § < a, donde |Im(2’)| < a — J para todo 2’ € [z,,2] y n € N.
Usando el teorema de la convergencia dominada se obtiene la derivabili-
dad de la funcion en z.
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Para la acotacion es suficiente usar que si z € €2,

<50 [ IO < o [ oo

Lema 5.2.2 Sea a >0y f € L2(R) con e f(&) € L2(R). Entonces
1 A )
Fe) = 5 [ FOei e 3t

Se tiene Flg = f a.e. y F,(€) = f(€)e ¥ donde Fy(x) = F(x + iy).
DEM: Notese que si z € (), entonces
| £(€)e| = emlél)ealél f(g)]e~¢m =) < ‘ea\élf(g)‘6f|£\(a7|1m(Z)\).

Luego, usando Cauchy-Schwarz, f (£)e’* es integrable y F'(z fR £)e = d¢
estd bien definida.

Veamos que es holomorfa en Q,. Sea (z,), z € Q, tal que lim,, o 2, = 2.
Probemos que

lim F(z,) —F(z) 1
n—00 Zp — 2 S 2r

/ i€ f(€)ed.

Es el mismo argumento que en el lema anterior, reemplazando la esti-
macion final como sigue:
eigzn _ eigz

FEO(——— —ige®™)| < 1O sup_[ee| + [&e™))

Zn 2’ €[zn,2]

< 20/ f(€)] sup e lelalmED

2/ €|zn,2]

< 2Kl F(©)][€]e 4,

para 0 < § < a, donde |[Im(2’)| < a — J para todo 2’ € [z,,2] y n € N.
Usando, que [£]e”l® € L%(R) y Cauchy-Schwarz de nuevo, se puede
aplicar el teorema de la convergencia dominada.
Observar que la hipdtesis garantiza que f(f)e’gy € L'(R) para |y| < a.
Luego

R = 5 [ Hoe e e Cum)
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para cada |y| < a. En particular, debido a la férmula de inversién se tiene
Fo(z) = f(z)a.e. y también que F,(§) = f(§)e ¥ donde Fy(x) = F(z + iy).

Teorema 5.2.3 (Paley-Wiener) Sea f € L*(R) y sea a > 0. Son equiva-
lentes:
(i) f es la restriccion a R de una funcion F € H($,) tal que

sup / |F(x + iy)]*dz < .

ly|<a JR

(ii) "8I f(€) € L*(R).

Dewm:
(ii)== (i) Usando el Lema 5.2.2 se tiene que F'(z fR £)e®*d¢ es
la funcién que buscamos. Ademas, usando el Teorema de Plancherel

sup [ PG +inlPds = o [ 1P = /eI

lyl<a JR

(i)== (ii) Sea Fy,(z) = F(x +iy) . Veamos que ﬁy(f) = f(f)e‘y5 para
todo |y| < a.
Considerar z € (),, entonces

Gr(2) = /R F(z — u) Ky (u)du

donde K es el nicleo de Fejer en R.

Observar Gy € H(), puesto que si F U + iV tenemos Re(G))(z) =
fR z —u)Ky(u)du e Im(Gy)(2) = [5 V(2 — u)K(u)du verifican las ecua-
ciones de Cauchy-Riemann (debldo a la derivacion bajo el signo integral).

Obsérvese que Gy () = f * Ky(x), y denotemos gy ,(x) = Ga(x +iy). Es
claro que gy, = F, * K y por tanto

A

gA,y(f) = Fy<5)KA(£)

Como gy, tiene soporte compacto se tiene g ,(£) = gx0(£)e Y para todo
y > 0. Consecuentemente F,(¢) = f(£)e*¥ para todo y > 0y [¢] < A
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Como A > 0 es arbitrario se tiene F,(€) = f(€)e ¢ para todo £ € Ry y > 0.
Ahora usando Plancherel y la hipétesis tenemos

sup / FOPEvdE < oo,

ly|<a JR

Por tanto, por el teorema de la convergencia dominada e*fl f(¢) € L2(R).

Denotemos H = {z : Im(z) > 0}.

Teorema 5.2.4 (Paley-Wiener) Sea f € L*(R). Son equivalentes
(i) Eziste una funcion F € H(H) tal que

sup/ |F(x + dy)[*dr < oo

y>0 JR

hm/|F x+iy) — f(2)|’dx =0

(ii) f(€) = 0 para todo & < 0.

DEM:
(i)= (i) Definimos F' = Ja F(€6)e=de para Im(z) > 0. Bs facil
comprobar que F' € H(H ), ( iy) es la transformada de Fourier inversa

de e~ f y, por Plancherel
1E(+iy)lls = I fe |2 < 1 f]l2
Ademas
lim || (. + ay) = fll2 = lim If (e = 1), =0.
(i)=> (ii) Escribimos fi(z) = F(z + ). Por tanto
1EC+ i1+ y)lle = [l fre™ s

para —1 < y < oco. En particular, tomando limites cuando y — oo en
| fre¢¥||, < C se obtiene f1 (&) = 0 para & < 0. Por otro lado la transformada
de Fourier de F(- +y) es fi (€)ef1=9) y por la hipétesis

iy [ 1P (o +i) = fa)Pdo = limy [ A€ = f(e)Fde =0,

y—0 R

Esto implica f(é’) = f1(5)65 =0 para £ < 0. .



