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Chapter 1

Espacios de funciones sobre T

1.1 Preliminares sobre Analisis Funcional

Recordemos algunas nociones y resultados abstractos de Analisis Fun-
cional que seran de uso habitual en los capitulos que siguen.

Definicién 1.1.1 Sea X un espacio vectorial sobre C. El espacio (X, ||.|])
es normado si para todo x,y,z € X y A € C se cumple

(1) [|z]] = 0y |[z]| =0 <= 2 =0

(1) |[Az|] = [A[[|]]

(ii1) ||z +yl| < [l=[] + Iyl

Un espacio normado se dice de Banach si es un espacio completo, i.e toda
sucesion de Cauchy es convergente.

Proposicién 1.1.2 Sea (X, ||.||) un espacio normado.
X es Banach si y solamente si toda serie absolutamente convergente, i.e.
Yoot ||zal| < 00, es convergente (i.e. existe lim, ooy p_; Tn € X ).

DEM:

=Sea )~ r, una serie absolutamente convergente. Notar que si s, =
> oh_1 T entonces ||s, — spm|| < D0y [|zk]| y por tanto es de Cauchy en
X y por hipétesis converge.

<=)Sea {z,,} una sucesién de Cauchy en X. Para todo k£ € N tomemos
ny subsucesién creciente de modo que

1
|0 — Tml| < =, Vn,m > ny.
9ok

5
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[e.9]

Escribimos y1 = @n,, Yp = Tny,y — Tn,- Entonces > 7 ||yn|| < 1y por tanto
existe y € X tal que z,, = Zf;ll y; — y, es decir dado € > 0 existe ko con

€
|20, —yl| < §,k > k.

Finalmente, dado ¢ > 0 existe ny con
€

2 — 2| < 5

, 1, M Z No
Tomar k{, > ko tal que ny > ny para k > k{, entonces

20 = yl| < |wn = Tn, || + |70 — T, || <1 > A

Nota 1.1.1 Sea 1 < p < 0.

G(Z) = {(za) CC: [Izn)lp = (D [2alP) /7 < 00}

nez
loo(Z) ={(zn) CC: |(zn)lloe = sup |2n| < o0}
Son espacios de Banach (La demostracion queda como ejercicio).

Nota 1.1.2 Sea E un espacio normado y F un espacio de Banach.

L(E,F)=A{T : E — F; aplicaciones lineales y continuas}.

Con la norma ||T|| = sup)jq|,<1||T(x)||r es un espacio de Banach.
En particular E* = L(E,C) es Banach para todo espacio normado E.

Definicién 1.1.3 Sea (H,+,.) un espacio vectorial sobre C. Se dice que es
un espacio prehilbert si tiene ademds un producto escalar (6 producto interno)
(,):HxH— C demodo que para todo x,y,z € H y A\, As € C se cumple

(1) (z,y) = (y, ),

(ZZ) <)\1I + )\an Z> = >\1<ZL', Z> + >\2<ya Z>;

(#ii) (x,x) >0y (x,x) =0 sty sdlo si x = 0.

Un espacio prehilbert se dice espacio de Hilbert si es completo respecto a

la norma ||z|| = +/{z, x).
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Nota 1.1.3

((Z) = {(za) C C: [l zn)l2 = (D |2af?)/? < 00}

nez

Con el producto escalar

(), (wn)) = 3 2,

neL

es un espacio de Hilbert.

Definicién 1.1.4 Sea (A, ||.||) un espacio normado. Se dice que es un dlgebra
normada si tiene ademds una operacion interna A x A — A de modo que
para todo x,y,z € X y XA € C se cumple

(i) x(y+z2) =zy+yz, (y+z2)z=yzr+zz

(i) Mzy) = (Azx)y = z(Ay).

(iti) x(yz) = (zy)=.

(w) [lxy|| < []=]lyl]-

Conmutativa si

(v) 2y = yx

Con unidad si existe e € A tal que

(vi) re = ex = x

Con unidad aprozimada (acotada) si existe x, € A (suppen||zs|] < o0)
tal que

(vii) xx, = x,x — = cuando n — oo.

Un algebra normada se dice de Banach si es un espacio completo, i.e toda
sucesion de Cauchy es convergente.

Nota 1.1.4
co(Z) = {(zn) : ‘ l‘im 2, = 0}.
n|—oo

Con el producto puntual (z,)(2)) = (zn2),) y la norma||(2,)|| = Supnen|zn|

es un dlgebra de Banach conmutativa sin unidad pero con unidad aprorimada
acotada (z,) = e, = (0,0,...,1,0,...)

Nota 1.1.5 Sea K un espacio topologico compacto.

C(K)=A{f: K — C; funciones continuas}.

Con el producto puntual f.g(t) = f(t).g(t) y la norma || f||c = suprex|f(t)]
es un dlgebra de Banach conmutativa con unidad dada por la funcion unidad
e(t) =1 para todo t € K.
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Nota 1.1.6

Co(R) ={f : R — C; funciones continuas con lim f(z)= 0}.

|z]—o0

Con el producto puntual f.g(t) = f(t).g9(t) yla norma ||f||o = supex|f(t)]
es un dlgebra de Banach conmutativa sin unidad pero con unidad aprox-
imada acotada dada por las funciones e,(t) = 1 para todo t € [—n,n],
en(t)y=t—(n+1)sitenn+1]ye,(t)=n+1—tsite[-—n—1,-n].

Nota 1.1.7 Sea E un espacio de Banach.

L(E,E)={T : E — E; aplicaciones lineales y continuas}.

Con el producto de composicion TYTs>(x) = Ty (Ta(x)) y ||T|| = sup)jz<1||T(x)]|
es un dalgebra de Banach no conmutativa con unidad dada por el operador
identidad I(z) = x para todo x € E.

1.2 Funciones continuas e integrables en T

Definicién 1.2.1 Consideremos T ={z € C: |z| = 1}.

Es un espacio métrico compacto con la topologia inducida por C.

Es un grupo multiplicativo ( z1,ze € T entonces z1z5 € T) con unidad
e =1y de modo que z~!

Consideremos ¢ : R — T dado por ¢(x) = €. Es un homomorfismo de
grupos continuo, suprayectivo y con ker(¢) = {x € R: e =1} = 27Z.

Recordemos que para cada z € T existe un unico x € [—m,m) de modo
que € = z (se conoce como Argumento principal de z). Por tanto una
identificacion de T es como el grupo cociente R/217 = [—7, 7).

Segin ésto una funcion f : T — C continua (o medible Borel) corresponde
a una f: R — C continua (o medible Borel) que sea 2m-periddica.

Usaremos indistintamente la notacion f(t) = f(e®) con t € [—7,7) para
indicar f(z) con z = ¢e" € T, asi como m(A) = [, g—fr para A € [—m,m) para
la medida de Lebesgue normalizada en [—m, 7).

=Z.

Definicién 1.2.2

C(T)={f:T — C; continuas} ={f € C(|—m,7]): f(7) = f(—n)}.
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El subespacio
N
I(T) = {f(t) = > awe™:N,MeN,aeC}
k=—M

se conoce por el espacio de los polinomios trigonométricos.

Proposicion 1.2.3 C(T) un dlgebra de Banach con el producto puntual y
la norma dada por || f||cr) = supicj—=m|f(t)| y II(T) es denso en C(T).

DEMm: Las propiedades de dlgebra normada son de comprobacién inmediata.

Sea {f,} € C(T) una sucesién de Cauchy. Entonces { f,,(t)} es de Cauchy

y por tanto convergente para todot € [—m, 7). Sea f(t) = lim f,(t). Veamos
n—oo

que es una funcién continua.
Dado € > 0 existe ng de modo que

€
Supte[—w,w)|fn(t) - fm(t)| < Z’ n,m > nyg.
Pasando al limite en m — oo,

€
) n > Nnyo.

Supte[—w,ﬂ)’fn(t) - f(t)| < 3 =

Como f,, es continua en t; existe > 0 de modo que

€
|fno(t)_fno(t0)| < g, |t—t0| <0
Aplicando la desigualdad triangular se tiene

[F (&) = (o) S () = fao (O] + Lo () = frg (F0)| + [ fng (F0) — [ (t0)] < .

Para ver la densidad puede usarse el Teorema de Stone-Weierstrass (Toda
subdalgebra autoadjunta de C(K) con K compacto, que separa puntos y con-
tiene a las constantes es densa en C'(K).)

Es inmediato observar que ésto ocurre con II(T). ]

Nota 1.2.1 Para poder trabajar con el espacio L'(T) se necesita recordar
algunas nociones de teoria de la medida.

1.- Dado X un conjunto y 3 C P(X) se dice que es una o-dlgebra sobre
X si se cumple
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a) @, X € X.

b) Si A, € ¥ entonces UpenA, € 3.

c) Si A€ entonces X \ A, € ¥.

2.- Dada R C P(X) se llama o-dlgebra engendrada por R y se denota
o(R), a la menor o-dlgebra que contiene a R.

3.- 8i X es un espacio topologico y G es la familia de los abiertos de
la topologia, se conoce por o-dlgebra de Borel a la o-dlgebra generada por
los abiertos, y se denota B(X). A sus elementos se le llama borelianos o
medibles Borel.

4.- Dado un medible Lebesque A (en R™ o en [a,b)) existe un Boreliano
B y un conjunto nulo N tal que A= BU N.

5.- Dada f medible Lebesque (en R™ o en [a,b)) existe una g medible
Borel (i.e limite en casi todo punto de simples sobre conjuntos de Borel, o
bien {x : f(x) € G} es boreliano para todo G abierto (en R™ o en [a,b)) ) tal
que f =g a.e.

6.- Para todo € > 0 y todo boreliano A € B(T) existen un compacto K y
un abierto G tales que K C A C G con m(G\ K) < e.

Definicién 1.2.4 Una funcion f : T — C se dice integrable Lebesgue si es
medible Lebesque y ffﬂ |f(t) g—fr < 00. Ndotese que si f = 0 a.e. entonces f
es medible Lebesque y [*_|f(t) g—fr =0.
Con vista a definir una norma entre las funciones integrable consideramos
la siguiente relacion de equivalencia: Sean f,g medibles Lebesque sobre T
frgsif=gae ,iem({te[—mmn): f(t)#g(t)}) =0.

Definimos las clases de equivalencia

[f] = {g medibles Lebesgue en T con g = fa.e}.

LYT) = {f : T — C clases de funciones integrables Lebesgue}.

Una coleccion de funciones integrables son las funciones simples:

N
8(T) ={f(t) = ZakXAk (t): N € N,ay, € C, Ay, medibles }.
k=1

Proposicién 1.2.5 L'(T) un espacio de Banach con la norma dada por

£l = JZ 1 F @)l -
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DEM: Es inmediato comprobar que ||f||; es una norma. Para ver la com-
pletitud usaremos la proposicion del principio.

Supongamos { f,} C L*(T) con Y 07 || full1 < 0.

Es inmediato, del teorema de la convergencia mondétona, que

S (1l :/ Zm ar < co.
n=1

Entonces ">~ |f.(t)] < oo a.e., de donde se tiene que Y, f,(t) = f(t)
converge a.e.
Ademas

[ nong< [ nog =3 [ inoig

y por tanto ||fx — f|[1 = 0 cuando N — oc.

Nota 1.2.2 C(T) € LY(T) y |[flh < ||fll para f € C(T).
Proposicién 1.2.6 §(T) y C(T) son densos en L'(T).

DEM:

Para ver la densidad de las funciones simples recordemos que si f > 0
medible Lebesgue existe una sucesién de funciones simples s,, > 0 tales que
Sn < Spi1 ¥ nll_{I;Osn = f.

Usando la descomposicion f = (Re(f))™ — (Re(f))” + i(Im(f))” —
i(Im(f))” podemos encontrar s, € 8(T) de modo que 711;120 Sn=Ff v |8 <
4fl.

Tomando g, = f — s, — 0y como |g,| < 5|f| entonces el teorema de la
convergencia dominada de Lebesgue garantiza que ||f — s,|[1 — 0.

Ahora para la densidad de C(T). Dadoe > 0y 0 # f € L*(T) existe una
funcién simple s € 8(T), s = > 77| a;xa,, tal que [|f — 5[y < 5.

Para cada A; existen un compacto K, y un abierto G; con K; C A; C G,
y de modo que m(G; \ K;) < /4377 |ay].

Ahora, usando el Lema de Uryshon, tomar ¢; € C(T) de modo que

Definir g = > | a;¢; € C(T).
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Es claro que

- dt
ls =gl = ;m/gj X, (1) — 6(0)
& dt
= > oyl x4, (8) = 65(0)] 5
j=1 Gi\K; 7T
" €
< 23 Joybm(G, \ K)) < =
j=1
Ahora [[f — gl < [If = s[li +[ls —gll <e. .

Corolario 1.2.7 TI(T) es denso en L'(T).

DEM: Combinar la densidad de la continuas en L'(T) y la de los polinomios
en C(T), junto con el contenido C(T) C L'(T). .

1.3 Espacios L(T)

Definicién 1.3.1 Sea 1 < p < oo. LP(T) denota el espacz'o Uectom'al de
clases de funciones medibles Lebesque f : T — C tales que f )|p < 00
Y ponemos

171l = ([ 1rOp oy

Definicién 1.3.2 Dada f : T — C medible, llamamos funcion de dis-
tribucion de f, denotada my a la funcién definida para A\ > 0
my(A) =m({t € T: [f(t)] > A}).
Teorema 1.3.3 Si f € LP(T) entonces
< 4
(ii) [L£1I5 = [y~ pA" " mg(A)dA.
DEM: (i)

my(X) m({t € T:[f(t)]" > A})

< [ uora
T Jpeay AP 27

1 [" dt
— p__
< | 1ol

21
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(ii) Consideremos la funcién de dos variables ® : T x (0,00) — R dada

por (,A) = |f(t)] = A
No es dificil ver que ® es medible. Si denotamos E' = {(t, \) : (¢, ) > 0}
entonces

/ PN TImp(N)d\ = p/\p_l(/ ;l—t)d)\
0 {tlf(1>Ay 2T

Oopv*(/ﬁ Xl N) o dt L

o dt
/ PN xE(t, >\
p—1 dt
= p)\ xe(t )\)d)\)
0 27
dt
= (/ PAP™ 1d)\)
-7 JO
dt

!f( i

I
\\ \c\c\c\

Proposicion 1.3.4 Sea 1 < p < oo, denotamos p’ el exponente conjugado
dep,ie 1/p+1/p =1. Si f € LP(T) y g € L”(T) entonces fg € L'(T).

DEM: Supongamos que ||f|, = ||g]l,y = 1. Usando el Teorema 1.3.3 se

tiene
ol = / " g (VA
= [T idise > Apar
< /Ooom({!f! S AYPY U {|g] > AVPV)dA
[t > b [l > aper <2

IN

Por homogeneidad, en general si || f||,|lgll,, > 0 llamando f' = f/| f|l, and
9 = 9/llgllp se tiene || fglly < 2[[fllpllglly-
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Nota 1.3.1 Sea Q2 =T x...x T el espacio de medida con la medida m,,(A) =

W4 e Considerando F(t, ..., t,) medible y poniendo

M) = mn({(t, e t) € T % oo X T [F(tr, ooy ta)] > A}

la demostracion anterior conduce a la estimacion:

dt, dt,

F(ty, .. t)||G(ty, ... tn)|=—...— Z2||F||,||G||,-
/' (e |Gt ) g < 2AF UGl

Proposicién 1.3.5 (Desigualdad de Hélder) Sea 1 < p < oo, denotamos p’
el exponente conjugado de p, i.e. 1/p+1/p' =1. Si f € LP(T) y g € L’ (T)
entonces

1 glly < {1fllpllgll-

DEM: Apliquemos la nota anterior a F'(ty,...,t,) = f(t1)...f(tn) y G(t1, ... tn) =
g(t1)...g(t,). Se tiene

dt dt, dt,
ta(t)|—)" = t1)...f (¢, t1)...q(t,)|—...—
(/Tlf( )g()\zﬁ) Tn!f( 1) f(#)lg(t).-g( )|27r o
dt; dt Jdty  dt ,
< 2 t). F(te)[P—2. =2 /p ). g(te) |V —=.. =2\ 1/P
< (Tnlf(l) f(t2)] o 27T) (Tnlg(l) g(t2)| o 27T)
= 2|[fll;llglly-
Por tanto J
t n
/If(t)g(t)lz— <2V fllpllglly-
T T
Pasando ahora al limite se obtiene el resultado. "

Ejercicio 1.3.1 Sean 1 < p; < ps < p3 < oo tales que pil + piz + p% =1, 9
sean f; € LPi(T) para i =1,2,3. Probar que

d
/|f1(t)f2(t)f3(t)|% < N fillp Ml 2llpa [l f5]ps -
T

Proposicién 1.3.6 Sea 1 < p < co. Entonces (LP(T),||.||,) un espacio de
Banach.
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DeM: Comprobemos que || f||, es una norma. Es inmediato que || f||, = 0 si
ysolosi f = 0a.e. yque [[Af]l, = ||| f]l,- Veamos la desigualdad triangular:
(Desigualdad de Minkowski)

1F+glle < 171l + llgllp-
Usaremos la desigualdad de Holder y el hecho p'(p — 1) =
) pe1 dt
I+l = | 1O+ g@F1F0) + 95

< /\f OII0 \—+/\f P 0] o

< [0+ g1 S 1Py
= ([ 110+ a0 ([ laorg

= |If + gl (LSl + llglls)

Observese que |f + g| < 2Pmax{|f|, |g|} y por tanto (f + g) € L?(T).
Podemos suponer, pues, que 0 < || f+gl|, < co. Por tanto se tiene || f+g]|, =

17+ glE™" < (1£1 + lall,)-
Para ver la_ completitud argumentamos como en el caso p = 1.

Supongamos {f,} C LP(T) con Y 2, || fallp, < c0.
Consideremos h,(t) = (> 7 _, |fx(t)])*, que es una sucesién monétona
creciente. Ademas, usando la desigualdad de Minkowski, se tiene

d n n
/h”(t% I 1Al < (1Al < 00
: k=1 k=1

Es inmediato, del teorema de la convergencia mondtona, que

[ 1olr = tim [ w5t <o

T

Entonces Y 7 |fu(t)| < oo a.e., de donde se tiene que Y 2, fu(t) = f(t)
converge a.e.
Ademas, si M, N € N, con N < M

/ern ”p<2/ ()P,
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Fijamos N € N. Usando ahora el Teorema de la convergencia dominada
de Lebesgue tenemos |ZT]\14:N L@ < O [ fa(®)])P € LYT) y

| DT RMP=1£) =) fa))

Por tanto ||f — SN, fullp = 0 cuando N — oo.

Nota 1.3.2 (i) C( )
(i) Sil <p<gq
f e LYT).

Proposicién 1.3.7 Sea 1 < p < oo. Entonces II(T), C(T) y 8(T) son
densos en LP(T).

C L(T) y |[flly < |[flloc para f € C(T).
< oo entonces LY(T) C LP(T) y ||fll, < |Ifllq para

DEM: Veamos la densidad de las funciones simples. Por el mismo argumento
usado en el caso p = 1 podemos encontrar s, € §(T) de modo que nll_)II;o Sp=f
y |sn] < 4]f]. Tomando g, = | f — s,|" — 0 se tiene |g,| < C|f|P. Entonces el
teorema de la convergencia dominada de Lebesgue garantiza que ||f —s,| \g —
0.

Para la densidad de C(T) usamos lo mismo que en el caso p = 1 con
la siguiente modificacién. Dado € > 0y 0 # f € L'(T) existe una funcién
simple s € 8(T), s = Y 7", a;xa;, tal que [|f — s]|, <

Para cada A; existen un compacto K, y un abierto G; con K; C A; C G,
y de modo que m(G; \ Kj) < (/4377 |ay|)P.

Ahora, usando el Lema de Uryshon, tomar ¢; € C(T) de modo que

Definir g = > 7", a;¢; € C(T).

Es claro que

- d
o=l < Dol hoa (- 0r50)"
— dt
- Zlaﬁ/j\&mm 6,07 50) "

23 losln!(G; \ ;) <

IN
l\DI(T)
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Ahora ||f = gllpy < |If = sllp +[ls — gllp <&

Combinando la densidad de la continuas en LP(T) y la de los polinomios
en C(T), junto con el contenido C(T) C LP(T) se obtiene la densidad de
II(T) en LP(T) .

Definicién 1.3.8 Sea 1 < p < oo, f € LP(T) y t € [—m,7), definimos
fi(s) = f(s+1), (o bien para z € T ponemos f,(w) = f(zw) para w € T).
FEsta operacion genera un subgrupo en LP(T), pues fo = f y (fi)s = firs-

Por otro lado es claro que || fill, = [[fllp v [[fs = filly = I fees = fll»

Proposicién 1.3.9 (i) Sea f € C(T) entonces la aplicacion t — f; es con-
tinua de T en C(T).

(i) Sea f € LP(T) entonces la aplicacion t — f; es continua de T en
LP(T).

DEewm:

(i) Usando que f € C(T) es uniformemente continua, por ser continua y
periédica (o bien continua en el compacto T), se tiene la afirmacién, pues
dado € > 0 existe 0 > 0 de modo que

[f(t) = f(E) <e, sift—t] <o
Esto es, para tg € [—m,7) y |t — to| < € se tiene

1fi = frolloo = sup [f(t+s)— f(to+s)| <e.

s€[—m,m)

(ii) Dada f € LP(T) y € > 0 tomar g € C(T) con ||f — gl|, < 5.
Ahora, usando las observaciones precedentes, basta ver la continuidad en
t =0,

e = Fllp < M1fe = gullp + llge = gllp + 1lg = fllp < 2/ = gllp + 1lg: = 9lloc <&

Definicién 1.3.10 Sea f : T — C una funcion medible. Diremos que estd
esencialmente acotada si existe M > 0 tal que |f| < M a.e. es decir

m({t € [-m,7) : |f(t)| > M) =0
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o bien mg(M) = 0 para algin valor M > 0. Al valor M se le dice cota
esencial de | f].

Denotamos L*(T) el espacio de la clases de equivalencia de funciones
esencialmente acotadas y ponemos

[ flloc = inf{M : |f| < Ma.e.}.

Proposicién 1.3.11 Sea f € L>(T). Entonces

(1) [1floe = infm(v)=o{supsgn [ f(£)[}-
(ii) Eziste No medible de medida nula, tal que ||f|loc = supyey, |f(t)]-

DEM: (i) Pongamos A = inf,,vy=o{sup;en |f(¢)[}. Si M es una cota es-
encial de |f| entonces N = {t : |f(t)] > M} en un conjunto nulo y se
tiene sup,gy [f(t)] < M. Por tanto A < M y tomando infimos se obtiene
A< | fllo

Reciprocamente, para cada € > 0 existe N, conjunto nulo tal que M, =
supygn, |f(t)] < A+¢e. Como M, es cota esencial se obtiene || f[loc < M. <
A+ ¢, y consecuentemente || flo < A.

(ii) Usando (i) se tiene que existe una sucesién de conjuntos nulos Ny
tales que

1
1lloo = sup [f()] < [ flloc + -
tENy
Sea Ny = U2, Ni.. Es un conjunto nulo y supgy, | f(t)] = || f||c- .

Teorema 1.3.12 (L*>*(T),|.||«) es un espacio de Banach.

DEM: Claramente || f||- = 0 implica f =0 a.e.

Si A € C entonces [|Af]|e = infm(N)zo{supth IAF)} = 1AM f]loo-

Si f,g € L>(T) entonces |f(t)] < ||flle a-e. y |g(t)] < ||g]lcc a.e. Por
tanto |f(t) + g(t)] < [[fllec + llgllec a-e. 'y por consiguiente [|f + glloo <

[ flloo + [1g]loo-
Sea (fn)nen una sucesién de Cauchy en L*°(T). Fijamos n,m € N y para

la funcién f,, — f,, encontramos un conjunto nulo N, ,, de modo que

fn = fnlloe = s |falt) = fm(®)].

n,m

Definimos N = U, ;,nNym. Sit ¢ N se tiene que (f,(f))nen es de Cauchy.
Definimos f(t) = lim, o fn(t) parat ¢ N y definimos f(¢f) = 0 parat € N.
Veamos que f € L>®(T) y que lim f,, = f en L>®(T). Por un lado, si t ¢ N,

[FOF = T fu (O] < sup [ fulloo
n— N
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y por tanto f € L>(T).
Ademads, dado € > 0 existe ng € N tal que || f,— finlloo < € paran, m > ny.
Ahora bien, parat ¢ N y n > ny,

Falt) = F@)] = T [£a(t) ~ fu(0)] < limsup | fo — fiullo < 2,

m—0o0

de donde se concluye que || f,, — f|loo < € para n > ny. .

Proposicién 1.3.13 (i) L>(T) C Ny>1 LP(T). Ademds si f € L>(T) en-
tonces supps || fllp < [f]loo-

(ii) Si f € LYT) y g € L>(T) entonces fg € L'(T). Ademds ||fg|: <
£l gl oo

DEM: Ejercicio. .

Proposicién 1.3.14 C(T) es un subespacio cerrado de L>(T).

DEM: Sea f € C(T). Veamos quesi f € C(T) entonces f € L>(T) y ademas
£l = I leco . Bs claro que ||l < [/llcq

Como || f|leery = | f(to)| para cierto ty € [—7,m) veamos que para todo N
conjunto nulo, se tiene sup,¢y [f(¢)| > [f(to)|-

En efecto, si tg ¢ N ésto es obvio. Supongamos pues que ty € N. Como
(to—<,to+=)N([—m,m)\N) # & entonces podemos considerar una sucesién
(tx)ken de puntos en [—m,7) \ N convergiendo a ¢. Ahora usando la con-
tinuidad de f se obtiene

sup | f(¢)] = sup | f(tk)| = [f(to)]
tgN keN

Para ver que C(T) es cerrado, tomemos (f,,)nen una sucesion de funciones
continuas de modo que (fy,)nen converge a f en L>°(T) y probemos que f = g
a.e. para alguna g € C(T).

Usando que || f, — fille = [[fo = fimlloen) v la completitud de C(T) se
tiene que existe g € C(T) de modo que (f,)nen converge a g en C(T). Por
unicidad del limite se tiene que f = g como elemento de L>°(T).






Chapter 2

Analisis de Fourier en T

2.1 Convolucién y propiedades

Motivemos la nociéon que sigue usando la variable compleja.
Sea f una funcién holomorfa en el disco unidad D(0, ) con r > 1. Usando
la formula de Cauchy podemos decir que

1 (w) fle™)y dt
f(z)%/w ll—wzw / — —thg

Si ponemos z = re’ tenemos

f(re?) = /7r —f(ei.t)f dat

1L —reil@=t) 27

Definicién 2.1.1 Dadas f,g € C(T) definimos la convolucion de f y g como

la nueva funcion
T dt
= [ rtgts )5

1 L dw
frglz) = o /wlf(w)g(zw) |

o de otro modo

211 w

Nota 2.1.1 Obsérvese que t — f(t)g(s —t) es una funcion continua para
todo s € [—m, ), por lo cual la convolucion estd bien definida.

21
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Proposicién 2.1.2 C(T) es un dlgebra de Banach conmutativa con la con-
volucion, es decir x : C(T) x C(T) — C(T) dada por (f,g) — f*g es una
aplicacion bilineal continua.

DEM: En primer lugar hay que ver que esté bien definida.
Dadas 0 # f,g € C(T) y € > 0 existe d > 0 tal que |g(s1) — g(s2)| <
el fl|s siempre que |s; — so| < ¢. Entonces

s

Frgt) = f 9wl < [ llot -1 - gl - 0l5 <

—T

La bilinealidad es consecuencia obvia de las propiedades de la integral y
finalmente la continuidad del operador se sigue de

£g@l < [ 1llgts — 0157 < lolllS1)

—T

Luego [|f # glloo < |[f]oo]lg]loo- .

Proposicién 2.1.3 Sean f,g € L'(T) entonces

dt

rs) = [ F(o)gls )5

estd definida para casi todo s € [—m, ).
Ademds h € LY(T) y |[h]ls < [[f[1llglh-
(La funcion h se llama convolucion de f y g, y se denota f % g.)

DEM: Como (e, e") — €= es continua de T x T — T se tiene que
T x T — C dada por (s,t) = F(t,s) = f(t)g(s — t) es medible Lebesgue.
Usando el Teorema de Fubini se tiene

dt ds T T ds d
[ [ wasnmse = [ s - 010l = ilhlolh

Esto garantiza que [ _|f(t)g(s — ¢)|% € L'(T) y por tanto h estd definida
a.ey ademds h € LY(T) y [[All < [IfIL/lg]:- .

Ejercicio 2.1.1 Probar que si (f,) converge a f en L*(T) y (g9,) converge a
g en LY(T), entonces (f, * g,) converge a f x g en LY(T).
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Proposicién 2.1.4 Sean f,g,h € L(T), a € C.
(i) fxg=gx*f.
(iW) fx(g+h)=[fxg+ fx*h
(iit) (ouf ) % g = o f = g).
() |1 * gl < [[fll1llg]l-

(Es decir L'(T) es un dlgebra de Banach conmutativa con la convolucion,).

DEM: Inmediata. "

Nota 2.1.2 (1) Si ¢,(t) = €™, n € Z entonces ¢, * G = Opm®m-

¢n*¢m@>=1/”amamwtmﬁ::ami/”emzmﬁéz

o 2m o 2m
(2) f.g € T(T), supongamos f = 33"\ i, g = Sop_yp Bedi en-
tonces
min(N,N")

[*xg= Z B Pr.

k=—min(M,M")
(3) Si f.= %X[—&g}; g € L'(T) entonces f. x g(s) = % 88::5 f(t)g—fr

Proposicién 2.1.5 Si f € C(T) y g € L'(T) entonces f * g € C(T).
[f * glloe < |[f1lscllgl]1-

Ademds

DeMm: Usando que f es uniformemente continua, para € > (0 existe o > 0 de
modo que

[f(w) = f(@)| <ellgll,  Ju—u| <.

Por tanto si [t —t'| < d

£x90)— o) < [ la@Iste—s) = 50 = s)l5> <=

—T

Ejercicio 2.1.2 Si f € L°°(T) y g € LY(T) entonces f x g € C(T).
Ademds |[f * glloo < |[fllocllgllr-
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2.2 Resultados sobre coeficientes de Fourier

Como en la primera seccién para motivar las nociones que siguen lo hare-
mos de manos de la variable compleja.

Sea f una funcién holomorfa en el disco unidad D(0,7) con r > 1y sea
> oo, apz™ su desarrollo de Taylor en |z| < r. Es sabido que

a :f(n(o) :L/ / f zt —znt
" n! 278 J )= 1w”+1

Definicién 2.2.1 Dada f € LYT) y n € Z definimos el coeficiente de
Fourier n-ésimo de f por
T ot
— t —int 7
| s
Nota 2.2.1 Ejemplos

(1) Si f € LX(T), ¢n(t) = €™ entonces ¢, * f = F(n)on.

(2) F() = 60 x (0). | A

(3) 8i PeT(T) y P=Y"1__,, ae’™ entonces P(n) = o, si —M < n <
N y P(n) =0 en otro caso.

(4) Si f € T(T), g € LY(T) entonces f x g € T(T). Ademds si f =
SO ane’®t entonces fx g(t) = SO, akg( )e ikt

(5) Dada f € LX(T), t € [—m, ) entonces fi(n) = f(n)en(t).

Teorema 2.2.2 La aplicacién f — {f(n)} es un homomorfismo de dlgebras
inyectz’vo/gfilzl(']l‘) en co(Z), es decir:

(i) (Frg)(n) = Fn)itn).

(ii) )(f + 9)(n) = f(n) + §(n)

(iii) (af)(n) = af(n). )

(iv) Si f € L'(T) entonces {f(n)} € co(Z).

(v) supnez|f(n)] < [[f]]x.

(vi) Si f(n) =0 para todo n € Z entonces f =0 a.e.

DEM:

Gran) = [ () ss-nage s
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o » ds o dt
— — ¢ —in(s—t) 7 ¢ —int Y
/71'(/71' f(s >e 27T)g< )6 2
f(n)g(n)

(ii) Inmediato.
(iii) Inmediato.
(iv) Dado € > 0 existe P € II(T) de modo que ||f — P||; < €. Entonces

[f )] < [f(n) = P()[ + |P(n)] < |If = Pl +|P(n)] < &+ |P(n)].

Como P(n) = 0 para todo |n| > ng para ng = max(M, N) donde P =
S e™ se concluye que |f(n)| < e para |n| > nq.

(v) Inmediato.

(vi) Si f(n) = 0 para todo n € Z entonces

i _dt
/ fOPt)—=0 ,PelIl(T).
o 2m
Por densidad (podemos suponer f # 0 a.e)

" fans- =0 gecm).

En efecto, dado e > 0y g € C(T) existe P € II(T) con ||g — Pl|s < €||f]]1-
Por tanto

[ swawg =1 [ roPwg [ H0e0-PO5 < lo-Pldiflh <

Ahora para todo medible E' se tiene

[ #g=o

En efecto, dado un medible E con m(E) > 0 tomemos K,, G, compactos
y abiertos respectivamente tales que K, C £ C G, y m(G, \ K,) < *
Consideremos entonces g, € C(T) con 0 < g, <1, g,(t) =1 parat € K,, y
gn(t) =0 para t ¢ G,.

Notese que

[ rwag=o=[ g+ [ s
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Por consiguiente

[ 1o - / 0 [E\an()itr

- /L. f(t)%— [ fomog

[rogisa ] o

Usando que lim, )0 [, | ()| = 0 (ver como ejercicio) se concluye que
Jo F(t) &L = 0 para todo medible E
Consnderemos Ey={t: f(t) # 0} y descomponemos

Finalmente

{t: Re(f)(t) > 0} U {t: Re(f)(t) < 0}
{t: Im(f)(t) > 0}y U {t : Im(f)(t) < 0}

Veamos que cada conjunto es de medida nula. Nétese que si By, = {t :

Re(f)(t) > 1/k} se tiene {t : Re(f)(t) > 0} = UgenEy v ademds

dt
mi{e: Be(f)o) > 18y <k [ Re(05 = kre( | 105 =
By m 27
Similarmente se tratan los otros conjuntos.
Por tanto m(Ep) = 0 o lo que es lo mismo f =0 a.e. n

Corolario 2.2.3 Si f( ) = g(n) para todo n € Z entonces f = g a.e.
Corolario 2.2.4 Si (h,) es una sucesion en L*(T) tal que le hn, = f en
LY(T) entonces 711;120 (k) = f(k) para todo k € Z. o
Corolario 2.2.5 L'(T) es un dlgebra de Banach sin unidad.

DEM: Supongamos que existe g € L'(T) con f*g = f para todo f € L'(T).

En particular f(k)g(k)A: f(k) para todo k € Z. Ahora para n € Z eligiendo
g = ¢y, se tendria que f(n) = 1 para todo n € Z y por tanto {f(n)} ¢ co(Z).
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2.3 Teorema de Plancherel

En esta secciéon analizaremos los coeficientes de Fourier de funciones de
LA(T).

Recordemos que L*(T) y ¢*(Z) son espacios de Hilbert sobre C con los
productos escalares

9= | sos0g

(0n), (B)) = 3 @

Definicién 2.3.1 Sea E C L*(T).

(i) Se dice que es un sistema ortonormal en L*(T) si (f,g) = 0 para todo
f#g9, f,g € L*(T) y ademds || f|| = 1 para todo f € L*(T).

(i1) Se dice que es un sistema completo si no hay funciones no nulas
ortogonales a todas las del sistema, es decir (f,g) = 0 para toda g € E
implica que f = 0.

Por ejemplo, E = {e, : n € Z} es un sistema ortonormal y completo en
A(7Z).

Teorema 2.3.2 (Teorema de Plancherel) La aplicacion I = L*(T) — (*(Z)
definida por F(f) = {f(n)}nez es un isomorfismo isométrico que preserva el
producto escalar.

DEM: PASO 1: ¥ esté bien definido v |[(f(n))]l2 < ||f|l2. Sea f € II(T).

Escribimos B
1P = (f. )
= <Z@k¢kazﬁk¢k>
—-N —-N

M M

= > D {owdw, Bid)

k=—NI=—N
M

= Z (ardr, Brorn)

=—N
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M

= D lowP

k=—N
M ~
= > lfmP
k=—N

Para f € L*(T), fijados N, M € Ny consideramos gy y = f—zjk\/[:_N f(k)gzﬁk
Es claro que

M
||gNM||2_||f||2+||Zf (k)oell® = (f, D S Z k)br, f)

k=—N k=—N -

Ademés (f,Zk_fo( VoK) = (Ek_ Nf( )k, f) :chw:fN‘f(k)‘Q-

Consecuentemente, usando el resultado sobre polinomios, tenemos

M
0 < lgnllz = IFIP = > [F (k)P
k=—N

Tomando supremos sobre N, M se obtiene S°° | f(n)|> < || f]1%

PASO 2: F es suprayectivo. Sea (,)nez una sucesién en £2(Z). Consid-
eremos hy = ZkszN ardr € II(T) para N, M € N fijados. Veamos que
(har)nas es una sucesion de Cauchy en L?(T).

En efecto, si N’ > N, M’ > M,

N-1 M’
hyar = hvarl3 = D lawl>+ D> el
k=—N' k=M+1

y usando que (o) belongs to ¢*(Z) se tiene que es Cauchy.

Usando la completitud de L*(T) existe f € L*(T) de modo que limps—yo0 N—s00 An s =
f en L*(T).
Por tanto || f||3 = limas 00 N o0 ||2yaz]|3. Consecuentemente

Ifl =, Jm Z o [* = [I(eva) 13-

Veamos que f(n) = «, para todo n € Z.
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Esto se sigue de

~

f(n> = <f7 ¢n> = < lim OohN,M7¢n>'

M —o00,N—

Por la continuidad del funcional (f, ¢,) en L2(T) y del hecho Ay s (n) = oy,
para |n| < min{N, M} se concluye el resultado.

PASO 3: F es obviamente inyectivo por ser una isometria.

PASO 4: Preserva el producto escalar, es decir (f,g) = ((f(n)), (§(n))).

Es claro que el resultado es cierto para f, g en II(T) (por la ortogonali-
dad del sistema). Ahora podemos extender a todas las funciones usando la
densidad de TI(T) en L*(T) y la continuidad del producto escalar en ambos
espacios.

(fr9) = (lim Py, lim Q)
i (P o, Q)
L P Q)

= lim llmoo«pN(n))v(QM(n)))

N—oo M—

El mismo proceso aplicado al producto escalar de sucesiones implica

~

(f.9) = (lim (Py(n)), lim (Qu(n))) = ((f(n)), (3(n)))

N—o0 M—o0

Corolario 2.3.3 E = {¢, : n € Z} es un sistema ortonormal y completo en
LA(T).

Corolario 2.3.4 Si f € L*(T) entonces Sxf = S0 f(n)é, converge a
f en L*(T).

Corolario 2.3.5 Si f € L'(T) y g € L*(T) entonces fxg € L*(T). Ademds

1+ glla < [[fllxllgllz-

Definicién 2.3.6 A(T) = {f € LY(T) : {f(n)} € I}(Z)}
Pongamos || f||amy = >_0=_o [ (0)]-
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Nota 2.3.1 Recordemos que una serie dobley " x, (conx, € X) se dice
convergente si Y00 x, y S o___ x, son convergentes. Ademds Y0

Zn:l Tn + anfoo Ln

Teorema 2.3.7 (i) A(T) es un algebra de Banach con la multiplicacion pun-
tual y TI(T) es denso en A(T).

(1) A(T) c C(T).

Ademds || flloo < [If]lacr)

(iii) Si f € LY(T), g € A(T) entonces f * g € A(T).

Ademds || f * gl|acry < [[f]l1]lg]]acr)-

(iv) Si f,g € L*(T) entonces f * g € A(T).

Ademds || f * glla) < |If]]2]lgl]2-

DEM:
(i) Sean f,g € A(T) entonces

=303 Fkatn - ke € A(T).

neZ keZ

Tp =

n=—oo

En efecto

DD KRG =R) < Y > IfR)llatn - k)l

ne”Z keL neZ ke’

= > QO laln=RNIf k)]

neZ neZ

= |fllae)llgll acr)

La densidad de los polinomios es consecuencia de hecho siguiente:
Si f € A(T) y € > 0 existe ny de modo que entonces

Yo I+ i) <e,  N.M =mng,

n<—M n>N

Es decir ||f — harn||am < € donde hyn(t) = S, F(n)on
(ii) Es una consecuencia de la completitud de C(T) junto con el hecho de
que si f € A(T) entonces la serie Y~ f(n)¢, converge absolutamente en

C(T) (y por tanto en LI(T)Z.
(iii) Como (f * g)(n) = f(n)g(n) se tiene que

S 1(Frg)n) = Z| |<Hf\|12!g

n=—oo n=—oo n=—oo
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(iv) Usar Cauchy-Schwarz y Plancherel

Z (F *9)(n Z |f(n)|?)*2 Z 9(n) )% = [ £1l2llg]l2-

n=—00 n=-—00 n=—00

2.4 Teoremas de Young

Estudiaremos ahora las convolucién y los coeficientes de Fourier de fun-
ciones en LP(T) para 1 < p < o0.

Teorema 2.4.1 Sea 1 < p < co. Si f € LYT) y g € LP(T) entonces
fxge LP(T).
Ademds || f x gllp < [lfhllgllp-

DEM: Podemos suponer 1 < p < 0o, pues los otros casos ya estan resuel-
tos. Tomar 1 < q < oo tal que 1/g+1/p=1.
Como fx*g(s) = [7_f(t)g(s — t)& tenemos

frg@l < [ 110l 0l

—Tr

([ 1ol —argo il

—Tr

([ 1r0lats =P g1

. 2m

IN

IN

Por tanto

£ xally = [ 1f oo

dt ds
< W [ [ is@lats - 0p g
< gl Ig
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Teorema 2.4.2 Sea 1 < p,q < oo con % —i—% =1. SifeL?(T)yge LYT)
entonces [ x g € C(T).
Ademds || * glloo < I/ llpllgllq-

DEM: Suponer 1 < p < co. Usando la expresién

g ds
Fro®)= [ rt-9)5
tenemos

Fro® - feot) = [ 1ft=9)— £ = 5)gs)5
ds

27

- / U f)()g(—s)

[f*g(@) = f o g()] < llgllall fe = felp-

Y el resultado de continuidad de la traslacién se obtiene el resultado.
El caso p = 0o se obtiene ya que f*xg = gx* f. .

Teorema 2.4.3 Sea 1 < py,py < 00 con p% + p% >1. Sife LP(T)y

g € LP2(T) entonces f x g € LP3(T), donde p% + p% —1= pLg'
Ademds || f * gllps < 1 lpi 19l ps-

DEM: Los casos p; = 1 y p1 = oo estan resueltos en los resultados
anteriores. Supongamos 1 < p; < 0o. Sean 1 < pu, 1, a < oo with /%—i—%—i—é =
1 que se elegiran convenientemente.

frg@l < [ 110l - 0l

—T

= / |F(O) [P # g (s — )P/ £ ()P g (s — t)|1*p2/nﬁ

o 2

< ([ Irap e[ gt oy

o 2m —7r 2m
" a(1-p1 /1) a(1—pa/m U \1/a
x (f |f@))* TP g(s —t)|* TP —)
o 27
x . ot
= 1l gl LI lg(s i S
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Elegir o = p3, pu y n tales que a(l — p1/p) = p1y a(l — pa/n) = pa. Es
decir, 1 =1L 1_-1_1yl_1
12 p1 ps n P2 p3 p3

Entonces, p3 — p1 = ]?3101/,u YP3—p2= p3p2/777

N

m ds . X
[ ireairss < gz [ 1sorermigs - gee-eo

— ”f||173pl/#||g||173p2/77/ / £)[Prg(s — )2 — dt ds

o 2
= 171Nl

De donde se concluye [ * gllps < [[f1lp:[lglp.- .

2.5 Series de Fourier

Definicién 2.5.1 Dada f € L'(T). La serie formal > >
"serie de Fourier” de f y se denota por S(f).

. Se denota Sn(f)(t) = ZTJLN f(n)e™™ la suma parcial de la serie ante-
rior.

f(n)e™ se dice

TL_—OO

El objetivo de este capitulo es intentar describir la funcién en términos de su
serie de Fourier, estudiando las posibles convergencias de las sumas parciales
Sy (f) de la serie anterior.

Hay varias situaciones completamente obvias y ya demostradas:

(i) Si f € II(T) entonces S(f)(t) = f(t) para todo ¢t € [—m, ) (pues es
una suma finita).

(ii) Si f € A(T) entonces S(f) = f en A(T), es decir limy p—y00 Sy = f
donde syn = Z]kvz_ M f (n)e~™ pues la serie converge absolutamente.

En particular imy a0 Sprnv(t) = f(t) uniformemente en ¢ € [—m, 7).

(iii) Si f € L*(T) entonces sy n = Zkf Mf( n)e~™ converge a f en
LA(T).

Daremos algunas convergencias mas débiles, pues en general no puede
afirmarse demasiado sobre la convergencia de la serie en el sentido anterior.

Definicién 2.5.2 Sea {x,} una sucesion de elementos de un espacio de Ba-
nach X. Diremos que la serie > - ___ x, es sumable Abel si existe

n=—oo

lim E 2.
r—1-

dt ds
27r 27T
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Denotaremos (A) — >~ Tn a dicho valor en caso de existir.
Diremos wvalor principal de Cauchy de la serie Y>> x,, si existe,al

limite

(e’ .
Denotaremos (PV) — > x, a dicho valor.
. . o0 \ . . .
Diremos que la serie Y~ x, es sumable Césaro si existe limy_,o on,

. . N .
donde oy son los promedios de las sumas parciales s, = Y,y T, €s decir

80+81+...+8N
N+1 '

ON

Denotaremos (C') — > 0" x, a dicho valor en caso de existir.

Ejercicio 2.5.1 (i) Probar que la sumabilidad implica la sumabilidad Abel y
la existencia del valor principal.

(ii) Probar que la ezistencia del valor principal implica la sumabilidad
Césaro.

¢ Son ciertos los reciprocos?.

Definicién 2.5.3 ( Nicleo de Dirichlet) Se conoce con el nombre de Nicleo
de Dirichlet a la sucesion

Se cumple que si f € L(T), y N € N entonces

Sx(f)(t) = D fn)e™ = Dy = f(t).

Teorema 2.5.4 (Propiedades del nicleo de Dirichlet.)

sen(N+1)t
(1) DN(t) - sen(t/22) :
(2) Dn(t) = Dn(—t) para todo t € [—m,7), N € N.
(3) 7. Dy — 1, N e N,

(4) l|Dn||1 = log(N), N € Ni. e. existen Cy,Cy > 0 tales que
(5) | Dnllos = 2N + 1.
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DEM:
(1) Por induccién sobre N. Para N =0, Dy(t) = 1.
Supongamoslo para N.

Dyyi(t) = Dy(t) + e iVt 4 oiVHDE

N+ )t
= M—l-QCos(N—i-l)t

sen(t/2)
sen(N + 2)t
- sen(t/2)
donde hemos usado que sen(p) — sen(q) = 2cosETlsen?HL.
(2) Obvio.
(3) Obvio.

(4) Teniendo en cuenta que 2 < sen(t) < ¢ para 0 <t < 3,
/“ sen(N +3)t| dt 2/” |sen(N + 3)t| dt
| osen(t/2) |27 T, sen(t/2) 2w

B 2/75 [sen(2N + 1)t| dt
0

sen(t) 27
% |sen(2N + 1)t| dt
~ /0 t o
— |sent| dt
z/0 Tt on
N g |sent| dt
B Z /lwr t 27
2;\/ (et Ljm
~ 2 % s \sent\z—
~ 221\’:1/3 lsemf|d—
—~ k Jo 2
N 2N
=k
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Es bien sabido que H,, = i,  ~ log(n) de donde se sigue el resultado.
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(5) Usar que Dy (0) = 2N + 1 y la estimacion trivial [Dy(t)] < 2N + 1.

Estudiaremos ahora la situacién de la no convergencia de la serie Sy(f)

en C(T).

Lema 2.5.5 Son equivalentes:
(1) Sn(f) — f en C(T) para toda f € C(T).
(2) Existe C > 0 con ||Sn(f)|lec < C||f|loo para todo N € N.

DEM:

(1) =(2) Como {Sy(f)} es acotada para toda f € C(T) entonces por
el teorema de la acotacién uniforme existe C' > 0 con ||Sn(f)|leo < C||f||oo
para todo N € N.

(2) =(1) Sea |[Sn|l = sup{[[Sx(f)llec : [Ifllc = 1}. Dada f € C(T) y
e > 0 tomar P € II(T) tal que ||f — P|| < esupy||Sn|| + 1. Entonces, para
N > grado(P)

1SN () = flloo < 1SN (F = P)lloc + 1P = flloo < ([ISN][ + DIIf = Pl <e.

Ejercicio 2.5.2 Sea 1 <p < oco. Sy(f) = f en LP(T) para toda f € LP(T)
si y solo si existe C >0 con ||Sn(f)|l, < C||fl|, para todo N € N.

Teorema 2.5.6 FEziste una f € C(T) de modo que Sy(f)(t) no converge
uniformemente a f.

DEM: Usando el Lema es suficiente probar que ||S,|| no esté acotada.
Basta encontrar una sucesiéon ¢,, € C(T) tal que sup||¢,|/oc < 00 pero
con Sy, (¢n) divergiendo a oo.

sen(n+1)t
Sea D, (t) = % Tomamos t, = n]f:l , |k| < n, que son los ceros de
; T

D,, y consideramos intervalos centrados en los mismos I}, = (tx — O, tx + k)
de modo que su unién es A, y la suma de sus longitudes sea m(A,,) = L,, <
W. Definimos ¢, (t) = sig'n(D,?(t)) salvo en los intervalos prefijados y
alli se unen los extremos por linealidad.

Obviamente ||¢n||coc = 1. Ademas
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1Sall = 1150 (0n)]]oo
2> [Sn(¢n(0)]

!/D Joult) o]

> [ Iaolg - / (ID(0)] = 6(0)Da(t)) 5=

Notese que 7 |Dy(t)4L] > Clog(n) y que

I/A (IDn(t)| = ¢n(t)Dn(t))§—;| < 2(2n+ 1)m(4,) < 1.

Por consiguiente ||.S,|| > Clog(n) — 1 y se concluye el resultado.
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2.6 Nucleos de sumabilidad: Poisson y Fejer

Definicién 2.6.1 ( Nicleo de Poisson) Se conoce con el nombre de Nicleo

de Poisson a la familia de funciones {P,}o<r<1,

(e 9]

P.(t) = Z il it

n=—oo

Dada f € LYT), y0 <7 <1 se tiene que

Z F(n)rMe™ = P« f(t).

n=—oo

Por tanto la sumabilidad Abel de f se describe como lim,_,1 P, % f(t).

Teorema 2.6.2 (Propiedades del nicleo de Poisson.)

(Z)PTEA()prHA =25 0<r<1
1—72 1 —r2
(2) P’I‘(t) = (1—r)2+4rsen2(t/2) - ‘I—Teit‘27 0 < T < 1

(3) P.(t) es no negativa, par y mondtona no creciente en [0, 7], 0 < r < 1.

(4)1’“<P() Hoo<r<l.

(5) P:D —> ]R dada por re — P.(t) es una funcién armdnica.

6) [T P(t)E=1,0<r<]1.
(7) Sea Q@ > O entonces lim,_,1- supyy ., F(t) = 0.
(8) Sea 0 < a < 7 entonces lim, ;- H>a P.(t g—fr =0.
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DEM:
(1) Se sigue de que Y02 rinf=14 22 = M,
(2) Basta observar que

it —it

= : re re 1 —r?
1 n znt n _—int — 1 : _ = : .
+Z +;r ¢ +1—r6”+1—r6*” |1 — reit|?

Usar la expresion |1 —re'|? = 1412 —2rcos(t) = (1 —7r)*+4rsen?(t/2) para
la otra férmula.

(3) De comprobacién inmediata (usar |1 — re"t| > |1 — re'2| para ¢y >

(4) Se sigue de (2) pues (1 —7)? <1472 — 2rcos(t) < (1+71)%

(5) Observar que P(z) = Re(1%2) para z = re'.

(6) Como Ziv:_N rifle=int converge a P,(t) uniformemente en [—7, ),
entonces

™ T dt
|n| znt — 1 [n| int 20
| P = ym [ Zr J&EHOOZNT J

(7) Nétese que

1—1?
sup P.(t) = sup P.(t) < Pla) = ————
\t|>IZ( ( ) 7r>tI>)a ( ) ( ) ’1 _ Teza‘Z
y por tanto se tiene el resultado.
(8) Se sigue de (7). .

Definicién 2.6.3 ( Nicleo de Féjer) Se conoce con el nombre de Nicleo de
Féjer a la sucesion {Ky} dada por

KN(t)ILZDN@): > <1——|n| Je'.
N+1 N +1

n=—

Dada f € LY(T), y N € N se tiene

ox (N0 = 5 D0 SuE) = Koy F(0),

Por tanto la sumabilidad Césaro de f se corresponde alimy_o on(f)(t) =
limpy oo Ky * f(1)
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Nota 2.6.1
1 N 1 N n
Dn t — ikt
N+1; ®) J\7+1§k:6

k=—N N=[k|
N
LY
= 2 U-g e
Pt N +1

Teorema 2.6.4 (Propiedades del nicleo de Féjer.)
(1) Kn(t) = Nlﬂ%t%o Kn(0)=N+1
(2) Kn(t) >0 y Kn(t) = Kn(—t) para todo t € [—m,7),

(3) [T Ky({t)ZL =1, NeN.

(4) KN( ) < mln{N+ ]' (N+1 t2}

(5) Sea o > 0 entonces impy 0 SUPjy~q Kn(t) = 0.

(6) Sea 0 < o < 7 entonces limy_, f|t‘>a Ky(t)ZL =o.
DEM: (1) Parat =0,
1 o 1 N(N +1
N—H;Dnm) = N—H;}(Zn—i—l) = %4‘
For t # 0,
.
Ky(t) = N—H;;Dn@)

1 i(n+i)t
a (N +1)sen(t/2) < Zlm(e( ")

1 N
_ it znt
(N +1)sen( t/2 6226

1 ' +1 !
= Im(— — )
(N + 1)sen(t/2) ¢ls — =3
1 (N+1)t _ 1
- Im(~ )

(N + 1)sen?L

L 2i

N eN.

1=N+1.

39
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1—cos(N+1)t  sen’(¥Ft)
2(N + 1)sen2L (N +1)sen?L’

(2) Obvio.
(3) J; Ka(t)5 = Kn(0) = 1.
(4) Es claro que £ < sen} < Lsi0<t <. Entonces

1 2

< .
(N 4+ 1)sen?t = (N + 1)t

Kn(t) <

Por otro lado

N N
1 1
Kyit)| < —— D,(t)] < 2 1
(0] < gy D I0u01 S g D@n+ 1)
1 N(N+1)
= N+1)<N+1
N+1( 2 +N+1) +

(5) Se sigue de que

1
sup Kny(t) = sup AKy(t) < —m8 ————.
\t|>2 w(®) Tthga wlt) < (N + 1)sen?3
(6) Es inmediato de (5). .

Definicién 2.6.5 (Nicleo de sumabilidad) Una familia de funciones { K. }e~o
se dice un nicleo de sumabilidad sobre T si verifican

(i) sup.s J7, [ Ke(t)] 57 < o0.

(it) [T K.(t)Z =1 para todo € > 0.

(iii) Para todo a > 0 lim.o+ [, i, |K. (1)L = 0.
Ejemplo 2.6.1 Los niicleos de Poisson K. = P,(r(¢) = 1 —¢), o de Fejer
Ky =K., (en = %) son de sumabilidad.

Teorema 2.6.6 Sea K. un nicleo de sumabilidad. Si f € C(T) entonces
K. x f converge a f en C(T), i.e. limeo ||K. % f — flloo = 0.
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DEM:

10 -k 50 = [ foKe)5 - [ fe- K65
= [ U= - K5

Dado n > 0 existe § > 0 de modo que si |s| < § entonces

— — #
@) = =8 < o TR

Por otro lado dado § > 0 existe £y > 0 de modo que si 0 < £ < gg

ds n
|Ko(8)|— < ——.
/s>6 2 4| f]loo

Entonces
ds

0= Kes0] < [ 10— s Gl

ds

o PRUICEF RSBl

i / ds
e — K. (s)|—
S Sl s )0
ds
sl [ RS <
|s|>6 ™

Por tanto || K. * f — flloc <7, para & < &y.

Corolario 2.6.7 Sea f € C(T).

(1) lim P, x f(t) = f(t) uniformemente en [—m, 7).

r—1-

(En particular A — Y00 f(n)e™ = f(t) Vt € -, 7).)

(17) ]\}I_I)n Ky * f(t) = f(t) uniformemente en [—7, ).

(En particular C — 3% __ f(n)e™ = f(t) Vt € [-n,7).)

41
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Nota 2.6.2 La densidad de II(T) en C(T) se sigue de (ii), siendo éste un
método constructivo a diferencia del uso del teorema de Stone-Weierstrass.

Teorema 2.6.8 Sea 1 < p < o0 y sea K. un nicleo de sumabilidad. St f €
LP(T) entonces K. * f converge a f en LP(T), d.e. lim._,o ||K.* f — f|, = 0.

DeEM: Como en el resultado anterior para funciones continuas. Sea ¢ > 0,
escribimos

FO-KenfO < [ WO [ S O-H sl

Is|<5 2m

Aplicando la desigualdad de Holder y el hecho (a + b)? < 2P~ (aP + bP) se
obtiene
Entonces
- ds
10~ Kex fOF <270 170 - e = 9IRS

|s|<é

ds.,
H[ WO = S )
ds ds
or—! — — 5)|P|K:(s)|— K.(s)| =)/
<o ((f 10— sk Kl

2T |<é
p—1 — 5P p s @ S @p/q
w2 ORI )

Integrando en la variable ¢ se tiene

3 ds
IF =g £l < 27 / 1 = Sl K (s)l 5) sup [ K[
|s|<d T e>0

Y AT

|s|>5 2m

Por un lado, dado n > 0 existe § > 0 de modo que ||f — f_s||, < n si
|s| < 6.

Por otro lado dado § > 0 existe g > 0 de modo que f|s|>5 |K.(s)|2 <7
para ¢ < gg.

Por tanto, para el  anterior
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1 = K I < 27 (P supesol K IF + 2] F /).
Por tanto lim, ¢+ || f — K. * f|, = 0. .
Corolario 2.6.9 Sea f € LP(T) para 1 < p < oc.

(i) lim, ;- P, % f = f en LP(T), (es decir, A—> " f(n)<pn = f.)
(ii) imy_,oo Ky % f = f en LP(T), (es decir, C — > 7 Fn)en = f.)

Nota 2.6.3 La densidad de TI(T) en LP(T) se sigue de (ii). sEs cierto el
resultado en L>(T)?

2.7 Convergencia puntual de la serie de Fourier

Intentaremos ahora atacar la convergencia puntual de la serie de Fourier
para funciones integrables.

Teorema 2.7.1 Sea K. un nicleo de sumabilidad con K.(t) = K.(—t) y de
modo que para todo o > 0 se tiene

lim sup |K.(t)] =0.

e=0F a<|t|<n
Sea f € LN(T) y s € [-m,7) de modo que existe

fls+t)+ (s —1t)

lim =A
t—0t 2
entonces lim, g+ K. * f(s) = A.
DEM:
T d
Konfo) =4 = [ (fs=1- K05
[ (-n- K05
[t|>a ™
o d
+/0 (Fls— )+ f(s+1) —2A)Ka(t)%.



44 Chapter 2. Analisis de Fourier en T

Dado n > 0, elegimos entonces o > 0 de modo que si 0 <t < «

fls—t)+ f(s+1)

— A :
| 5 | <n
Por tanto
dt
[Kex f(s) — Al < sup [K.(?)] (s =) — Al
a<l|t] |t|>a T
—i—f(s—i—t) dt
2 — A||lK —
v [T K05
< sup |K.(t )\(Hle + [A]) + nsup || Kely
a<|t| e>0

Usando ahora lim__;o+ Sup,< <, [K:(t)| = 0 se termina la demostracién.

Corolario 2.7.2 Sea f € L'(T) y supongamos que existen

f(s7)=lim f(s+1¢), f(s7)= lim f(s—1).

t—0t t—0t+

Entonces

lim P, (f)(s) = fs) + f(s7)

r—1- 2

lim o (f)(s) = LTI

Corolario 2.7.3 Sea f € L'(T) y f es continua en t. Entonces

Zf e = f(1).

Z f znt )

Nuestro siguiente objetivo es ver que la serie de Fourier de funciones
integrables converge en media Cesaro a la funcién en casi todo punto.
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Definicién 2.7.4 Dada f € LY(T) se llama funcion mazimal de Hardy-
Littlewood a

i} 1 1 t+h
f = T /m F(s)ldm =sup o5 |, 1 (s)lds

donde Jy,(t) ={e”*:t —h < s <t+h}.

Lema 2.7.5 Sea 2 = Uyegl, un conjunto medible donde I, son intervalos
en T. FExiste una subfamilia contable de intervalos disjuntos dos a dos de
modo que

m(U I,) > —=m().

DEM: Sea a; = supm([,). Tomemos un intervalo I; entre los mismos de
a€d

modo que m([;) > %al. Sea, ahora, §; = {a € J: 1,N I} = &} y pongamos
Q1 = Ugeg, Io. Bs claro que Q5 U 4 es una unién disjunta y Q C Oy U I,
donde T significa un intervalo del mismo centro que I pero de radio 4 veces el
radio de I. (Notese que si t € 2 entonces o bien existe a € J; tal que t € I,
0 bien~ siempre que t € I se tiene Ig NI} # @y, como m(Ig) < a; entonces
[5 C Il.)

Reiteremos el proceso. Sea ay = sup m(I,). Tomemos un intervalo I,
a€d

entre los anteriores de modo que m([y) > %ag. Sea, ahora, Jo = {a € J; :
I, NI, = @} y pongamos 92 = Uaego Lo Es claro que €2 U [; U I3 es una
union disjunta y Q C QU 17 U L.

Reiterando el proceso n-veces tendremos a,, = sup m(I,). Tomemos
a€dn_1

un intervalo I,, entre los anteriores de modo que m([,) > %an. Sea, ahora,
Jn={a€d,1:I,NI, =2}y pongamos Q, = Usecy, o .
Es claro que 2, U U, U...U I, es una unién disjunta y 2 C Q, U U
LU..UI,
Si el proceso se acaba en un nimero finito de pasos, digamos N, tendremos
Q= U (U I,) con Q = UacyLas 1o N Iy # @ para todo a € Jy (y por
tanto ' C Iy). Ademés Q ¢ UN_, T, vy asi

m(Q) <Y m(l,) =4 m(I,).

En el caso de un nimero infinito de pasos, tenemos a,, decreciente a 0 ya
que a, < 3m(L,) y >oorym(l,) < ooy M2, = @ de donde se sigue que
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para cada [, existe kg de~m0do que I, NIy, # D e l, NI, = para k < ko,
y por consiguiente I, C Iy,.
Esto garantiza que §2 C U2, I, y de ahi

1
m(Upe 1) > Zm(Q)

Teorema 2.7.6 (Desigualdad 1 — 1-débil) Si f € L'(T) entonces

41|/l

m({t € T: f7(t) > A}) < —

DeEM: Dado A > 0 tomemos un intervalo I; de modo que
1 ds
— >\
i L

Pongamos, ahora, Q = {t € T : f*(t) > A\} = Uieql;.
Entonces, aplicando el lema previo,

m{t €T: f(t) > A) < 4m(Upenly)
SONABESS oy HECTE=

> 4 ds
n§:1 (1) = 5 UHENIJ (s)l5
4
< — .
< 1Al

Teorema 2.7.7 (Diferenciacién de Lebesque) Sea f € L'(T) entonces

1 t+h
’%ﬁ/t_h f(s)— f(B)lds =0  ae teT.
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DEM: Supongamos que f es continua. Veamos que para todo t € T

' 1 t+h
tim o= [ 17(6) = £l =0,

En efecto, definimos para t € T,

/|f D12, 220

Es claro que F; es derivable para todo x € T y F/(t) = 0.
Dada, ahora, f € LY(T) y e > 0 existe g € C(T) con ||f — g|)i < e.
Veamos que

m({t: Jim / F(s) — F(Dlds # 0}) = 0.

Como

t+h 1

(tsfim o [ 1= FOlds £ 0} = Ut s lamsup 5 [ 17(6) = (0lds > ),

h—0 2h 2h

Es suficiente probar que
1 t+h
m({t : limsup — |f(s) = f(t)|ds > A}) =0

h—0 2 t—h

para cada A > 0.
Como

[F(s) = FOI < [F(s) = 9(s)| + [g(s) = 9(O)] + |g(t) = F )],

entonces
1 t+h
timsup o [ [F(s)—f(0)]ds < msup / $)lds-+lg(t)—f (1))
h—0 h t—h h—0
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1 t+h

m({t : lim sup |f(s) = f(t)|ds > A}) <

h—0 2h t—h
t+h

|ﬂ$—ﬂﬂ®>5b

1
m({t : limsup — )

h—0 2h
7nGtZW@)—f@H>>§D
A
m({t: (f = 9)"() > 5}
A C
m({t:lg(t) = fO)] > 5}) < TlIf = glh < Ce.
Como vale para cualquier € > 0 se concluye el resultado. .

Teorema 2.7.8 (Lebesque) Sea f € L*(T) y supongamos que existe A € C
tal que

o

/ | f(s+1) +f( )—A|ﬁ 0.

2T
Entonces

lim o,(f)(s) = A.

n—o0

By ECESES (S R

aAﬁ@—AzzAUQ@N“+”§“**”n®§.

y teniendo en cuenta que n + 1 =

DEM: Denotemos

Usando que K, (t ) < min{n + 1, (nﬁ)ﬁ)

(n+1)t2 <= t = —5 tenemos, para m > a;, > nL-i-l’
e fls+t)+ f(s—t dt
wmﬁ@—A|gz/“,< R Gl BPK:
0 T
49 Kﬂmf@+0+f@_®_ﬁ“ﬁ
on 2 2m
o fs+t)+ f(s—1) it
< — _—
< 2 ; K,(t)| 5 A o
71.2

m(Hle + [A]).
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Entonces

/O%Kn(t)qﬂ(t)j—; = /OMKn(t)é();i;+/a: K()‘P/()gjr

(n+1)

D dt @ [0 () di
< 1 (t)— + ——
s (n+ )/0 ()27T+n—|—1/ﬂ 2 27
()
1 Ola,) P
< n + B T )+ T (an) (:+1)
2t n+1" 2(n+1)\ o2 (q)?
N 2 /“n O(t) dt
2(n + 1) _m_ 3 2w
n+1
T Dlay,) 72 1 dt
< + } -
2(n+1) o2 2(n+1) —<t<an t2 27
T (v, T d(t), n+1 1
< (@) max {Q}(———»
2(n+1) o2 n+1 - Z<t<an 1 T T
Tomemos o, = =77 para que nh_)nolo aZ(n + 1) = co y usar la hipdtesis
para terminar la demostracion. .

Corolario 2.7.9 Si f € L'(T) entonces

Z f(n)e™ = f(t), m — a.e.

DeEM: Llamaremos un punto de Lebesgue de la funcion f al valor ¢ tal
que

' 1 t+h
tim 2= [ 17(6) = 1(0lds = .

Usando el teorema de diferenciacion de Lebesgue se tiene que casi todo punto
es un punto de Lebesgue. Tomando Ay = f(t) en el teorema de Lebesgue de
convergencia Césaro se tiene

h — —s
it timsup L [ FES =S 9)

hoo  2h | 5 — f(t)lds > 0}) =0

y on(f)(t) — f(t) en todo punto de Lebesgue, y por consiguiente a.e. m

Para estudiar el comportamiento de la convergencia Abel necesitaremos
los siguientes lemas.
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Lema 2.7.10 Sea s una funcion simple, par, mondtona decreciente y no
negativa en [0,7) y sea f € L'(T). Entonces para todo t € [—m, )

s f(O)] < [slf"(2).

DEM: Escribimos

N-1 N-1
8 - E akX[(lk,CLk+1] + E OékX[*(l]“Fl,*ak}
k=1 k=1

donde a1 > ag, ax < axy1, ap =0, ay < .
1 N-1 .z
Es claro que ||s||y = = >, ax(ar41 — ax). También puede ponerse

N
S = Ezjﬁ%Xﬂfaﬁaﬂ
=2

donde f; = a; — a;;_1. Entonces ||s||; = %Zé\;z(a]‘ — oj_1)ay.
Notemos que si f > 0 entonces

N N

S0 =B+ X)) < =D Bl (0) = s (0
=2 ! =2

El caso de f arbitaria se sigue usando |s * f| < s |f]. .

Lema 2.7.11 Si f € L'(T) entonces

Pr(f)(t) = sup [P f()] < f7(2).

0<r<1

DeEM: Como P. = lim s, donde s, es una sucesion mondtona creciente
n—oo

de funciones simples como en el Lema 1, se tiene que s, * f(t) converge de
manera creciente a P, x f(t).

Supongamos f > 0. Aplicando del teorema de la convergencia mondtona
de Lebesgue y el Lema 1 se tiene el resultado, puesto que ||s,|[; converge a
[pae

Caso general se sigue del anterior por la estimacion | P, f|(t) < P.x|f|(t).
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Corolario 2.7.12 Si f € L'(T) entonces

(A) = ) fe™ =ft), m-—ae

n=—oo

DEM: Es sabido que que P, x f(t) — f(t) para todo t € [—m,7) si f es
continua y ademds m({t : P*(f)(t) > A}) < 3| f|1. Es suficiente ver que

m({t : lin sup [P f(1) = f(O)] > A}) =0

para todo A > 0.
En efecto, dado € > 0 existe g € C(T) tal que ||f — g||1 < e. Ahora

[P f(8) = FOI < B 5 f(E) = Prox g()] + [P g(1) — g(0)] + [9(t) — F(B)],

entonces

limsup | P+ f(t) = f(t)] < sup [P+ (f = g)(t)] +g(t) — S (1)]

r—0 o<r<

mi{t:lmsup P, x J(0) = SO > A < ml{e: P - 0)(0) > 5)

m({t: g(t) — F(0)] > 2))
C

C
< SHIf = glh < =

Tomando el limite en ¢ se tiene el resultado. "

Estudiaremos a continuacién la situacion la convergencia de la serie de
Fourier para funciones continuas y veremos que nada puede esperarse en este
caso.

Teorema 2.7.13 Euziste una funcion f € C(T) cuya serie de Fourier diverge
ent=0.

DEM: Recordemos (ver demostracion de la no convergencia de la serie de
Fourier en C(T)) que existen C' > 0, y funciones ¢, € C(T) con ||¢n||e < 1

¥ S (0)] > Clog(n). -
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Ahora tomar &,(t) = 0,2(¢,)(t). Nbtese que
150 (&n) = Sn(@n)lloc = llom2Sn (¢n) - (¢n)||oo
zkt’}

De aqui

‘Sngn(o)’ = ‘Sn¢n(0) + Sngn(o) - Sn¢n(0>’
> 50 0n(0)] = (19 (&n) = Sn(@n)lloo
> Clog(n) — 2.

Ahora tomamos una subsuceson (A,,) creciente tal que A\, > n (que fijare-
mos después) y definimos

=1
t) = Z; @Qn(knt)-
Notese que

no i .
&, (Ant) = Z o, (k) (1 — )\2| _’|_ l)ez)\nkt

es un polinomio de grado \>.
Para k € N escribiremos la descomposicion

k— 00
10 =3 Lo 0un + Lo+ 30 L
n=1 n=k+1

Eligamos \,, de modo que A} > A2 si n < k, entonces

S (En)t) = (Ex,)at), <k

y tomando también A7 < A.;; se tendrd para n > k

~

Sz (x,) (Ant) = Sy (€3, (0) + &, (e +...) = &,,(0).
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Como, ademds Syz(&x,)(0) = S, (€x,)(0), se tendrd entonces

o0

1 1
Sy £(0) = kQSAk (0 +Zn2&n + Y 600,
n=k+1
Por consiguiente
C " 1 1 . 2 ’
1S/ (0)] = T5log(A)- Z—Q U 55163, (0)] = Clog Mk =C"

j=k+1

Y eligiendo A\ de modo que M — o0 cuando k — oo se tendra que

feC(T) y el lim, o S,\%(f)(()) oo. Finalmente mencionar que A, = 2%"
es un ejemplo verificando todas las condiciones.

El siguiente resultado relaciona la convergencia en media Cesaro con la
convergencia de la serie de Fourier bajo ciertas condiciones.

Teorema 2. 7 14 (Teorema tauberiano) Sea f € LY(T) y existe C > 0 tal
que |f(n)] < In\ ,(n #0). Entonces S,(f)(t) converge a A siy solo si o, (f)(t)
converge a A.

DEM: Sélo hay que probar que si o, (f)(t) converge a A entonces S,(f)(t)
converge a A.
Paso 1.- Sea m > n entonces

500 =" Lo (N0~ (-2 S e
n<|j|<m

En efecto, si |j| > m, ambos miembros son cero.
Ahora para n < |j| < m,

SN =0=""25 (N0 - 20— Hj)
Silj|<n
Su(NG) = 10)
= ()0) (1))
T IEI

o omA1-]j] n+1-j
a m—n m—n

)£ (5)-
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Paso 2.- Pongamos A = o(f)(t). Descomponiendo 1 = [

se puede poner

1S ()(8) = a(F) ()]

+[)\n]+1—n "

< [Sa(F)(E) —

Chapter 2. Analisis de Fourier en T

Mn]+2 4l
An]+l—n  [An]+1-n

[An] + 2
[An]+1—mn

on(f)(1)]

Oin+1(f)(t)
n+1

H o s (DO ~ o))
o= N0 = (D)
._FQ%?}$§?EH<U2%M+51—[A;ﬂ+2nf@n
R (10 = o)
Rl (N0 = e
Obsérvese que
E%%%%ZWwE%HFfWMKL?VU”S
S 00 8
Por consiguiente
S0 -o0] <0 Y o

Paso 3.- Sea A > 0 y n € N entonces) |

En efecto

2.

n<|j|<[An]

1
— <2

gl —

n<|jl<[An]+1

22 (1)(0) o (1)(0)
i AOIORGION

1
n<lil<in] T =

2log(A + 2).

[An] 1
/ de < 2log(A+ —).
n T n
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Dado ¢ > 0 existen 2 > Ay > 1y ng € N tales que log(A + +) < £ si
)\0S>\<1,TLZTL().
Apliquemos entonces el proceso anterior a \g y n > ng quedando entonces

Ahora existe ny € N, con ny > ng tal que |o,(f)(t) — o (f) ()| < M

si n > n; y se obtiene finalmente que para n > n; tenemos |S,(f )(t) —

o(f)B)] <e. .

Corolario 2.7.15
(i) Sea f una funcion real de variacion acotada.
Entonces limy oo S (f)(t) = 5(f(ET) + f(t7)).
(i1) Sea f una funcidn absolutamente continua.
Entonces lim,_ooS,(f)(t) = f(t) para todo t.

DEM: (i) Podemos escribir f = f; — fs donde f; > 0 monétonas crecientes y
tomemos las medidas de Borel-Stieltjes asociadas. Es inmediato comprobar
que f(n) = ().

Veamos una prueba directa (usando sélo la definicién).

Recordemos que f : [—m, 7] — C se dice de variacién acotada si existe
C > 0 tal que para toda particion to = -7 <t—1< ... <t, =7 se cumple
que

Z|ftk fltior)] < C.

Lema 2.7.16 Sea f : [-m,m) — C periddica y de variacion acotada. En-
tonces existe K > 0 tal que \f( | < EI para n # 0.
DEeEM: Escribimos para n € N
1 (k+1)7‘r

I R AT
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n—1 s
= 2. / e
0 n 2m
k=—n
™ n—1
— ¢ v _1k —int ) 77
[ s ) g
Por tanto
™ ot R kr dt
—int 27| < ey | ky ,—int
[t < [TVE a0 e,
T n—1
n km (k+ 1), dt
< t+—) — f(t+ —)|—
A
< X
n

Para —n € N la prueba es analoga.
(i) Ejercicio.
|

Algunas condiciones simples que implican la convergencia puntual de la
serie de Fourier.

Teorema 2.7.17 (Test de Dini) Sea f € L*(T) tal que

/1|f(t+t01_f(t0)|dt<oo.

Entonces

limy 00 Sn(f)(to) = f(to).

DeEM: Haremos previamente el siguiente caso:
Sea f € LY(T) tal que [, |@|dt < 00. Veamos que lim,, .S, (f)(0) =

i sen(n + 3)t dt
/ f(t)W
_ /” F(t)cos( nt / 1) cos sen(nt) dt.

sen§ 27
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La hipdtesis garantiza que ¢(t) = f(t) w03 ¢ LY(T) y por tanto, usando

el lema de Riemann-Lebesgue,

Sea ahora g(t) = f(t +to) — f(to). Entonces j(n) = €™ f(n) — f(to)dn0,
de donde se sigue que S,,(9)(0) = S,.(f)(to) — f(to) v basta aplicar el caso
anterior. ]






Chapter 3

Analisis de Fourier en R"

3.1 Espacios de funciones continuas e inte-
grables en R"

Consideramos el espacio de medida de Lebesgue R™ con la medida de
Lebesgue m,,. No es un grupo compacto, sino localmente compacto. En R"
tenemos la ley + como estructura de grupo y denotamos |z| = /27 + 23 + ... + 22
la norma que da lugar a la topologia euclidea sobre el mismo.

Definicién 3.1.1 Sea f : R" — C una funcion continua. Se llama soporte
de la funcion al conjunto sop(f) = {x € R*: f(x) # 0}. Utilizamos las no-
taciones

Coo(R") ={f :R" — C; funciones continuas con soporte compacto }.

Co(R™) ={f : R" — C; funciones continuas con |1|im f(z) =0}.
T|—00

Co(R™) con el producto puntual f.g(t) = f(t).9(t) y la norma ||f|lec =
supyern | f(t)| es un dlgebra de Banach conmutativa sin unidad pero con unidad
aprorimada acotada.

Basta tomar ¢g(x1,...,2,) = eg(x1)er(xs)...ex(x,) donde ex(t) = 1 para
todot € [—k, k], ex(t) =t —(k+1) site[k,k+ 1] yer(t) =k+1—1 si
te[—k—1,—k].

Proposicién 3.1.2 Cyo(R"™) es denso en Cy(R™).

DEM: Ejercicio. n

59
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Definicién 3.1.3 Sea 1 < p < oco. Una funcion f : R* — C se dice p-
integrable Lebesgue si es medible Lebesgue y [, | f(z)[Pdm,(z) < co.
Notese que si f =0 en casi todo punto entonces f es medible Lebesque y

o | (@) Pdm () = 0.

Entre las funciones p-integrables consideramos la siguiente relacion de
equivalencia: Sean f,g medibles Lebesque sobre R", f ~ g si f = g en casi
todo punto, i.e m,,({z € R": f(x) # g(z)}) = 0.

Definimos las clases de equivalencia

[f] = {g medibles Lebesgue en R™ con g = f a.e}.
LP(R™) ={f : R" — C clases de funciones p-integrables Lebesque}.

Una coleccion de funciones p-integrables son las funciones simples (sopor-
tadas sobre medibles de medida finita):

S(R™) ={f(z ZakXAk : N € N, oy, € C, Ay, medibles con m,(Ay) < oo}.
Proposicién 3.1.4 Sea 1 < p < co. Entonces LP(R™) un espacio de Banach

con la norma dada por || f|l, = (fon | f(2)[Pdmy, (z))'/7 .

DEM: Analoga al caso del toro T. .

Proposicién 3.1.5 Sea 1 < p < co. §(R") es denso en LP(R").

DEMm:
Supongamos que f > 0. Definimos, para k € N,j € {0,1, ..., k2¥ — 1},

J+1
Qk}

Ejr={zeR": k_f()

y escribimos s;, = ZfQ 0_1 2Jk XE; . + kX {a:f(2)>k}-

Es sencillo ver que limy_, sx(z) = f(z) para todo x € R" de manera
creciente. Debido a la estimacion

[sk(z) = ()P < fP(=)

podemos usar el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue para
obtener que limy_, s = f en LP(R™). Veamos que s; € S(R"), es decir que
mp(Eji) < ooy que m,({z: f(z) > k}) < o0.
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Se sigue de la desigualdad de Tchebichev,

ma(Ejr) < ma({z: f(x) > }) HfH” < 0.

Anélogamente el otro conjunto.
El caso general se sigue de descomponer f = (Ref)"—(Ref) +i(Imf)"—

Z(Imf)f ]
Proposicién 3.1.6 Sea 1 < p < 0o. Cyo(R"™) es denso en LP(R™).
DEM: Observar en primer lugar que Coo(R™) C LP(R™).

Sea f € Cyo(R"™) y sea K = sop(f). Obviamente

- |f (@) [ dmy (2 / |f(@)[Pdma () < (max{|f(z)| : x € K})Pmn(K) < oo,

Supongamos f = xg con E medible de medida finita. Dado € > 0 y cada
E con m,(F) < oo existen un compacto K y un abierto G con K C E C G
y de modo que m(G \ K) < &

Ahora, usando el Lema de Uryshon (para R"), tomar ¢ € Cyo(R™) de
modo que 0 < ¢(x) <1, ¢(z) =1siz e Ky ¢p(x) =0siz ¢ G.

Es claro que

If— ol = / (@) — oa)|Pdma(z)

- /G\K X (@) = $() P ()
< 2?m,(G\ K) < &P

Para f € 8(R") el resultado se sigue por el caso anterior. Para f €
LP(R™), usando la densidad de la simples se deduce el resultado. .

Definicién 3.1.7 Sea f : R" — C una funcion medible. Diremos que estd
esencialmente acotada si existe M > 0 tal que |f| < M a.e. es decir

ma({z € R™: |f(2)] > M}) = 0.

Al valor M se le dice cota esencial de |f|.
Denotamos L>®(R™) el espacio de la clases de equivalencia de funciones
esencialmente acotadas y ponemos

| flloo = inf{M : |f| < M a.e.}.
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Los siguientes resultados tienen la misma demostracion que en el caso T,
y por tanto no la incluimos.

Proposicién 3.1.8 Sea f € L*(R"). Entonces

[ flloe = min{:z}\){ [f ()] : ma(N) = 0}

Proposicién 3.1.9 L*(R") es un espacio de Banach.

Proposicién 3.1.10 Cy(R") es un subespacio cerrado de L>(R™) y la clausura
de Coo(R™) en L*(R™) coincide con Co(R™).

Ejercicio 3.1.1 Demostrar que no existe relacion de contenidos entre los
espacios LP(R™) para diferentes valores de p y que Co(R™) no estd incluido
en LP(R™).

3.2 Transformada de Fourier.

Definicién 3.2.1 (Operador traslacion) Sea 1 < p < oo, f € LP(R") y
x € R, definimos f.(y) = f(z +y). Denotamos 7, : L’(R") — LP(R") la
aplicacion 7,(f) = fa.

Esta operacion genera un representacion del grupo R™ en los operadores
sobre LP(R™), pues 7o = id, TuTy = Taty Y (T2) P = Tp .

Proposicién 3.2.2 (i) Sea x € R". 7, es una isometria sobre LP(R™), 1 <
p < oo y sobre Co(R™).

(ii) Sea f € Co(R™) entonces la aplicacion x — f, es uniformemente
continua de R™ en Cy(R™).

(iii) Sea f € LP(R™), 1 < p < oo entonces la aplicacion x — f, es
uniformemente continua de R™ en LP(R™).

DEM:

(i) Obviamente es lineal. Es claro que la invarianza por traslaciones de
la medida de Lebesgue implica que ||7.(f)||, = || f]],-

(ii) Sea f € Cyp(R™). Entonces f es uniformemente continua en R,
Entonces dado ¢ > 0 existe § > 0 de modo que si |y — 3| < 0 entonces
|f(y) — f(¥/)| < e. Luego dados z,z" € R™ con |x — x| < § se tiene

I fe = frlloo = Sellelf(x+y) — @' +y)l <e
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Dadas f € Co(R") y g € Cpo(R™) estimamos

wa_fx’Hoo < Hfm_gw||oo+||gw_gx/‘|oo+‘|fz’_gx/‘|oo = 2Hf_g”oo+”gx_gx’”oo-

Por tanto, si € > 0, encontramos g € Cyo(R™) tal que [|f — gllo < €/3 ¥
d > 0 tal que si |x — 2’| < & entonces ||g: — gu||oo < £/3. Esto concluye que
l|fe — folloo < € para |z — 2’| < 0.
(iii) Dado f € LP(R™) y € > 0 tomar g € Cyo(R") con ||f — g||, < €.
Ahora, como antes,

o= Farllp < \1.fo = Gllp+ 1192 = garllp + g2 = Forllp < 2111 = gllp 1|92 = garllp-

Teniendo en cuenta que

19: — g 1Ip = lg(z +y) —g(z’ +y)Pdy
Rn

/ lg(z +y) — g’ +y)[Pdy
(sop(g)—z)U(sop(g)—=")

< lge = gur|[Bomn (K — 2) U (K — 2'))
< 92 — 9o |[B2mn (K)

donde sop(g) = K. Con ésto se concluye la demostracion. ]

Definicién 3.2.3 (Operador Dilatacion) Sea § > 0, f € LP(R"), 1 < p <
0o, definimos fs(x) = 3= f(%£). Denotamos Ds : LP(R") — LP(R") la apli-
cacion Ds(f) = fs.

Esta operacidon genera un representacion del grupo multiplicativo Rt en
los operadores sobre L*(R™), pues D f = f, DsDs = Dss: y (Ds)™! = Ds-

Proposicién 3.2.4 Sea § > 0. Entonces

(i) 1S5l = Ll por todo f € L} (R").
(i) || f5|l, = 6 A=YP)|| £||, para todo f € L'(R")

(i) | fslloo = 67" fll1 para todo f € L>(R")

DEM: Inmediata. "
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Definicién 3.2.5 Sea f € LY(R") y £ € R™. Definimos la transformada de
Fourier de f en el punto & como

f©) = | S} O dm()

siendo (x,&) =Y i x:&;.

Nota 3.2.1 Dada f € L*(R) con soporte contenido en [—m,7), podemos
considerar g su periodificacion en R. Entonces el coeficiente de Fourier g(n)
para n € Z coindide con el valor de la transformada de Fourier f(§) para

E=n.
Proposicién 3.2.6 Sea f(x1,...,x,) = fi(x1)...[fu(xn) donde f; € L'(R)
para i =1,...n. Entonces f(&1,...,&) = f1(&1)- fu(&n)-

DEM: Ejercicio =

Proposicién 3.2.7 (Lema de Riemann-Lebesque) Si f € L'(R") entonces
limye o0 [£(€)] = 0.

DEM: Escribimos
f&) = f(x)e_“”’@dmn(x) = —/ f(x)e” i(z.6) i (Es |s\2 dmn(x)
Rr R\ {0}
Por tanto
R _ _i<£7m_L§2>
o) = - / F(@)e T, (2)
R™\{0}

— f(x + mi) _’<w’§>dmn(x)

= fze (2)e O dmy, (x)

R €12

Consecuentemente, sumando ambas expresiones para f(£), se obtiene

£ 1 —i(x
fO) =5 [ @) fageDe = dm, a),
Ahora )
HOEE TR
€]
y, usando y = % que tiene |y| = ‘g—| junto con la continuidad de la traslacion

en L'(R™) se concluye el resultado. .
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Teorema 3.2.8 La transformada de Fourier ¥ : L*(R™) — Cy(R™) define
un operador lineal continuo de norma 1.

DEM:
Probemos primero la continuidad de la funcién f (£). Sea (&) una sucesion
convergiendo a &, probemos que limy_,o f (&) = f (¢). Como

f&) = 1©) = | fla)(e ™™ —e ) dm, (2),
R

si llamamos ¢y (x) = f(x)(e %) — e=®8)) se tiene que ¢p(z) converge a
cero para cada z € R" y ademas |¢x(z)| < 2|f(x)|. Luego por el teorema de
la convergencia dominada de Lebesgue se tiene limy,_, fRn or(x)dmy(z) =0,
es decir limy_,o f(&) = f(§).

Combinando con el Lema de Riemann-Lebesgue se obtiene que JF esta
bien definido. Obviamente es lineal:

(F +9)€) = F(€) +9(6). (A& = Af(©):
Se tiene |f(€)] < ||f|; para todo & € R™. Luego ||F]| < 1.

Demostremos que [|[F|| = 1. Es suficiente encontrar f € L'(R") tal que
=1y [ fllee = 1. A

Observemos que si f > 0 entonces f(0) = || f]|1 Luego para funciones
integrables no negativas, se tiene || f||; = || f||s. Basta, ahora, elegir una con
norma 1 (como por ejemplo f = mff‘A) para cualquier medible de medida
positiva) para terminar la demostracién. .

Definicién 3.2.9 Sea x € R™ denotamos M, f(y) = €™ f(y). Obviamente
M, : LP(R™) — LP(R™) es una isometria para 1 < p < oo.

Notese que es una representacion del grupo R™ en los operadores, donde
My = [d; M, M, = Mer:r’ Y (Mx)_l =M_,.

Definicién 3.2.10 Dada f € LP(R"), 1 < p < oo, denotamos por f(z) =
f(—=x) y Rf = f la rotacién anterior.

En general, si A es la matriz inversible n x n se escribe fa(z) = f(Az) y
denotamos Ta(f) = fa.

Proposicién 3.2.11 Sea 1 < p < oo, y f € LP(R").

(i) I £l = [1flp-
(ii) || fally = [det(A) 7 2] £ 1.
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DEM:

[£ally = - |f(Az)[Pdmy, (z) = - ()P |det(A™)|dmn (y) = |det(A)| 7| /15

Proposicién 3.2.12 Sea x € R™, A matriz inversible y 6 > 0.
(1) Fr.(f) = M, F(f) para toda f € L*(R").
(ii) FM,(f) = 7_.F(f) para toda f € L'(R™).
(i11) FDs(f) = J%D F(f) para toda f € L'(R").
() FTA(f) = |det(A)| ' T (a1 F(f) para toda f € L'(R™).
(v) FR(f) = RF(f) para toda f e LYR").

DEM: (i)
Fr(f)€) = fu)
= [ fl@+ye"Vdm,(y)

]Rn

= f() e dm, (y)

= e“’“§> e dma(y)
_ () = MO
(i
UG = [ S 5 am, )

= [ e )
= fle—2) =7.F(NE)
(iii)
FDs(F)(&) = [5(6)
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= Fly)e @ dm, (y)
Rn

= f(66) = —Dlrf(f)(ﬁ)

F(Taf)(€) = fa(®)
= f(Ay)e @0 dm,, (y)

R

= f( Je A0 det (A)| dma(y)

= f( Je AT det(A)|~ dma (y)
= \det( )| ((A7)71E) = |det (A)| 7 Tiany 1 F(f)(€)
(v) Se sigue de (iv), usando A = —1I. .

Proposicién 3.2.13 (Derivacion)
(i) Si f € C*(R™) y tiene soporte compacto entonces

(2 N€) = i€ f(£).

8x,€

(ii) Si f € Coo(R™) entonces existen la derivada parcial k-ésima de f y

of
9k

DEM: (i) Supongamos que f es de clase C' y de soporte compacto, y supong-
amos k = 1. Aplicando integracion por partes en la variable x; y usando el
soporte compacto,

P v
GoI©) = [ (G dm, )
= 4...(4%($1,x2,...,a:n)e_ixlgldml($1))6_i2?—2xjgjdmn_l(xg,...,a:n)

= /...(/f(xl,xg,...,xn)i&emlfldml(xl))eiz?=2”f5jdmn1(1:2,...,xn)
R R

)(€) = =iz f)E).

= ifl/R.../Rf(atl,xQ,...,xn)e_izy1xj§fdmn(x1,x2,...,xn) zlflf(f)
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(i) Como f(€) = Jen f(z)e” "8 dm,, (z). Aplicando la férmula de derivacién
bajo el signo integral se obtiene

(GO = [ Gt e am, (o)

= | S@) (i Odma(r) = ~ilrfNE)

El resultado anterior puede verse en mayor generalidad:

Nota 3.2.2 (i) Si f € LY(R"™) es tal que existe % a.e. paral <k <mny
% € L'(R™) entonces
af .. 7
(a—%)(ﬁ) = &, f(£).
(i1) Si f € LNR"™) y |zp|f(x) € L'(R™) para 1 < k < n entonces existen
la derivada parcial k-ésima de f y
of

(96

)(§) = —izr f)(E).

3.3 Convolucion en R"

Lema 3.3.1 Sea F(x,y) € LY(R" x R") y sea ® : R® x R® — R" x R
un diffeomorfismo con det(D®(x,y)) = 1 para todo (x,y) € R™ x R™, dado
por u = Cbl(x?y)vv = ng(as,y). Entonces G($7y) = F(¢1(x,y),¢2(:v,y)) <
Ll(Rn X Rn) Ademds HG”Ll(RnXRn) = HF”LI(RnXRn).

Proposiciéon 3.3.2 Sean f,g € L'(R"). Entonces

frg(x) = . flz —y)g(y)dm,(y)

estd definido a.e. y es integrable en R"™. Ademds || f * g|x < || f|l1]lg]1-

DeEM: Usar @ : R" x R" - R*" x R*"dadaporu = x—yyv=y,y
usar F'(u,v) = f(u)g(v) en el lema anterior. Esto permite demostrar que
(z,y) = f(x—y)g(y) € L'(R™ xR") es integrable, y por tanto [o, [p. |f(z—

Dlg@)ldmn (y)dmn(z) < oo. Luego [y, [f(x = y)llg(y)ldmn(y) < oo ae.
y por tanto tambien [p, f(z — y)g(y)dm,(y) estd definida a.e. El resto es

inmediato del teorema de Fubini. "
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Proposicién 3.3.3 L'(R™) es un dlgebra de Banach conmutativa con la con-
volucion.

DEM: Consecuencia de la proposicién anterior. .
Teorema 3.3.4 F: L'(R") — Co(R") es un homomorfismo de dlgebras.
DEM: Sélo hay que ver que (f * gY(€) = f(€)g(£). En efecto
(fg)©) = | frgle)eIdm,()
= [ (] swata = wydmaie S, 2)
= / | S@)e (e —y)eT T dm (y)dm, (2)
= [ £ gla = e dm @) dm, o)

- /[ F@)e @8 5(&)dma(y) = F(€)a(6).

Teorema 3.3.5

(i) Si f € L'(R") y g € L=(R") entonces f*g es uniformemente continua
y acotada y ademds || f + glloo < |[f111ll9]lco-

(ii) Si f € LY(R™) y g € Co(R™) entonces f x g € Co(R").

(iii) Si f,g € Coo(R™) entonces f * g € Coo(R™).

Dem: Como y — f(y)g(x — y) es medible y [f(y)g(z — y)| < ll9ll|f(y)]
entonces f * g(x) = [, f(y)g(x — y)dm,(y) estd definida para todo x € R".

Ademas |f * g(x)] < [|f]l1llg]loc Para todo z € R™.
(i) Por otro lado

Frg) = Fro) = [ (7o =)= £~ )gly)dma(y)
= / n(fz(—y) — for(=y))9(y)dm,(y)
= / n(fx(y) — fo () g(—y)dmy,(y).
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Asi se tiene |f * g(x) — f * g(2")] < ||glloollfe — farll1- Ahora utilizar que la
traslacién es uniformemente continua en L'(R™).
(ii) Suponer primero que sop(g) C B(0, R).

Fro@) = [ fla—y)gly)dmaly) = / F(x — y)g(y)dma(y).
Rn B(0,R)
Luego, si |z| > R,
Frg@)] < / (@ — )llg(y)ldma(y)
B(0,R)
< o r —y)|ldm,
< gl / = lim)
< o Ndmn(y'
< ol [ IS0l

Por tanto limyy| | f * g(z)| = 0.
En el caso general, si g € Cy(R"), dado € > 0 tomar g; € Cyo(R™) con

lg = g1l <& Como fxg(x) = f*(9—g1)(x) + f*gi1(x), se tiene
[fxg(@)] <% (g = g1)lloo +1F * g1(2)] <&+ [f * g1 ().

Ahora se concluye el resultado por el caso anterior.

(iii) Suponer que sop(f) C B(0,Ry) y sop(g) C B(0, Ry). Veamos que
sop(f xg) C B(0, Ry + Rs). En efecto, si |z| > Ry + Ry v |y| < Rs entonces
|z —y| > Ry entonces

frg(x)= . flx —y)g(y)dm,(y) = /B(O . [z —y)g(y)dm,(y) = 0.

Teorema 3.3.6 Sea 1 < p,q < oo con Il) +% =1 SifelP(R") yge€e
Li(R™) entonces f x g € Co(R™).
Ademds || f = glloc < [|fllnllgll4-

DEM: Como f € LP(R") y g.(—y) € LI(R"™) entonces por la desigualdad
de Holder |f(y)g(x — y)| € L'(R™) para todo z € R™. Luego f * g(z) =
Jen F(W)g(x —y)dmy,(y) esté definida para todo x € R". Ademds |f* g(z)| <
If1lpllgllq para todo z € R™.
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Como antes

frglx)—fxgla') = (flx—y) = f(@" —y)g(y)dmn(y)

n

(fo(y) — fur(=v))g(y)dm,(y)

n

(fe(y) = for(¥))g(—y)dma(y).

n

I
——

Asi se tiene |f * g(x) — f * g(z’)| < ||gll4llfo — fallp- Ahora utilizar que la
traslacion es uniformemente continua para demostrar que f * g es continua.

El hecho de que f *x g € Co(R") se sigue de la densidad de Cyo(R™) en
LP(R™) y LY(R™). En efecto, si (f,) € Copo(R™) converge a f en LP(R") y
(gn) € Coo(R™) converge a g en L(R™) entonces f,, * g, € Coo(R") y ademds

1 %9 = fux gnlloe <N = Fullollgll + 1 fnllpllg = gnllq

. De aqui se concluye que f * g = lim, o f, * g, en L=(R"). Por tanto
f*xge€ Co(Rn) "

Nota 3.3.1 Si f € LYR") y g € L¥(R") no implica que f x g € Cy(R™).
FEs suficiente observar que para g = 1 se tiene que f*g(x) = fRn f(y)dy para
todo r € R™.

Teorema 3.3.7 Sea 1 < p1,py < 00 con pil + piQ >1. Si f e Ll (R") y
g € LP2(R™) entonces f x g € LP3(R™), donde p% +L—-1= pig.

P2
Ademds ||f * gllps < 1 £llps [19]lps-

DEeEM: La misma prueba que en T. .

3.4 Nucleos de sumabilidad en R": Poisson y
Gauss-Weierstrass

Definicién 3.4.1 (Nicleo de sumabilidad en R™) Una familia de funciones
{K_.}c>0 se dice un nicleo de sumabilidad sobre R™ si verifican

(1) SUP.g Jgn | Ko (@)|dmn(z) < oo

(1) [gn Ke(x)dmy,(x) =1 para todo € > 0.

(iii) Para todo 6 > 0 lim.o+ [, s | K=(2)|dmn(z) = 0.
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Existe una manera muy sencilla de generar nticleos de sumabilidad en R™.

Proposicién 3.4.2 Sea [ € L'(R") con [g, f(x)dm,(x) = 1. Definimos
K.(z) = D.f(z) = & f(£). Entonces {K.}c>o es un niicleo de sumabilidad.

DEM: Las propiedades (i) y (ii) se tienen pues || K|y = || f]1 ¥

K (z)dm,(z) = - f(x)dm,(x) =1

R

para todo € > 0.
La propiedad (iii) es también consecuencia de la integrabilidad, ya que

1 x
e\)[dmn L) = —5 _dmnx: dmn .
[ =5 [l = [ @)

Ahora usar que limp; oo flx\>M |f(z)|dm,(z) = 0. n

Ejemplo 3.4.1 (Nicleo de Poisson) Sea P,(x) = C, +n+1 donde t > 0,

(2 +]al?) 2
y C, = I3
n - n+1l -
m 2
Cason = 1, Pt<.f13) = 71_rt2+4x2

DEM: Notar que P, = D, P donde P(z) = Cnﬁ. Comprobemos que
(I+[z2) "2

Jgn P(z)dmy,(z) = 1. Usamos que

o(|z))dm,(x) = m)n/ " Lo (r)dr,
R 0
con v, = my(B(0,1)). Entonces
e8] rn—l
/ P(x)dmy(x) :nan’n/ (—Hdr.
n 0

1+72)>2

00 n—1 /2 taal)" 1
mJnC’n/ T—nﬂdr = nan'n/ (tag) g (1+ (tagh)*)do
o (1+4+712)> 0 (14 (tagb)?)

B c /‘7T/2 (tage)n 1(C089)n+1 W
= Mt 0 (cosh)?
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/2
= nv,C, / (senf)"df
0

1
= nann/ (1—t3)2"1at
0

n 1 n_q 1 1
= —UnCn/ (1—8)5 s27"ds
2 0
n c B(n 1)
= ZUnUy a0 a
2 2°2
Otro método mas rapido de obtener lo mismo es hacer el cambio s = ﬁ
n 1
Ahora recordemos que B(%,3) = ”gﬁ? y que I'(3) = 72 y v, =
72 20(5 +1) reedl) )
o) de donde se sigue el resultado, para C, - F(%ﬂ%(%) = W"T‘QH .

Nota 3.4.1 FEl cdlculo de v, puede realizarse usando el siguiente argumento:

Observar que
(/ e dr)" = / e Il gy = 77/
R n

y ahora recordar que

2 0 2 n o n
/ e 1P gy = m)n/ e " idr = —vn/ e T2 = v (= +1).

Ejemplo 3.4.2 (Nicleo de Gauss-Weierstrass) Sea Wy(x) = (4mt) " ze Y
para t > 0.

DEM: Notar que Wy = D, ;W donde W(z) = 7~ 2e~ 11’ Comprobemos que
Jon W (2)dmy, () = 1.

/ e dm, () = / / 52 e~ dmy () .. ()
~ ([ e dmi@)

= / e~ @y dmg(l' y))"/2

= / / e’ pdpdd)™?

= (m / pdp>n/2 — /2
0
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Ejemplo 3.4.3 (Nucleo en C§, es decir C*°(R") y de soporte compacto)
Sea¢() Ane IHZXB(M)()CZOndeAl fB )€ 1|1 dm()

DEM: Es facil probar que ¢(t) = e_ﬁx(,m)(t) es una funcién par acotada
y de clase C*°(R). En efecto,

—ote 11
/
="

para t € (—1,1). Luego ¢ es continua en ¢t = 1 pues

1 . B
lim e 1-2 = lim e ° = 0.
t—1— S—00

Lo mismo ocurre con ¢, pues

1
: e 11 : _
lim ——— = lim s?e” =0,
t—1- (1 —t?) $—500

y ¢ también es continua en ¢ = 1. Repitiendo el argumento se prueba que
¢ € C(R) y p*(1) = ¢*(~1) = 0 para todo k € N.

Ahora llamamos
1 1 )
/ o(t)dt = 2/ e -2dt = A
1 0

y por tanto se tiene que K.(t) = Alp(%) es un niicleo de sumabilidad en R

Ahora si consideramos ¢(z) = gp(\x!) y teniendo en cuenta que z — |z|?
es un polinomio se obtiene el resultado eligiendo A,, para que la integral sea
1. n

2 A n 2
Proposicién 3.4.3 Si f(z) = eI entonces f(&) = rie

DEM:



3.4. Niucleos de sumabilidad en R™: Poisson y Gauss-Weierstrass 75

= / e 21 x?+ixj£jdmn($)

. 2
P AC R SV R
— / e ZJ:l(xJ+ 2 ) e Z]’:l 4 dmn(x)

— n 27 (i —1)2
= e 3—14/ ”e(a’ﬁz)dmn(:ﬁ)
"i=1

le?

= /]R e dimy ()"

n _le?

= Tz2e 4.

s . . ., 2
El dltimo paso se consigue aplicando el teorema de Cauchy a la funcién e*
en el recinto conveniente. .

Lema 3.4.4 Sea 5 > 0. Entonces
1 e e‘“e’%
VT Jo Vu
DEM: Se sigue de la férmula (que se obtiene aplicando el teorema de los

residuos) .
o _/ cos(ﬁx)dx
T J) o 1422

e P du.

o0

: 1 _ (% _—(1+z)u
junto con = = [ e du. .

Proposicién 3.4.5 Si f(z) = e 1*l entonces f(&) = "% siendo C,, =

n+1 (1+|£‘2) 2
W‘TF(”T“).
DEeEM: Aplicando el lema anterior

fler = [ M m, 2

1 e e auw
— JR— d Z(l‘,£>d n
[ =
1 & |2 |2 —u
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efu

d
\/au

_ % /0 °°( /R n ¢ W GHE2I) (2, ) dm ()

= (Vo) / e M () e du

0

0

) /°° o
0

1+ )™
W) @nG,
ATIER)= (g

Definicién 3.4.6 Sea g € L*(R") se dice que g es integrable en sentido
Abel si existe

lim [ g(z)e lde = (A)/ g(x)dm,(z).

e—0 Rn n

Definicién 3.4.7 Sea g € L*(R") se dice que g es integrable en sentido
Gauss- Weierstrass si existe

lim [ g(z)e " dz = (G)/ g(x)dm,(x).

e—0 R™ n

Proposiciéon 3.4.8 Si g € L®(R") N L*(R™) entonces g es integrable en
sentido Abel y en sentido Gauss-Wierstrass. Ademds

[ stwdmaa) = (4) [ gyim() = (@) [ gwam(z).

n

DEeEM: Es consecuencia directa del teorema de la convergencia dominada de
Lebesgue. .

3.5 Aproximacion en los espacios L’(R")

Veamos los teoremas de aproximacion de las convoluciones.

Teorema 3.5.1 Sea (K.) un nicleo de sumabilidad y sea 1 < p < oc.
(i) Si f € Co(R™) entonces lim. 0 K. * f = f in Co(R™).
(i) Si f € LP(R™) entonces lim._,o K. % f = f in LP(R™).
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DEM: (i) Escribamos

flo)-Kxf(@) = [ (F@)=F o=y Kewdmaly) = [ ()=o) Kely)dma(w)

n

Por tanto
If = K. % fllo < / 1f = £yl o) [dmn(y)-
Rn

Ahora para 6 > 0 se tiene

ly|>d

If = Kox flloo < / I Bl )ldmao) + / 1 = Folloe Ko()ldma(y)

< sup Hf—fyHooSUPHKs\|1+2\|fHoo/ | K= (y)|dma(y)

ly|<

Usando la continuidad del operador traslacion y la propiedad de los nicleos
se concluye el resultado.

(ii) Puede repetirse la demostracién de T, pero damos una prueba para
1 < p < oo usando (i) y la densidad de Cyo(R™) en LP(R™), junto con el
teorema de Young.

Dado v > 0 existe g € Co(R™) con sop(g) = K y tal que || f — g, < v.
Ahora

If = Eex fllp < I =gllp +1lg = Ko x gll, + [1K=(g = f)lp
< Nf=gllp+1lg = Ke* gllp + |1 Kcll1llg = fll
< (+sup|[Kell)lg = fllp + [l — Ko+ glls

< (T+sup||Kc|)v+ g — Ke*gllp.
e>0
Ahora usemos que

lg — Kexgll, = ( - lg(x) — K. * g(x)[Pdm,, (x))""

lg — K& * gHiép/(/Rn lg(x) — K. % g(l‘)|dmn(x))1/1°

< lg — K. * gl|X2¥ (2]lglh) >

IN

Por tanto lim. o [l — K. % fll, < (1 + sup,so [l [1)v, 1o que permite
concluir lim._¢ || f — K. * f]|, = 0. .
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Proposiciéon 3.5.2 Sean f,g € L'(R"). Entonces

5 f@)g(@)dma(z) = [ fy)g(y)dma(y).

Rn

DEM:
[ t@ime) = [ @[ gwe e dma)dm, @)
= [ o) @ e w)im, )

A

= [ stiwdm,)

Proposicién 3.5.3 (Férmula de inversion) Sea f € LY(R") tal que f €
LY(R™). Entonces

@)= @o)™ [ F©e“Ddma(e)  ae.

R

DEM: Supongamos que ademés f € Cy(R"). Tengamos en cuenta que la
lel2
4

transformada de Fourier de e /" es 7/2t="/2e= 5 = (27)"W,(€). Apli-

camos la proposicién anterior y obtenemos

flaye ™ dm,(x) = 2m)" [ fy)Wily)dm,(y) = (27)" W, % f(0).
Rn Rn

Ahora pasamos al limite cuando ¢ — 0 y usamos el teorema anterior para
conseguir [o, f(z)dm,(x) = (2m)" f(0). Aplicando el paso previo a 7,f se
obtiene

Fy)e 0 dmn(y) = (2m)" f(x)
RTL

para todo x € R"™.

Para hacer el caso general, sea f,, € Coo(R") tal que ||f — fi||1 converge
a cero. Tenemos

fm(@) = 2m) " | fu(€)e' " dm, (€).

]Rn
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Teniendo en cuenta que para todo x € R",

lim [ fn(O)e D dm, () = | F(©)e™ O dm, (¢)

y que existe una subsucesién my, tal que limj_, f,n, = f a.e. se obtiene el
resultado. .

Corolario 3.5.4 Si P(z) = WJW entonces P(€) = (2m) e ¢!

Nota 3.5.1 El valor de la constante C,, puede darse usando

[e%¢) 7””_1
/nP(I):lz’w”/o (ST

y calculando el valor de la integral por métodos de una variable.

Corolario 3.5.5 Sean f,g, f,9 € LY(R™). Entonces

@) | f@g(—a)dm(@) = | J©4E)dmn(©).

]Rn

DEM: Aplicar la féormula de inversion a f * g.

(2m)"f+9(0) = | J(©3(E)dma(©).

Corolario 3.5.6 Si f,g € L'(R") con f(€) = §(¢) para todo & € R" en-
tonces f =g a.e.

DEM: Aplicar la féormula de inversion a f — g. .

Proposicién 3.5.7 (i) L'(R") es un dlgebra sin unidad pero con unidad
aproximada acotada.
(i) F es un homomorfismo de dlgebras inyectivo.
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DEM: (i) Supongamos que existiera f € L'(R) tal que f x g = g para
toda g € L'(R). Luego f(€)§(€) = g(g) para toda g € L'(R") y para todo
¢ € R". Tomar g € L'(R") con [, g(x)dm,(x) = §(0) = 1. Ahora aplicar el
resultado para Mg, y se obtiene Mgg(ﬁ') = 1 luego f(é’) = 1 para todo &, y
por tanto f ¢ L'(R™).

Cualquier nucleo de sumabilidad proporciona una unidad aproximada
acotada, (K1 /g)ken-

(ii) Se sigue del Corolario 3.5.6 n

Corolario 3.5.8 i f € L'(R") N Cy(R") entonces

@2m)"f(z) = (A) | f(©e“™dm, (&) = (G) [ (&) dm,(©).

RTL R’IL

DEM: Observar que f (€)e™6?) es integrable en sentido Abel y Gauss-Weierstrass
a (2m)" f, puesto que

f(©eer e Rldm, ) = - fa(€)e™ " ldm, (€) = (2m)" f, * Fi(0)

Rn
= (2m)" f = Piy(z)
y
fo(&)e 1 dmy, (€) = (2m)" fo % Wi(0) = (27)" f * Wi (x).
Rn
Usar ahora los resultados de aproximacion. .

Definicién 3.5.9 Definimos

C(R") = {f :R" > C: f € C™(R"), lim | /()| =0},

CHR") ={f:R" = C: feC®R"),sop(f) compacto }.

Lema 3.5.10 Sean f,g € L'(R").

(i) sop(f * g) C sop(f) + sop(g)-
(i) si sop(f) ¢ sop(g) es compacto entonces sop(f*g) C sop(f)—+sop(g).
(7ii) f,g € Coo(R™) entonces f x g € Coo(R™).
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DEM: (i) Es suficiente ver que {z : fxg(z) # 0} C sop(f)+ sop(g). Téngase
en cuenta que

frglzx) = . f)g(z —y)dmy(y) = fW)g(x —y)dm,(y).

/sop(f)m(m—SOP(g))

Por tanto, si ¢ sop(f) + sop(g) entonces sop(f) N (x — sop(g)) = @y
f*g(x)=0.

(ii) Recordar que si C' es cerrado y K es compacto entonces C' + K es
cerrado.

(iii) Inmediato. .

Lema 3.5.11 Si f € U,>1LP(R") y g € C35(R™) entonces f * g € C3°(R™).

DeMm: Existe pg > 1 tal que f € LP(R"). En el caso py = 1, usando que
g € Co(R™) se tiene el resultado. En el caso pg > 1, como g € L%(R")
con 1/pg+ 1/qy = 1 entonces f x g € Cy(R™) por el resultado probado con
anterioridad.

Por otro lado f x g(z) = [g. f(y)g9(z — y)dmy(y), y para aplicar los
resultados de derivacion bajo el signo integral en el punto xy necesitamos
que

(i) exista aa—xgk en un entorno de |x — zo| <7,

(ii) |f(y)%gk(x —y)| < h(y) siempre que |x — xy| < r, para cierta h €
LY(R™).

Supongamos que sop(g) C B(0,R). Dado zg € R™ y r > 0 tomemos x
tal que |x — xo| < 7.

Si ly| > R+ |xo| + r entonces

[z =yl = |yl = o] > R+ |wo| +7 — || > R

yportantog(x—y)zOy;T’;( —y) =0.
Para |y| < R+ |xo| + 7 se tiene, para Ry = 2r + R + |0

dg dg

(=) < )] max |5(2)

/(%)
Definiendo h(y) = | f (y)| maxjsi<r | 5% ()| XB(0, R+ xol-+) (¥) se tiene que |f(y) 7 (v~
y)| < h(y) siempre que |x —xo| < 7, h € L*(R™) por ser de soporte compacto
y [ e LR,
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Se concluye que existe %%"(xo) para todo zy. Ademés, derivando bajo el
signo integral,

df x g dg
xo) = [ * =——(x).
2t (xo) = f axk(o)
Repitiendo el argumento para las derivadas de orden superior se completa
la, demostracion. .

Teorema 3.5.12 Sea 1 < p < oco. C5(R™) es denso en LP(R™) y Cp(R™).

DEM: Sean > 0. Dada f € LP(R") existe g € Cpo(R™) tal que || f —g||, < n.

Sea K. un nucleo de sumabilidad en C§5(R™). Se tiene que lim._,0 K. xg = ¢

en LP(R™) y por tanto existe g9 > 0 tal que ||g— K. *g||, < n para 0 < € < &.
Observar que por los lemas anteriores K. % g € Cg5(R") y verifica que

If = Koxgll, <n+llg— K xgll, <2n.

La misma demostracién vale para Cp(R™). .
Ahora vamos a considerar la nocion de particién de la unidad. El objetivo

es poder escribir 1 = > 7% ¢;(z) donde ¢; € C55(R™). Veamos primero una
extension del Lema de Uryshon.

Lema 3.5.13 Sea K compacto, V abierto, K C V. Existe ¢ € C55(R") tal
que sop(p) CV,0<¢p<1yo¢(x)=1paraz € K.

DEM: Paso 1: Dados K; C V;, K; compacto, V; abierto existe ¢; € Cpo(R™)
tal que sop(¢y) € V1,0 < o1 <1y ¢1(x) =1 para z € K.
Basta definir
d(l’, Kl)
d(z, Ky) +d(z, R*\ Vp)

(bl(l‘) = 1 —

Las propiedades son de comprobacién elemental.

Paso 2: Observar que puede suponerse que V' es acotado (pues K C
U, VN B(0,k)).

Sean K7 compacto, Vi abierto tales que

K Ccint(K,)) cVicViCV.
Podemos considerar 0 < d; < d} < d donde d = d(K,R"\ V) > 0y tomar
Ki={zxeV:dx,K)<d},Vi={zr eV :dz K)<d}
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Ahora usando el paso anterior existe ¢; € Cpo(R™) tal que sop(¢y) € Vi,
0<¢1 <1y ei(r)=1parazx € K;.

Sea K. un nicleo de sumabilidad de C§§(R™) con K. > 0y sop(K.) C
B(0,¢). Consideremos ¢, * K. para ¢ suficientemente pequeo.

En primer lugar es claro que ¢1 x K. € Cpo(R").

Sabemos que

sop(¢r * K.) C sop(¢1) + B(0,e) C Vi + B(0,¢)

luego existe gy tal que Vi, + B(0,e) C {z : d(z,V}) < d} + ¢} C V para
O<e< €o-
Por otro lado

0< g1 xKe(z) = | ¢ulz —y)Ke(y)dmn(y) < | Ko(y)dmn(y) = 1.
R" Rn
Existe €1 > 0 tal que si x € K e |y| < € entonces x —y € K; luego
o1(x —y) =1 para |y| < esi0 < e <e. Por consiguiente

g Ke(r) = | oz —y)Ke(y)dma(y) = | K.(y)dmn(y) = 1.
R" R"
Tomando entonces ¢ = ¢ x K5 para § = min{eg, &1} se completa la de-
mostracion. .

Teorema 3.5.14 Sea K compacto, $; abiertos tales que K C UJL,Q);. En-
tonces existen ¢; € Coo(R™) tal que sop(¢;) € 5, 0 < ¢y <1y > 0 di(x) =
1 para x € K.

DEM: Paso 1: Existen compactos K tales que K; C ); y K C UjL, Kj.

En efecto, para cada z € K se tiene x € {);(,) y por tanto en una bola
B(.T7 T’x) C Qj(m).

Como K C UgegB(x,r,) se puede extraer una subfamilia finita K C
U B(z;,7,). Denotamos F; = {i : B(z,ry,) C Qi = {i : j(z) = j}y
definimos K; = UieFjE(a:i, ;). Es un compacto y K; C Q.

Paso 2: Usando el Lema 3.5.13 para K; C (2, se tiene que existe ¢; €
Cos (R™) tal que sop(¢;) € Q;, 0 < ¢; <1y ¢;(x) =1 para z € Kj.

Definimos

p1(z) = ¢1(z),
pa(x) = ga(w)(1 — ¢1(x)),
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m—1

H 1_¢z

=1
Es claro que ¢; € C§5(R™) por ser producto de funciones de ese tipo,

0<; <1y sop(y;) C sop(e;) € Q.
Comprobemos que si z € K entonces Z;"Zl @;(z) = 1. Veamos por
induccién que para todo x € R"™ se tiene

Zw(x) 1—

En efecto, ¢1(z) =1 — (1 — ¢1(x)). Supuesto para k, veamoslo para k + 1.

::]3

(1= ;(x)).

1

J

Z%’(JU) = Z%(SU)JF%H(SC)

k k
= 1-JJ(0 = ¢;(@) + b (@) [J(1 = 65(2)
Jj=1 j=1
k
= 1-(1=pn(@) [ - ¢5(2)
=1
k+1 ’
= 1-JJ(1—¢;(x))
j=1

Ahora para xz € K se tiene x € K; para algtin j, y por tanto ¢;(z) = 1. De
ahi se deduce que [, (1 — ¢;(x)) =0y > 7, ¢;(x) = 1. .



Chapter 4

Algunos teoremas clave

4.1 Teorema de Plancherel en R

Recordemos que F transforma L'(R™) en Cy(R™) de manera inyectiva.
Veremos que para funciones de L'(R") N L*(R™) puede decirse algo més.
Veamos los espacios que andlogos a A(T) y II(T).

Definicién 4.1.1 Denotamos
I(R") = {f € L'(R") : f € Coo(R")},
AR™) = {f e L'(R") : f € L'(R™)}
y definimos la norma || fl a@ny = ||fH1
Por supuesto II(R™) C A(R™).

Proposicion 4.1.2
(i) A(R™) C Co(R™). Ademds || f|loo < (27)7"||f|la@r) para f € AR™).
(i1) TI(R™) y A(R™) son ideales de L'(R™).

DeM: (i) Recordar quesi f € A(R") entonces (27)" f(x) = [pn f(£)e ™ dm,, (£).
De donde se sigue que (27)"f(z) = (f)(—z) y por tanto en Cy(R™). Ademés
Fle < @)1 ey A A

(ii) Usar que (f*g) = fg. Por tantosi f € Cyo(R™) o f € L'(R™) también
(f*xg)ye Cop(R™) o (f*g)ye L'(R").

85
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Proposicién 4.1.3 (Nicleo de Féjer enR) Sea K(x) = %(562(72/2))27 reR
y x # 0. Entonces

(i) K(& ) (1= €Dx1,(8), £ €R.

(i) [o K(z)dmy(z) =1.

DEM:
(i) Es sufiente probar que K (z) = 5= f (1— |§|)X[—171] (£)edE. Sea x # 0.

L g L[ e ¢

o [a-tehesas = o [ essa - o [ esag
= % 11 cos(:vf)df—;/o Ecos(x€)dE
1 sen(zf) |t Lésen(zé)r 1 !
= 5L ) st

1
= %cos(azf)
1 —cosx
B v
1 sen(x/2) .,
B %( x/2 )
(ii) se obtiene (i) de manera directa, pues [, K(z)dx = K(0). .

Nota 4.1.1 Una prueba directa de que fR x)dr = 1.
Es claro que K € L*(R) (pues K es contmua en |z| < 1 y acotada por

% n|z| > 1). Por tanto [, K(x)dx = A.

Recordemos que el nicleo de Fejer de T es Kp(t) = ——(

sen((n+1)z/2) )2
n+1
se cumple

sen(z/2)

T (n+1)m 2 9
27 :/ K,(t)dt = 2/ oen (mz/ ) dx.
—r 0 (n+1)%sen*(5557)

Tenemos, entonces

/(n+1)7r 86712(33/2)d /(n+1)7f S€n2(m) sen2(x/2) d
0

(z/2)? 0 ﬁ (n+1)2 3€n2(2(n+1))
_ /(n+1)7r S€n2<$/2) y
>~ Xr = T.
0 (n+1)? sen2(2(n+1)>
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Por tanto A = [, K(z)dx = 21im,, o0 o= 5= fonﬂ T se(n /;/2) dr < 1.
Como que K (x ) = 1K(%) y para § > 0 se tiene

lim K. (z)dz = lim K(z)dz = K(z) = A.

€20 Jiz|<s €70 J |z <se R\{0}

sen(a:)

Por tanto, usando € = Y que es mondtona decreciente en (0, Z)
n+17 ’ 2

obtenemos

6 2 1 9
A — lm sen((n + 1)x/2) dx

nooo | 5 (n+1)(x/2)? 27

sen?(6/2) lim /5 sen®((n +1)x/2) dx
— (0/2)2 nooo J 5 (n+1)sen?(x/2) 27
sen?(§/2)
CE:

donde hemos usado que el nicleo de Fejer de T es un nicleo de sumabilidad
en el ultimo paso. Finalmente pasado al limite cuando ¢ tiende a 0 se obtiene
A=1. .

Corolario 4.1.4 Sea 1 <p < co. II(R™) es denso en LP(R™) y en Cy(R™).

DEeM: Consideremos K (1, .., z,) = (% E [T (5= 1/2/ sen(®i/2))2 - Fs inmediato com-
probar que K € II(R"). Entonces si f € LP(R") o f € Cy(R") se tiene que
K. x f € II(R") y converge a f en LP(R™) o Cy(R") respectivamente. =

Corolario 4.1.5
(i) Sil<p<ooyfeL'(R)NLP(R) entonces

im L[ (1= Bl fepesrag = £ en (R)).

A—=oo 27T )
(ii) Si f € LY(R) N Cy(R) entonces

)‘ PN .
lim 1 (1-— %')f(é)emdi = f(z)

uniformemente en x € R.
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Nota 4.1.2 Para n > 2 el resultado anterior también es valido, es decir,
tenemos

(i) Sil<p<ooyfe L' (R")NL(R™) entonces

lim

A—00 (271')”

[ a-Ehjgecae = s en e
[E1<A

(ii) Si f € LY(R) N Cy(R) entonces

,\h—{go (2m)n

[ a-Ehigeea = s
[€1<A

uniformemente en x € R".

Hay que observar que el producto de nicleos de Fejer no lleva a ese re-
sultado, pero basta considerar el nicleo K tal que K(§) = (1 — 1€ xqel<1y ¥
repetir el proceso.

Vamos a intentar extender la transformada de Fourier a funciones de
L?(R). Necesitaremos pasar por subespacios densos.

Teorema 4.1.6 Sea f € Cypo(R). Entonces

3 [1i©pPds = [ 17@ps

DEM: Paso 1: Suponer sop(f) C ( 7, 7). Denotemos f la periodificacién de

f. Usando, para n € Z, que f(n = [ f(t) Jemmtdl — L [ f(z)e "™ dx =

5%2_ y el Teorema de Plancherel de T,

> [Fmr - [ iforg = [1rers

Apliquemos este proceso a las funciones M_, f(z) = e~ f(x). Es sabido
que F(M_of) (&) = F(f)(§ + «). Luego para 0 < o < 1,

d
1= TN+ = [ 170P S

ne”L
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Integrando en « € (0, 1) se obtiene

[irorst = 53 [am+ o

nel

- 47r22/ §)Fde

neL

~ 1 | Eh©rE

Paso 2: Soporte compacto cualquiera. Suponer sop(f) C (=M, M).
Tomar Fi(z) = \/%f(%) cuyo soporte estd en (—tM,tM). Tomar 0 <t < 7
y aplicar el caso anterior, obteniendo

[1@Pam@) = [ 1F@)Fame

1 2
- X /R F(F)(6)[2de
- 2 / HF(f) (t€) e

- o [ R

Teorema 4.1.7 Si f € LY(R)N L3(R) entonces f € L2(R). Ademds || f||, =
V27| fll2-

DEM: Dada f € L*(R) N L*(R). Tomar f; = fX[—kx * K., siendo K. un
ntcleo de sumabilidad en Cyy(R). Luego, sii = 1,2

If = fX(ra * Kol I(f = Fxerm) * Koplle + Lf = f* K, i

1 = Ixtrm el Bl + 1 = o+ Bl

Luego existe f,, € Coo(R) tal que limy, o0 || f — foulli + || f — full2 = 0. Ahora,
por el teorema anterior,

<
<

1 . .
%an - me% - ”fn - fm||27
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luego existe g € L*(R) con lim, o fo = g in L*R). Por tanto ||g|. =
Ademds HfH2 = lim,, 00 || fu||2- De donde se deduce que ngHg | f1]2-

_ Finalmente observar que lim,, o fn, = f en L'(R) y por tanto lim,, Fal(€) =
f(€) para todo £ € R. De donde se deduce que g = f a.e. y se concluye que

7= ll2 = 1If1l2. .

Teorema 4.1.8 (Teorema de Plancherel) Eziste una extension F : LQ(R)
L*(R) que es una biyeccion continua con ||F|| = v/2m que verifica F(f) =
para f € L'(R) N L*(R).

DEM: Usando la densidad de L'(R) N L*(R) se puede extender el operador
conservando la norma.

Veamos que es suprayectivo. Dada g € L*(R) existe g, € II(R) tal que
lim, o0 [[g — gnll2 = 0.

Sea entonces f,(z) = gn(—2z). Usando que ||f, — fille = V27||gn — gml|2
se concluye que existe f € L?(R) tal que lim f,, = f in L*(R). Como es obvio
que F(f,) = 2mg, entonces, por unicidad de la extension F(f) = 27rg. =

4.2 Teoremas de Paley-Wiener

El objetivo es estudiar la relacién entre la propiedades de analiticidad y
el crecimiento de una funciéon en R y el crecimiento de su transformada de
Fourier. Considerando R como el eje del plano complejo, es claro que una
funcion es analitica en R si y sélo si es la restricciéon a R de una funcién F'
holomorfa en cierto dominio que contenga R. En general dicho dominio no
tiene por que contener una banda Q, = {z € C: [Im(z)| < a} para a > 0.

Lema 4.2.1 Sea f € L'(R) tal que existe a > 0 con |f(y)| < Ce ¥ para
todo y € R. Entonces

F) = 5 [ FOed e 30(0),

Ademds F' es acotada en Qq, para a; < a y Flg = f.
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DEM: Noétese que si z € §2, entonces
|f(§)ei62| _ |f(§)|e—flm(2) < Cle—lel=¢Im(2) < Cle~lEl(a=|Im(z)])

Luego f(€)e es continua e integrable y F fR £)e**d¢ estd bien
definida.

Veamos que es holomorfa en €),. Sea (z,), z € , tal que lim,,_,, 2, = 2.
Probemos que

lim w - i/sz(f)elszdf
R

n—o0 Zn — 2 27
En efecto,
R eiﬁzn _ eiﬁz

—ige®*)d¢ = 0.

Como lim,, f(f)(M — i&e®?) = 0 para todo £ € R y ademaés

€zn _ 1€z
(S —ice®)| < [f(©I( sup |66 | +|¢ee))
Zn — X 2/ €[zn,7]
< 20)¢] sup e llatmG)D
2/ €[zn 7]
< 20|¢le k),

para 0 < § < a, donde |[Im(2’)| < a — § para todo 2’ € [z,,2] y n € N.
Usando el teorema de la convergencia dominada se obtiene la derivabili-
dad de la funcion en z.
Para la acotacion es suficiente usar que si z € €2,

FE) < 5 [ 1F©1 < 5 /'“W%

Lema 4.2.2 Sea a >0y f € L2(R) con eI (&) € L2(R). Entonces

F(z) = F(&)edg € FH(Q).

T

1
2

Se tiene Flg = f a.e. y F,(€) = F(&)e ¥ donde Fy(z) = F(z + iy).
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DEM: Noétese que si z € €2, entonces
£ (£)e?| = e~ kel|el f(£)|e¢Tm) < |ealél f(g) | ElaITm)D),

Luego, usando Cauchy-Schwarz, f(ﬁ)eifz es integrabley F'(z) = % Jz f(f)eigzdf
estd bien definida.
Veamos que es holomorfa en Q,. Sea (z,), z € Q, tal que lim,, o 2, = 2.
Probemos que
F(z,) — F 1 P
lim FE) = F2) 1 / i€ f(€)ede.
n—00 Zn — 2 2 Jr
Es el mismo argumento que en el lema anterior, reemplazando la esti-
macién final como sigue:

6i§zn . eifz

‘f(g)(— - ifeiéz” S ’f(é)‘( sup |€ei§Z/| + |f€i§z|)
Zn — X 2'€[2n,7]
< 2¢l|e f(€)] sup e fEllamlimGD
2 €lzn, 2]

< 2eKl|f(€)]|gle e,

para 0 < § < a, donde |[Im(2’)| < a — J para todo 2’ € [z,,2] y n € N.
Usando, que [£|e”¥9 € L2(R) y Cauchy-Schwarz de nuevo, se puede
aplicar el teorema de la convergencia dominada.
Observar que la hipdtesis garantiza que f(f)e‘gy € LY(R) para |y| < a.
Luego

Fo) = 57 [ HOe e e cum)

para cada |y| < a. En particular, debido a la férmula de inversién se tiene
Fo(z) = f(z)a.e. y también que F,(¢) = f(£)e ¢ donde Fy(x) = F(x + iy).

Teorema 4.2.3 (Paley-Wiener) Sea f € L*(R) y sea a > 0. Son equiva-
lentes:
(i) f es la restriccion a R de una funcion F € H(8,) tal que

sup / |F(z + iy)|*dz < oo.
R

lyl<a

(ii) e8I f(€) € L2(R).
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DEwMm:
(iil)== (i) Usando el Lema 4.2.2 se tiene que F(z fR £)e*dE es
la funcién que buscamos. Ademas, usando el Teorema de Plancherel

sup [ PG+ in)Pds = o= [ 1P = [1fe13

ly|<a JR

~

(i)= (ii) Sea F,(z) = F(x + iy) . Veamos que F,(§) = f(€)e ¥ para
todo |y| < a.
Considerar z € 2,, entonces

G,\(z):/RF(z—u)KA(u)du

donde K es el ntcleo de Fejer en R.

Observar Gy € H(Qy), puesto que si F U + iV tenemos Re(G))(z) =
fR z —u)Ky\(u)du e Im(Gy)(2) = [ V(2 — u)K\(u)du verifican las ecua-
ciones de Cauchy-Riemann (deb1d0 a la derivacion bajo el signo integral).

Obsérvese que Gy(x) = f * Ky(x), y denotemos gy ,(z) = Gx(xz +iy). Es
claro que gy, = F, * K y por tanto

(€)= F, (KA.

Como gy, tiene soporte compacto se tiene g ,(£) = gao(£)e Y para todo
y > 0. Consecuentemente F,(¢) = f(£)e %Y para todo y > 0y |¢] < A

Como A > 0 es arbitrario se tiene Fy(é) = f(&)e % para todo £ e Ry y > 0.
Ahora usando Plancherel y la hipétesis tenemos

sup / FOPvdE < oo,

ly|<a JR

Por tanto, por el teorema de la convergencia dominada e?l f(€) € L2(R).

Denotemos H = {z : Im(z) > 0}.

Teorema 4.2.4 (Paley-Wiener) Sea f € L*(R). Son equivalentes
(i) Eziste una funcion F € H(H) tal que

sup/ |F(x + dy)[*dr < oo

y>0 JR



94 Chapter 4. Algunos teoremas clave

l1m/]F x+iy) — f(z)’de =0

(i1) f(f) =0 para todo £ < 0.

DEM:
(ii)=> (i) Definimos F(2) = & [, f(€)e®*d¢ para Im(z) > 0. Es facil
comprobar que F' € H(H), ( iy) es la transformada de Fourier inversa

de e=%f, y, por Plancherel

IF(+iy)le = fe )2 < || fll2

Ademas
lim || F(. + iy) — fll2 = lim | f(e™ = 1)[|> = 0.
y—0 y—0

(i)== (ii) Escribimos f;(z) = F(z + 7). Por tanto

IEC+i(L+y)le = [l fre™ ]2

para —1 < y < oo. En particular, tomando limites cuando y — oo en
| fre™®||2 < C se obtiene fi(§) = 0 para § < 0. Por otro lado la transformada
de Fourier de F(- 4+ y) es fi (€)ef1=¥) y por la hipétesis

ing [ 1P (o i) = f(a) o = limy [ AA(©)e0 = f(e)Pde =0,
y%OR

Esto implica f(€) = f1(€)e® = 0 para & < 0. .



