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Chapter 1

Introduccion a los espacios de
Hilbert

1.1 Producto escalar: Propiedades y ejemp-
los

Definicién 1.1.1 Sea X un espacio vectorial sobre K (K =R 6 C). Una
aplicacion (-,-) : X x X — K se llama producto escalar si cumple las sigu-
tentes propiedades:

(1) (x+y,z) =(x,2) + (y,2), z,y,2€X.

(i)){ax,y) = alx,y), =z,y€ X, ackK

(iii) (g, ) = (5,9), w9 € X.
() (x,z) >0, ze€X,x#0.

Nota 1.1.1 Se obtiene de manera inmediata que
(v) (z,y +2) = (z,y) + (2,2), =z,yz€X.
(vi) {z,ay) = alz,y), z,y€ X ,aeK

Definicién 1.1.2 Un espacio (X, (-,-)) dotado de un producto escalar se dice
espacio prehilbertiano. Definimos ||z|| = \/(x, x).

Ejemplo 1.1.1 R" = {x = (21, ...,z,) : z; € R} con

=1
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Ejemplo 1.1.2 C" = {z = (21, ..., 2,) : 2 € C} con
(z,w) = Zn:ziwi.
i=1
Ejemplo 1.1.3 2 = {(2,)nen : 2n € C, 302, |2,]* < 00} con

((20), () = i B,

Ejemplo 1.1.4 C([a,b]) espacio de funciones continuas (con valores en K)
con

b
(f.9) = [ (Dbt
Ejemplo 1.1.5 Sea €2 C R" medible Lebesque. Considerar
L2(Q) = {f : Q — K medibles : /Q]f(x)]2dm(:v) < oo}

Diremos que [ ~ g si m({z € Q: f(z) # g(x)}) =0, i.e. f =g en casi
todo punto y definimos L*(Q) el espacio cociente L2(2)/ ~ . Definimos el
producto escalar sobre este espacio

(f.9) = [ F@)g(@)dm(a)

Proposicién 1.1.3 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) Sea (X, (-,-)) un es-
pacio prehilbertiano. Entonces

[z, )] < llzllllyll, =yeX (1.1)

DEMOSTRACION: Podemos suponer que z # 0 y que y # 0 pues caso con-
trario (z,y) = 0 y la desigualdad es trivial.
Consideremos \, § € K, z,y € X.

0 < (Br+Xy, B+ Ay) = |B(x,2) + BNz, y) + BMy. ) + [N (y. v)
= [BP||lz|]* + 2R(BX(z, y)) + [A?]ly]]*.

Como x # 0 se puede elegir § = {zy) y A = —1 y se obtiene

R

[(z, y)*

el

Y por tanto |(z,y)* < ||z|*||ly|*. -

+1lyl1*.
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Proposicién 1.1.4 (Desigualdad de Minkowski) Sea (X, (-,-)) un espacio
prehilbertiano. Entonces

le+yll <zl +llyll, =yeX (1.2)
DEMOSTRACION: Usando (1.1) se tiene

lz+yll” = (@+yz+y)
z]” 4 2R(z, y) + [y’
]| + 2z, )| + llyl?
I l” + 2([ =]l [[y ]| + [yl
= ([lz] + llwlD>.

Nota 1.1.2 Si (X, (-,-)) es un espacio prehilbertiano entonces (X, || - ) es
un espacio normado.

Proposicién 1.1.5 Sea (X, (-,)) un espacio prehilbertiano. Entonces
(i) ] -] : X — R es continua.
(ii) (-,-) : X x X — K es continua.
(i1i) + : X x X — K definida por (z,y) — x +y es continua.
(v) . : K x X — K definida por (\,x) — Az es continua.

DEMOSTRACION: (i) Como [|z[| < [l =yl + [yl ¥ [ly]] < [lz =yl + [|=[| se
concluye que ||z(| — [[y|| < [l —yl| y también [ly[| —[lz]| < [l —yl|. Es decir,

[zl =Nyl < |z = yll

Lo que demuestra la continuidad de la norma.
(ii) Supongamos que z,, — x y y, — y. Entonces

(@, Yn) — ()| = HTn — 2, ) + (2,90 — y)|
S ’<xn_x>yn>‘+‘<xayn_y>|
< lzn = z|||lynll + (2] [[yn — yl|-

Ahora tomar lim,, ..
(iii) y (iv) inmediatas. [ |



8 Chapter 1. Introduccion a los espacios de Hilbert

Corolario 1.1.6 Si Y es un subespacio vectorial de X entonces la clausura
Y es tambien un subespacio.

DEMOSTRACION: Si A\, € Ky x,y € Y existen (z,) e (y,) sucesiones en Y
tales que =, — x e y, — .
Ahora por continuidad Az, + By, € Y y Az + By = lim, (Az,, + Byy)

eY.
|

Proposicién 1.1.7 (Ley del paralelogramo) Sea (X, (-,-)) un espacio pre-
hilbertiano. Entonces

4yl + |z — ylI> = 2(]z]* + [ly]*) zyeX (1.3)
DEMOSTRACION:
lz+yll> + lz—yl> = [zl +2R((z, ) + |lylI?
+ zl* = 2Rz, y)) + [lyl®
= 2|zl + lyll*)-
[ ]

Proposicién 1.1.8 (Identidad de polarizacion) Sea (X, (-, -)) un espacio pre-
hilbertiano real. Entonces

1
(z,y) = Z(HSHyH2 —[lz—yll) zyeX (1.4)
DEMOSTRACION:
lz+yll> = lz—ylI> = [=]*+2(z,y) + [yl
— (l=l* = 2(z, y) + llylI?
= 4x,y).
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1.2 Completitud y ortogonalidad

Definicién 1.2.1 Un espacio prehilbertiano (X, (-,-)) tal que es completo

respecto a la norma ||z|| = \/x, T se denomina espacio de Hilbert.
Teorema 1.2.2 (2, || - ||2), donde ||(xx)|l2 = (52, |zx|?)Y?, es un espacio
de Hilbert.

DEMOSTRACION: Sea (2™),en una sucesiéon de Cauchy en ¢2. Como
2 — @] < fla” = 2™, keN

se concluye que (z}),en es de Cauchy en K, y por ser K un espacio completo
lim,, .o 2} = z;, para cada k € N.

Veamos que ™ converge a © = (o1, Ty, ....) y & € (2.

Dado € > o existe ng € N tal que

(0.9}
> lak =P =lla" — a2 <€ nym > o
k=1

Fijemos N € N. En particular Y0, |27 — 27*|> < 2. Pasando al lim,,, .,

se tiene que
N

dlap —x* <% n>ne.

k=1
Tomando supremos en N se concluye que ||z" — z||» < ¢ para n > ng. Esto
significa 2" — x. La desigualdad de Minkowskyi implica que

N N N
O |2 < (O |aw — 2 P)2 + (O 2 )2 < & + [l |-
k=1 k=1 k=1

Tomando limy_. se concluye que = € (2. [ |

Proposicién 1.2.3 Sea C([0,1]) el espacio de las funciones continuas en
[0, 1] con valores en R. Entonces C([0,1]) no es un espacio de Hilbert respecto

al producto escalar
1

(f,9) = /0 f(t)g(t)dt.
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DEMOSTRACION: Sea

0 0<t<i
1 1 1,1
In(t) = n(t_g) 5St<s5++
1 s+t
Como 0 < f,, <1, se tiene que para m > n

2 ! 2 7+ 2 4
1o = fulld = [ 158 = 2t = [ £ult) = fn(t) Pt < .
2
Por tanto {f,} es una sucesién de Cauchy.
Supongamos que existe f € C([0,1]) tal que lim,, || f,, — f|]2 = 0. Entonces

[0 - swpa = [ swpa

[ ) - £
1/2

+ A |1 — f(¢)]dt.

/2+1/n

Tomando lim,, ., se concluye que fol/Q |f(6))?dt + f11/2 1 — f(t)|*dt = 0.
Como f es continua entonces f(t) = 0 para 0 < t < 1/2y f(t) = 1 para
1/2 <t < 1. Como consecuencia f no es continua en ¢t = 1/2. [

Definicién 1.2.4 Sea (X, (-,-)) un espacio prehilbertiano y sean x,y € X.
Diremos que x ey son ortogonales , y denotaremos x L y, si {x,y) = 0.
Dado @ + M C X definimos el conjunto ortogonal de M por

M+ ={r € X : (x,y) =0 para todo y € M}.

Ejemplo 1.2.1 Sea X = R" y sean z = (1,0,...,0) e y = (0,1,0....). En-
tonces r | y.

Sea xg = (ay,...,a,). Entonces (vo)t = {(x1,...,2,) : 0, a;r; = 0} es
un hiperplano de vector normal x.

n—1
. /—/R

Ejemplo 1.2.2 Sea X = (? y sean e, = (0, ...,0,1,0...,0) paran € N.

Entonces e,, L e,, sin #m.

Six=(1,1,0,0,...) ey =(0,0,1,1/2,1/3,1/4,....) entonces z L y.
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Siw = (1,\/1/2,\/1/4, .., \J1/2, ) ey = (=1,\/1/2,\/1/4, ..., \J1/2, )

entonces x L y.
Sea v = (1,1/2,1/4,...,1/2",....). Entonces

ot = {(x1, ..., Tn, .. Z |z, | < 00, Z 2n - =
1

Por ejemplo y; = (—1,0,....) 6 yo = (0,—1/2,1,0,....) pertenecen a x—.
Ejemplo 1.2.3 Sean X = L*([0,1]), f(t) = sen(2nt) y g(t) = cos(27t).
Entonces f L g, pues
1 1 1
/ sen(2mt)cos(2mt)dt = 5/ sen(4rt) = 0.
0 0

En el caso complejo, sea ¢,(t) = e2™™ para n € Z. Entonces ¢, L ¢, si

/1 ¢”(t)mdt = /1 e2ﬂ'i(”*m)tdt
0 0
1
= /0 cos(2m(n — m)t)dt

1
+ z/ sen(2m(n —m)t)dt =0, n #m.
0
Si fo(t) =1 entonces

() = { € (0,1); [ 46) =0}

Proposicién 1.2.5 Sea (X, (-,-)) un espacio prehilbertiano y & # M C X.
Entonces
(i) M+ es un subespacio vectorial cerrado.

(ii) (M)t = M*.
DEMOSTRACION: (i) Es suficiente ver que - es subespacio cerrado, pues

M+ = Nyepmxt, v es claro que la interseccién de subespacios es subespacio y
la interseccion de cerrados es cerrado. Notese ahora que

={y € M:(z,y) =0} = (¢.)"'({0})
donde ¢, (y) = (x,y) es continua y lineal.
(ii) Se tiene que (M)* ¢ M+ ya que M C M. Dado ahora v € M* y
dado y € M, existe y, € M tal que y, — y. Por tanto (z,y,) — (z,y), vy
como (z,y,) = 0 entonces x L y. [

1
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Proposicién 1.2.6 (Teorema de Pitdgoras) Sea (X, (-,-)) espacio prehilber-
tiano real y sean x,y € X. Entonces

x Ly siysdlosil|lz+yll* = [zl + [yl*

DEMOSTRACION: Supongamos que (z,y) = 0 entonces

lz+ol* = ll=I*+ [lyl*
+ (z,y) + (v, 2)
=l + Iyl
El reciproco es cierto en el caso real pues (z,y) + (y, z) = 2(z,y). |

1.3 Proyecciones ortogonales.

Definicién 1.3.1 Sea (X, (-,)) un espacio prehilbertiano, @ # C C X y
xr € X. Definimos

d(z,C) = inf{||z —y[| : y € C}.

Nos interesa calcular la distancia minima de un punto a un conjunto, y
encontrar el valor (tnico si es posible) dénde se alcanza. Esto nos obliga a
exigir ciertas condiciones en el conjunto C'.

Nota 1.3.1 Desde luego si x € C entonces d(x,C) = 0, pero puede ocurrir
que d(z,C)) = 0 aunque © ¢ C. Este es el caso si C no es cerrado (por
ejemplo X =R, C' = (0,1) yx =0). En este caso no se garantiza existencia
de minimo en C.

Nota 1.3.2 Si X = R?, C la circunferencia unidad y x el origen entonces
d(z,C) =1 y se alcanza en todos los puntos de C. La no convexidad de C
es el motivo de la no unicidad!

Recordemos que un conjunto @ # C' C X se dice convexo si dados x,y €
C'y0<t<1entoncestr+ (1 —t)y € C.

Teorema 1.3.2 (Aprozimacion éptima) Sea X espacio de Hilbert, & # C' C
X convezo y cerrado. Entonces para todo x € X existe un unico u € C' tal

que d(z, C) = [lx — ul.
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DEMOSTRACION: Probemos primero la existencia. Siz € C tomemos u = x.
Podemos suponer que x ¢ C, y por ser C cerrado, d(z,C) =d > 0.
Sea (y,) una sucesién de puntos de C' tales que

d® = ||z —yal]* < d*+ 1/n.
Veamos que (y,) es de Cauchy. Usando la ley del paralelogramo (1.3)

||(yn+ym)_2x||2+||yn_ym||2 = 2||yn_x||2+2“ym_x”2

2 2
< AP+ =+ =
n m

Como C' es convexo se tiene que |[(y, +ym) — 2z||* = 4[| + 2L — z|]* > 4d>.
Es decir,
Ad® + ||yn — yml|* < 4d> +2/n + 2/m.

Por tanto si ng € N es tal que 2/n < £2/2 para n > ng se obtiene
|9 = Ymll <&, n,m > ne.
Como (C,d) es un espacio métrico completo existe u € C' tal que
dim {ly, — ul[ =0.
Por tanto

d < [lz = ull <l = yall + lyn —ull < /d* +1/n+ |lyn — ul].

Y tomando limites se obtiene d = ||z — u|.
Para la unicidad suponer que u; € C'y up € C verifican que ||z — uy|| =
|z — us|| = d(x, C"). Usando de nuevo (1.3)

u u
lur — wa* + 4|z — (31 + ;)II2 = 2llur — z]|* + 2juz — z||* = 4d”.

Como % +% € C se tiene 4|z — (4 +2)||* > 4d* y por tanto ||u; —us|| = 0.
]

Definicién 1.3.3 Si @ # C es un conjunto convexo y cerrado de un espacio
de Hilbert denotamos Po(x) el unico elemento en C' tal que

|z — Pox|| = d(z, C).
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Veamos una propiedad que refleja la idea intuitiva de que el angulo que
forma x — Pox con v — Pox para todo v € C' es mayor que /2.

Proposicién 1.3.4 Sea X espacio de Hilbert real, @ # C' C X convezo y

cerrado. Entonces
(i) (x — Pox,v — Pox) <0, veC zelX.
(i) [|[Pox — Pey| < [l —yl, z,y€ X.

DEMOSTRACION: (i) Si z € C entonces Pex =z y (v — Pox,x — Pox) = 0.
Supongamos que z ¢ C,v € Cy 0 <t <1. Sid(z,C) = |z — Pox| =d se
tiene

0<d® < |lz—(tv+(1—1t)Pox)l|?
= ||z — Pex — t(v — Pox)||?
< |z — Pex||* + *||v — Pex||* — 2t{x — Pox,v — Pox)
= d*+t*||lv — Pox|?* — 2t{x — Pox,v — Pox).

Por tanto
2(x — Pox,v — Pox) < tl|lv — Poz|?, 0<t<1.

Pasando al lim; .o se obtiene (i).
(ii) Usando (i) se puede poner

(x — Pox, Poy — Pox) <0, (Poy —vy, Poy — Pox) <0.
Sumando ambas desigualdades se concluye que
(x —y — (Pox — Poy), Py — Pox) <0,

y denotando uw = x —y — (Pox — Poy) y v = Poy — Pox tenemos (u, v) < 0.
De la ley del paralelogramo se concluye

lz = yl* = llu = vlI* = Jull* + [[]]* = 2{u, v) = [Jvo]|* = || Pey — Pex|*.
|
Teorema 1.3.5 Sea X un espacio de Hilbert y Y un subespacio cerrado de

X. Entonces Pyx = u si y sélo siu € Y yx —u € Y. En particular
X=YpY-
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DEMOSTRACION: = )Desde luego u = Pyx € Y. Ademés si z € Y se tiene

0< lz—ull* < fo—(u+2)|*
< o=l + 2] = 2R((z — u, 2))

= &+ ||2]]* = 2R({(z — u, 2)).

Por tanto 2R({(x — u,2)) < ||z]|* para todo z € Y. Siy € Y y 2z = ty para
t > 0 se tendrfa que 2R((z — u,y)) < t|ly||* para todo y € Y. Tomando
lim;_,o+ se concluye

R((z —u,y)) <0, yeV
y cambiando y por —y se obtiene

R(( —u,y) =0, yeV.
Sustituyendo ahora y por iy se llega a

S((z—uy)) =0, yevY.

<=)Supongamos u € Y y z —u € Y+. Como (r — u,u — y) = 0 para todo
y € Y se tiene

lz = ylI* = lle — ull® + lly — ull® > |z — ul|*

y por tanto u = Pyx.

Para probar que X = Y @Y observar que x = Pyx + (x — Pyz) y la
descomposicion es tnica. En efecto, si x = y; + 21 = yo + 25 con y1,yp € Y
y 21,20 € Y+ entonces y; —yo = 20 — 2 € Y NY L = {0}. [ |

Teorema 1.3.6 Sea Y un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert X.
Definimos Py : X — Y dada por v — Pyx. Entonces

(i) Py es una aplicacion lineal y continua con ||Pyz| < ||z]|.

(ii) Pt = Py, Y = ImPy, Y+ = KerPy.

DEMOSTRACION: (i) Sean x1,79 € X, A\, € K. Veamos que Py(A\zx; +
fBxg) = APy (x1) + Py (x2). Usando el Teorema 1.3.5 es suficiente ver que

(Azy + By — (APy(21) + BPy(72)),y) =0, yeY.
Pero ésto es consecuencia de la bilinealidad del producto escalar, pues

(A1+B22—= APy (21)—BPy (22),y) = Mz1—Py (1), y)+B(z2— Py (72),y) = 0.



16 Chapter 1. Introduccion a los espacios de Hilbert

Usando ahora que Py (0) = 0 se tiene || Py (z)]| = || Py(x) — Py (0)|| < |ly]|.

(ii) Es claro que Py (Pyx) = Pyx pues Pyx € Y. Dadoy € Y se tiene que
y = Pyy luego ImPy =Y. Finalmente si x € KerPy significa que Pyxz =0
y por tanto z — 0 € Y+,

Definicién 1.3.7 Py se conoce como la proyeccion ortogonal de X sobre Y.

Proposicién 1.3.8 Sea Y subespacio de un Hilbert X .
(i) Y es cerrado <Y =Y+t
(ii)) Y es denso <Y+ = {0}.

DEMOSTRACION: (i) Es evidente que Y C Y+ y si coinciden Y es el ortog-
onal de un conjunto y por tanto cerrado.

Suponiendo que Y es cerrado, usando el Teorema 1.3.5, dado x € Y+ se
tienex =y+zcony €Y yzeYt Ahorabienz=z—-yeY+nYty
por tanto z =0y * =y €Y.

(i) Apliquemos el Teorema 1.3.5 al subespacio Y. Se tiene que X =
Y + Y+ ypor tanto X =Y <Y1 = {0}. |

Ejemplo 1.3.1 Calcular I = inf, g 7, |sen(t) — (a + bt)|*dt.

DEMOSTRACION: Consideremos X = L*([-m,7]), Y = {a + bt : a,b €
R}. Claramente Y es un subespacio vectorial. Veamos que es cerrado. Sea
fn(t) = a, + byt sucesién convergente a f en L*([—m,7]).

En particular

%%—[ywmuzfm—[}h@

Por tanto (a,) y (b,) son sucesiones de Cauchy en R. Sean a = lima, y
b =limb,. La funcién f(t) =a+bt € Y, ya que
([ tfae) = 0P < ([ Jaw—aPd)) > 4+ ([ |(by — byt

273
= lan — al(2m)" + b, — bI(Z) 2

Utilizando el Teorema de la proyeccion buscamos a,b € R tales que
sen(t) — (a + bt) € Y+, es decir
/(%mw—m+wmﬁ=a

/W@m@y4a+mﬁm:u

—T
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La primera ecuacion da a = 0 y la segunda b = 7%3 Jo tsentdt. ]
Ejemplo 1.3.2 Sea X = (2 y definimos

Y:{(xn)€€2:ixn:0}.

n=1

Probar que Y es denso en (2.

DEMOSTRACION: Es inmediato ver que Y es un subespacio. Aplicando
Proposicién 1.3.8 veremos que Y+ = {0}.
Supongamos que (y,) € Y. Consideremos z = (1,—1,0,....) = e; — e €
Y entonces > 0°, ypx, = y1 —y2 = 0. Por tanto y; = y». Considerando
es —e3 € Y se obtiene y, = y3. En general, e, — exy; € Y y por tanto
Yr = Yr1. Ahora el vector y € £ y por tanto y, = 0 para todo k € N.
[ |

1.4 Dwualidad

Definicién 1.4.1 Sea X un espacio de Hilbert. Una aplicacion lineal con-
tinua de X en K se conoce como forma lineal continua. Denotamos X' =
{¢: X = K, lineal continua } y le llamamos espacio dual de X .

Nota 1.4.1 Sea zg € Y, la aplicacion ¢, : X — K dada por ¢,,(x) =
(x,x0) pertenece a X'.

Teorema 1.4.2 (Teorema de Riesz-Fréchet) Sea X un espacio de Hilbert.
Para toda ¢ € X' existe un unico xq tal que

o(z) = (x,x0), w€X.
Es decir, X' = X.

DEMOSTRACION: Sea Y = ¢1({0}) = Ker¢. Es un subespacio cerrado
de X. Si Y = X entonces tomamos zy = 0. Supongamos que ¥ C X.
Escribimos X = Y @Y. Fijemos v € X \ Y, y denotemos w = v — Pyv €
YL, Es claro que w # 0 y que ¢(w) # 0. Definimos xy = %w €Y+t
Comprobemos que ¢(z) = (x, z) para todo x € X.



18 Chapter 1. Introduccion a los espacios de Hilbert

Comprobemos, ahora, que z( es el elemento que buscdbamos. En efecto,

¢(x — i((i))w) = 0 lo que implica que x — i((i))w € Y. Por tanto

(wae) = (o= 52
_ @), ow)

o(w) " Tl

Para demostrar la unicidad, suponer que existen zi,zo € X tales que

(x,x1) = (x,22) = ¢(z) para todo x € X. Por tanto (z,z; — x2) = 0 para
todo x € X, y tomando x = xy — 9, se concluye x; = x». [ |

w, .Z'0>

+

w) = 6(a).



Chapter 2

Introduccion a los espacios de
Banach

2.1 Espacios normados: Propiedades y ejem-
plos

Definicién 2.1.1 Sea K = R 6 C y sea X un espacio vectorial sobre K.
Una norma sobre X es una aplicacion || - || : X — [0, 00) verificando

(i) ||z]| > 0 para todo x € X y ||x|| =0 si, y sdlo si, x = 0.

(it)||ax|| = |a|||z|| para todo x € X y todo o € K.

(iii) |z + yll < ||zl + [lyll para todo x ey en X.

Un espacio vectorial (X, || -|) se dice espacio normado si || - | es una
norma sobre X.

Definicién 2.1.2 En K" definimos las siguientes normas:

(o, )l = D fail, (2.1)
k=1

I, szl = (3 i) 22)

(1, ooy )]0 = sup |z (2.3)

1<k<n

Nota 2.1.1 La pruebas de (2.1) y (2.3) son elementales. El hecho de que
(2.2) es una norma se vié en el Capitulo anterior.

19
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Definicién 2.1.3 Sea 1 < p < 0o en K" definimos

n

o1l = (o). (2.4)

Veamos que || - ||, es una norma. Para ello usaremos los siguientes lemas.

Lema 2.1.4 (Desigualdad de Young) Sea 1 < p < 00 y %—i—% = 1. Entonces

a? bl

ab< —+ —, Va,b>0. (2.5)
p q

DEMOSTRACION: Podemos suponer que a > 0, b > 0 y a > b. Poniendo
x = aP e y = b? hemos de probar que

p q’
Equivalentemente,
1
Oy 1< (E21), 2>y>0
Y py

Esto, denotando A\ = %, se obtiene de la estimacién (que es consecuencia
teorema del valor medio aplicado a ¢(t) = ¢'/P)

1
AP 1< -(A=1), A>1. (2.6)
p
|
Lema 2.1.5 (Desigualdad de Hélder) Sea 1 < p < o0, 1%4— % =1 y sean

(1, ey Tn), (Y1, -y Yn) € K. Entonces
> lallyel < O L) P37 Lyl M. (2.7)
k=1 k=1 k=1
DEMOSTRACION: Supongamos que (X7_, |zxP)V/P = (S0, |y]?)V? = 1.
Entonces de (2.5) se concluye que

p q
|2kl |ye| < il + [ . 1<k<n.

q
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Sumando sobre k y usando la hipétesis se obtiene
" 1 1
> lzllyel < =+ - =1.
k=1 P q

Denotemos = = (z1,...,2,) € ¥y = (y1,...,Yn). En el caso de que ||z||, =
0 6 bien [lyll; = 0 la desigualdad es trivial Supongamos entonces que
lz|[pllyllq > 0. Definiendo x}, = Tal € Y = ”y” para 1 < k < n se tiene que

(Zhat l2k )P = (Zhe !yqu)l/q = 1y por tanto

Z\kaykl <L

IIIHpHyIIq
m

Lema 2.1.6 (Desigualdad de Minkowski) Sea 1 < p < oo y sean (1, ..., Tn), (Y1, ...

K". Entonces

O i+ yal?) 7 < O )2+ (3 [yl?) V2. (2.8)
k=1 k=1 k=1
DEMOSTRACION: Primero estimamos del siguiente modo

n

Sz tyel” =D leetuel ltue P <O mel|lzet P D el lzetyel P
P P =1 =1

Usando (2.7) y el hecho (p — 1)¢ = p podemos escribir

D lzn el < (0 )RR Jan + il P
k=1 k=1 k=1

O )P g + g D)
k=1 k=1

= (o (3 ) (3 ) )

La desigualdad es trivial si >-;_; |z + yx|? = 0 asi que podemos suponer
Sr_q |z + yk|P > 0. Esto nos permite despejar y se obtiene

n

Z\xwy Y < (3 )P+ Z!y 7).

k=1

Jyn> S
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Teorema 2.1.7 (K", || - ||,) es un espacio normado para 1 < p < oo.

DEMOSTRACION: Las propiedades (i) y (ii) son inmediatas. La desigualdad
triangular corresponde a (2.8) |

Definicién 2.1.8 Sea 1 < p < oo definimos

Ep = {JZ = (:En)nEN cIn S K, Z |xn|p < OO}

n=1
y denotamos
I(za)llp = (O lzal?) V7.
n=1

En el caso p = oo definimos

0 ={x = (2p)nen : Tn € K [[(20) |l = su[N> |x,| < 0o},
ne

c={r = (xp)nen : T, € K, ezxiste lim z,}

n—oo
co ={x = (Tp)nen : T, € K| nhl& x, = 0}.
La misma demostracién que en el caso finito dimensional permite probar el
siguiente resultado:

Teorema 2.1.9 (7, || - ||,) es un espacio normado para 1 < p < 0o.
Teorema 2.1.10 Sea 1 < p; < py < 00. Entonces
P C PP Ce, CeC .
Ademds, si (z,) € € entonces

1) lloe < H@n)llpe < N (@n)llpe < Nl (2n) -

DEMOSTRACION: Supongamos que (z,) € ' con ||(z,)|,, = 1. En-
tonces |z,| < 1 para todo n € N. Por tanto |z, [ < |z,|''. Esto garantiza
que | (@)l < 1.

El caso general (siempre que no sea la sucesién nula) se concluye con-
siderando z/, = m y aplicando lo anterior.

Queda como ejercicio el resto de contenidos y desigualdades de normas.
|
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2.2 Completitud y separabilidad

Definicién 2.2.1 Un espacio normado (X, || -||) se dice espacio de Banach

si es completo para la norma, i.e toda sucesion de Cauchy es convergente en
X.

Nota 2.2.1 Los espacios de Hilbert son obviamente espacios de Banach.
Si'Y es un subespacio de un espacio de Banach X entonces (Y| - ) es
Banach si, y solo si, Y es cerrado en X.

Teorema 2.2.2 (i) (7, || - ||,) es un espacio de Banach para 1 < p < oo.
(i) (1] ). (@] 1) 9 (co. ]| Ilno) s0m espacios de Banach

DEMOSTRACION: (i) se prueba con la demostracién similar a la vista para
0? y se deja al lector.

(ii) Sea (2")nen una sucesion de Cauchy en ¢>°. Entonces (z})nen es
de Cauchy en K para todo £ € N. Existe lim, .. 2} = x;. Definimos
r = (xk)gen. Usando que sup, ||2"||o < o0 se tiene que x € ¢>. Por otro
lado como (2™),en es de Cauchy, para cada € > 0 existe ny € N tal que

sup |z — ap'| <e/2, n,m > no.
keN

Pasando al limite cuando m — oo se tiene
o — | <ef2, k€N >n,

Lo que demuestra que [|2" — z||o <&, n > ny.

Es claro que ¢ y ¢y son subespacios vectoriales de £*°. Demostremos que
c es cerrado en £°°.

Sea (z™) una sucesién de elementos de ¢ convergente en (*°. Sea z =
lim,, ™. Por tanto existe ng tal que

|z" — z||oc = sup |z} — zx| < €/3, n > no.
keN

Hay que probar que z € ¢. Por tanto veamos que existe limyg_,o, . Es
suficiente ver que (zy) es de Cauchy. Por hipétesis (x}); es de Cauchy para
todo n € N. Por tanto existe kq tal que

2o — 29| < e kK > ko
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Ahora estimamos, para k, k' > k,

|z — x| < |wp — 2| + |20 — apf| + |a — xp

< 2™ —alloe + o} — 2} <.

La misma demostracion sirve para cg. |

Definicién 2.2.3 Sea (X, || - ||) un espacio normado y una sucesion (x,) de
elementos de X. Diremos que la serie Y, x, es convergente si la sucesion de
sumas parciales, s, = > p_; T €s convergente en X, i.e. existe lim, oo Y p_q Tk-
A dicho valor se le llama suma de la serie x =300 | X,.

Una serie (formal) de elementos de un espacio normado se dice absolu-
tamente convergente si > o ||x,| < oc.

Nota 2.2.2 Sea X = (? paral < p < co. Consideremos z,, = (0, ..., %,O, ).
La serie 3, x,, es convergente a s = (1,1/2,...,1/n,...), pues

n oo 1
s =l = > o
k=1 k=n+1

Pero no absolutamente convergente, pues ||z,||, = +.

Veamos una caracterizacion de los espacios de Banach en términos de
series.

Teorema 2.2.4 Sea (X, ||-||) un espacio normado. X es de Banach si, y sdlo
st, toda serie absolutamente convergente de elementos de X es convergente
en X.

DEMOSTRACION: =) Supongamos que X es Banach y ¥, ||z.]] < oc.
Veamos que la sucesion de sumas parciales es de Cauchy. Supongamos n > m

n m n oo
1D we = wll < > Ml < D0 llall
k=1 k=1 k=m+1 k=m+1

Usando que el resto m-ésimo converge a cero se obtiene esta direccion.
<) Sea (y,) una sucesiéon de Cauchy en X. Probemos que es conver-
gente. Dado € = 1/2 existe n; € N tal que ||z, — z,|| < 1/2 para n,m > n.
Dado ¢ = 1/4 existe ny > n; tal que ||z, — z,,|| < (1/2)? para n,m > ny.
Reiterando existe ng > ny,_1 tal que ||z, — z,,|| < (1/2)* para n,m > ny.
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En particular se tiene que ||z, ,, — @, || < (1/2)* para todo k € N. Por
tanto la serie

)
Z ||xnk+1 - x”k” < 00.
k=1

Usando la hipétesis tenemos que >332 (p,,, — Tn,) = ¥ € X. Veamos
que lim;, oo T, =Y + Ty,

Por ser (z,,) de Cauchy existe ng tal que ||z, —z,,|| < /2 para n,m > ny.

Por otro lado, existe ¢y € N tal que || X0 (zn,,, — Zn,) — || < €/2 para
q 2 qo-

Finalmente existe kg > qo tal que ni > ng para todo £ > ky. Y por tanto,
si n > ny, podemos escribir

|20 — (Y +a )l < ln — xnko” + ||mnk0 — Ty — Y
ko—1

< o = 2 |+ 1 X2 @y — 7)) — 9l <€/2+/2=¢.
k=1

Definicién 2.2.5 Un espacio normado se dice separable si existe un subcon-
Jjunto denso y numerable.

Nota 2.2.3 R es separable, pues Q es denso y numerable en R. C tiene
a Q4+ iQ como subconjunto denso y numerable. Del mismo modo K™ para
n € N son separables para cualquier norma || - ||, st 1 < p < oo.

Veamos unos criterios de separabilidad y no separabilidad de espacios
normados.

Proposicion 2.2.6 Sea X un espacio normado. Supongamos que existe una
sucesion (z,,) de elementos de X tal que el conjunto de combinaciones lineales
finitas de elementos de la sucesion

LIN{zy : k € N} = {>_ oyz;: a; € K,n € N}

=1

es denso en X. Entonces X es separable.
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DEMOSTRACION: Consideremos K = R (el caso K = C se deja como ejerci-
cio). Definimos

DI{ZQJ'LCJ'IQJ' GQ,HEN}.

j=1

Claramente D es numerable pues puede identificarse con un subconjunto
de [],en An donde A,, = QQ es numerable.

Dado e > 0y x € X existe 2/ = YU_, a;x; tal que ||z —2'|| < ¢/2.
Ahora encontramos ¢; € Q tales que |a; —g;| < WJHH) y por consiguiente

"

" =370, qjx; € Dy verifica

le = 2"l < lle = 2l + 3oy — gl < /2 + /2 =<.
j=1

Corolario 2.2.7 c¢q y /P para 1 < p < oo son separables.

-1
DEMOSTRACION: Considerar x,, = e, = (0,...,0,1,0....). Denotemos ¢oy =
LIN{eyj : k € N} el espacio de las sucesiones finitamente no nulas.

Siy € (P (respect. y € cg) se tiene que (Y1, ..., Yn, 0, ...) € coo ¥ claramente

o0

2 =D werllp = D luklP — 0,n — o0
k=1 k=n-+1

(respect.

lim |l — kZ::l yrerlloo = lim Sup, lye| = 0.)

Proposicién 2.2.8 Sea X un espacio normado tal que existe una familia de
abiertos no vacios (O;)ier tal que

(1) O;,N0O; = sii#j

(ii) I es no numerable.

Entonces X es no separable.
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DEMOSTRACION: Supongamos que X es separable y probemos que I es
numerable. Sea (x,) una sucesién densa en X. Para cada i € I el conjunto
O;N{x, : n € N} # @. Sea n; el minimo de los indices tal que z,, € O;.
Definamos ¢ : I — N dada por ¢(i) = n;. Si ¢(i) = ¢(j) se tiene que
Tp, = Tp, y por tanto O; N O; = & implica que 7 = j. Esto prueba que I es
numerable. |

Corolario 2.2.9 (*° es no separable.

DEMOSTRACION: Sea I = P(N) que es no numerable. Para A C N definimos

eA(i):{l i€ A

0 en otro caso

Si denotamos Oy = {x € €™ : ||z — eallo < 1/2} tenemos una familia de
abiertos no vacios tales que O4 N Op = @ siempre que A # B. En efecto,
supongamos que A # B y existe x € O4 N Op entonces se tendria que
llea — eB||lo < 1, pero, por otro lado tomando i que sélo pertenezca a uno de
los dos conjuntos se tendria ||e4 — eglloo > |€a(i) —ep(i)]| = 1. [ |

Corolario 2.2.10 ¢y no es denso en £*°. De hecho la clausura de coy en £°
coincide con cg.

2.3 Espacios de Funciones.

Definicién 2.3.1 Sea K un espacio topologico compacto. Denotemos
C(K)=A{f: K —K: f continua }

con || flloo = sup,ei | f(t)] si f € C(K). Denotamos

Co(R") ={f :R" =K : f continua, |tllim |f(t)| =0}

con || flleo = supgezn [f(1)]-
LLamamos supp(f) a la clausura del conjunto {x € R™ : f(z) # 0} y
definimos Coo(R™) = {f : R" — K: f continua, supp(f) compacto }.

Teorema 2.3.2 Entonces (C([0,1]),]] - |o) es un espacio de Banach sepa-
rable.
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DEMOSTRACION: La demostracién de ser espacio normado y completo la
dejamos al lector. Veamos la separabilidad. Sea

| 22 0<z<1/2
¢(m)—{2_2x 1/2<z<1 "

Para cada n € N denotamos I, = [, %], 1<k<n,y

n

2 2k —12k +1 2n—1
=10, — = 1<k<n-1 = .
Jnvo [07 n]’ Jnvk [ 277, 2n ]7 — =n ) Jn,n [ 2n 7”]

Denotemos
k—1
Pno(x) =0, Pni(x) = P(n(x — - ), x €l
1 2k —1
Uno(r) = —2(x — %),wnk(x) = ¢(n(zr — 5 ), € Jnk.

Por tanto ¢, vy ¥n son continuas en [0, 1] y cumplen

n

S (Gnk(@) + ui(z)) =1 x €0,1].

k=0

Probaremos que LIN{¢y.n, ¥rn} es denso en C(]0, 1]).
Dadoe > 0y f € C([0,1]) existe § > 0 tal que |f(x) — f(y)| < € para
todo z,y € [0,1] con |x — y| < J. Sean € N tal que 1/n < §. Consideremos

ano = 0, apy = min{f(z) : v € L} = f(znp) paral <k <ny Bop =
min{ f(z) : x € Jx} = f(27,;) para 0 < k < n. Nétese que entonces

[f (@) = ol = |f(2) = fanp)l <& @€ lnk

|f(@) = Bugl = f(x) = flap )l <e @€ Jup
Sea

g(z) = Zn: k() 4 Bk Un i (T).
k=0

Entonces

[f(@) —g@)] = [ (f(@) = tnp)bup(®) + (f(2) = Bog)ni(@)]
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- ri 2) — )b (@) + (F(&) — Prsons(@)]

S 2_: ‘f(x) - an,k’¢n,k($) + |f<33) - ﬁn,k‘¢n,k(x)

n

< e( X dur(@) + dusle)) =<

k=0

Nota 2.3.1 Entonces (C(K), |- ||oo) ¥ (Co(R™), || - |lco) son espacios de Ba-
nach separables.

Teorema 2.3.3 Cyo(R") es un subespacio denso de Cy(R™)

DEMOSTRACION: Caso n = 1: Sea f € Cy(R) y e > 0.
Existe R > 0 tal que |f(z)| < &/2si || > R. Definimos

0 r<-—-R-1
f(=R)(x+R+1) —-R—1<zxz<R

g(x) =1 f(z) [z < R
—f(R)(x—R—-1) R<z<R+1
0 x> R+1

Es claro que g € Cpo(R). Ademés

f(x) r<—-R-1
flz)— f(=R)(z+R+1) —R—1<z<R

Fw) - g(x) =4 0 2 < R
f@)+f(R)(z—R—-1) R<z<R+1
f(x) r>R+1

Por tanto

sup [ f(x)—g(z)] = sup [f(z)—g(w)| <max{e/2, sup [f(z)=g(x)|} <e

|z|>R R<|z|<R+1

Caso n > 1. Pongamos, para n € N,

1 0<t<n
Gn(t) =3 —(t—n—1) n<t<n+1 .
0 t>n+1
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Definimos ®,(z) = ¢,(||z]|) para z € R™. Si f € Co(R") se tiene que
[P, € Copo(R™). Ademas

If = f®ulloc = sup [f(2)[(1 = Pu(x)) < sup [f(z)].

[l ]| > [l ]| >

Con ésto se concluye el resultado. [

Vamos a definir ahora el espacio LP(2) para 1 < p < oo. Sea Q C R”
medible Lebesgue. Considerar

LP(Q) = {f : Q — K medibles : / |f(x)|Pdm(z) < oo}.
Q
Diremos que f~gsim({zx € Q: f(z) # g(x)}) =0, ie. f= g en casi todo
punto, donde m es la medida de Lebesgue en R".

Definicién 2.3.4 Sea 1 < p < oo. Definimos LP(2) el espacio cociente
LP(Q)/ ~, y su norma

£l = ([ 1 @)[Pdm(a)) .

Teorema 2.3.5 (LY(Q),]| - ||1) es un espacio de Banach.

DEMOSTRACION: Es immediato ver que es un espacio vectorial. Veamos
ahora que es normado.

En efecto, si ||f||1 = Jo |f(z)|dx = 0 entonces f = 0 en casi todo punto,
es decir f = 0. Es claro que ||[Af||1 = Jo [A||f(x)|dz = ||| f]l1 v que

I + gl = [ 1)+ g(@)ldz < [ (F@)|+lg@)Ddz = 111 + gl

Para ver que es completo, veremos que toda serie absolutamente conver-
gente en L'(Q) es convergente.

Supongamos que 3272, || fullt = 2554 fo [fn(2)|d < oo
Usando el teorema de la convergencia monétona de Lebesgue se sabe que

i/ﬂ |fu(2)|dz = /sz | fa()|d < 0.

De ésto deducimos que Y02, | fn(z)|dx < oo en casi todo punto, i.e existe
un conjunto medible Lebegue de medida nula N tal que la serie >0° | f.(z)
es absolutamente convergente en C para todo z ¢ N. Por tanto definiendo
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flx) = X0 fulx)siz ¢ Ny f(r) = 0sixz € N se tiene una funcién

f medible tal que >, f, = f en casi todo punto. Veamos que > 7, f,
converge a f en L'(9).

W—QMh:/uw—me

< [ S fu@)ld
n=N+1
< % JRRGIE
n=N+1
n=N+1

La convergencia absoluta de la serie nos lleva a concluir el resultado. W

Proposicién 2.3.6 (Desigualdad de Hélder)

(i) Sean 1 <p<ooyl/p+1/qg=1. Si f € LP(Q) y g € L) entonces
fg € LN(Q).

Adems || fall < |l llalle

(i1) Sean 1 < p1,py < 00 y1/pi+1/ps =1/ps. Si f € LP*(Q) yg € LP*(Q)
entonces fg € LP3 ().

Ademds | £y, < 11 9l

DEMOSTRACION: (i) Usando la desigualdad de Young

| (@2)lg(x)] < +

e integrando se obtiene

p q
[ 16l |uu  laly

q

St[|fllp = llglly =1 entonces Jo [f(2)|g()|dx <1/p+1/q =1.
Si||fll, = 0 6 bien ||g|l; = 0 se tiene que f = 0 en casi todo punto 6

bien g = 0 en casi todo punto, y por tanto fg = 0 en casi todo punto y el
resultado se cumple trivialmente.



32 Chapter 2. Introduccién a los espacios de Banach

Si £, > 0y llgll, > 0, tomar ' = £/||fll, ¥ ¢ = 9/llgll, ¥ aplicar lo
anterior para obtener || fg[: < [|], g1l

(ii) Se sigue de (i) teniendo en cuenta el siguiente hecho:
feLP(Q)=IflP e L'(Q)

) 1
y ademads || f|l, = “|f‘p|‘1/p-

Suponemos que | f|P? € Lpl/p3(§2>, lg|Ps € Lpz/m(Q) con p3/p1+p2/p1 = 1.
Por tanto | f|P3]g|P* € L'(2) con

1 1 1
1£9llns = P19 127> < A 7o gl e, = 1l 19 s

Corolario 2.3.7 5i Q) es un conjunto de medida finita, y 1 < p; < ps < 00
entonces LP?(Q2) C LP(Q).
Ademds || f|lp, < m(Q)MP=1]| fl, para toda f € LP*(Q).

DEMOSTRACION: Basta con usar (i) Proposition 2.3.6, pues tenemos que
f e LP(Q)y xq € LYN) para todo ¢ > 1. Pongamos 1/p; = 1/ps + 1/q.
Entonces fxq € LP*(Q) y se tiene que

1 xallpy < IIxalloll fllp = m(Q)YP =272 £,

Teorema 2.3.8 (LP(Q2),] - ||,) es un espacio normado para 1 < p < oc.

DEMOSTRACION:

Sean f,g € LP(2) y A\, € K. Consideremos los representantes de las
clases de equivalencia f1,g1 € LP(Q), es decir f(z) = fi(z) salvo en un
conjunto N de medida nula y g(z) = ¢i(z) salvo en un conjunto M de
medida nula. Entonces A\f + (g coincide con Af; + Bg; salvo en N U M.
Ademas

[Mi(2) + Bgr(@)[P < 2°(1/1(@)[7 + 92() ")

y por tanto A\f + Bg € LP(Q2). Esto demuestra que LP(2) es un espacio
vectorial.

Veamos ahora que es normado. Supongamos que || f||? = [q | f(7)[Pdz =0
entonces f = 0 en casi todo punto, es decir f = 0.
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Ademés | Mfll, = (Jo INPLF (2)[Pdz) P = [A]]| fl,.
Finalmente, si f,g € LP(Q) y || f + g, > 0, podemos razonar como en el
caso de sucesiones, es decir, usando la Desigualdad de Holder,

I +alp = [ 1)+ g@)pde

< [Uf@]+lg@DIf @) + ga)ldo
< [ @I+ g@P e+ [ g7 @) + o) da
< ([ If@Pd) /([ [£(@) + gla) @)
([ lg@)Prda) o [ |f(@) + gla)| " dr) e
= (Il + gl )1 + gz
Por tanto, despejando, | +gll, < 1£1l, + gl =

Teorema 2.3.9 (Teorema de Riesz-Fisher) Sea 1 < p < oo y sea (f,) una
sucesion de Cauchy en LP(2). Entonces existe una subsucesion f,, y una
funcién no negativa g € LP(QY) tales que

(i) |fn (@) < g(x) 2 €Q,

(ii) fn, converge a f casi por todas partes,

(iii) (fn) converge a f en LP(Q).

DEMOSTRACION:
Dado & = 1/2* existe nj, > ny_; tal que

Hfm - anp < 1/2k7 n,m > ng.
Consideremos g1 = |f,,| y definimos para k € N,
Ik = Gk—1 + ’fnk - fnk—l’ = ‘fﬂ1| + ’fnz - fm‘ +.t ’fnk - f“k71|'

Es una sucesion creciente de funciones no negativas en LP(2). Definimos

g(x) = limy_ gr(2).
Usando la desigualdad triangular de Minkowski

k
lgelly < Mfmillp + D 1 fns = Frissllp
=2

k
< Nfallp+3_1/277
=2

< Al fuallp +1 < 00
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Usando el Teorema de la convergencia monétona de Lebesgue se obtiene que
g € LP(Q), pues

g(x)Pdx = lilgn/ggk(x)pdx < 00.

Ahora se concluye que g(x)P < oo (y por tanto g(z) < oo) en casi todo punto.
Claramente (i) queda probado ya que

|fnk| S |fnk - fnk—1| +..+ |fn2 - fn1| + |fn1| = Gk S g.

Por otro lado existe un conjunto N de medida nula tal que si z ¢ N se
tiene

9(0) = gu(a) = 1o (@)] + 3 o) = Fu ()] < o0

Podemos concluir que la serie >7°,(fn, () — fn,_,(z)) es convergente en casi
todo punto. Definimos

f(@) = fu, () + Z (fni(2) = frioy (7))

y por tanto se cumple (ii).

Es claro que |f(z)| < g(z) en casi todo punto, y por tanto f € LP().
Veamos finalmente que ||f — f.|| — 0 cuando n — oo. Para cada n € N, se
tiene que, si z ¢ N,

B [ful) = fo, ()] = |ful2) — F()]
Por otro lado, dado ¢ > 0 existen ny € N tal que
/ | fu(z (x)|Pdx < €, n,m > ny.
Usando que existe ky € N tal que ny > ng para k > kg se concluye que
/|fn — o @)Pdz < &, 0>k > ko,
Aplicando ahora el lema de Fatou se concluye que
/ | fr (2 x)|Pdx < hmmf/ |fn(x) = fo,(2)|Pdx < P, n > mny.

Por tanto || f, — f|l, < € para n > ny. |
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Proposicién 2.3.10 (Densidad de las funciones escalonadas) Sea Q@ C R"
abierto no vacio y 1 < p < oo. Si f € LP(Q) y e > 0 entonces existe una
funcion escalonada g = Y} arxr,, donde I, son intervalos con I, C Q,
1 <k <m, tal que || f —g|l, < e.

DEMOSTRACION: Supongamos que ) es acotado y f > 0 es una funcién
superior. Ahora usando que 2 es abierto encontramos una sucesién creciente
de compactos (que son uniones de intervalos) tal que € = UgenKjy. Como
f es una funcién superior existe una sucesion creciente de funciones escalon-
adas fi (que podemos suponer no negativas) que converge a f en casi todo
punto. Ahora tenemos que (fx XK, )ren €S una sucesion creciente de funciones
escalonadas, cumpliendo

| fixr, — fIP — 0, en casi todo punto ,

y ademas
| frxr, — I < 2°[fP.

Por el teorema de la convergencia dominada se deduce que existe n, € N
tal que ||f — fixr,llp, < €,k > ng. Tomando g = froXrn, = Zht1 QkX1, S€
obtiene el resultado (ndtese que los intervalos I, C K, ).

Supongamos ahora que {2 no es acotado y que f : @ — C. Definimos
Q=QNn{x e R":|z|]| < k} que cumple Q = U2,y y, debido al Teorema
de la convergencia dominada de Lebesgue se tiene que

I = Fxolly = [ 1) = fxo,l'de =0, k= oc.

Ahora descomponemos primero fxa, = (Rfxa, )" —(Rfxa,)” +i(Sfxa,) —

i(Sfxa,)”- Y usando que LP(Qy,) C L'(€4), podemos incluso descomponer
cada una de las funciones no negativas integrables anteriores en diferencia de
dos funciones superiores positivas. y aplicamos la aproximacion anterior en
cada pedazo y recomponemos la aproximacién de la funcion original. MW

Teorema 2.3.11 Sea 2 C R"™ un conjunto medible Lebesque. FEntonces
LP(Q2) es separable para 1 < p < co.

DEMOSTRACION: Basta probarlo para 0 = R™. En otro caso si (f,) es una
sucesién densa en LP(R") entonces (f,)xq es una sucesién densa en LP(€2).
(En efecto, sie > 0y f € LP(Q)), basta considerar la extensién f(z) = 0 si
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x ¢ Qy flz) = f(x),z € Q de modo que || f, — f||zr@n) < € para algtin
n € Ny por consiguiente ||(f)Xxa — f|lzr@) < € para algin n € N.)

Ahora consideremos D el conjunto de funciones caracteriticas de interva-
los I = [ay,b1] X ... X [an,b,] con extremos a;,b; € Q. Este conjunto D es
separable, pues es equipotente con Q?".

Usando Proposicién 2.3.10 si f € LP(R™) y € > 0 entonces existe una
funcién escalonada g = >} axxr,, donde I son intervalos, 1 < k < m, tal
que ||f — g|l, < /2. Ahora podemos cada intervalo [} substituirlo por otro
Ji con extremos racionales de modo que m, (I \ Ji) < WZM Ahora
h =37 agxs, € LIN(D) y se tiene que ||g — hl|, < e/2.

Finalicemos esta seccién con el espacio L>(£2).

Definicién 2.3.12 Denotamos L>(Q2) es espacio de la funciones medibles
f:Q — C y acotadas. Ponemos L>®(Q) = L>(Q)/ ~. Se conoce con el
nombre de espacio de las funciones esencialmente acotadas.

Definimos || f|loo = inf{C >0 :m({x € Q:|f(zx)| > C}) =0}.

Proposicién 2.3.13 Sea f € L*(Q). Entonces |f| < ||flle en casi todo
punto, i.e.

miz € Q:|f(z)] > [|fll} = 0}.

DEMOSTRACION: Sea Cj > || fllo tal que C — || flloo < 1/ky m(Ax) =0
donde Ay = {x € Q: |f(z)| > Ck}. Es resultado se sigue del hecho {z € Q :
[f (@) > [[flloc} = UrAp. _

Teorema 2.3.14 (L*>®°(Q), || ||s) es un espacio de Banach no separable para
Q C R. medible con m(2) > 0.

DEMOSTRACION: Es inmediato probar que L>(Q) es un espacio vectorial.
Veamos que || - || €s una norma: Si ||f|l = 0, la Proposicién 2.3.13
implica f = 0 en casi todo punto.
Claramente si A # 0

inf{|\[C >0:m({zeQ:|f(x)]>C}) =0}
=inf{D>0:m({x € Q:|\f(x)] > D}) =0} = |\ f]l -
Finalmente observemos que

{zeQ:[f(x) +9(@)| > [flleo + llglloc}
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Clr e Q:[f(@)] > [[fllec} U{z € Q: [g(@)] > [lgllc}
y por tanto

m({z € Q:[f(2) + g(2)] > [[flloo + llglloc}) = 0

de donde se concluye que || f + glloo < [|flloo + ||g]]oo-

Demostremos ahora la completitud. Sea (f,,) una sucesién de Cauchy en
L>(Q)

Dado k € N existe ny tal que || fos — falloo < 1/k paran > ny y 1 € N.
Entonces, si

Any=A{z € Q| funi(e) = fulz)| > 1/k}
se tiene que m(A%Y ;) = 0 paran >ny y | € N.

Consideremos A = U2, Up2,, U2, A% | que tiene medida nula. Entonces

|fori(z) = ful@)| <1k kleNn>ng,x ¢ A (2.9)

y por tanto (f,(z)) es de Cauchy. Pongamos f(z) = lim f,(x) parax ¢ Ay
f(z) =0 para x € A. Veamos que f € L®(Q) y lim, o || fo — flleo = 0.
Como f es limite de medibles es medible. Ademés si z ¢ A,

|fm+l(x)| < |fn1+l(x) - fn1($)| + |fn1(‘r)| <1+ |fn1(x)|v leN

y tomando limites cuando [ — oo se tiene que |f(x)| < 14 |fn,(x)] en casi
todo = € Q. Usando la desigualdad triangular || f|lcc < 14 ||fn;[lco-

Finalmente usando (2.9) se concluye fijado k y n > ny y tomando limites
cuando [ — oo

[f(z) = fulz)| < 1/k z ¢ A,
por tanto || f — fullee < 1/k para n > ny y se tiene que (f,,) converge a f en
L>(Q).

Finalmente veamos la no separabilidad del espacio. Descomponemos €2 =
Ui, donde €, son disjuntos dos a dos y de medida positiva (basta con cortar
el espacio con una red de disjuntos de R"™) Considerar A C N y denotar
Q4 = Upeafd,. Poniendo

Oa={f € L=(Q): If = Xaullo <1/2}

se obtiene una colecciéon no numerable de conjuntos disjuntos dos a dos, lo
que permite, usando la Proposicién 2.2.8, probar que L>°({2) es no separable.






Chapter 3

Operadores lineales y continuos

3.1 Primeras definiciones y ejemplos

En esta seccion X e Y son espacios normados y no diferenciamos la no-
tacion de la norma en cada uno de los espacios, que sera denotada en ambos
casos por || - ||, salvo que pueda llevar a confusién.

Comencemos con un resultado que motiva las definiciones siguientes.

Proposicion 3.1.1 Sea T : X — Y una aplicacion lineal. Son equivalentes
(1) T es continua en x = 0.
(ii) T es uniformemente continua en X.
(i1i) Existe una constante C' > 0 tal que ||Tz|| < C|lz|| para todo x € X.

DEMOSTRACION: (i) ==(ii) Dado ¢ > 0 existe § > 0 tal que si [Ju < §
implica que ||Tu|| < . Por tanto ||Tz — Ty|| = ||T(z — y)|| < € siempre que
lz =yl <o

(il)==(iii) Como T'0 = 0, poniendo ¢ = 1 existe 0 > 0 con ||T'z1 —Txs| <
Isiflzg —as|| <6. Six#0, 21 = % y o = 0 entonces ||Tx;|| < 1. Esto
implica que ||Tz|| < 2[|z|. Es resultado se sigue tomando C' = 2.

(iii) =>(i) Es inmediato.

|

Definicién 3.1.2 Una aplicacion lineal y continua entre dos espacios nor-
mados T : X — Y se denomina operador entre X e Y. Escribimos L(X,Y)
para el conjunto de los operadores de X en'Y y denotamos L(X) = L(X, X).
Definimos, para T € L(X,Y),

|T|| = inf{C > 0 : ||Tz|| < C|z|| para todo x € X}.

39
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Proposicién 3.1.3 Si T € L(X,Y) entonces
1T = sup{|Tz]| - flf} <1},

DEMOSTRACION: Sea a(T) = sup{||Tz| : ||z| < 1}.

Si C' > 0 es tal que ||Tz|| < C||z|| para todo z € X entonces a(T) < C.
Por tanto a(7) < inf{C > 0: ||Tz| < Clz|,z € X} = ||T|.

Es claro que ||T(7%)]| < a(T) para todo = # 0. Por tanto ||Tz| <

llzl

a(T)||z|| para todo x € X. Luego ||T|| < a(T). |

Nota 3.1.1 FEs inmediato ver que

1T} = sup{||T|| - ||z[| = 1} = sup{Z—= : @ # O}.

Tz
e

Veamos ahora algunos ejemplos concretos de operadores entre espacios nor-
mados.

Ejemplo 3.1.1 Sean (X, [|-])) = (R", [|-[|5,) e (Y, |- [) = R™, || -[|p,) donde
1 < p1,p2 < 00. Toda aplicacion lineal T : X — Y tiene asociada una matriz
A = (ay;) de modo que T'(e;) = 371 a;je; donde e; denota la correspondiente
base canonica del espacio finito dimensional, ésto es

T(Z ZL‘iGi) = Z(Z aijxi)ej = Zyjej.
=1 j=1 i=1 j=1

Entonces T € L(X,Y), si 1/p1+1/q1 =1,

m n

1T < D2 lagg|m)P2/a) ez,

j=1 i=1

DEMOSTRACION: Como || 370, yje;lp, = (72 |y;]72)'/72, estimaremos [y;].
Usando la desigualdad de Holder, para cada j € {1,...,m}, se tiene

n n
il = 1> agzi] < (S lag|™) |z,
=1 =1

Ahora sumando en j se tiene

Tl = (313 )7 < (33

j=1 i=1 j=1 i=

n
|| )P )P |||,
1
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Ejemplo 3.1.2 Sea X un espacio de Hilbert y ¢ : X — K una aplicacion
lineal y continua no nula. Por el teorema de Riesz-Frechet existe xg € X\ {0}
tal que ¢(x) = (x,x0). Entonces ||p|| = ||zo]|-

DEMOSTRACION: Por la desigualdad de Cauchy se tiene |¢(z)| < ||z||||zolly
ésto implica que ||@|| < ||xo||. Eligiendo ahora =’ = Tooy S€ tiene que |2’ =1
y [#(2")] = [zo]| Por tanto [|¢]| = [lzol|. u

Ejemplo 3.1.3 Sea X = Co(R") e Y = R. Sea z¢p € R" y definimos ¢y, :
Co(R™) — R tal que
Guo(f) = [ (20)

Entonces ¢, € L(Co(R™),R) con ||¢g, | =1
DEMOSTRACION: Es claro que

620 ()] < sup [F@)] = [ ]

Por tanto ||¢,,|| < 1. Para probar ||¢,,|| = 1 es suficiente encontrar f €
Co(R™) tal que |[flloc = 1y [f(20)| = 1.
Tomemos

0<t< |Jzol +1
||fvo||+2 )=t ol +1 <t < laol| +2 .
t> ||zo] +2

Deﬁmmos f = ( xH para z € R™. Es claro que f € Coo(R"), || flleo =1

Ejemplo 3.1.4 Sean X =(?, 1 <p <oo,Y =/(' yT : (P — (' dado por

Tn

T((znnerd) = (2

)nGN-

Entonces T € L(P, 1) con ||T| = (222, 1)V donde 1/p+1/q = 1.

?’Llnq

DEMOSTRACION: En primer lugar hay que ver que estd bien definido. En
efecto si (zp)pen € (P, como (L),en € 9 (pues 1 < ¢ < o0), entonces
(%)HEN S El.
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Claramente es lineal. Para ver que es continua usamos la desigualdad de
Holder,

o |0 1
IT((@n)nem)ll = D2 == < 1 )nenllgll @n)nerlp-
n=1
Sea C, = (X022, 2)V4. Para probar que ||T|| = C, es suficiente encontrar

(#n)nen tal que H(ﬂfn)neNHp/Z Ly [T ((zn)new)ls = Cq.
—aq/p
Consideremos z,, = ~%—, para n € N. Es claro que

_ s 1
||(xn)n€N||p = Cq q/p(ngl n(q—l)p)l/p —1
Por otro lado
o Cq—q/p )
||T((xn)n€N)||1 = Z 7 = Cq q PC;] — Cq.

n=1

Ejemplo 3.1.5 Sean X =Y = (P paral < p < 0o. Dado 0 # (Ap)nen € £,
definimos T : (P — (P por

T)\((xn)nEN) = ()\n-Tn)nEN-
Entonces Ty € L(LP,07) con ||T|| = ||(An)nen||oo-

DEMOSTRACION: Es inmediato que estd bien definido y es continuo con
IT]| < [[(An)nenl|co- Para probar que |[|T'|| = ||(An)nen|loo encontraremos para
cada € > 0 una sucesion (z5)neny € F tal que [|(25)nenl|, = 1 verificando que

A (25 )new)llp + & > [{(An)nenlloo-

Para e > 0 existe n. € Ntal que |A,_| > ||(An)nen|lo—e. Tomar z5 = ‘iﬁ
para n = n. y x;, = 0 para n # n., que cumple que [|Tx((25)nen)llp = [An.]-
]

Ejemplo 3.1.6 Sean X = [P(Q), 1 < p < oo eY = LYQ). Dada 0 #
f e LiQ) para 1/p + 1/q = 1, definimos el operador multiplicacion M; :
LP(Q2) — LY(2) por

My(g) = fg.
Entonces My € L(LP(Q), LY(Q)) con ||[My|l = || f]l4-
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DEMOSTRACION: Es inmmediato, usando la desigualdad de Holder, que el
operador estd bien definido y es continuo con ||M¢| < ||f|l,- Para demostrar
que [| My = [[f]ly tomar

f(z)
— x)|2—4a f('r) # O
nie) = { = S0

Se tiene que

loslly = ([ 1f @)PDda)s = | £,

por tanto si tomamos g(z) = || f||;7?g1(z) que cumple ||g|l, =1y My(g) =
1£1179%1.f 1. Por consiguiente [[M¢(g)lls = || fllo- u

Ejemplo 3.1.7 Sean X = L'([0,1]) e Y = C([0,1]). El operador de Volterra
vV : LY(]0,1]) — C([0,1]) viene dado por

V(f)(z) :/Ozf(t)dt, ze0,1].
Entonces V € L(L'([0,1]),C([0,1])) con ||[V| = 1.
DEMOSTRACION: Como

V() = V(N < [f()ldt, 0<z<a'<1

[z,2']

se tiene que V(f) es continua si f es integrable. Luego V' estd bien definido.
Por otro lado

V(P llee = sup [ [ f(t)dt] < sup If(t)ldtZ/ |f(B)]dt = [[f]]x-

0<z<1 J[0.a] 0<z<1[0,2] [0,1]

Esto prueba que ||V|| < 1. Por otro lado cualquier f > 0 con ||f|[; = 1 sirve
para alcanzar la norma, pues supg<,<1 | fo, f(t)dt| = ||f|l1 para f > 0. Lo
que demuestra que ||V = 1. [

Ejemplo 3.1.8 Sean X =Y = C([0,1] y K : [0,1] x [0,1] — R una funcién
continua. Si denotamos Tk : C([0,1]) — C([0,1]) el operador integral dado
por

Te(F)(w) = [ K. f )y
entonces T € L(C([0,1],C(]0,1])) con | Tk| < || K||oo-
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DEMOSTRACION: Veamos primero que estd bien definido: Si f € C([0,1])
entonces

Tk (f) () = Tie () ()]

IN

[ 1K) = Kl Wy
Il 0, 1K o) = Ko/ ).

IA

Suponiendo que f # 0, como K es uniformemente continua en [0, 1] x [0, 1],
dado ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que si |z — 2'| < § e |[y —y/| < I entonces
|K(x,y)—K(2',y")| < e/ flleo- Portanto |Tx (f)(z) =Tk (f)(z")] < e siempre
que |z — 2’| < 6.
Por otro lado, si || K||oe = supg<, ,<1 |K(7,y)], entonces
1
sup [Tk (f)(x)] < sup | [K(z,y)[|f(y)ldy < [ Kl|sol[ f]loc-
0<a<1 0<z<1J0

Ejemplo 3.1.9 Sean 2,y subconjuntos abiertos de R™ con medida finita,
l<p<ooyl/p+1/g=1. Sean X = LP()1), Y = LP(Qs) y K : Q1 xQy —
R wuna funcion medible y acotada. Si denotamos Tk : LP() — LP(§2) el
operador integral dado por

() = [ K@)l @)z, ye o

entonces Ty € L(LP(4), LP(Q2)) y

Tkl < m()9m(Q)'? sup  |K(z,y)|.
€N ,yeN2

DEMOSTRACION: Probemos primero que Tk estd bien definido: Sea f €
LP(€21). Pongamos M = sup,cq, ,en, |/ (2,y)| y recordemos que LP(€) C
L'() puesto que m(£2;) < oo. La funcién z — K(z,y)f(x) es medible y
|K(z,y)f(x)] < M|f(z)]. Por tanto [, K(z,y)f(z)dr estd definido para
todo y € €2y. Usando la desigualdad de Holder se tiene que

LD < ([, 1K@ ylde) 7] 1],
Por tanto se consigue
([ TPy < (] (] K y)ldey’s) £lgdy) e
< M Flym(@) om(2)' .

Esto permite concluir el resultado. |
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3.2 El espacio L(X,Y)

Teorema 3.2.1 Sean X e Y espacios normados sobre K.

(i) Entonces (L(X,Y),| -1|) es un espacio normado.

(i1) Si el espacio Y es de un espacio de Banach entonces L(X,Y) es
también un espacio de Banach.

DEMOSTRACION: Sean TS € L(X,Y), \, 5 € K entonces AT + 35S es lineal
y continuo. Por tanto L(X,Y’) es un espacio vectorial sobre K. Veamos que
| - || es una norma.

(i) Si ||T"]] = 0, usando que ||Tz|| < ||T||||x|| se concluye que T" = 0.

(ii) Para A € K, AT = sup{ |AT(@)]| : [lz]] = 1} = ]A[|T].

(iii) Si 7,5 € L(X,Y),

1T+ S| = sup{[|T(x) + S(x)[| - [[=]] = 1}
sup{[| ()| + [[S(@)I| - fl=fl = 1}
sup{[|T(z)[| = [lz]] = 1} + sup{ IS ()]} - [l=]] = 1}

17+ 11511

IN A IA

Supongamos que Y es completo. Sea (7)) una sucesién de Cauchy en
L(X,Y). Para todo = € X, n,m € N se tiene

1T (x) = Ton(@)]] < T = Tonl |

y por tanto (7, (z)) es una sucesién de Cauchy en Y. Usando la completitud,
definimos T'(z) = lim, o Tn(x) para x € X. De las propiedades de los
limites se tiene que T es lineal. Veamos que es continuo. Observar primero
que ([T ])nen es una sucesién de Cauchy ya que [[| 7] = ([T || < |70 = Tl
y por lo tanto acotada. Sea M = sup,,cy || T0||. Entonces se tiene que

|72 = lim [ Tu(@)]| < Ma]l

Veamos ahora que lim |T — T,,|| = 0. Dado € > 0 existe ng € N tal que si
||z|| <1 tenemos

|To(z) = T(2)|| < |10 = Tl <&, nym > nq.
Fijando m > ngy y tomando limite cuando n — oo se obtiene

[T(x) = To(2)|| <&, m = no, [Jzf] < 1.



46 Chapter 3. Operadores lineales y continuos

Por tanto |7 — T,|| < € para n > ny. |

Implicitamente en la demostracién anterior hemos visto el siguiente re-
sultado, cuya demostraciéon dejamos como ejercicio.

Proposicién 3.2.2 Sean X e Y espacios normados y (T,,) € L(X,Y) una
suceston de operadores tal que existe nh_)rgo T.(z) para todo x € X. Si defini-
mos Tx = nhjgo T,x entonces

(i) T : X =Y es lineal, y,

(1) sisup,ey || Tnl| < 0o entonces T € L(X,Y) con||T|| < liminf, o ||Z5.]|-

Nota 3.2.1 En general limite puntual de operadores lineales y continuos no
es un operador lineal y continuo. Tomar X = ¢y e Y = K y definamos
T.(z) = x, para x = (Tg)ren. Fs claro que nlggg T.(z) = 0 para toda x € cy.

Por tanto T, converge puntualmente a 0, y sin embargo lim T, =1#0.

Esto se debe a que ||T,|| = 1 para n € N ya que |T,(e,)] = 1 para e, =
n—1

——

0,---.0,1,0,..).

Proposicién 3.2.3 Sean X,Y y Z espacios normados. Si T € L(X,Y) y
S e L(Y,Z) entonces SoT € L(X,Z). Ademds ||SoT| < ||S||7Tl-

DEMOSTRACION: Es claro que la composicién de aplicaciones lineales y con-
tinuas es lineal y continua. Para ver la estimacion de las normas observar
que

1S o T (@)l = I1S(Tx)[| < STl < ISTIT ]I,

de donde se concluye que [|S o T'|| < [|S|||T]|. [

Definicién 3.2.4 Dado X espacio normado, denotamos X' = L(X,K) y le
llamamos espacio dual (¢ dual toploldgico) de X. Los elementos ¢ € X' se
llaman formas lineales (6 funcionales lineales) sobre X .

Nota 3.2.2 Usando Teorema 3.2.1 X' es siempre un espacio de Banach con
la norma ||| = sup{[¢(2)| : [|=]| < 1}.

Ejemplo 3.2.1 Sea X = (" para 1 <p < c0. Sea ¢ : ? — K dada por

¢(($n)n€N> =T+ Ta.
Entonces ¢ € X' con ||¢|| = 2"/ donde 1/p+1/q = 1.
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DEMOSTRACION: La linealidad es inmediata. Si (x,,)n,en € P entonces
[6((n)new)| = |1+ 22| < 2Y9(|21 P + |22|) P < 279 () nen
Tomando (2°),en = (277,277 0, ....) se tiene

|p(a7)new)| = a7 +af = 21/1.

Ejemplo 3.2.2 Sea X = C([0,1]) y sea ¢ : C([0,1]) — K dada por

o(f) = 2f(1/2) = F(1/3).
Entonces ¢ € X' con ||¢]| =3 .

DEMOSTRACION: En efecto si f € C([0,1]) entonces

[o(N = 127(1/2) = F(1/3)] < 2|F(1/2)] + | F(1/3)] < 3] fl|ce-
Tomando f una funcién continua con ||f|l.c = 1y tal que f(1/2) =1y
f(1/3) = —1, se obtiene que ¢(f) = 3. [ |
Ejemplo 3.2.3 Sea X = C([0,1]) y 0 # g € C([0,1]). Sea ¢ : L'([0,1]) —
K dada por ¢(f) = [io.q f(t)g(t)dt para f € L'([0,1]). Entonces ¢ € X' con
161 = 1glloo-

DEMOSTRACION: Probemos sélo la continuidad.
oI =1 [ F0adl < [ 7@ o@ldt < olloll I

Sea ty € [0, 1] tal que ||g]| = |g(to)| > 0 (supongamos 0 < t; < 1, siendo los
casos tg = 0 y tg = 1 una modificacién del argumento que sigue). Definimos

@ (g> /[150—1/2n,t0+1/2n]g< )

que verifica, por la continuidad de g, que nhlgo na,(g) = g(ty). Ahora consid-

an(g)

erar f,(t) = 1o (T Xlto—1/2n,to+1/2n]- Es claro que f, € L'([0,1]), ||fu]l1 = 1
y ademas

o) = [ fagtore = n 220 g(t)dt = (o).

lan (9)| Jito—1/2n,t0+1/2n]

Luego lim 6(f,) = [9(ts)] = lgllsc. Esto implica [|¢] = [lgll. n
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Definicién 3.2.5 Sean X,Y espacios normados sobre el mismo cuerpo K y
T:X — Y un operador en L(X,Y'). Diremos operador conjugado de T y lo
denotaremos T" a la aplicacion T' :Y' — X' definida por T"(¢) = ¢poT, i.e.

T'(¢)(x) = ¢(Tx).

Proposicién 3.2.6 Si T € L(X,Y) entonces T* € L(Y', X") con | T <
1T

DEMOSTRACION: Usando la Proposicién 3.2.3 se tiene que T* € L(Y’, X).
Ademas

I DI < ITNlell, ¢e€Y"
Por tanto ||T*|| < ||T- ]

Nota 3.2.3 El lector debe saber que en realidad ||T|| = ||T"|| pero la de-
mostracion requiere argumentos que no se incluyen en este curso y por tanto
no se presenta en estas notas.

Definicién 3.2.7 Sean X e Y espacios normado y T : X — Y wuna apli-
cacion lineal.

Se dice que T es un isomorfismo (topoldgico) de X sobre Y si T es una
biyeccion continua de inversa continua.

Se dice que T' es una isometria si ||Tx|| = ||z|| para todo z € X.

X e Y se dicen isomorfos (o topoldgicamente isomorfos) si existe T :
X — Y isomorfismo.

X eY se dicen isométricamente isomorfos si existe T : X — Y isometria
lineal suprayectiva.

Nota 3.2.4 Si T : X — Y es lineal e inyectiva entonces T~ : T(X) — X
es automdticamente lineal.

DEMOSTRACION: Si y1,y2 € T(X) existen (y ademds tnicos) z1, 22 € X
tales que T'(z1) = y1 e T(x2) = yo. Por tanto dados oy, as € K,

T Yoy + aoyp) = T HauT(x1) + axT(3))
= T YT (21 + o))
= o171 + Qoo
= alT_lyl + ong_lyQ.
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Nota 3.2.5 Si T : X — Y es lineal, inyectiva y continua entonces T~ :
T(X) — X no es automdticamente continua.

DEMOSTRACION: Sea T' = id : {; — {5 dada por T'(z) = z. Es claro que
|Tx||2 < ||z|/1 luego es lineal continua e inyectiva. Claramente T'(¢y) = {1 y
T (] - 1]2) — (4] - ||1) coincide con T~!(z) = z. Sin embargo T~ ! no

es continua, pues existe una sucesion x,, = %22:1 e en /' tal que
lzallz =0, T (za)l1 =1,n €N.
[ |
Nota 3.2.6 SiT: X — Y es un isomorfismo entonces || T~ > ||T||7*. Se
sigue del hecho Id|x =TT puesto que 1 = [|[T-YT| < [T~ Y|||T]|.
Ejemplo 3.2.4 T : /7 — (7, 1 < p < 00, definida por
T((xq, g, ...) = (0,21, 29, ....)
es una isometria lineal pero no suprayectiva.

Ejemplo 3.2.5 Si X es un espacio de Hilbert sobre R. FEntonces X' es
isométricamente isomorfo a X.

DEMOSTRACION: Definimos T': X — X’ dado por Tz = ¢, donde ¢,(y) =
(y,x) para y € X. Usando Teorema de Riesz-Frechet si ¢ € X' entonces
existe o € X tal que ¢(x) = (z, o). Luego T es suprayectiva. La linealidad
es inmediata en el caso K = R. Ademds, como se vié en el Ejemplo 3.1.2),

1Tz = sup{[{y, 2)| - lyll <1} = [l].
u

Definicién 3.2.8 Dos normas ||« ||1 v || - ||z sobre un espacio vectorial X se
dicen normas equivalentes si existen constantes A, B > 0 tales que

Allzlly < lzllz < Bllef, = e X.

Proposicién 3.2.9 Sean (X, |- |lx) e (Y,| - |ly) espacios normados sobre el
mismo cuerpo y T : X — Y wuna aplicacion lineal suprayectiva. Entonces T
es un isomorfismo si y solo si existen constantes A, B > 0 tales que

Allzlx < IT@)[ly < Bllz]x, zeX.
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DEMOSTRACION: =—>)Como T € L(X,Y) se tiene que [|T(x)|ly < ||T||||l=] x
para todo r € X. Como T~ € L(Y, X) entonces

lzllx = 1T~ (T2)llx < T~ I Ty, € X

Tomar A= [T~y B=|T]|.
<=)Claramente 7' € L(X,Y) con | T|| < B. T es inyectiva, pues kerT = {0}
yva que ||T'(z)|]y = 0 implica x = 0. Por otro lado

1T W)llx < ANTT W)y = A lyly y €Y
de donde se deduce (junto con la nota 3.2.4) que T-' € L(Y, X). |

Nota 3.2.7 Dos normas son equivalentes si Id : (X, -|1) — (X, ]| - ||2) es
un 1somorfismo.

Ejemplo 3.2.6 En el espacio K" todas las normas || - ||, para 1 < p < oo
son equivalentes

DEMOSTRACION: Se sigue de las estimaciones para 1 < p; < py < 00,

H("L‘l? "‘7xn)||p2 < ||(Z)31, "'7xn>||p1 < nl/pl_l/mH(Il? "'71771)”1?2'

3.3 Espacios de Banach finito dimensionales

Denotaremos para 1 < p < oo y n € N por K7 los espacios K" consider-
ados con la norma || - [|p.

Teorema 3.3.1 (Teorema de Tikhonov) Sea (X, || - ||) un espacio normado
sobre K de dimension finita n. Entonces X es isomorfo a K.

En particular todas las normas sobre un espacio X finito dimensional son
equivalentes.

DEMOSTRACION: Sea eq,- -, e, una base (de Hamel) del espacio X. En

particular x € X se puede escribir (de manera tunica) x = > | z;e; donde
x; € K. Definimos 7" : K, — X dado por

T((xb T ,xn)) = Zi: Ti€;.



3.3. Espacios de Banach finito dimensionales 51
Claramente T' € L(K", X)) con [|T|| < 3™, |leill, puesto que
IT (1, el < 1D miesll < D lleilla] < (3 lleil]) max .
i=1 i=1 i=1 ==

Ademas T es biyeccién por ser (e;) una base. Como la esfera unidad de K7
es compacto, podemos poner

m = min{|[T((z1,- )] : max fai| = 1}
y por el teorema de Weierstrass m = ||T((wy,---,w,))| para un vector
||(wy, -+, wy)|lee = 1. Por tanto m > 0 porque T es biyecciéon y w # 0.

Por consiguiente \]T(m(aﬁ, -+, 2,))|l = m para todo = # 0. Lo que

permite concluir que

mH(xla ’xn)HOO < HT<<:U17 e 7xn)>H7(x17"' 7xn) e K"

Probando la desigualdad que nos faltaba. |

Corolario 3.3.2 (i) Todo espacio normado finito dimensional X es un es-
pacio de Banach.

(i1) Si'Y es subespacio finito dimensional de un espacio normado X en-
tonces Y es cerrado.

(11i) Si X es un espacio normado finito dimensional, Y es un espacio
normado y T : X — Y es lineal entonces T es continua.

DEMOSTRACION: (i) Usando el Teorema 3.3.1 existe 7' : X — K™ isomor-

fismo. Pasando por el isomorfismo anterior y usando que (K", || - [|s) €s
completo se obtiene el resultado.

(ii) se sigue usando que (Y, || - ||) es normado y el apartado (i).

(iii) Sea ey,---,e, una base (de Hamel) del espacio X. En particular

x € X se puede escribir (de manera unica) x = Y, x;e; donde z; € K.
Luego

n
IT(x)]| < ZI%!HT e < Q_11Tes|) max |z
=1

1<i<n
=1

Como maxi<i<y, |z;| < B||z|| se obtiene | T(x)|| < B(X, [|Te])||«]|. M

Teorema 3.3.3 (Riesz) Un espacio normado X es finito dimensional si, y
solo si, la bola unidad cerrada es compacta.
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DEMOSTRACION: Supongamos que X es de dimensién finita, y sea T : K% —
X un isomorfismo entre ellos. Usando que

1T @)oo < M2l < TN, - 20) oo
para x = Y_I' | x;e; se obtiene que
{zre Xzl <1} CT{(z1, - 20) €K (21, 20)[loo < NTTHID).

Ahora usando que la bolas cerradas de K2 son compactos y 1" es continua
se tiene que T({(21, -, ) € K" : [[(w1, -, @n)lloc < |T7H|}) es compacto.
Finalmente todo cerrado en un compacto es también compacto, lo que prueba
que la bola unidad cerrada es compacto.

Supongamos ahora que la bola unidad Bx = {x € X : |z| < 1} es
compacta. Consideremos un recubrimiento de la misma dado por B(y, 1/2) =
{r € X :|jz —y| < 1/2} con y € B,. Existe entonces una coleccién finita
Y1, Yn € Bx tal que Bx C UX,B(y;,1/2). Sea Y el subespacio vectorial
generado por yi,..,Y,, que sabemos que es necesariamente cerrado en X.
Veamos que Y = X y por tanto X es de dimension finita.

Supongamos que existe z € X \ Y. Como Y es cerrado se tiene que d =
d(z,Y) > 0. Podemos entonces encontrar y € Y tal que d < ||z — y|| < 3d.
Como z = ﬁ € By existird y € Y tal que z € B(yg, 1/2). Ahora bien,

c=y+lv—yllz=y+ Iz —yllye + [z —yll(z = y)-
Como y + ||z — y|lyx € Y tenemos que

1 3
d< o=@+ llz =ylly)ll = llz = yllllz —yull < Sllz =l < 74,

lo que lleva a una contradiccion. [

Definicién 3.3.4 Sea X un espacio normado y A C X. Diremos que A es
relativamente compacto si A es compacto.

Corolario 3.3.5 Sea X un espacio normado. X es de dimension finita si,
y solo si, todo acotado es relativamente compacto.

Teorema 3.3.6 Sea 1 < p < oo y n € N. El espacio dual de K es
isométricamente isomorfo a K donde 1 < g < oo con 1/p+1/q=1
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DEMOSTRACION: Supongamos que 1 < p < oo. Sea T : (K7) — K la
aplicacién definida por

Es inmediato probar que T es lineal. Veamos que es una isometria. Supong-

amos ¢ # 0 y tomemos \; = IZEZS\’ si p(e;)) 0y A =05si ¢(e;) =0.

[(6(er), - dle)ll, = é}lqs(em”q

- <§g|¢<ei>|q—w¢<e¢>>”q

= (ZW(Q)’WU\@'@@'))U(]

i=1

< I D Igled)|” dves]|
i=1

= [lll"*(3 lo(ed)|) /.
i=1

Por tanto (7 [¢(e;)|")"7 < [4]].
Por otro lado, es claro que

|¢><§‘z Bes)| < Z Billé(er)] < <z 847 P(3 el

luego [|g]| < (Z7y |o(eq)|)/1.
Veamos finalmente que es suprayectiva. Dada (aq,---, ) € Ky defi-
namos

(51, ) = zaﬁ

Es lineal y cumple que T(¢) = (aq, -+, ).
Los casos p = 1 y p = oo se hacen de manera andloga y se dejan como
ejercicios. [

3.4 Dualidad

Hemos visto en Ejemplo 3.2.5 que, en el caso de espacios de Hilbert reales,
X' es isométricamente isomorfo a X. Para espacios de Hilbert cualesquiera
puede decirse lo siguiente:
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Teorema 3.4.1 Si X es un espacio de Hilbert con producto escalar {-,-),
y consideramos la aplicacion de Riesz Jx : X — X' dada por Jx(x) = ¢,
definido por

¢ (y) = (y, 7).
Entonces Jx es una aplicacion biyectiva que cumple || Jx(x)|| = ||z|| y verifica
Jx(o1my 4 ianrs) = a1 Jx(x1) + asJx(x2) para ay,as € K y xq,29 € X.

Hemos visto también en Teorema 3.3.6 que (K7)" es isométricamente iso-
morfo a K para 1 <p<ooy 1l/p+1/qg=1.

Veamos cual es la versién infinito dimensional de dicho resultado. La
demostracion es similar a la presentada en Teorema 3.3.6 y se deja como
ejercicio.

Teorema 3.4.2 Sea 1 < p < oo y 1/p+1/q = 1. Entonces ({7) es
1sométricamente isomorfo a (9.

Analicemos los casos p =1y g = 1.
Teorema 3.4.3 ({')" es isométricamente isomorfo a £*°.

DEMOSTRACION: Definimos T : (> — (') mediante la aplicacién
A=A A ) = dal(a, s, 0)) = D an
n=1

Es claro que estd bien definida, pues > 07, ay, A, es convergente para toda
(On)nen € 01y (An)nen € £°. Ademas T es lineal y cumple

o0

[r(()nen)| < (O |an!)(81€1§ Anl) = 1) nent ool (@ ) nen|1-
n=1 n
Por otro lado, como (A, )nen € €°°, para cada € > 0 existe m = m(c) € N
tal que
(A )nenlloo < [Am] + €.

Se tiene que &—:‘em e, Héﬁemul =1y

An
A(r5rem) = Ponl 2 1w enlloe =

Esto demuestra que ||éx]| = [[(An)nen||loo ¥ POr tanto T es una isometria.
Para finalizar hay que ver que T es suprayectiva. Dado ¢ € (¢!)’, considerar
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A = ¢(en) para n € N. Claramente sup,cy || < [|¢||. Ademds T'(\) =
O = ¢.

En efecto,

Qb((al,"‘,am'”)) = lim ¢((a1,"',QN,O,"'))

N—oo

N
= Jim et

Teorema 3.4.4 (cy) es isométricamente isomorfo a (*.

DEMOSTRACION: Definimos T : /' — (¢)’ mediante la aplicacién

)\:<)‘17'”7>\n7'”>H(b)\((al;"'uanf")):ZanAﬂu
n=1

Es claro que esta bien definida, pues > 77, o, A, es convergente para toda
(@n)nen € c0 Y (An)nen € 1. Ademds T es lineal y cumple

|[Ox((an)nen)| < (i [An)(sup Jorn|) = [|(An)menllsl| (en Jnerloc

n=1 ne

Por otro lado, como (\,)en € €1, para cada ¢ > 0 existe N € N tal que

N
[(An)nenlls < 1A, Aw)ll +& =3 [Aa] +e.

n=1

az—:_{&; 26177N7>\7,7£0

0 otro caso

Se tiene que (& )nen € coo, ||(Q5)nen|lo =1y

Oa((@)nen) = [(Ar, - ANl 2 [[(An)nenlls =&
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Esto demuestra que [|@y|| = ||[(An)nen||1 v por tanto T es una isometria.
Para finalizar hay que ver que T es suprayectiva. Dado ¢ € (¢g)’, considerar
An = ¢(e,) para n € N. Se tiene que para todo N € N

N

N N
Z Nl =) |olei)] = ¢(z_: @;e;)

para cierta (a;)i1<i<y € coo con ||(n)nen|loc = 1 (basta tomar o; = |§?|
i # 0y a; = 0 en otro caso). Por tanto (\,)nen € £!. Ademds T((An)nen)
Or = 0.

En efecto,

si

¢((a17"'7an7"')) = ]\}E?)o¢((al’.“’a]v’0’.“))

N
= lim 7; aig(e;)

En el caso de espacios de funciones se pueden probar, aunque no incluimos
su demostracién completa, los siguientes resultados:

Teorema 3.4.5 5i ) es un conjunto medible de R™. Entonces

(i) (LY(2)) es isométricamente isomorfo a L=().

(ii) (LP(2)) es isométricamente isomorfo a L(Q) si 1l <p <ooy1l/q+
1/p=1.

DEMOSTRACION: (Esbozo de demostracién) Si f € L%(2) entonces T'(g) =
Jo f(x)g(x)dx define un funcional lineal sobre LP()), cuya continuidad es
consecuencia de la desigualdad de Holder. Para alcanzar la norma se pro-
cede seleccionando una funcién ¢ en un proceso similar al realizado para
sucesiones. La dificultad radica en la suprayectividad que requiere el uso de
teoremas (como el de Radon-Nikodym u otras alternativas) que no veremos
en esta asignatura. [
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3.5 Operadores invertibles

La busqueda de soluciéon de una ecuacion Tx = y en el contexto de es-
pacios de Banach lleva a analizar la invertibilidad del operador. Si existe
T7':Y — X entonces z = T 1y es la solucién buscada. Ahora bien nos
interesa que las soluciones sean continuas en el dato, es decir a variaciones
continuas del dato le correspondan variaciones continuas de la solucion. Bus-
camos entonces también que 7! sea continua.

Definicién 3.5.1 Un operador T € L(X,Y) se dice invertible si existe S €
LY, X) tal que SoT = 1Ix yT oS = Iy donde Ix : X — X denota la
identidad en el espacio X. Dicho operador se denota T :Y — X.

Nota 3.5.1 Un operador es invertible si y solo si es un isomorfismo de X
en Y.

Recordemos que si T : X — Y es lineal y X es finito dimensional entonces
dim(T(X)) + dim(Ker(T)) = dim(X).

Por tanto son equivalentes:

(i) T es inyectiva.

(ii) T es suprayectiva.

(iii) T" es invertible.

Cuando X no es finito dimensional las condiciones anteriores no son equiv-
alentes en general.

Ejemplo 3.5.1 Sean L : (* — (> dado por L((xq1,z2, ) = (xg, 3, ")
y R : (> — (% dado por L((xy,22,-+)) = (0,21, 29,--+). Entonces L es
suprayectiva pero no inyectiva, R es inyectiva pero no suprayectiva. Ademds
Ro L =1dsy pero Lo R +# RL.

Definicién 3.5.2 Definimos el producto de operadores ST = S ol para
S, T € L(X). Esto permite dotar a L(X) de una estructura adicional
(dlgebra de Banach no conmutativa con identidad), es decir ademds de la es-
tructura de espacio vectorial con las operaciones (S, T) — S+T y (\,T) —
AT se tiene la ley interna (S,T) — ST que cumple

(i) TU(TTs) = (TVT)Ts, T, To, Ty € L(X),

(ZZ) S(/\lTl + )\QTQ) = MST) + /\QSTQ, /\1, Ay € K, S, T,T, € L(X),

(1)) SIx = IxS =25, Sel(X),

(i) IST| < |SIITI, ST € £(X).
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Teorema 3.5.3 (Criterio de invertibilidad) Sea X un espacio de Banach y
T € L(X). Sila serie >0, T" (donde T° = Ix) es convergente en mnorma
entonces Ix — T es invertible. Ademds

(Ix —T)"' = i .
n=0

DEMOSTRACION: Sea S, = >, T* y denotemos S = > heo T*. Entonces,
usando (iv) en la definicién anterior, la aplicacion @7 : L(X) — L(X) dada
por S — ST es continua. Por tanto podemos escribir

ST = (lim S,)T = lim S,T = lim ZT’““— lim S,y — Iy = 8 — Ix.

n—oo n—oo

Esto permite despejar S(I —T) = S — ST = Ix. Anédlogamente se concluye
que (I —T)S = Ix. [

Corolario 3.5.4 Sea X un espacio de Banach y T € L(X).
(i) Si ||T|| < 1 entonces Ix — T es invertible y ||(Ix — 1)~ 1” <

(ii) Si ||[I —T| <1 entonces T es invertible y | T~ <

1- ||T||

1- HI |-

DEMOSTRACION: (i) Usando que la serie 30° || T]|™ < oo y teniendo en
cuenta que ||T"| < ||T]|™ se concluye que la serie Yo% ;7™ es absolutamente
convergente. Por tanto converge y debido al Teorema 3.5.3 existe (Iy —T) L.
Ademas

N N [e%) 1
Iy —T)7Y = 1l T < i ™ < TI" < —————.
(Ix —T) NL”;”;O ||_Ngnm§\| ||_7§|| | ST

(ii) Aplicar (i) a Ix —T. [
Denotemos §(X,Y) ={T € L(X,Y) : T invertible }.
Teorema 3.5.5 Sean X,Y son espacz'os de Banach y T € §(X,Y). Si S €
L(X,Y) es tal que ||S — T < Ty entonces S € §(X,Y). Ademas
(i) 157 < =gy

1= T= IS =T 7

P e e
(1) [T = ST < =gt

HT
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DEMOSTRACION: Sea R = T~1S. Se tiene que
l1x = Rl =TT = S)| < IT7HIIT - S| < 1.
Usando el Corolario 3.5.4 se tiene que R € §(X, X) y ademas

1 1
< .
[Ix = R = 1= [T H[|T" = 5|

R <
IR < 1
Teniendo en cuenta que S = T'R se tiene que S € §(X,Y ) con S~t = R7!T1.
Esto permite concluir que

I
=TT - 5]

ISTH < N7 MR <

Esto demuestra (i).

Para probar (ii), observar que
TS t=T1'S—Ix)S ' =TS -T)s™".

Combinado con (i) permite concluir el resultado. |

Corolario 3.5.6 Sean X,Y espacios de Banach. Entonces
(i) S(X,Y) es abierto en L(X,Y).
(1)) T — T~ es continua de G(X,Y) en G(Y, X).

3.6 Aplicaciones a ecuaciones integrales
En este capitulo analizaremos el uso de las técnicas abstractas de Anélisis
Funcional para la resolucion de distintos tipos de ecuaciones integrales, es

decir en aquellas que la incognita aparece dentro de una integral. Comen-
zaremos aplicando los resultados anteriores a un caso particular.

Ejemplo 3.6.1 Dada y € C([0,1]) encontrar una solucion x € C([0,1]) de
la ecuacion integral

x(s) — /01 sen(st)x(t)dt = y(s),s € [0,1].
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DEMOSTRACION: [ ]

Consideremos el operador integral Tx(s) = [, sen(st)x(t)dt definido en
X = C([0,1]). Por el Ejemplo 3.1.8 se tiene que T' € L(X) y

|IT|| < sup |sen(st)| = senl < 1.
0<s,t<1

Usando el Corolario 3.5.4 se obtiene que Ix — T es invertible, luego para
todo y € C([0,1]) existe una unica solucién continua x tal que z — Tz = y.
Ademas podemos calcularla explicitamente, pues

o
r=Ix=T)"y) =Y Ty = lim y+Ty+T?y+..+T"y.
n=0
Seaxg=vy, =y + Tz, 1=y+Ty+T?y+ ..+ T"y se tiene que

r = lim x,.

n—oo

Incluso puede estimarse el error cometido en la aproximacion, pues

S S 7+ (sen1)"*!
lo—zal < 5 ITI < 3 W71l < A0 iy < B
k:z:nﬂ k:z:nﬂ 1— |7 1 — senl
(Ver Teorema 3.6.2 que para el célculo exacto de la norma ||T]].) |

Definicién 3.6.1 Una ecuacion integral de Fredholm de sequnda especie es
una ecuacion de la forma

(s) — /abK(s,t)m(t)dt = y(s), s € [a, 1]

donde K : [a,b] X [a,b] — K es una funcidn continua (denominado el nicleo
de la ecuacion) y donde y € C([a,b]).

Teorema 3.6.2 Sea K : [a,b] X [a,b] — R una funcién continua y

Tya(s) = / " K (s, )z ()t € C([a,B]).

a

Entonces Ti € L(C([a,b])) y

b
1Tk = max/ K (s, 1)]dt.
s€la,b] Ja
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DEMOSTRACION: Pongamos M = max,c(qy Jr | K (s,t)|dt. Claramente
b b
Ticr(s) < [ 1K (s, le(0)ldt < lollo [ 1K (5,0t < Mo

Esto prueba que ||Tkz|w < M||z|lw y por tanto ||Tk|| < M. Notese en
primer lugar que s — [”|K (s,t)|dt es una funcién continua (pues es la imagen
de Tik|(1) que se prob6 que estaba bien definido. Por tanto existe sy € [a, b]
tal que M = [?|K(so,t)|dt. Sea

-1 a<—-1/n
Pn(a) {

noe —l/n<a<l/n .
1 a>1/n

Entonces t — z,(t) = ¢,(K(so,t)) es continua para todo n € N y
|Tn]lco < 1. Ademds lim,, o ¢, (K (s0,t)) = sgn(K(so,t)) para todo t.

Por tanto
b b
Tl 2 sup | [ K s Dn(0)dt] < | [ K (so, 000
s€la,b a a
Y pasando al limite se tiene ||Tx | > 2| K (so,t)|dt = M. [ |

Proposicién 3.6.3 Sean X =Y = C([0,1]). Dados ki,ky € C([0,1]) x
[0,1]) consideramos

T) = [ e o) )y = 1,2

para [ € C([0,1]). Entonces

Ty o T1(f)(z) Z/OlK(x,y)f(y)dy, K(z,y) :/01 ko, )k (t, y)dt.

DEMOSTRACION: Del Ejemplo 3.1.8 se tiene que T; € L(X,Y) parai = 1,2.
Entonces

ToTi(f)@) = [ k(e 00T ()0
— /01 kQ(x,t)(/Ol ki(t,y) f(y)dy)dt
= [ kol Ot )d0) )y
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La continuidad de (t,y) — ko(z,t)k1(t,y)f(y) para todo = € [0, 1] justifica
que pueda aplicarse Fubini. Ademés (z,y) — [y ka(z,t)k1 (¢, y)dt es continua,
ya que dado € > 0 existe 0 > 0 tal que

sup [ka(, 1) — ka(a!, )] < 5oy o — /| <0,
tel0,1] 2Hleoo
g
sup |ki(t,y) — ki(t,y)] < , ly =yl <o
t€[0,1] 2| k2|00
Por tanto, si |[x — 2| <0y |y —¥'| <9,
1 1
K@) = K@ y)| = | [ ke, Oka(t )t = [ kol 0)ka(t,)at

< [ Ml thaltn) — kale’ (1,9t
< [ halent) = ke Ol (1)l

[ e — ke et )

< Hleoo/Ol oo (2, 1) — (2 1)t

+ ||/g2||oo/01 s, 1) — kol £)|dt < .

Nota 3.6.1 Usando la Proposition 3.6.3 tenemos que si Tx(s) = [° K (s, t)z(t)dt
entonces T?(z)(s) = [° Ky(s,t)x(t)dt, donde
b
Ka(s,t) = / K(s,u) K (u, )du.

a

Mediante este proceso se consiguen los llamados ntcleos iterados.
Definicién 3.6.4 Si Txx(s) = [° K(s,t)x(t)dt entonces definimos

Ki(s,t) = K(s,t),

b
Kn+1(s,t):/ K(s,u)Kn(u,t)du n € N. (3.1)

a
Estos se llaman nicleos iterados y corresponden a los nicleos del operador
n N n __
1%, es decir T =Tk, .
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Lema 3.6.5 Si K € C([a,b] X [a,b]) con ||K|w < = y K, son los nicleos
iterados de (3.1) entonces la serie Yo% | K,, converge en C([a,b] X [a,b]).
Llamaremos a la funcion suma H = 377 | K,, el nicleo resolvente de K.

DEMOSTRACION: Basta probar que la serie 0% ||K,|lo < 00 y usar que
C([a,b] x [a,b]) es un espacio de Banach. Usando (3.1) se tiene que
b

||Kn+1||oo = sup | K(Sau)Kn(uat)du|

a<t,s<b Ja

b
< sup [ [K(s,u)l|Kn(u,b)ldu

a<t,s<bva
b
1Kolloe sup [ 1K (s, w)ldu
a<s<b/a
< ||Kn||oo(b_a)||K||oo

IA

Por induccién se tiene que
n—1
[l < [[Kloo((b = a) [ K][ec)™ ", neN.

Como (b —a)||K||s < 1 se obtiene el resultado. [ |

Teorema 3.6.6 Sea K € C([a,b] x [a,b]) con |K||« < 3%. Para cada
y € C([a,b]) eziste una tnica solucion x € C([a,b]) tal que

() — /abK(s,t)x(t)dt — y(s),5 € [a,1].

Dicha solucion viene dada por

b
(s) = y(s) + / H(s, )z(t)dt, s € [a,b]

donde H(s,t) =302 Ku(s,t),(s,t € [a,b]) es el nicleo resolvente.
DEMOSTRACION: Sabemos que T € L(X) para X = C([a,b]). Es suficiente
probar que ||T|| < 1 para garantizar que Ix — T es invertible. Esto se
sigue de la sencilla estimacion ||T|| < [|K||e(b — a). Como sabemos que
(Ix —T)~' =302, T" se puede escribir la solucién mediante la férmula

z(s) = (Ix = T)'y(s)
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- y(s)+fj / " K (s, )y (1)t
— y(s)+ / bijz(n(s,t)y@)dt

= (o) + [ Hs, ()t

(El paso de intercambio de serie e integral estd garantizado por la convergen-
cia absoluta de la serie involucrada como se prueba en Lema 3.6.5.) W

Ejemplo 3.6.2 Calcular la solucion de la ecuacion
2(s) — 1 /01(2 —3(s+ 1) + 6st)(t)dt = y(s), s € [0, 1].
DEMOSTRACION: El nicleo de la ecuacién de Fredholm viene dado por
K(s,t) =2—-3(s+1t)+6st, s,te€][0,1].

Calculemos primero || K| = sup; ;eo,1) |2 — 3(s +¢) + 6st|.

Como %—IS{ = —3+6ty %{ = —3+6s, el inico punto criticoes s =t = 1/2.
En la frontera de [0, 1] x [0, 1] tenemos K (0,t) =2/3—t, K(1,t) = —1/3+t,
K(s,0)=2/3—sy K(s,1) =—1/3+ s y por tanto

1Ko = max{K(1/2,1/2), max |2/3 — ], max | - 1/3 + [}

= max{1/6,2/3,1/3} =2/3 < 1.

Calculemos ahora K,,.

[y

o

—~
—_

3
— 5(3 +1t) + 3st)

1
Ky(s,t) = §/ (2 —3s — 3u+ 6su)(2 — 3u — 3t + 6ut)du
0
1 1
- §/ (4 — 6(s +t) + 9st)du
0
1 21
+ 7/ 2(—6 4+ (s + 1) — 18st)udu +
9 Jo 2
1 1
+ 5 3(3 = 6(s +t) + 12st)u*du
1
9
1
6

=
~—~
\.CIJ

~
S—
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Reiterando se obtiene K, (s, t) = =K (s,t). Por tanto el nicleo resol-

6
vente queda
> 1 5
H(s,t) =3 - K(s,1)) = oK (s,1),
n=0

y la solucién viene dada por

2(s) = y(s) + g /01(2 3(s + 1) + 6st)y()dr.

Otro tipo de ecuaciones integrales que podemos abordar son las del tipo
Volterra.

Ejemplo 3.6.3 Dada y € C([0,1]) encontrar una solucion x € C([0,1]) de
la ecuacion integral

x(s) — /OS z(t)dt = y(s),s € [0,1].

DEMOSTRACION: Consideremos el operador integral de Volterra V(s) =
Jo x(t)dt definido en X = C'[0, 1]. Por el Ejemplo 3.6.3 se tiene que V' € L(X)

ya que
IV (@)oo < [lzlls < ll#]lo

En este caso se tiene que ||V]| = 1. Sin embargo el cdlculo de V" es elemental.
En efeto

V2i(s) = /0 ( /Otx(u)du)dt: /03( / " dt)w(u)du = /Os(s—u)x(u)du.

Repitiendo el proceso

V3a(s) = /0 " /0 (t—u)z(u)du)dt = /O " / (t—u)dt )z (u)du = /0 S (u)du.

En general

Vit (s) = /5 (s —w)"

0 n!

x(u)du.

Veamos que la serie Y00, V™ es convergente en L(C([0,1]). En efecto

n s(s—u)" 1
V™| = sup sup |/0 (n|):13(u)du| < =

llzlloo=1 s€[0,1] o
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Usando el Teorema 3.5.3 se obtiene que Ix — V' es invertible, luego para
todo y € C([0,1]) existe una tnica solucién continua = tal que x — Va = y.
Ademaés podemos calcularla explicitamente, pues

v=Ix=V)(y) =D V"y.
n=0
Para z € C([0,1]) tenemos

ivnm(s) = x(s) + i)/os (S:l'u)n:c(u)du
= xz(s) + /Os io (S;'u)nx(u)du

= xz(s) + /Os ez (u)du

= x(s)—l—es/o e "z (u)du.

Por tanto la solucién es z(s) = y(s) + €® [; e “y(u)du.
|

Definicién 3.6.7 Sea A = {(s,t) € [a,b] x [a,b] : t < s} ysea K: A —K
una funcion continua. Una ecuacion integral de Volterra de sequnda especie
es una ecuacion de la forma

() — / K(s,)a(t)dt = y(s), s € [a, ]

donde K se denomina el nicleo de la ecuacion y donde el dato y € C([a,b]).
Definimos ahora los nicleos iterados

Ki(s,t) = K(s,t),

K,i1(s,t) = /ts K(s,u)K,(u,t)du, t<smneN. (3.2)

Proposicién 3.6.8 Si K : A — K es una funcidn continua y Trx(s) =
[2 K(s,t)x(t)dt entonces (Tx)" = Tk, para todo n € N.
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DEMOSTRACION: Por induccién sobre n. Para n = 1 es obvio. Suponerlo
cierto para n. Entonces

()" a(s) = /0 K (s, t) (T ) (t)dt
_ /08K(s,t)(/OtKn(t,u)x(u)du)dt
— /08(/: K(s,t)K,(t,u)dt)x(u)du

_ /0 " K (s, w)a(w)du

= TKn_HQZ(S).
|
Lema 3.6.9 Sea A = {(s,t) € [a,b] X [a,b] : t < s}, K : A — K es una
funcion continua y K, son los nicleos iterados dados por (3.2). Entonces la

serie Y2 | K, converge en A.
Llamaremos a la funcion suma

H(s,t) = i K,(s,t), (s,t) €A

el nicleo resolvente de K.

DEMOSTRACION: Basta probar que la serie > 0% || K, |lo < 00 y usar que
C(A) es un espacio de Banach. Probemos usando induccién que

(s —t)n!
(n—1)!"
siendo M = ||K||oc = sup(, yen [K(s,1)].
Es claro para n = 1. Suponerlo cierto para n. Usando (3.2) se tiene que
Ko (s,0)] = | /t K (5, u) K, (u, t)dul
< [ w1, Dldu
t
(u—t)n1
(n—1)!

s _ \n—1
M”“/ 7@ t du
t (n—=1)

| K (s, t)] < M™ (s,t) € A

< [ K (s,u) du
t

IN
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Por tanto || K, |le < M"((n 1), y la serie >0 || Ky oo < 00. [

Teorema 3.6.10 Sea A = {(s,t) € [a,b] X [a,b] : t < s} y K : A — K.
Para cada y € C([a,b]) existe una inica solucion x € C([a, b)) tal que

z(s) — /as K(s,t)z(t)dt = y(s), s € [a, b].
Dicha solucion viene dada por
+/ t)dt,s € |a,b]
donde H(s,t) =300 K,(s,t), (s,t € A) es el nicleo resolvente.

DEMOSTRACION: Por el lema 3.6.8 se tiene (Tx)"z(s) = [ K, (s, t)x(t)dt v
por consiguiente

~ b
[T el < Nl [ 1Bl )1dt
< 2l — ) Kol
" b—a)"
< M ||a:||oo( —a)t
(n—1)!

Consecuentemente ||(Tx)"|| < M”
la serie Y0, |[(Tx)"|| < oc. 3

Usando el Teorema 3.5.3 se concluye que Iy — Tk es invertible. Como
sabemos que (Ix—Txk)™! = 3°° (Tk)"™ se puede escribir la solucién mediante
la férmula

. Esto garantiza la convergencia de

w(s) = (Ix = Ti)'y(s)

— y(s) + i / " Ko (s, )y(t)dt
— y(s) + / S Kos, Oy(t)de

= y(s) —I—/as H (s, t)y(t)dt

(El paso de intercambio de serie e integral esta garantizado por la convergen-
cia absoluta de la serie involucrada como se prueba en Lema 3.6.9.) W



Chapter 4

Ampliacion de espacios de
Hilbert

4.1 Bases Ortonormales

En el capitulo primero vimos que la existencia de sucesiones (x,, ) ey tales
que las combinaciones lineales de los vectores x, es denso en X es una
condicién suficiente para la separabilidad del espacio. En el caso X = (2
puede tomarse la sucesién (e,), que ademds tiene la propiedad de ser or-
togonal. Nuestro objetivo ahora es probar que realmente en todo espacio
de Hilbert separable existen sucesiones (bases ortonormales) de modo que
LIN{z,:neN} =X.

En este capitulo (X, (-,-)) denota siempre un espacio prehilbertiano.

Definicién 4.1.1 Un subconjunto M C X se dice ortonormal si (z,y) = 0
para v,y € M,x # y y ||z||* = (z,z) = 1 para x € M. Diremos que M es
una base ortonormal si M es ortonormal y X = LIN(M).

Ejemplo 4.1.1 En X = C? el conjunto M = {ey, es,e3} donde e; = (1,0,0),
2= 5(1,1,0) y es = 55(1,1,1) forma una base ortonormal de C°.

Ejemplo 4.1.2 En X = 2(R) = {(Tn)nen : 7 € R, X2, |2,]? < o0}, la
sSUcesion

forma una base ortonormal.

69
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Ejemplo 4.1.3 En X = L*((—m, 7)) definido por funciones f : (—m,7) — C
medible Lebesque tales que [T |f(t)|*dt < oo, la sucesidn

6mif

21

Pn(l) =
es un conjunto ortonormal.

Proposicién 4.1.2 Todo conjunto ortonormal M es un sistema linealmente
independiente.

DEMOSTRACION: Sean ay, ...,a, € Ky z1,...,x, € M tales que >, ayw; =
0. Usando que (30 aywi, ) = «ap para k = 1,..,n se concluye que el
sistema es linealmente independiente |

Proposicion 4.1.3 Si X es un espacio de Hilbert separable y M es un con-
Junto ortonormal de X entonces M es, a lo sumo, numerable.

DEMOSTRACION: Sea X = D donde D es numerable. Para cada » € M
existe un y(x) € D tal que ||z —y(x)| < ? Usando el teorema de Pitgoras
si x, 2’ € M con x # 2’ se tiene que ||z — 2'||> = 2. Por tanto la aplicacién
x — y(x) es inyectiva de M en D y se obtiene que M es numerable. W

Teorema 4.1.4 (Proceso de ortogonalizacion de Gram-Schmidt) Si (z,)nen
es una sucesion linealmente independiente en X entonces eziste (Y )nen ortonor-
mal tal que

LIN({z, :n e N})=LIN({y, :n € N}).

DEMOSTRACION: Nétese que x,, # 0 por ser un sistema linealmente inde-
pendiente. Sea y; = 7y, Es claro que LIN(xzy) = LIN(y1) v |lnall = 1.
Supongamos que tenemos construidos ¥y, ..., y, cumpliendo

(1) LIN({z1, ..., zn}) = LIN({y1, .-, Yn })-
(2) yi L y; parai# j.

(3) llyill =1 parai =1,....n.
Consideremos

n

Thyq = Tng1 — Z<~’Bn+17 Yi)Yi-

=1
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Como 11 ¢ LIN({y1, ..., yn}) se puede asegurar que z,,,; # 0 y definimos
Ynt1 = ”i?i“” Comprobemos que cumple las propiedades anteriores: En
n+1

primer lugar

LIN({xy,...,xn,Tn1}) = LIN{y1, .o, Yn, Tni1})
= LIN({y1, - Yn: Tpyr})
LIN({y1, s Yn> Yns1})-

Por otro lado para cada j € {1,...,n},

n

(<x”+1’ Yi) = D (T, yi><yi7yj>) =0.

<yn+17 y]>
H Y| =

Ejemplo 4.1.4 Sea X = L*((—1,1)) y consideremos la sucesion x,(t) = "
paran > 0. Dicha sucesion forma un conjunto linealmente independiente. La
sucesion correspondiente al proceso de ortonormalizacion de Gram-Schmidt
se llaman los polinomios de Legendre. Los primeros términos son: Py(t) =

5 Pi(t) = Y3t, Py(t) = YE(31* — 1) y Py(t) = YE(5¢* — 3t).

Proposicion 4.1.5 5i X es un espacio de Hilbert sobre K de dimension n.
Entonces X es isométricamente isomorfo a Kj.

DEMOSTRACION: Sean 1, ..., ¥, vectores linealmente independientes (y gen-
eradores de X). Por el proceso anterior existen ey, ..., e, vectores ortonor-
males (y por tanto base de X). Considerar T': X — K% definido por

Observar que por la ortonormalidad de (e;)?_; se tiene que a; = (x, €;).
Por tanto T es lineal y biyectiva. Ademas

n

n n
| = = (2, ) (w,ees) = D (w,e)(w,e) = Y o ) = | T(2)][5.
=1

=1 =1
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Teorema 4.1.6 Sea X un espacio prehilbertiano de dimension infinita. X es
separable siy solo si tiene existe una sucesion (e,)nen que es base ortonormal.

DEMOSTRACION: Suponer que X es separable. Sea D = {z, : n € N}
tal que X = D. El proceso a seguir consta de dos pasos: En primer lu-
gar vamos a encontrar una sucesién linealmente independiente (y,) tal que
X = LIN({y, : n € N}) y después usar el proceso de ortonormalizacién para
conseguir la base pretendida.

Sea ny el primer indice tal que z,, # 0. Supongamos que tenemos definidos
{Zn, s Tny, ..., Ty, } tales que el sistema es linealmente independiente y

LIN({z1, 22, ..., xpn, }) = LIN({Zn,, Trgy ey Ty })-
Como X es de dimensién infinita, el conjunto
Ay ={neN:x, & LIN({zpn,, Tny, s Ty })
es no vacio. Sea np,1 = minAy. Entonces
LIN({xy, 2, --->$nk>$nk+1}) = LIN({xp,, Tnys -y Ty, ajnkﬂ}).

Definendo y; = x,,; tenemos un sistema linealmente independiente. Ademéds
X =LIN({y, : n € N}).

Ahora basta con usar el proceso de ortonormalizacién de la sucesion (yy,)
para conseguir (e,) base ortonormal.

El reciproco viene del criterio de separabilidad de los espacios de Banach
probado con anterioridad. [ |

Veamos ahora que la situacién que ocurre en £? con su base (canénica)
ortonormal (e, ), donde se cumple que

o0

T = (Tn)nen = D (T, €n)en

n=1

siendo la convergencia de la serie en £2, puesto que

n oo
||$—Z<$,€k>€k||g: Z |<x7€n>|2_>0a n — oo,
k=1 k=n+1

es propia de todos los espacios de Hilbert separables, reemplazando la base
candnica de £* por una base ortonormal cualquiera.
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Definicién 4.1.7 Sea (e,)nen una sucesion ortonormal en X y sea v € X.
La sucesion numérica de coeficientes (en K) dada por ({x,en))nen se dicen
los coeficientes de Fourier de x respecto la sucesion (€,)nen-

La serie (formal) Y02 (z,en)e, se denomina la serie de Fourier de x
relativa a la sucesion (e,)nen-

Ejemplo 4.1.5 Sea X = L*((—m, 7)), ¢,(t) = 5-€™, n € Z. Para [ €
L*((—m, 7)) denotamos
A m dt
— ) = t —int "7
)= (foon) = [ flpe
a los coeficientes de Fourier cldsicos.

Teorema 4.1.8 (Desigualdad de Bessel) Sea (e,)nen una sucesion ortonor-
mal en un espacto prehilbertiano X. Para cada v € X se cumple

oo

>z en)? <l

n=1
DEMOSTRACION: Es suficiente probar que

N
>z, en))? < lz|*,z € X, N € N.

n=1

Consideremos zy = 2 — 2N (x,e,)e,. Observemos que zx L e, para
=1,..., N. En efecto,

N
<$N>€k> = Z z, €n €m€k
- N
= <x76k> - Z<x7€n><enaek>
n=1

= (x,ex) — (x,e5) = 0.

Por tanto, usando el teorema de Pitagoras,

N
l2l* = llon + D (z en)enl)?
n=1

N
= llanl® + 32 Kz, en)*lenl?

n=1

N
Z X, en
n=1

A%
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Teorema 4.1.9 Sea (e,)nen una sucesion ortonormal en un espacio pre-
hilbertiano X. Son equivalentes

(1) (en) es una base ortonormal.

(2) Para todo x € X la serie de Fourier > 00 {(x,e,)e, converge a = en
X.

(3) Para todo x € X se verifica

2] =" [(z, e,)|* (Identidad de Parseval).

n=1

DEMOSTRACION: (1) =>(2) Sea z € X. Hemos de probar que ||xy] — 0
cuando N — oo siendo oy = 2~ (x,e,)e,. Dadoe > 0y 2 € X, usando
que X = LIN({e, :n € N}), existe y = S0 ane, tal que ||z —y| < e
Entonces, para N > N, teniendo en cuenta que zx L (XN (2, e,)e, — y),
y usando Pitagoras de nuevo,

N
lanll* + 11 (2, en)en — ylI* = |z — yl®
n=1

En particular ||zy|| < ¢ para N > Nj.
(2) =(3) Aplicamos la continuidad la aplicacién y — (x,y). Puesto que
SN (x,e,)e, converge a x podemos concluir que

l2]* = {2, 2) = Jim > (z,eq){z,€,) = lim E_: [z, en)|* = 5_021 [z, en)”.

(3) =(2) Sea v € X. Observar que v = > (z,e,)e, + xy para todo
N € N. Ademsas S (7, e,)e, L oy y por tanto

N
l2)* = > [{z, en)* + lzn .
n=1

o) 2

Asi que si suponemos que ||z||* = 30, [{x, e,)]
cuando N — o0.
(2) = (1) Inmediato pues > (z,e,)e, € LIN({e, :n € N}). ®

se tiene que ||zy| — O
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Teorema 4.1.10 (Teorema de Riesz-Fisher) Sea (ey,)nen una sucesion ortonor-
mal en un espacio de Hilbert X. La serie > 7 | ape, converge a x si y solo
51 300 | lay|? < 0o. En tal caso o, = (x,€,).

DEMOSTRACION: El resultado se obtiene usando el Criterio de Cauchty pues
para m,n € N con m > n tenemos

m m
1Y el =D ol
k=n k=n

En el supuesto de la convergencia, la continuidad del producto escalar permite
concluir

o0 [o¢]
<Z OkCL, €n) = Z ag(er, n) = Q.
k=1

k=1

Teorema 4.1.11 Todo espacio de Hilbert (sobre K) separable de dimension
infinita es isométricamente isomorfo a (*(K).

DEMOSTRACION: Usando el Teorema 4.1.6 existe una base ortonormal (e, )nen
del espacio X. Definimos T : X — ¢? dada por

T(x) = ((z, €n) Jnen

Esta bien definida por la desigualdad de Bessel. Es una isometria por

la identidad de Parseval y es suprayectiva por el teorema de Riesz-Fisher.
|

Corolario 4.1.12 Si Q es medible de medida positiva entonces L*(2) es
isométricamente isomorfo a (2.

4.2 Operador adjunto

Teorema 4.2.1 Sean (X, (-,-)) e (Y, (-,-)) espacios de Hilbert sobre K y sea
T e L(X,Y). Existe un unico T* € L(Y, X) tal que

(Tz,y) = (z,T"y), rzecX,yeY.

Ademds | T*] < ||T.
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DEMOSTRACION: Fijado y € Y definimos ¢r,, : X — K dada por

¢ry(r) = (T,y).

Es inmediato probar que ¢r, € X' con ||¢r,|| < ||T]|. Usando el Teorema de
representacion de Riesz-Frechet se obtiene un tnico 2’ € X tal que ¢ (x) =

(x,2').

Definimos 7% : Y — X mediante la aplicacién T*(y) = 2’. Se cumple que
(T'Tay) :QbT,y(x) = <'I7T*y>7 re X

Hemos de comprobar que 7% € L(Y, X).

Veamos la linealidad: Sean aq,01 € Ky y1,42 € Y. Consideremos
T*(y1) = o) y T*(y2) = xh y T* (s + awye) = 2. Para comprobar que
' = onx] + agxh es suficente probar que

(Tz,c1y1 + aoyp) = (T, oz + ), =€ X.
Sea z € X tenemos

(r,0n2] + aowy) = aglx,x]) + aslx, x5)
a1 (Tx,y1) + Go(Tx, yo)
= (Tz,aayr) + (T, azys)
= (Tx, o0y + aays).

Veamos la continuidad: Usando que ||z| = sup{|(v,x)| : ||v|| < 1} ten-
emos

IT"y|l = sup{[{v, T"y)| : lol} <1} = sup{[(Tv, )| - [Jol] < 1} < [[T]l[lyl]

Por tanto ||7%| < ||T|.
Finalmente veamos la unicidad del operador T™. Supongamos que existen
T1,T, € L(Y, X) tales que

(Txay):<$aT1y>:<va2y>v $€X7?/€Y-

Como (z, Tyy — Toy) = 0 para todo x € X, y € Y , tomando = = Ty — Thy
se tiene que Ty = Tyy para todo y € X. ]
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Definicién 4.2.2 Dados (X, (-,-)) e (Y, (-,+)) espacios de Hilbert sobre K.
Para cada T € L(X,Y) se define el operador adjunto de T al tinico T* €
L(Y, X) tal que

(Tz,y) = (z, T"y), ze€X,yeY.

Nota 4.2.1 Recordemos que el Teorema de Riesz-Frechet permite definir una
isometria Jx : X — X* dada por Jx(x) = ¢, definido por

Ix(@)(y) = (y,2),y € X.
Entonces si T € L(X,Y) tenemos
T = J' T Jy
DEMOSTRACION: Es consecuencia de la unicidad del operador adjunto, pues

<x7J);1TtJY(y)> = <;[;,J;{1Tt(¢y)>

= Jx(Jx'T"(¢y))(x)
= TY¢y)(x) = ¢y(T(x))
= (y,T(x)).

Ejemplo 4.2.1 Sea T : KY — K% una aplicacion lineal con matriz asociada
(aij)ij=1- Entonces T* : Ky — Kg wviene dado por la matriz conjugada de la
traspuesta (azj)ﬁj-:l = (C_Lj,i)?,j:y
DEMOSTRACION: En efecto, recordemos que

T(Zn:l oziei) = zn:(znj CLi’jOéi>€j.

j=1 i=1

Es decir, a; ; = (T'(e;), ej) y por tanto

iy = (T (e0)se3) = (e, (@) = T(e), eq) = e

Ejemplo 4.2.2 Sea S : (* — (? dado por S((z1,7s,...)) = (0,21, 79, ...).
Entonces S* : (* — (* viene dado por S*((x1,2,...)) = (T2, 73, ...).
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DEMOSTRACION: Tenemos que S(e,) = €,,1. Por consiguiente

(ent1,em) = (Sen, em) = (en, S"(em))-

Se deduce entonces que S*(e,,) = e,_1 para m > 2y S*(e;) = 0. En
consecuencia

S* (w1, 20, ...)) = Y wmS*(em) = Z Tmt16m = (T2, T3, ...).
|

Ejemplo 4.2.3 Sea K € L*(Q x ), donde Q C R™ es medible. Definimos
Tk : L*(Q) — L*(Q) dado por
= [ K0 fw)dy

Entonces T : L*(Q) — L*(Q) dado por T} = Tk~ donde K*(z,y) = K(y, 1),
es decir

y) = /QK(QJ,y)g(x)d%
DEMOSTRACION: La férmula (Tk(f),g) = (f,T5(g)) se traduce, en este

(K s = [ 1) TE@

Usando el teorema de Fubini para f € L*(Q) y g € L*(2) se tiene que
f(y)g(z) € L*(QxQ), y por tanto |K (2, y)||f(y)g(x)| € L1( x Q) de donde
se concluye que

L] K@) r@ayg@ds = [ ([ Kl y)g)de)fo)dy.

Una manera equivalente de calcular normas de operadores entre espacios
de Hilbert es la siguiente:

Lema 4.2.3 Sean X e Y espacios de Hilbert y T € L(X,Y). Entonces

1T = sup{[{T (), )] - l=ll <1, [yl <1}
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DEMOSTRACION: Basta usar la definicién de norma y el hecho de que para
uey

[ull = sup{[(u, y)| : [lyl] < 1}

Veamos algunas de las propiedades de los operadores adjuntos:

Teorema 4.2.4 Sean (X, (-,-)), (Y, (-,*)) y (Z,[,-]) espacios de Hilbert sobre
K, a,0€KyseanT,S € L(X,Y) yRe L(Y,Z). Entonces

(i) T =T.

(i) |17 = 7).

(iii) |T||* = | TT*|| = |T*T|| = ||T*||*-

(w) (o1 + BS)* = aT™ + 5S*.

(v) (RT)* = T*R*.

(vi) T es invertible si, y sélo si, T* es invertible y (T—1)* = (T*)~L.

DEMOSTRACION: (i) Como T* € L(Y, X) entonces T** € L(X,Y). Fijamos
x € X. Para cada y € Y se tiene que

(T x,y) = (y, (T*) ) = (T*y,z) = (x, T"y) = (Tx,y).

Por tanto T**(x) = T'(x) para todo x € X.
(i) Usando ||T*|| < ||T]], junto con (i) se tiene ||T']| = ||(T*)*|| < [|T*]|
(iii) Si z € X podemos escribir

|IT2|* = (T, Tz) = (z,T"Tx) < |2||T"Ta|| < |T*T| ||

Tomando supremos en la bola unidad se tiene que ||T']|* < ||T*T||. La otra de-
sigualdad se tiene de la estimacion de normas de la composicién y el apartado
(id), pues | T < | TIT*] = |

Cambiando T por T* y usando (i) se tienen las otras igualdades.

(iv) Hay que comprobar, debido a la unicidad del adjunto, que para todo
x € X,y €Y se cumple

(z,aT" + 3S™y) = ((aT + BS)z,y).
Pero ésto se sigue de

(z,(aT* + BS )y) = ofz,T*y) + Bz, S*y)
= o(Tz,y) + B(Sz,y)
= ((aT + B9)z,vy).
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(v) Nétese que RT € L(X,Z). Paraz € X y z € Z tenemos
[RTz,z] = (Tx,R*2) = (x,T"(R"2)).

Esto significa que (RT)* = T*R*.

(vi) Supongamos que existe T-' € L(Y, X) tal que TT ' = Iy y T7'T =
Ix. Teniendo en cuenta que Iy = Ix e I3 = Iy y el apartado (v) entonces
T*(T Y =Ix y (T Y)*T* = Iy. De donde se concluye que T* es invertible
y (T~ =(T71)". u

Definicién 4.2.5 Sea X =Y espacio de Hilbert y T € L(X). T se dice
autoadjunto st T* =T

Nota 4.2.2 Si T € L(X) entonces TT* es autoadjunto, pues (TT*)" =
T =TT,

Ejemplo 4.2.4 Si K € L?(Q x Q) entonces Tk es autoadjunto si y sélo si

K(z,y) = K(y,z).

Para nicleos reales ser autoadjunto equivale a ser simétrico, i.e. K(x,y) =
K(y, ).

Acabaremos este capitulo con la relacion existente entre el nticleo de un
operador y la imagen del adjunto.

Proposicién 4.2.6 Sean X e Y espacios de Hilbert y T € L(X,Y). En-
tonces

(i) KerT = (ImT*)*, (KerT)*+ = ImT*.

(ii) KerT* = (ImT)*, (KerT*)* = ImT.

DEMOSTRACION: (i) Como (z,T*y) = (Tx,y) se tiene que Tx = 0 si, y
sélo si, z L T*y para todo y € Y. Es decir, KerT = (ImT™*)*.

Por otro lado sabemos que (KerT)* = ((ImT*)*)t = ImT*.

(ii) Es consecuencia de (i) aplicado a T™. [

Corolario 4.2.7 Sea T € L(X,Y).
(i) Si T es suprayectiva entonces T* es inyectiva.
(i) Si T* es inyectiva e ImT es cerrado entonces T' es suprayectiva.



Chapter 5

Teoria espectral de operadores

5.1 Espectro de un operador

En esta seccién (X ||-||) serd un espacio normado sobre Ky 7' : X — X un
operador lineal y continuo, es decir 7' € L(X). Motivados por la resolucién
de ecuaciénes consideramos varias nociones asociadas a los operadores que
juegan un papel fundamental en el desarrollo posterior.

Definicién 5.1.1 Sea T' € L(X). Un valor A € K se dice valor propio del
operador si existe v # 0 € X tal que Tz = Az, es decir Ker(T — \I) # {0}.
Los elementos no nulos de Ker(T — M) se llaman vectores propios de T
asociados a \.

Denotamos o,(T) al conjunto de valores propios del operador, i.e.

o,(T) ={NeK: Ker(T — \) # {0}}
y le llamamos espectro puntual del operador.

Nota 5.1.1 Observar que X € o,(T') implica que T — NI no es inyectiva, en
particular no es invertible.

Es bien sabido que st T : K" — K" es lineal el hecho de ser inyectiva,
equivale a ser suprayectiva y equivale a ser invertible (con inversa continua).
Dicha condicion puede caracterizarse en términos del det(A) # 0 siendo A la
matriz del operador. Por tanto el conjunto de valores propios o,(T") coincide
con las soluciones de

det(A — \) =0,

es decir las raices del polinomio caracteristico.

81
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Definicién 5.1.2 Sea T' € L(X). Un valor A € K se llama valor reqular (o
valor resolvente) para T si (T — A) es invertible en L(X). Denotamos

p(T)={NeK: T - XI)"' € L(X)}

al conjunto de valores requlares, denominado el conjunto resolvente del op-
erador y o(T) a su complementario, denominado el espectro del operador.
Es decir o(T) = K\ p(T) es el conjunto de valores no requlares (llamados
también valores espectrales).

Definimos el operador resolvente resolvente de T, denotado Ry mediante
la aplicacion Ry : p(T) — L(X) dada por

Rr(\) = (T — XI)~*.
Nota 5.1.2 Observar que o,(T) C o(T).

Ejemplo 5.1.1 Sea S € L(¢?) dado por S((ay, as,...)) = (0, a1, as, ...). Ob-
servar que ImT = {ei}* luego 0 € o(S). Sin embargo 0 ¢ 0,(S) pues
KerT = 0.

Nota 5.1.3 Si A € o(T) se debe a una de las siguientes circunstancias:
T — M no es inyectivo, T'— NI no es suprayectivo 6 T'— X\ es una biyeccion
continua pero su INVErsa No es continua.

Ejemplo 5.1.2 Sea T € L((?) dado por T((aq, s, ...)) = (a9, as,...). Ob-
servar que

Ker(T — M) ={x € (* : 1y = Mx1, 03 = Ao, ...} = {z1 (1, \, A%, .}

Por tanto existe x1 # 0 tal que x1(1,\, N2, ...) € €% si, y sélo si, 0 < |A\| < 1.
Es decir o,(T) ={\: 0 < |A| < 1}.

En particular 1 ¢ 0,(T'). Veamos que 1 € o(T') probando que T — I no es
suprayectiva. En efecto,

Im(T — 1) = {(a1, 00, ...) € 2 : ap = Brus1 — By (Bn)nen € £2}.

Luego (aq,aq,...) € Im(T — I) implica que Y5 o, = Bpi1 — P1 es conver-
gente. En particular (+) ¢ Im(T —1I).

Teorema 5.1.3 Si T € L(X) entonces o(T) es un conjunto compacto con-
tenido en {\ € K: |\ < ||T||}.
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DEMOSTRACION: Veamos que o(T) es cerrado y 0,(T) C {A € K : [N <
1771}

Si [A| > ||T]| entonces |[A"'T|| < 1. Usando el criterio de invertibilidad
de operadores se concluye que I — A\™'T = —A\"Y(T — XI) es invertible. En
particular A € p(7T').

Veamos que p(T) es abierto. Sea A € p(T'), es decir T'— A\ € §(X). De
los resultados del Teorema 3.5.4 se tiene que todo operador S € L(X) tal
que ||S— (T = M) < ”(TTM también es invertible.

Consideremos S = T — 1. Por tanto, si |A — (| <

B € p(T).

1
m entonces

Nota 5.1.4 Si T : R* — R? estd dado por (z,y) — (—y,x) se cumple que
o(T) = &, pues para todo X\ € R se tiene que T — X es inyectiva.

Nota 5.1.5 Un importante resultado referente al especto de un operador T’ €
L(X) en el caso de X normado sobre C afirma que o(T) # @. En el caso
finito dimensional es consecuencia inmediata del teorema fundamental del
dalgebra, sin embargo en el caso infinito dimensional su demostracion necesita
algunos resultados que no entran en el contenido en este curso.

Aplicando los resultados de invertibilidad del Capitulo 3 podemos obtener
las siguientes consecuencias sobre desarrollos en serie de Laurent de la resol-
vente.

Teorema 5.1.4 Sea T € L(X).
(i) Si || > ||T|| entonces A € p(T) y se obtiene el desarrollo en serie de
Laurent

Rr(\) ==Y At
n=0

Ademds ||[Rr(\)|| < m
(ii) Si A € p(T) entonces se tiene el desarrollo en serie de potencias

- n n+1 - 1

DEMOSTRACION: (i) Se vi6 en Teorema 5.1.3 que A € p(T'). Ademas

[=XT'T) " ==XNT =)' =Y A1
n=0
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Por tanto -
Rr(\) = (T = AI)~t = =S A0,
n=0

(i) Notese quesi A € p(T) y |A=0| < entonces 3 € p(T). Ademés

TRz O

T—BI = T—X—(3-N\I
= (T-A){IT = (B—=M(T =X
= (T =M = (B—=NRr(N)).

Por consiguiente,

o0

Re(B) = (I = (8= NRr(N)"Rr(A) = (8= "Ry (V).

n=0

5.2 Operadores compactos

Un conjunto A € X donde X un espacio normado es acotado si ||z| < M
para todo z € A, es decir A C {z € X : ||z|| < M}. A es cerrado si A = A.
Recordemos que A C X se dice relativamente compacto si A es compacto,
i.e. de todo cubrimiento abierto de A se puede extraer un subrecubrimiento
finito.

Es bien sabido que todo compacto es cerrado y acotado, pero recordemos
que la compacidad no es equivalente a ser cerrado y acotado en espacios de
dimensién infinita.

De hecho, por el teorema de Riesz, X es finito dimensional si, y sélo si,
todo acotado A C X es relativamente compacto.

Mencionemos, sin demostracion, una caracterizacion de los conjuntos rel-
ativamente compactos en el caso X = C(K).

Teorema 5.2.1 (Teorema de Ascoli-Arzela) Sea (K,d) un espacio métrico
compacto, y X = C(K) con || - ||oo. Un subconjunto A C C(K) es relativa-
mente compacto si, y solo si, A es acotado, 1i.e.

sup |z(t)] < oo,
rcAjte K

y A es equicontinuo, i.e. para todo € > 0 existe § > 0 de modo que

sup |z(t) —z(s)| <e, d(s,t) <.
€A
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Definicién 5.2.2 Sean X e Y espacios normados y T : X — Y un oper-
ador lineal. Diremos que T es compacto si transforma conjuntos acotados en
conjuntos relativamente compactos.

Nota 5.2.1 Si T : X — Y es lineal y compacto entonces T € L(X,Y).
Como T (Bx) es compacto en particular acotado. Luego existe M > 0 tal que
IT(2)]] < M silz| < 1.

Proposicién 5.2.3 Sean X e Y espacios normados y T € L(X,Y). Son
equivalentes:

(i) T es compacto.

(i1) T(Bx) es relativamente compacto, donde By es la bola cerrada.

(11i) De toda sucesion (T,)nen acotada se puede extraer una subsucesion
(@n, Jken tal que (T'(xy,))ken €s convergente en 'Y .

DEMOSTRACION: (i) =(ii) Inmediato.

(ii) =(iii) Sea ||z,|| < M para todo n € N. Entonces M 'z, € Byx.
Sea A ={T(M~'z,) : n € N} que sabemos que es relativamente compacto.
Luego se puede extraer una subsucesion convergente en A y por tanto T'(x,, )
converge en Y.

(ili)==-(i) Sea A C X acotado. Como T" € L(X,Y) se tiene que T'(A) es
acotado. Veamos que T'(A) es relativamente compacto, probando que de toda
sucesion se puede extraer una subsucesion convergente. Sea (Y, )neny € T(A),
pongamos y, = T'(x,) para x, € A. Como A es acotado, por la hipétesis se
concluye que existe una subsucesion (y,, Jxen convergente. |

Nota 5.2.2 La identidad I : X — X es compacto si y solo si X es finito
dimensional.

Ejemplo 5.2.1 Sea K € C([a,b] X [a,0]) y Tk : C(|a,b]) — C([a,b]) dado
por Tra(s) = [0 K(s,t)z(t)dt. Entonces Tk es compacto.

DEMOSTRACION: Es suficiente ver que A = {Tk(z) : ||z]|c < 1} es relativa-
mente compacto en C([a,b]). Usando el Teorema 5.2.1 hemos de ver que A
es acotado y equicontinuo. Es claro que A C {y € C([a,b]) : ||y|lco < [|Tk ||}
Por otro lado, como K es uniformemente continua en [a, b] X [a, b], para cada
e > 0 existe § > 0 tal que

3

|K(s,t) — K(s',t)] < b—a)

|s = §'| < §,t € [a,b].
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Por tanto

sup |Tx(x)(s)—Txz(s")] < /ab |K(s,t)—K(s',t)||z(t)|dt <e, |s—§|<d.

llz]loe <1

Definicién 5.2.4 Denotemos los operadores de rango finito
F(X,Y)={T € L(X,Y) : dim(ImT) < oo}
y los operadores compactos por
K(X,Y)=A{T: X — Y : lineales y compactos }.
En el caso X =Y los denotaremos F(X) y K(X).

Proposicién 5.2.5 Sea T € L(X,Y). T € F(X,Y) si, y sdlo si, existen
Yy ooy Yn €Y Yy &1, .o, &, € X tales que

DEMOSTRACION: Como (ImT,]| - ||) es finito dimensional. Sea (y;)!; una
base de ImT. Consideremos J : Ky — ImT' el isomorfismo tal que y; =
J(e;). Consideremos ¢; = mJ'T € X’ donde 7; : KY — K dado por
mi((a1,...,an)) = o; para i = 1,...,n. Entonces si Tx = > | a;y; se tiene
que JH(Tz) = (g, ..., ap,) y por tanto o; = ¢;(z).

El reciproco es inmediato. [ |

Proposicion 5.2.6 Sean X,Y y Z espacios normados. Entonces

(i) F(X,Y) C K(X,Y) C L(X.Y).

(ii)) Si T € F(X,Y) (respect. T € K(X,Y))y S € L(Y,Z) entonces
ST € F(X, Z) (respect. ST € K(X, Z)).

(i) SiT € L(X,)Y) y S € FY,Z) (respect. T € K(Y,Z)) entonces
ST € F(X,Z) (respect. ST € K(X,Z)).

DEMOSTRACION: (i) Sea T' € F(X,Y). Como T(Bx) es un conjunto aco-
tado en I'mT que es finito dimensional, se tiene que T'(Bx) es relativamente
compacto.
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El otro contenido se observé en la Nota 5.2.1.

(ii) Usar que Im(ST) C Im(S) parael caso S € F(Y, 7). Si S € X(Y, Z),
como T'(Bx) es un acotado se tiene que ST(Bx) es relativamente compacto.

(iii) Si T € F(X,Y) lo escribimos

entonces

ST(@) = 3 61(x) Sy, € F(X, Z).

SiT € K(X,Y) entonces T'(Bx) es compacto, y como S es continua se
tiene que S(T'(By)) es compacto y ST(Bx) C S(T(Bx)). [ |

Teorema 5.2.7 Sea X un espacio normado eY un espacio de Banach. En-
tonces K(X,Y') es un subespacio cerrado de L(X,Y).

DEMOSTRACION: Sea (T),)nen C K(X,Y) tal que T, — T. Veamos que
T € X(X,Y). Sea (zx)ren una sucesién en X con sup, ||z,|| = M. Veamos
que existe una subsucesion (x},)ken tal que (T'(x}))ren es de Cauchy en Y.

Por ser 17 compacto existe una subsucesién, denotada (zx)ren tal que
(T1(z1 1)) ken s convergente en Y. Aplicando que T3 es compacto existe una
subsucesion de (21 )ken, denotada (2 )ken tal que (Ta(z2k))ken €s conver-
gente en Y. Reiterando el proceso existe una subsucesién de (2,-1k)ken,
denotada (z,x)ken tal que (T, (2 k))ken €s convergente en Y. Consideremos
ahora, zj, = xp) para k € N. Es una subsucesién de la original (xy)ken.
Veamos que verifica que (T'(z},))ken €s convergente.

Al ser (x})gen subsucesién de (z,x)reny para todo n € N se tiene que
(T,.(x},))ken converge para todo n € N.

Dado € > 0 existe n € N tal que ||T,, — T'|| < ¢/(3M). En particular

1Ty, — Tail| < 1T — Tll(sup [[2]]) < /3, k € N.
Por la compacidad de T,, existe ky € N tal que
| T’ — Toxill < €/3,4,5 > ko.
Por tanto, para 7,7 > kg
T — Taj|| < (| Ta — T\ + (| Ty — Thai|| + | T — Taf| < e.
[ |
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Corolario 5.2.8 Sea X un espacio normado e Y un espacio de Banach. Si
(To)nen CFX,Y) y T, — T en L(X,Y) entonces T € K(X,Y).

5.3 Espectro de operadores compactos

Comenzamos mencionando un resultado de aproximacion de gran utilidad

debido a Riesz.

Lema 5.3.1 (Riesz) Sean Y; e Ys subespacios vectoriales de un espacio nor-
mado X tales que Yy es cerrado y cumple Yy C Ys. Para todo 0 < 6 < 1
existe yo € Yo con ||yal| =1 y |ly2 — y|| > 6 para todo y € Y.

DEMOSTRACION: Seau € Y3\Y;. Como Y] es cerrado se tiene que d(u, Y;) =
d > 0. Por tanto existe yy € Y] tal que

d(u, Y,
0<d< ||u—y9|| < ( é 1).
Consideremos 1y, = HZ:gZ” € Y; con ||y2|| = 1 que cumple, para cada y € Y7,
U — Yo
ly2 =yl = l—— —vll
lw = yell
1
= T llu— (e + yllu—yel)
lw = yell
1
——d(u,Y7) > 0.
lw = yell

Otra importante observacion, valida para todos los operadores, es la sigu-
lente:

Lema 5.3.2 Sean Ai,...,\, € 0,(T) con \; # \j si i # j y sean x1,...%,
vectores propios asociados a dichos valores propios. Entonces {x1,...,x,}
son linealmente independientes.

DEMOSTRACION: Supongamos que {1, ..., Z,,} no son linealmente indepen-
dientes, y sea m € {2, ...,n} tal que x,, el primer vector combinacion lineal de
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los anteriores (en particular {zi, ..., 2,1} son linealmente independientes).

Pongamos z,, = 2’:11 «o;x;. Entonces

0 = (T = And)(zm)

m—1 m—1

= Z OéiTIi — /\m Z oG5
i=1 =1
m—1

Por independencia lineal se tiene que (A\; — A\p,)o; =0paral <i<m—1,y
por tanto x,, = 0 lo que contradice la hipétesis. |

Teorema 5.3.3 Sea T' € K(X). Entonces 0,(T) es a lo sumo numerable y
su unico posible punto de acumulacion es el 0.

DEMOSTRACION: Veamos que para cada € > 0 el conjunto
{Aeap(T): (A =€}
es vacio o finito. Con ésto se concluye que
op(T) \ {0} = Unen{X € 0p(T) - [A[ = 1/n}

es a lo sumo numerable.

Supongamos, por reducién al absurdo, que existe g > 0 tal que A = {\ €
0p(T) : |A| > €0} es infinito. Podremos tomar una sucesion (A,)peny C A
de valores propios distintos. Sea (x,)neny una sucesién de vectores propios
correspondiente a los valores propios anteriores. Sabemos que {1, xs, ...} es
un conjunto linealmente independiente. Denotemos Y, = LIN{xq,...,x,}
que cumple Y, C Y, para todo n € Ny que T(Y,,) C Y,. Usando el
lema de Riesz anterior existe y,+1 € Yoi1 con ||yni1l = 1y d(Yny1, Yn) >
1/2. Veamos que (T'(yy))nen 1o tiene subsucesiones convergentes. Para ello
escribimos, para m < n,

T(Yn) = T(Ym) = MYn — (T(Ym) = T(Yn) + AnYn)-

Comprobemos que u = T'(Ym) — (T(yn) — A\¥Yn) € Yy—1. Por un lado y,, €
Y, C Y1y, por tanto T(y,,) € Y,—1. Por otro lado si y, = >0, auz; se
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tiene que
T(Yn) = Aty = Z a;Tx; — Z An Qi T
i=1 i=1
= i(Ai — An)Ti
=1
n—1
= CYZ()\l - )\n)l‘l S Yn—l'
i=1
Por tanto
IT(yn) = T(ym)ll = Ay — ull
U
> [Aalllyn — |l
Al
2 ‘)\n‘d(yna Ynfl)
> Aal/2 > 20/2.

Esto impide que existan subsucesiones convergentes, y se obtiene una con-
tradiccion. [ |

Corolario 5.3.4 St X es un espacio normado infinito dimensional y T €
K(X) entonces se cumple una de las siguientes situaciones:

(i) 0p(T) \ {0} = @.

(11) 0,(T) \ {0} es un conjunto finito.

(111) o,(T) \ {0} es una sucesion que converge a 0.

Teorema 5.3.5 Sea X un espacio normado yT € K(X). Si X € 0,(T)\{0}
entonces Ker(T — \) es finito dimensional.

DEMOSTRACION: Veamos que la bola unidad de Ker(T — AI) es compacto.
Sea (x,)nen € Ker(T — M) con ||z,|| < 1 para todo n € N. Como T es com-
pacto entonces (1'(x,))nen = ATy )nen posee una subsucesion convergente.
Y por tanto también (z,),en posee una subsucesién convergente. |

Daremos ahora informacién sobre el espectro de los operadores com-
pactos.

Teorema 5.3.6 Sea X un espacio normado de dimension infinita y T €
K(X). Entonces 0 € o(T).
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DEMOSTRACION: Supongamos que 0 € p(T') entonces T es invertible y
por tanto Iy = TT~! es compacto. Por el teorema de Riesz X es finito
dimensional. [ ]

Teorema 5.3.7 Sea X un espacio normado yT € K(X) . Si X # 0 entonces
Im(T — \I) es cerrado.

DEMOSTRACION: Supongamos que Im(T — AI) no es cerrado. Existe y €
X\ Im(T — XI) y una sucesién (z,)ney C X tal que y, = T(z,) — Az,
convergente a y. Como Im(T — AI) es un subespacio, se tiene que y # 0,
y por tanto existe ng € N tal que ||y,|| > ||lyl|/2 > 0 para n > ny. Luego
zn, ¢ Ker(T — M) para n > ny. Como Ker(T — M) es cerrado, podemos
poner d,, = d(z,, Ker(T'— AI)) > 0. Consideremos z, € Ker(T — \I) tal
que
0 <d, < ||z, — 2| < 2d,.
Entonces
T(xy — 2zn) — My — 25) = T(2) — ATy = Yn-

Veamos que sup{d,, : n € N} = co. Supongamos, por reduccién al absurdo,
que sup{d, : n € N} < oo. Es decir, (x, — z,)nen es acotada y, como T' es
compacto, existird una subsucesién de (x,,, —zn, )ken tal que (T(xp, —2n, ) )Jken
converge. Luego (z,, — zn, )ken converge a x. Como consecuencia,

Yy = klggo Yny = klggo T(xnk - an) - /\(xnk - Zﬂk) = T(I) — Az

Esto contradice el hecho de que y & Im(T — A\I).
Tomemos ahora una sucesion d,, divergente a +00 y denotemos

1
wy, = d—nk(xnk — Zn, ).
De nuevo, podemos afirmar que
1
Awg = T'(wg) — (T — M) (wy) = T(wy) — 7 Y
n

Usando que (wg)ken es acotada, y T' compacto se concluye que existe una
subsucesion de (T'(wg))ren convergente y por tanto también la subsucesién
de (wg)ren converge a cierto w. Pasando al limite

1
Aw =T (w) — lim

k dTka"’“ =T(w).
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Es decir w € Ker(T — AI). Por tanto
dnkHwk - w” = H'Tnk — Ry T dnka 2 d(xnk,Ker(T - AI)) = dnk

Esto conduce a contradiccién pues ||wy, — w| > 1, y tiene una subsucesién
(wn, —w); que converge a cero. |

Teorema 5.3.8 Sea T € K(X) y A #0.

Si Ker(T — M) = {0} entonces Im(T — X\ ) = X y el operador T'— \I
es invertible en L(X).

Es decir, 0,(T) \ {0} = o(T) \ {0}.

DEMOSTRACION: Si X es de dimensién finita el resultado es conocido de Al-
gebra elemental. Supongamos que X es de dimensién infinita. Supongamos
que Xy = Im(T—M\I) # X. Sabemos por el Teorema 5.3.7 que X es cerrado.
Veamos que X; tiene dimension infinita. En efecto si z1, ...z, son linealmente
independientes en X entonces y; = T(x1) — A2y, ...,y = T(x,) — Az, son
linealmente independientes en X; ya que

0= ais = T(Y aws) = A )
=1 1=1 i=1

y por tanto >0 ayx; € Ker(T — M) = {0} de donde se concluye que o; = 0
para 1 <1 < mn.

Probemos ahora que 7'(X;) C X;. En efecto si x = T'(2) — Az € Xy ¥y
llamamos y = T'(z) se tiene que

T(y) — My =T%*2) = M\T(2) = T(T(2) — A\z2) = T(x).

En particular T'(z) € Im(T — A) = X;. Denotemos T; la restriccién de T
a Xj y estamos en la situacién anterior, un operador compacto 77 € L(X;)
y X; de dimensién infinita. Definimos Xy = Im(1y — Mx,) = Im((T —
)JX)Q) C Xi. Se cumple que X, # X; pues caso contrario dado x € X
ponemos Tx — Az = z; € X; = X, y por tanto existe 2} € X; tal que
Tx— e =Ti(x)) — Az}, = T(z}) — Az} y usando la inyectividad de T'— \I se
tiene que x = z; € X;. Razonando de manera recurrente se encuentra una
sucesion de espacios cerrados X,,, infinito dimensionales tales que

L CX,CX,1C..C.X,CX
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donde X,, = Im(T — M x)", T,, € K(X,,). Usando el lema de Riesz se obtiene
una sucesion (z,)nen tal que ||z,|| = 1, z, € X, y d(zp, Xpy1) > 1/2.
Observemos que para n > m,

T(xn) — T(xp) = = Aty + Azp + (T(20) — Azy) — (T(@0) — A2im).

Como z,, € X,, C Xppiy1, T'(z) — Az, € Im(T,, — Mx,) = Xp1 C X,
(T(xp) — Axp) € Xypq1 entonces

A
1T (2n) = T(zm) |l = [Al2m — wmll = [Ald(@m, Xmi1) = |2|

Esto conduce a una contradiccién puesto que (T(z,,))nen no puede tener
subsucesiones convergentes. Por tanto Im(T — \I) = X.

Veamos la continuidad de la inversa T'— A ~!. Hemos de ver que existe
M > 0 tal que M < ||T'z — Az|| para todo x € X con ||z|| = 1. Supongamos
que existe una sucesion (x,)nen tal que ||z, || = 1 con y, = Tx,, — Az, tal que
|lyn|| < 1/n. Usando la compacidad existe una subsucesion tal que (7'z,, ) es

convergente, y como
1

la sucesién z,,, también converge, digamos a x. Consecuentemente Az = T'(z)
y asi @ € Ker(T — M) lo que implica « = 0, pero ||z| = limg ||z, | = 1.
|

Corolario 5.3.9 St X es un espacio normado infinito dimensional y T €
K(X). Entonces

o(T) = {0} Uop(T).
En particular o(T') es, o bien un conjunto finito que contiene al 0, o bien un
sucesion que tiene al cero como punto de acumulacion.

5.4 Espectro de operadores autoadjuntos en
espacios de Hilbert

En esta seccion (X, (-,-)) denota un espacio de Hilbert Recordemos que
T € L(X) se dice autoadjunto si T' = T*, i.e.
(Tz,y) = (z,Ty), z,y€ X.

Una primera propiedad de estos operadores es que su norma se calcula
de una manera mas facil.
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Proposicién 5.4.1 Si T € L(X) es autoadjunto entonces
1T} = sup{|(Tx, )| - [J] =1}

DEMOSTRACION: Llamemos A = sup{|(Tx,x)| : ||z|]| = 1}. De la desigual-
dad de Cauchy se tiene que A < ||T’||. Veamos ahora que |R((T'z,y))| < A
para ||z|| = ||y|| = 1. Al ser autoadjunto se tiene

(T(x+y)z+y = (T(x),2)+(T(Y),z)+ (T(x),y)+ (T(Y),y)
= (T'(x),x) +2R(T(2),y)) + (T'(y), y)-

Razonando andlogamente con x — y y restando se obtiene

(T(x+y),r+y) —(T(x—y),r—y) =4R({(Tz,y)).

Como |(T'z, z)| < A||z||* para todo z € X, se tiene que

AR{(Tz,y)| = (T +y)z+y) — (T(x—y),r—y)
< [(Tx+y),z+y|+ T(@—y)x—y)l
< A(lz +yl* + llz = yl?)
< 2A(J|l= [ + llyl*) = 4A.

Usando ahora que S((T'x, y)) = R((T'z, iy)) se tiene tambien que |I((Tx, y))| <
A. Usando que ||T|| = sup{|(T'z,y)| : ||z]| = ||y|| = 1} se obtiene el resultado.
|

Proposicién 5.4.2 Sea T € L(X) autoadjunto. Entonces

(i) Ap = {(T'z,z) : ||z|]| = 1} es un subconjunto acotado de R y o,(T) C
Ar. En particular los valores propios son reales.

(i1) St My = sup Ay y mr = inf Ar se tiene que ||T'|| = max{Mp, —mr}.

DEMOSTRACION: (i) Como (Tz,z) = (x,Tx) = (Tz,z) se tiene que (T'z, x) €
R para todo x € X. Ademds Ay C [—||T||, || T]|] usando la Proposicién 5.4.1.
Sea A € 0,(T) y x un vector propio no nulo (que podemos suponer con ||z| =
1) asociado a A. Entonces como Tz = Az se tiene que A\ = (T'x,z) € Ar.

(ii) La desigualdad de Cauchy garantiza que My < |T|| y —msy < ||T||.
Por otro lado

(Tx,x) < Mp <max{Mr,—mq}, —(Tz,x) < —mp < max{Mp, —mr}.

El resultado se sigue de nuevo aplicando la Proposicién 5.4.1. ]
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Teorema 5.4.3 Sea T € L(X) autoadjunto. Entonces
(1) o(T) C [mr, My].
(ii) Mr,mr € o(T).

DEMOSTRACION: (i) Sea A € K\ [mr, Mr]y pongamos d = d(\, [my, Mr]) >
0. En particular, para ||z| = 1 se tiene |(Tz,z) — A| > d. Por tanto

(T = A)(@)]| = dl|z]*, = € X.

Esto implica que T'— AI es inyectiva y que Im(T — M) es cerrado (pues
si (T — A)(z,,))nen converge a y, se tiene que (x,),en es de Cauchy, y por
tanto convergente a xy € X, y como consecuencia y = Tzg — Azg.) Ademads
(Im(T — X))t = {0} ya que si  # 0 se tiene que (Tx — Az, z) > 0y
por tanto x ¢ (Im(T — A))*. Usando ahora el teorema de la proyeccién
ortogonal

X = Im(T = X) + (Im(T — XI))* = Im(T — ).

Consecuentemente T — A\ es suprayectiva e invertible, o equivalentemente
A e p(T).

(ii) Veamos que my € o(T) (el caso My € o(T) es andlogo y se deja
como ejercicio). Si my es un valor propio ya lo tenemos. Supongamos que
my ¢ 0,(T), es decir Ker(T —mygl) = {0}. Consideremos

(l’,y) = <(T - mTI)xay> = <T[)3,y> - mT<x7y>'

Se cumple que (z,z) = (T, 2) — myp|lz[|* > 0. Como también verifica las
propiedes de un producto escalar sobre X (salvo (z,x) > 0 para z # 0)
entonces tenemos la validez de la desigualdad de Cauchy. Por tanto, para
r € X ey=Tx— mpx tenemos

(T = mrD)a||*

Tz — myx, Tz — mpx)|

(2, )|

(x,2)(Tx — mpx, Tx — mpx)

(Tx,z) — me||z||)) (T — mr)?x, Te — mpx)

(T, 2) — mr||z|)T — me ][]

VANRVANVAN

De esta estimacién se tiene que, si consideremos una sucesion (z, )en con

|zn]| = 1 tal que ((T'zp, x,))nen converja a myp entonces ((T"— mql) Ty )nen
converge a 0. Esto implica que my € o(T'), pues en caso contrario
1

< (T —mrl)x,||,n € N.
(T = me D)~
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Corolario 5.4.4 Si T € L(X) es autoadjunto entonces ||T|| € o(T).

Proposicién 5.4.5 Si T € L(X) es autoadjunto y compacto entonces existe
A€ a,(T) con |A =||T|.

DEMOSTRACION: SiT = 0 es trival. Supongamos que ||T|| > 0. Sea (x,)nen
con ||z, || = 1 tal que (|(Txp,xn)|)nen converge a ||T]|. Como la sucesién
((T'xp, xn))nen es acotada, existe una subsucesién convergente a un valor
A € R, que ademds cumplird |A\| = ||T||. Comprobemos que A € o,(T).
Mantenemos la notacién de (x,),en para la subsucesién anterior, y usando
la compacidad existe otra subsucesién de la misma de modo que (T'(x,, ))ken
converge a cierto valor z € X. Teniendo en cuenta que

1T (xn) — )‘anQ = (T(zn) — Az, T(20) — A)

= T(@n)|? = 2MT(x0), 20) + A2l
< |T)? = 2MT (), zn) + N
= 227 = 2XMT (), Tn).

Por tanto
lim [T (z,,) — A, | = 0.
de donde se sigue
klim ALy, = 2.
Si ponemos y = § se concluye que
(T(y),y) = o (T (@), 0ny) = A F# 0.
Por tanto y #0y T(y) = Ay. [

5.5 El teorema espectral

Uno de los resultados importantes en la teoria de matrices afirma que
las matrices reales y simétricas tienen n valores propios reales y pueden di-
agonalizarse, encontrando una base de vectores propios respecto de la cual
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la matriz es diagonal y tiene los valores propios en la diagonal. Veamos la
situacion infinito dimensional y la relacion con la teoria espectral.

Del contenido de las secciones precedentes se tiene que todo operador
compacto y autoadjunto 7" no nulo verifica que o(7") # {0} (pues siempre
|IT|| € o(T))y a lo sumo numerable. Ademds si 0 # A € o(T") entonces
A€ o,(T)y Ker(T —\I) es de dimensién finita. Veamos que si A, 5 € 0,(7T)
con \ # 3 entonces Ker(T — \I) L Ker(T — 5I)

Lema 5.5.1 Sea T € L(X) es autoadjunto y sean N\ y (3 wvalores propios
distintos del operador T'. Si x e y son vectores propios asociados a X y 3
respectivamente entonces x L y.

DEMOSTRACION: Como
Te=Me, Ty=p, Tz,y) = (z,Ty),

se tiene que
Mz, y) = Bz, y).

Asi que (z,y) = 0.
Ahora presentaremos el teorema espectral para operadores autoadjuntos
y compactos.

Teorema 5.5.2 (Hilbert-Schmidt) Sea X un espacio de Hilbert, y sea 0 #
T € L(X) autoadjunto y compacto.

(i) Eziste una base ortonormal de (KerT)* formada por vectores propios
de T

(1)) Si T € F(X) entonces los valores propios no nulos de T' (repetidos
segin la dimension del subespacio propio correspondiente) forman un con-
gunto finito {1, ..., \n} y existe un conjunto ortonormal {x1,...,x,} donde x;
es un vector propio asociado a \; para i = 1,...,n de manera que cada x € X

se puede escribir
n

x = Z(m, x;)T; + T
i=1
donde xo € KerT. En particular T'(z) = >0 Ni{z, z;)x;.
(111) Si T € K(X)\ F(X) entonces los distintos valores propios no nulos
de T' forman una sucesion (A,)nen de niumeros reales con lim A\, = 0, y existe
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un conjunto ortonormal {x1, ..., Ty, ...} donde x,, es un vector propio asociado
a A\, para n € N de manera que cada x € X se puede escribir

o

x = (x,x)T; + 20
i=1
donde xo € KerT. En particular T(x) = 352, Nz, z;)x;. (Los valores \;
aparecen repetidos en la serie una cantidad finita de veces en funcion de la
dimension del Ker(T — N\1).)

DEMOSTRACION:

(i) Denotemos (\},) los valores propios no nulos y distintos de T" y de-
notemos Xy = Ker(T — A\, I) (que tienen dimension finita). Considerar Y el
subespacio generado por {U, X }. Probemos que Y+ = KerT.

Es claro que X C ImT (pues T'(§) = z, para v € X;) y por tanto Y C
ImT. Como sabemos que KerT = (ImT)* se concluye que KerT C Y.

Veamos ahora que T'(Y+) = 0. Usando ahora que T'(X}) C X}, podemos
decir que T(Y) C Y. Por tanto, usando que (Tx,y) = (x,Ty), se obtiene
T(Y+) € Y+, Definimos Tj la restriccién de T al subespacio Y1, Tj :
Y+ — Y1, que es autoadjunto y compacto sobre el espacio de Hilbert Y.
Comprobemos que Ty = 0 (lo que es equivalente a o(7Ty) = {0}). Si A €
o(To) \ {0} entonces A es valor propio de Tj y por tanto A € o0,(T"). Luego
existe z # 0 vector propio en Y1 asociado a A. Por tanto z € X}, C Y para
algin k, lo que lleva a contradiccién. Esto finaliza la prueba de la inclusién
Y+ C KerT.

Como Y = (KerT)* podemos encontrar una base ortonormal en cada
X}, y considerar la base de (KerT)* dada por la unién de las distintas bases
consideradas.

(ii) Nétese que si existe una cantidad numerable de valores propios no
nulos entonces dim(Y') = oo (y por tanto dim(ImT) = oo). Por consiguiente
si T tiene rango finito entonces sélo puede tener un ntmero finito de valores
propios no nulos.

Sean A, ..., A}, los valores propios distintos y no nulos. Supongamos que
dim(Ker(T — N.I)) =n; y ponemos n =mny + ... +ng y

ni Nk

{)\17 7)‘n} = {>\/17A7 )‘117 7)‘27/\7 ;c}

son los valores propios no nulos de 7' contados cada uno tantas veces como
la dimensién del espacio que genera A.. Sea {z1,....,z,} la base ortonormal
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de (KerT)* de modo que Tx; = \x;. Usando el teorema de la proyeccién
ortogonal, para xr € X existe una tnica descomposicién r = y + xy con

€ (KerT)* y xy € KerT. Como {z;}", es ortonormal y {x;, z¢) = 0
para i = 1,...,n se tiene (y,x;) = (z,x;) para i = 1,...,n. Por consiguiente
Y= ?:1<y7 xl>xl = Z?:l(xvxi>x’i Y ast

n

T = T, 2;)T; + Tg.
> (7, z)
i=1

(ili) Si 7" no tiene rango finito entonces hay una cantidad numerable de
valores propios no nulos distintos y la descomposicion se tiene del mismo
modo, pero con suma infinita. |

Una manera equivalente de escribir la descomposicion espectral es

Tr = Z Ty + T
A€op(T)\{0}

siendo x la proyeccién de z sobre el subespacio Ker(T — \) y zo € KerT.
Si A € o(T) y Py denota la proyeccion ortogonal Py(z) = x, sobre el
subespacio Ker(T — AI), podemos reescribir el resultado como sigue:

Teorema 5.5.3 Si 0 # T es un operador autoadjunto y compacto sobre un
Hilbert X. Entonces
— Y AP

Aeo(T)
(En caso numerable se entiende que los valores propios estan ordenados de

manera decreciente en modulo. )

DEMOSTRACION: Justifiquemos la sumabilidad en el caso de infinitos valores
propios. Dado € > 0y ||z|| = 1, sabemos que {\ : |A\| > ¢} es finito, y por
tanto

1Tz = 32 AR@)* = 1| > AP <& 3 [[Pa(@)]]” < &l

[A|>e A <e [\ <e

Tomando supremo en ||z|| = 1 se obtiene la convergencia en L(X). W



