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FUNCIONES HOMOGENEAS

1. Concepto v Propiedades

1.1.- Concepto

Definicion de cono (en un espacio vectorial real)

Se llama cono a todo conjunto Cc R que cumple la siguiente condicion:

tx e C,Vx € C, Vt>0.

Definicion de funcion homogénea

Dada una funcioén real de n variables tal que f: Dc R > R, en donde su dominio

es un cono , se dice que es homogénea de grado r si verifica:

fitx)=t f(x), Vx € D con t0,re R
NOTA 1: Se exige que D sea un cono para garantizar que tx € D.
NOTA 2: Justificacion de t > 0:
- Evita problemas de falta de definicion o inexistencia:

ftx)=t f(x).

Ejemplo : Sir=% y t<0 =>f(tx) ¢ R.

- Interpretacion econdémica: Al trabajar con determinadas variables econdmicas
(cantidades a consumir, a emplear o a producir, por ejemplo), el sentido econémico
impone su no negatividad, por lo que con t > 0 se tiene garantizado que t x; va a seguir

manteniendo ese mismo sentido econdémico.
xi>20 y t>0= tx; >0 (sentido econémico).
NOTA 3: reR = puede ser positivo o negativo; entero, racional o irracional.

Si r es entero (positivo o negativo), t> 0 es una restriccion superflua. El valor
de r tiene importancia a la hora de la interpretacion econdémica de funciones

homogéneas.
Ejemplo 1:

f(x,y,z) = 3x + 2yz.
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Al tratarse de una funcién polindmica, su dominio es R3, y por tanto es un cono.
fltx,ty,tz)=3tx+2(ty)tz)=t(3x+2tyz).

Esta funcion no es homogénea.

Ejemplo 2:

f(x,y)=42x ty.

2
Su dominio es el conjunto D={(x,y)eR /2x+y>0}, que es un cono, pues
multiplicando la restriccion que cumplen los puntos (x,y) € D por una cantidad

positiva, t>0, el sentido de la restriccion no cambia
t(2x+y)2t0 = t2x+ty>20 = 2(tx)+Hty)>0 = (tx,ty)eD.

Estudiando si es homogénea:

ft x,ty)=y2t x+ty=yt(2x+y) =+t 1/2x+y=ty2 f(x.y).

La funcién es homogénea de grado r = L
2
Ejemplo 3:
2.2
X
fx,y)= % :
2x"+3y

2 -
Su dominio es el conjunto D =R - {(0,0)}, que es un cono. Se estudia si es

homogénea:
(t x? (ty)? 2 x2 2 2 t4x2 y2
fltx,ty)= 4 4 4 4 4.4 4 44 4
2(tx)" +3(ty)” 2t"x"+3t7y tT(2x +3y")
2 yz .
ZﬁZf(x,y)Zt f(x,y), V(x,y)eD, t>0 =r=0.
2x +3y

Por tanto, la funcién es homogénea de grado 0.

Ejemplo 4.

1
fx, y) = —F——-
X"ty

2
Su dominio también es el conjunto D = {R -(0,0) }, que es un cono.
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1 1 1

2
- - = £ flxy)
(tx) +(tyy Cx 40y Oy

f(t x,ty)=

V(x,y)eD, t>0 = r=-2.

Por tanto, la funcién es homogénea de grado -2.

Interpretacion economica de la funcion homogénea

e EL FENOMENO DE LA “ILUSION MONETARIA”:
Funcion de demanda del bien x
X (P15 P2, o5 Pny Y,
donde

p1 es el precio del bien x,
P2, ..., Pn Son los precios bienes sustitutivos y complementarios,
ya  es larenta nominal disponible.

Si la funcion es homogénea de grado r:
X (t pl B th, (] t pn’ t Yd) = tr X (pl > p2’ ceey pl’la yd)7
segun los valores de r:

r=0 = Ausencia de “ilusidon monetaria”. El consumidor tiene en cuenta su renta
real y no varia su demanda.

r>0 = “ilusion monetaria”. x BIEN NORMAL (El consumidor aumenta su

demanda por creer aumentada su renta real)

r<0 = “ilusién monetaria”. x BIEN INFERIOR (El consumidor disminuye su
demanda por creer aumentada su renta real).

e RENDIMIENTOS A ESCALA EN FUNCIONES DE PRODUCCION:

Funcion de produccion del bien q:

q (kl 5k27 eeey kﬂ)7
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donde

ki, ..., ky son las unidades empleadas de factores productivos.

Si es homogénea de grado r:
q(tki,tko, ..., tky)=t"q ki, ko, ..., kn),
segun los valores de r:
r=1 = Rendimientos constantes a escala (homogeneidad lineal)
r<1 = Rendimientos decrecientes a escala. Caso concreto r = 0:
r=0 = Aumentar t veces los inputs no hace variar la cantidad producida.

r>1 = Rendimientos crecientes a escala.

Ejemplo 5: Funcion de Produccion Cobb-Douglas
a P
QK,L=AK L >
donde
A es una constante positiva, A>0,
L y K son las unidades de factor trabajo y factor capital empleadas,
o, BeR/a,B>0.
El dominio en sentido econémico se puede demostrar que es un cono:

D, = {(K.L) e R’ /K>0;L>0}.

Esta funcién de produccion Cobb-Douglas es homogénea de grado (a+f3) como

se puede ver a continuacion:
o B o_a B _B
QtK,tL=A(tK) (tL) =At K t L =
AP =P Ak LH =" QL)

La funcion de produccion Cobb-Douglas refleja:
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- Rendimientos constantes a escala si (a+)=1.
- Rendimientos crecientes a escala si (a+p)>1.

- Rendimientos decrecientes a escala si (a+p)<lI.

e RENDIMIENTOS A ESCALA E ISOCUANTAS:
Isocuanta: Q(K,L)= C.

Recoge las combinaciones de K y L que proporcionan un nivel de produccion

igual a C.
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(a) Rendimientos crecientes: (K; -0)> (K,-K;)> (K3-K5) ; (L; - 0)> (L,-L;)> (Ls-Lo).
(b) Rendimientos constantes : (K; -0)= (K»-K)= (K3-K5) ; (L; - 0)= (L,-L1)= (L3-Ly) .
(c) Rendimientos decrecientes : (K; -0)< (K;-K;)<(K3-K3) ; (L - 0)< (L,-L;)< (Ls-Ly).
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1.2.- Propiedades (operaciones con funciones homogéneas)

1) Suma de funciones homogéneas

Sean f y g dos funciones homogéneas del mismo grado r tales que:
fDcR ->R;gDcR >R
Entonces la funcion suma (f+g) : D < R' SR es homogénea de grado r.
Demostracion:
(Fre)(tx)= f(tx)+g(tx) =t f(x)+t g(x) =t [fx)+gx)]="t (frg)(x).m

2) Producto de un escalar por una funcion homogénea

Sea f: Dan—> R una funcion homogénea de grado r. Sea k un nimero real,
keR.

Entonces la funcion resultante del producto del escalar k por la funcion f
kfH):DcR >R
es homogénea de grado r.
Demostracion:
k D)=k fitx) =kt fx)=t [k fx)] =t (k H)(x). W

3) La combinacion lineal de funciones homogéneas

Sean f y g dos funciones homogéneas del mismo grado r tales que:
fDcR ->R;gDcR >R,
Sean a,  nimeros reales, o, p € R.
Entonces la combinacion lineal de las mismas
(oftBg):DcR >R
es homogénea de grado r.
Demostracion:

Por las dos propiedades anteriores.H
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NOTA: Se puede deducir de esta propiedad que el conjunto de funciones homogéneas

de un mismo grado forman un subespacio vectorial (de dimension infinita).
Ejemplo 6:

Los ingresos de una empresa consisten en lo que obtiene por la venta de su
producto a un precio p mas una subvencion de 5 unidades monetarias por cada unidad
de trabajo empleada. Si la funcién de produccion de esta empresa presenta rendimientos

constantes a escala, estudie si la funcion de ingresos es homogénea y de qué grado.
Solucion:

La funcidn de ventas seria el precio por la produccion
V(K,L)=p QK.L)

Como Q(K,L) es homogénea de grado 1, al multiplicarla por el precio se tiene
una funcion de ventas que también es homogénea de grado 1.

La subvencion obtenida es una funcion lineal sin término independiente y, por
tanto, es homogénea de grado 1.

Sub(K,L)=5L.

La funcién de ingresos, pues, es la suma de dos funciones homogéneas de grado

1 definidas en el mismo conjunto, por lo que también sera homogénea de grado 1.
I(K,L) = V(K,L) + Sub(K,L).

4) Producto de funciones homogéneas

Sean f y g dos funciones reales homogéneas de grado r y s,

respectivamente, tales que:
fDcR ->R;gDcR >R
Entonces el producto de ambas
(f-g):Dan—>R
es una funciéon homogénea de grado (r+s).

Demostracion:

(- @)(tx)= f(tx) - g(tx) =t f(x) - € gx) =1 € [f(x)-g)] =t (f-g)(x).m
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Ejemplo 7:

2
Sif: R > R es una funcion homogénea de grado 1, pruebe que es homogénea

la siguiente funcidon y obtenga su grado:
g(x.y) =xy f(xy).
Solucion:
gtx, tx)=txtyftx, ty)=txyt f(x,y)=t""xyf(x, y)=t"" g(x, y),
g es homogénea de grado (2+r).

Este resultado es el que se obtendria considerando a g(x,y) como el producto de

dos funciones homogéneas f(x,y) y h(x,y)=x y (homogénea de grado 2).

5) Cociente de funciones homogéneas

Sean f y g dos funciones reales homogéneas de grado r y s, respectivamente,

tales que:
fDcR ->R;gDcR >R

Entonces el cociente de ambas, cuando esté definido, es una funcion

(LJ:D*an%R
g

homogénea de grado (r-s).

Demostracion:

( f j(txk f(00)_ %) _ s %) :tr-s( f j(x)__
g gx) tg(x)  g(x) g

6) Composicion de funciones homogéneas

Sean fDfrc R—>R y g D, C R’ - R dos funciones homogéneas de

grador y s, respectivamente, tales que:
g(Dg) < Ds.
Entonces la composicion de g con f, (feg)(x)=f[g(x)]

(fog): D, R - R
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es una funciéon homogénea de grado (r-s).
Demostracion:
(fPg)(tx)=fleg(tx)1=f[t g()] = (') flgI=t  (Pg)(x). m

7) Derivacion de una funcion homogénea

Sea f una funcion homogénea de grado r tal que:
fDcR —>R; y feC'(D)

Entonces sus derivadas parciales de orden p , siendo p < g, son funciones

homogéneas de grado (r-p).
Demostracion:

Se va a realizar la demostracion por induccién finita a partir de las derivadas

parciales de primer orden.

of (tx)= lim f(txy ..., tX; +h,otx ) - (1), X500t ) .
aXi h—0 h

Por ser f homogénea de grado r se tiene que:

of

X

h
(X ey X+ ey Xy ) = U (X ey X ey Xy )
(tx) = lim t =
h—0 h

h
tr{f(x Lo X < X ) = f(X | ey Xjoee X )}

= lim =
h—0 h
h
(X ey X§ T — ey Xy ) = (X 50y X oo X))
= lim t""! L =
h h
250 i
&0 t
of
! X
o ®

Lo que prueba que (x) es homogénea de grado (r-1), para i=1,2,....n.

1
Siq=1, ya estard demostrado.

Para q > 1, como las derivadas parciales de primer orden son funciones
homogéneas de grado (r-1) puede inducirse, por la demostracién anterior, que las

derivadas parciales de segundo orden van a ser homogéneas de orden (r-2).

-10-



Funciones homogéneas

Asi, suponiendo que las derivadas parciales de orden p < q son homogéneas de
grado (n-p), las derivadas de orden (p+1) seran homogéneas de grado (r-(p+1))=r- p -1
por lo demostrado antes.H

&) Reduccion a una funcion de (n-1) variables

Seaf: DcR — R una funcién homogénea de grado .

Entonces se verifica que

(X150 r X s Xpy) :W(ﬁ Xi1 Xiyg XHJ
- yeees yoeer— |-
X; X X X X;

i

Demostracion:

Si f es homogénea de grado r, se tiene que:
f(tX1, tX2, oory tXn) =t F(X1, X2, +rry Xn)-

Se demostraria tomando un t = 1 .

Xi

Como t > 0, se estaria exigiendo implicitamente que x; > 0.

NOTA: Esta propiedad actia como condicidn necesaria y suficiente, pero esta tltima
condicidn no es operativa en la practica.

Ejemplo 9: Aplicacion de la propiedad 8*:

Sea Q(K,L) una funcion de produccion con rendimientos constantes a escala
(homogénea de grado r=1).

Entonces, la productividad fisica media de los factores puede expresarse como
funcion de una sola variable, la relacion capital- trabajo.(k = K/L). Por ejemplo:

1 o X Lok )2
PMel= —Q(KL)= L,Lj Q(L,lj (k).

-11-
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2.- Teorema de Euler. Interpretacion economica

Para las funciones homogéneas que admiten derivadas parciales continuas en su
dominio se puede obtener un importante resultado conocido con el nombre de Teorema
de Euler.

2.1.- Teorema de Euler

n ., , .o
Sea f: D 2 R — R una funciéon homogénea de grado r, cuyo dominio es un

. , 1
cono abierto y, ademas, f e C (D).
Entonces se verifica para cada punto xeD la siguiente igualdad:

r f(x) = VI(x) x,

of of of
rf(xy,Xp, ++X3) =a—(x)xl +6_ (X)X, +---+a—(X)Xn :

X X Xn
Demostracion:
Si f es homogénea de grado r, se tiene que:
f(txy, tXa, ..., tXp) = t (X1, X2, ...y Xn).

Considerando ambos términos como funciones dependientes de t, y sabiendo

1
que feC (D), se puede obtener la derivada con respecto a t de los dos términos:

Término 1: Se trata de una funcidn compuesta F(t) cuya derivada se obtendra
mediante la Regla de la Cadena:

6f(t)g,txz,...,txn):c?f(tx)?(txl) (t}kaf(txﬁ(t@) ¢ Jr8‘["(‘[)()9(txn)

t
ot oty Ot otx, Ot otx, Ot (®r

_ af(tx)x1 +8f(tx)X2 . of(tx)
oty 0tx otx,

Término 2°: Derivando respecto a t, queda:

r-1
rt  f(xy, X2, ..., Xp).

Al igualar las derivadas de lo dos términos:

_oft)  oft) | ofit)

-1
rt f(x, Xy, ..., X))
b Yooty : 0tx,y 2 otx,

X, -

-12-
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Esta expresion se cumple, al ser f homogénea, para cualquier t > 0, por lo que
se seguira cumpliendo para un valor concreto como t=1. Sustituyendo este valor en la
expresion anterior se obtiene para cualquier xeD lo que se queria demostrar:

of of of

rf(x)= o, x)x; + 5%, (X) x5 +...+ ox. (x) x, = VI(x)x

NOTA: Se puede demostrar que el Teorema actia como condicidn necesaria y
suficiente para que una funcién de clase 1 sea homogénea de grado r.

2.2.- Teorema de Euler y teoria de la distribucion

El Teorema de Euler revela algunas propiedades interesantes de las funciones de

produccién homogéneas.

Dada una funcion de produccion Q(K,L) se llama productividad marginal de

los factores trabajo y capital a los valores de las derivadas parciales Z_L’ﬁ’

respectivamente.

Seglin la teoria marginalista, en régimen de competencia perfecta, el equilibrio
en los mercados se alcanza cuando se retribuye a los factores de acuerdo con sus
productividades marginales. La remuneracion global de los factores trabajo y capital
sera entonces:

L2020
oL oK

Si la funcion de produccion Q(K,L) es homogénea de grado r, el Teorema de

Euler establece que:

K
rQK, L) =VQK, L) [Lj

rQ =K 0Q , 99
o K oL

Asi pues, se tiene que con esta retribucion:
- Si r = 1, (rendimientos constantes a escala) la remuneracion total de los diversos
factores es igual (agota) a la produccion alcanzada.

- Si r> 1, (rendimientos crecientes a escala) la produccion no alcanza para remunerar a
todos los factores (rQ >Q).

- Si r <1, (rendimientos decrecientes a escala) la produccidn supera la remuneracion de

todos los factores, quedando parte del producto sin distribuir (rQ < Q).

- 13-
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Problemas resueltos’

1.- Estudie la homogeneidad de la siguiente funcion y halle su grado.

2.2
f(Xa y, Z) = X Zy + Z%en(%j

Solucion:
f(x,y,z) serd homogénea de grado r si verifica:

fx, Ay, Az) = A" f(x, v, 2)
V(x,y,z) € D¢
A>0/Mx,y,2) € De
reR

2 2 2,.242.2
f(%x,%y,kz)=M+(kz)3sen SL = Mx“Ay + 2%z 3sen 3X =
Az Ay Az y

3,22
= HTY+ X3z3sen(37xj =1° f(x, y,2)

Por tanto, f es homogénea de grado 3 (exponente de A).

2.- Estudie la homogeneidad de la siguiente funcion y halle su grado.

5
f(x,y,z) = ZY xS ln(3—yzj .

X

Solucion:
f(x,y,z) sera homogénea de grado r si verifica:

fx, Ay, Az) = A" f(x, v, 2)
V(x,y,z) € D¢
A>0/Mx,y,2) € D
reR

5 5.5
£FOx Ay hz) = PN o s A2 | S AAYT s s 32 2
AX Ay AX y

5
=38 195%5 11{3—2] =23 f(x,y,2).
X y

Por tanto, f es homogénea de grado 5 (exponente de A).

1 . .. ., . , . .
En los ejercicios resueltos se ha empleado una notacion diferente a las paginas anteriores: se emplea el
parametro A en lugar de t.

- 14-
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3.- Estudie la homogeneidad de las siguientes funciones y halle su grado. Estudie la

homogeneidad y grado de la funcién suma (f+g)(x,y,z).
2

f(x, y,z) = i

o(x,y,2) = Zzsen[l"]
y

f(x,y,z) serd homogénea de grado r si verifica:

fx, Ay, Az) = A" f(X, v, 2)
V(x,y,z) € D¢
A>0/Mx,y,2) € De
reR

=% f(x,y,2).

2 2.2 2
V4

z Az
Por tanto, f es homogénea de grado 2.
g(x,y,z) serda homogénea de grado r si verifica:

g(hx, Ay, Az) = A" g(x, Y, 2)
V(x,y,z) € Dg
A>0/Mx,y,2z) € Dg
reR

g(Ax,Ay,Az) = (?Lz)2 sen(m] =\2z? sen(ﬁJ =2z? sen(:;—xj = kzg(x, y,Z).
(Ay) yk y

Por tanto, g es homogénea de grado 2.

La funcién suma es (f+g)(x,y,z)= f(X,y,z)+g(X.y,z), sera homogénea de grado r si
verifica:
(Erg)(0x, by, h2) = X' (Frg)(x, ¥, 2)
V(X,y,z) € Drig
A>0/MX,y,2) € Dpiyg
reR

Por ser fy g homogéneas del mismo grado, resultara que su suma también serd
homogénea y del mismo grado, 2. Se justifica asi:

(Frg)(hx, Ay, 2z) = f(hx, Ay, Azt g(Ax, by, )= A f(xy.2)+ A g(x.y.2)=
=1 (f(x.y2)tg(x.y.2) = 1" frg(xy.2)

4.- Estudie la homogeneidad de las siguientes funciones y halle su grado. Estudie la
homogeneidad y grado de la funcién suma (f+g)(x,y,z).

-15-
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fx,y,z) =2,
Z

g(x,y,z)= ZSOCOS[E] )
y

f(x,y,z) serda homogénea de grado r si verifica:

fAx, Ay, Az) = A (%, y, 2)
V(x,y,z) € D¢
A>0/Mx,y,2) € Dr
reR

FOx, Ay, Az) = PR MY XY 5 bk v ).
Az z z

Por tanto, f es homogénea de grado 1.

g(x,y,z) serd homogénea de grado r si verifica:

g(Ax, Ay, Az) = A" g(x, y, 2)
V(x,y,z) € Dg
A>0/MX,y,2z) € Dy
reR

g(Ax, Ay, Az) = (Az)*° cos[@j =392 cos(ﬁj = 30230 cos[fj =1%(x,y,2)
(Ay) yA y

Por tanto, g es homogénea de grado 30.

La funcion suma es (f+g)(x,y,z)= f(x,y,z)tg(X,y,z), sera homogénea de grado r si
verifica:

(frg)(Ax, Ay, Az) = X' (f+2)(X, y, )
V(X,y,z) € Drig
A>0/MX,y,2) € Dgeyg
reR

Por ser f y g homogéneas pero de distinto grado, resultard que su suma no sera
homogénea. Se justifica asi:

(Frg)(Ax, Ay, Az) = f(Ax, Ay, A2)+ g(Ax, Ay, Az)= A f(x,y,2)+ 1™ g(x,y,2)=
=% (fx,y,2)A% g(x,y,2)) # A" frg(x,y,2)

No es homogénea.

-16-
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Problemas propuestos

1.- Demuestre que si f(x,y) es una funcién homogénea de grado r con derivadas

parciales de segundo orden continuas se cumple:

X Y+ 2 Xy fa(y) Y fa(x,y) =1 (1-1) f(x,y)

AYUDA: Segun la propiedad 7° las derivadas parciales de primer orden de esta
funcion seran homogéneas de grado (r-1), y por tanto se les podra aplicar el Teorema
de Euler.

2.- Sean f(x,y) y g(x,y) funciones homogéneas de grado r y F(u,v) una funcién
homogénea de grado s. Pruebe que la funcion (x,y)—F[f(Xx,y), g(x,y)] es homogénea de
grado (r-s).

AYUDA: Se probaria a partir de la propiedad 6° (composicion de funciones

homogéneas).

3.- Demuestre que el Teorema de Euler es también una condicion suficiente para que
una funcidon real de n variables con derivadas de primer orden continuas sea

homogénea de grado r.
BORRELL FONTELLES, J.(1990):pp.223-225; COSTA REPARAZ, E.(1989):pp.56-58

4.- Pruebe que la octava propiedad (reduccion a una funcion de (n-1) variables) actia
también como condicién suficiente para que una funcion real de n variables sea

homogénea de grado r.
BORRELL FONTELLES, J.(1990):pp.219-221; COSTA REPARAZ, E.(1989):pp.54-55

5.- Una empresa cuenta con 300 horas de empleados y 200 horas de maquina para
llevar a cabo la produccion. Supone que su funcion de produccion es homogénea de
grado r, y ha estimado estadisticamente que las productividades marginales de la hora
de empleado y la de la hora-maquina toman el valor 3 y 4, respectivamente. Sabiendo
que el nivel de produccion obtenido es de 850 unidades, ;qué grado de homogeneidad

se deduce para la funcién de produccion?
SOLUCION: r =2

6.- Un asesor de inversiones quiere modelizar mediante funciones homogéneas un
indice de riesgo de una cartera compuesta por dos tipos de activos financieros, renta

variable y renta fija. Las cantidades invertidas en renta variable estan representadas por
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Funciones homogéneas

X, mientras y representa las cantidades invertidas en renta fija. Teniendo en cuenta que
el riesgo es menor cuanto mayor sea la cantidad invertida en renta fija con relacion a la
invertida en renta variable, ayude a este asesor proporciondndole una expresion

analitica para la funcion de riesgo homogénea, R(x,y), en los siguientes casos:

a) El riesgo permanece constante aunque cambien en la misma proporcion las

cantidades invertidas en los dos tipos de activos.

b) Cuando se multiplica las cantidades invertidas, (x,y), por una constante, el

riesgo varia en la misma proporcion.

¢) Cuando se multiplica las cantidades invertidas, (X,y), por una constante, el
riesgo varia en mayor proporcion.
EJEMPLOS:

X
a) R(x,y)J=a+b — ; ab>0(homogénea grado 0).
y

b) R(x,y)= ax -by ; a,b>0 (homogénea grado 1).
c) R(x,y)= a>(2—by2 ; a,b>0 (homogénea grado 2).
7.- Estudie la homogeneidad de la siguiente funcion. En caso afirmativo halle su grado:
2.2
+
fx, y,2) ==
z
8.- Estudie la homogeneidad de la siguiente funcion. En caso afirmativo halle su grado:
2.2
+
f(x,y,2) ="
2x°y
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