ALGEBRA | GEOMETRIA I

Grau de Fisica. Universitat de Valencia

Butlleti 3. Teoria espectral
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1.— Considera les matrius (i) i (i) . Compara els seus polinomis caracteristics, valors

01
propis i subespais propis.
[Sol.: (i) polinomi caracteristic: (1 — )2 = 0; valors propis: A\ = 1 (doble); subespais propis: L) = R?,

(ii) polinomi caracteristic: (1 — \)? = 0; valors propis: A = 1 (doble); subespais propis: Ly = {(1,0))]

2.— Estudia la diagonalitzabilitat en R dels operadors lineals segiients:
(i) A(z,y,2) = (z+y+ 32,2 +y — 32,3z — 3y — 3z2)

i) B(z,y,2) = (x + 3z, —2y,3z + 2)

i) C(x,y,2,t) = (2o + 3y — 4z — 4t, x,y, 2)

(
(
(V) D(z,y,2,t) = (32 + 3y, 3o+ 3y, —22 — t,—2 — 2t)
(v) E(x,y,2) = (3z + 2y + 22,22 + 2y, 22 + 42)

(

vi) F(z,y,2,t) = (—x — 2y + 32 + 2t,y + t, =22 — 2y + 4z + 2t,2t).
[Sol.: ]

3.— Estudia, en funcié del parametre real a, la diagonalitzabilitat en R de les matrius:

100 10 a
] a10] (@010
11 2 a 0 1

[Sol.: (i) diagonalitzable si a = 0: valors propis: A1 = 1 (doble), Ay = 2; subespais propis: L; =
((1,0,—1),(0,1,-1)), Ly = ((0,0,1)), (i) diagonalitzable Ya: cas a = 0: valors propis: \ = 1 (triple);
subespais propis: Ly = R3; cas a # 0: valors propis: \j =1, Ay = 1 —a, A\3 = 1 + a; subespais propis:

L1 = <(07 170)>r L2 = <(1707 _1)>, L3 = <(1707 1)>]



4 — Estudia, en funcié del parametre real a, la diagonalitzabilitat en R i en C de la matriu

cosa —sina

sin a cosa

[Sol.: diagonalitzable Ya: cas a = nm (n = 0, o parell): valors propis: A\ = 1 (doble); subespais propis:
Ly = R?; cas a = n7 (n senar): valors propis: A\ = —1 (doble); subespais propis: L) = R?; resta de casos:

valors propis: A\ = e*®; subespais propis: Ly = ((1,+i))]

5.— Estudia, en funcié dels parametres reals a, b i ¢, la diagonalitzabilitat en R de la matriu

1 a1
0 1 b
0 0 ¢

[Sol.: diagonalitzable si a = 0, ¢ # 1, Yb: valors propis: A\y = 1 (doble), Ao = ¢, subespais propis:
1 b
L1 =((1,0,0),(0,1,0)), Ly = (( )]

c—1¢c—1
6.— Déna una condicié necessaria i suficient per a que la matriu

1 a b c
0 1 d e
0 0 2 f
0 0 0 2

siga diagonalitzable en R.
[Sol.: la matriu és diagonalitzable sia =0 i f = 0]

7.— Diagonalitza ortogonalment, si és possible, en R o en C, les matrius segiients:

01 0 00
1 -1 2 =2
001 00 3 -1 0 0 -2 0
o oo | |
i)fooo10 (ii) i) =1 3 0 (ivy| 1 0 -1
1 -1 1 0
00 0 01 0 0 2 0 2 0
1 -1 1 0
1 0 0 0 O
1 -1 0 0 0111
-1 1 1 1 3 3
_ 0 0 1 -1 1011
(v) 1 —1 1 (vi) (vii) (vii) [ 3 1 3
0 0 -1 1 1 1 0 1
1 1 -1 3 3 1




[Sol.: (i) valors propis: \j, = €"?™/°, k = 0,1,2,3,4; subespais propis: Ly = (1, \i, \2, A3, \})), base
ortonormal de vectors propis: {%(1, Moy A2, A3, A Mo, (i) no diagonalitzable, (iii) valors propis: A\; = 2
(doble), \o = 4, subespais propis: L; = ((1,1,0),(0,0,1)), La = ((1,—1,0)), base ortonormal de vectors
propis: {%(1, 1,0),(0,0,1), %(1, —1,0)}, (iv) valors propis: A1 =0, Ao = 2i, A3 = —2i; subespais propis:
L; = ((1,0,1)), Ly = ((¢,1,—4)), Lz = ((—4,1,7)), no diagonalitzable ortogonalment, (v) valors propis:
A1 = —2 (doble), Ay = 1, subespais propis: L1 = ((1,—2,1),(1,0,—1)), Ly = ((1, 1, 1)), base ortonormal de
vectors propis: {%(1,—2, 1),%(1,0,— ), \f (1,1,1)}, (vi) no diagonalitzable, (vii) valors propis: A1 =
(triple), \o = 3; subespais propis: L1 = ((1,—1,0,0),(1,0,—1 O) (1,0,0,—-1)), Lo = ((1,1,1,1)), base
ortonormal de vectors propis: {f(l 0,0,1), f( 1,2,0,-1), 3 (1,1, -3,1),2(1,1,1,1)}, (viii) valors
propis: A1 = —2 (doble), \y = 7; subespais propis: Ly = ((1,0,—1),(0,1,—1)), Lo = ((1,1,1)), base

(
ortonormal de vectors propis: {%(1, -2,1), %(1,0, -1), %(1, 1, 1)}]

1 3 3
8.— Considera lamatriu | 3 1 3

3 31
Calcula:

(i) la seua poténcia n-esima.

(i) el sinus de la matriu.

a b b
T+ A(=-2)" T (=2)"

[Sol.: ()| b a b |,amba= 3 , b= 3 ,
b b a
a b b
il b a b ’amba:sm7+4sm(—2),b:31n7+sm(—2)]
3 3
b b a



9.— Troba una matriu B complexa tal que

0 1 11
B2 _ 1011
1101
11 10
a b b b
b a b b 3+ 3 3
[Sol.: ,amba:\f—i_ Z,b:\[ Z]
b b oa b 4 4
b b b a
1 (11 : - : ,
10.— Considera la matriu 3 com la representacié matricial d'un projector en un cert subespai, L,
11
de R

(i) Defineix una matriu que projecte en el subespai ortogonal, L.
(ii) Defineix un operador normal A: R? — R? que tinga com a subespais propis L i L' i com a valors

propis 1 i —1 respectivament.

1 1 1 0
[Sol.: (i) 5 . , (i) o ]



