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SW64 Protoalgebra en Babilonia (2* entrega): méto-

Junio 2010, pp. 97-104 dos de resolucion
n la primera entrega de esta serie, quedé planteado el 1°30"" por 4 multiplica, 6°, ves.
problema de darle sentido a la solucién que aparece en la
tablilla babilénica TMS XIII, que estd analizada en Hoyrup 6" por 12°50, el aceite, multiplica, 1'17, ves.
(2002, pp. 207-208). A eso vamos a dedicar esta segunda
entrega. % de 4 rompe, 2, ves
Recordemos que la solucién viene expresada en la tablilla 2 cuadra, 4, ves
como una serie de operaciones, sin mas indicaciones, por lo
que nuestro problema consiste en averiguar qué calculan esas 4 a1'17 anade, 1'21, ves.
operaciones, qué sentido tiene hacer esos célculos para resol-
ver el problema y, a ser posible, hacer hipétesis sobre como se ¢Cudl es el lado igual? 9 es el lado igual.
ha llegado a descubrir que esos calculos permiten resolver el
problema. 9 el equivalente coloca.
Recordemos que la solucion es la siguiente, y recordemos % de 4, que has separado, rompe, 2, ves.
también que, como no nos interesa abordar las dificultades
derivadas del sistema metroldgico babildnico, las unidades 2 al primer 9 afiade, 11, ves.

estan substituidas por litros y gramos, que son mas familiares
para nosotros. Mantenemos, sin embargo, los nimeros escri-
tos en el sistema sexagesimal®:
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T coloca 4 litros de aceite y coloca el beneficio 40 gramos
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Del segundo quitalo, 7, ves.

11 litros cada gramo has comprado, 7 litros cada gramo
has vendido.

¢Plata equivalente a qué? ;Qué a 11 litros [por gramo]
puedo poner que 12°50 de aceite me dé?

1710 coloco 1710 gramos de plata.

¢Por 7 litros cada gramo de plata que vendes de aceite,
los 40 gramos de plata a qué equivalen?

40 por 7 multiplica. 4'40, ves, 4'40 de aceite.
El enunciado del problema que estd resuelto asi, eliminando
las unidades babilénicas y dejando los nimeros expresados en
el sistema sexagesimal, es el siguiente:

12°50 litros de aceite he comprado.

De la compra de 1 gramo de plata, 4 litros, de cada
(gramo), de aceite he separado.

40 gramos de plata como beneficio he visto.

¢Con qué equivalencia he comprado y con qué equiva-
lencia qué he vendido?

En la anterior entrega de esta serie vimos también que este
problema puede analizarse reduciéndolo a la siguiente lista de

cantidades y de relaciones entre ellas:

cantidad comprada y vendida: m (1),
tasa de compra: ¢, (1/gr)

tasa de venta: £, (1/gr)

importe de la compra: i_(gr)

importe de la venta: i (gr)

beneficio total expresado en plata (protodinero): b,, (gr)

beneficio unitario expresado en mercancia por unidad de
plata: b, (l/gr).

., m

i =t_ 0L X, =m

.om . _
I,=— 0l Xt,=m

v
v

b,=i—ioi=>b,+1i

b, =t-tot=>b +t

u;

Y que esta red de cantidades y relaciones podemos represen-
tarla mediante el grafo? de la figura 1.

bum'®

W[F——tep

. t
ie[ ] ] m
bid®

Figura 1

Estudiamos también que, como los importes de la compra y la
venta estan relacionados con las tasas de compra y venta por
una proporcionalidad inversa

i xt =0 xt =m,
c c v v

no es posible dar sentido a las relaciones de proporcionalidad
entre importes, tasas y beneficios

b,:b, =it zi:t,
en el contexto de compra y venta de mercancias que narra el
enunciado del problema.

Lo que nosotros podemos hacer: el Método
Cartesiano en accion

Antes de abordar el darle sentido a la solucién babilénica,
vamos a resolver el problema por métodos algebraicos actua-
les para usar nuestra solucién como referencia de compara-
cién. La resolucién algebraica de un problema de enunciado
verbal aritmético-algebraico estd guiada por lo que acostum-
bramos llamar el método cartesiano, y un usuario competen-
te de ese método recorre los pasos siguientes (que expresamos
tal y como aparecen en Filloy, Puig y Rojano, 2008):

1. Una lectura analitica del enunciado del problema que lo
reduce a una lista de cantidades y de relaciones entre
cantidades.

2. Eleccion de una cantidad que se va a representar con una
letra (o de unas cuantas cantidades que se van a repre-
sentar con letras distintas).

e



historias_64_8 Q8:KouKU.gxd 01/06/2010 0:33 Pagina 99

3. Representacién de otras cantidades mediante expresio-
nes algebraicas que describen la relacién (aritmética)
que esas cantidades tienen con otras que ya han sido pre-
viamente representadas por una letra o una expresion
algebraica.

4. Establecimiento de una ecuacién (o tantas como letras
distintas se haya decidido introducir en el segundo paso),
igualando dos expresiones, de las que se han escrito en el
tercer paso, que representen la misma cantidad.

5. Transformacién de la ecuacién en una forma canénica.

6. Aplicaciéon de la férmula o algoritmo de solucién a la
ecuacién en forma canénica.

7. Interpretacion del resultado de la ecuacién en términos
del problema.

La lectura analitica (paso 1) ya la hemos presentado en el
apartado anterior, y nos ha dejado el enunciado del problema
convertido en la red de cantidades y relaciones entre ellas que
estd representado en la figura 1. Con ello el texto del enuncia-
do del problema, escrito en lenguaje verndculo, ha quedado
preparado para su traduccidn al lenguaje del algebra simbdli-
ca. Traduzcdmoslo pues (y traduzcamos también la cantidad
de aceite comprada, 12°50 litros, del sistema de numeracién
babilénico al nuestro: 12 x 60 + 50 = 770 litros).

Decidimos (paso 2) designar la tasa de venta, £, con la letra x
(figura 2).

ivD\’V[x

ie[ ] “{] "
770
btd® 40
Figura 2

Escribimos expresiones algebraicas para las otras cantidades
usando las relaciones (paso 3):

— usando la relacién ¢, = b, + ¢, (en rojo en la figura 3)
escribo Z, la tasa de compra, x + 4;

— usando la relacién i x £, = m (en azul en la figura 3) escri-
bo i, el importe de la compra:

770
x+4 ;
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— usando la relacién i, x £, = m (en verde en la figura 3)
escribo i , el importe de la venta:

70
X

— usando la relacién i = b, + i_(en amarillo en la figura 3)
escribo b, , el beneficio total expresado en plata:

770 770
x  x+4
bum. 4
770
x v D__\l‘v[x
770
; le ™
x+4 lc i L m
x+4 770
bid® 40
770 770
X x+4
Figura 3

Como tenemos dos expresiones para b,, el beneficio total
expresado en plata, en este caso una expresion algebraica
compuesta y un numero, podemos escribir una ecuacioén
(paso 4, figura 4):

770 _770 =40
x  xt+4
bum® 4
770
; 1
x sz\v[x
0 e
x+4 el L m
x+4 770
bid®
770 770 _ 0
X x+4
Figura 4
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Una vez obtenida la ecuacidn la transformamos en una ecua-
cion que esté en forma canénica (paso 5). Para ello, nos olvi-
damos del significado de las cantidades y de las relaciones con
las que la hemos construido, y aplicamos transformaciones
algebraicas que sdlo tienen sentido en el mundo de significa-
dos de las relaciones aritmético algebraicas:

770(x+4)—770x=40x(x+4)
770x+770-4—770x=40x%+4-40x
770-4=40x>+4-40x

77=x>+4x

x*+4x—77=0

En efecto, la expresién que hemos obtenido carece de sentido
en el mundo de las transacciones comerciales, la tasa de venta
multiplicada por si misma no significa nada. Pero nuestras
acciones tienen sentido porque sabemos que tenemos un pro-
cedimiento para resolver una ecuacién escrita en forma cané-
nica, y que las transformaciones algebraicas, que hemos reali-
zado transforman la ecuaciéon que habiamos obtenido como
traduccién del enunciado, en ecuaciones equivalentes.

De hecho, tenemos dos procedimientos de solucién disponi-
bles: la férmula de la ecuacién de segundo grado y el procedi-
miento de completar cuadrados (paso 6).

Si aplicamos la formula, obtenemos dos valores para la x:

x_—4i,/42—4(—77) _ —4+.16+308 _
2

2
414324 4118
2 2

x=70x=-11

Si completamos cuadrados, obtenemos (los mismos) dos
valores:

x*+40+4—-4-77=0
x*+4x+4=81
(x+2)2=81
x+2=19
x=70x=-11

Una vez resuelta la ecuacion, volvemos al enunciado del pro-
blema para interpretar el resultado (paso 7), lo que nos lleva a
rechazar el valor —11, ya que no tiene sentido que la tasa de
venta sea una cantidad negativa. La tasa de venta es, por
tanto, 7 1/gr. Como la tasa de compra es igual a la tasa de venta
mds el beneficio por unidad, b, que vale 4 l/gr, la tasa de
compra serd 11 1/gr. La compra se ha hecho pues a 11 litros
por cada gramo de plata, y la venta se ha hecho a 7 litros por
cada gramo de plata.

SUMA 58
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Lo que hace el matematico babilénico

El matemaético babilénico comienza operando con dos datos,
bum y btd:

T coloca 4 litros de aceite y coloca el beneficio 4 gramos.
Inverso de 40, 1'30°", ves
1°30"" por 4 multiplica, 6/, ves.

Parece que se pretende encontrar el valor de:

b, 4

b, 40
La division en la matematica babilénica es una operacién difi-
cil, por lo que se hace buscando el inverso del divisor en una
tabla de inversos, y multiplicando por él, para dividir 4 entre
40 pues, primero se calcula el inverso de 40 y luego se multi-
plica por 4.

Si pasamos del sistema sexagesimal al sistema decimal, pode-
mos entender mejor las operaciones realizadas:

1 30 1 1 3 1
— +

]_, 3 =—+4 = — —_—— —
60 3600 60 120 120 40
(Inverso de 40)
6': i = i
60 10
1’30"><4:i><4:i:i:6’
40 40 10

A continuacién, el matematico babilénico multiplica el valor
que ha obtenido por el otro dato del problema, la cantidad de
aceite comprada y vendida, m.

6" por 12°50, el aceite, multiplica, 1'17, ves.

Estas dos operaciones podemos ver que se derivan de la rela-
cién:
btd -

b,, Lt

um

m

que obtuvimos formalmente en el andlisis del problema que
hicimos en la primera entrega . En efecto, despejando ¢, se
obtiene: b
tt, =" xm=6%12'50=1'17
td
Y expresando las cantidades en el sistema decimal, tenemos:
b

t =20 sm=2 770277
b 40

Yaque, 12°50=12x 60+ 50 =770y 1°17 =1 x 60 + 17=77.

e
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Estas son efectivamente las operaciones que ha hecho el
matemadtico babilénico, pero no parece razonable hacer la
hipétesis de que las ha derivado de la relacién indicada, ya que
el matematico babilénico carece del lenguaje simbdlico que
nos ha permitido a nosotros derivar formalmente esa rela-
cion. Por otro lado, no cabe una derivacién que no sea formal,
es decir, hecha en un lenguaje mds abstracto que el lenguaje
verndculo, ya que, por ejemplo, la cantidad ¢, carece de sen-
tido en la historia que narra el problema. Nosotros derivamos
formalmente mediante transformaciones algebraicas esa rela-
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cion a partir de las relaciones de proporcionalidad inversa que
existen entre importes, tasas y beneficios, y de ellas obtuvi-
mos ademds las relaciones de proporcionalidad:

b,:b, =it i:t.

La derivacion “formal” de esas relaciones que hace el mate-
mdtico babilénico usa un lenguaje distinto del nuestro: las
relaciones de proporcionalidad inversa i x t =mei xt =m
se pueden representar como dos rectdngulos que tienen la
misma érea (figura 5).

tv

m 770

e m 770

ic

Figura 5

Si superponemos los dos rectangulos (figura 6) de manera que
en sus lados se representen las relaciones i =b_+i yt =b

v td c c um
+ t, los rectdngulos coloreados en rojo tienen la misma area,
ya que ambos se han obtenido de los anteriores quitdndoles el
rectdngulo de lados i y ¢, y por tanto b, x t, = b, x i, o,
expresado como una proporciéon, b : bt :i.Al tener esos

um td v"' e

rectangulos la misma drea, los dos rectangulos superpuestos
forman la figura que en la matemadtica griega se conoce con el

nombre de gnomon?, y el gnomon se puede completar relle-
nando la esquina para formar un rectangulo mas grande (figu-
ra 7), en la que los rectingulos en torno a la diagonal son
semejantes y semejantes al rectdngulo grande, y los otros dos
rectangulos tienen la misma area y se conocen con el nombre
de parapleromata. Al completar asi la figura del gnomon, se ve
también que _e i, estdn también en la misma razén, de modo
queb, bt it i

FER R IE AR
bum
fe
tv tv
bud ic
v
Figura 6
T bum
fc
tv tv
bid ic
v
Figura 7
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Esto nos da cuenta de cémo pueden darse sentido a las rela-
ciones de proporcionalidad inversa y directa sin disponer del
lenguaje del algebra simbdlica: mediante la representacion en
un lenguaje de lados y dreas de rectdngulos. Una vez se tienen
presentes esas relaciones, que, cuando no tienen sentido en la
historia del problema, lo encuentran en las configuraciones
geométricas, es posible desprenderse de los significados de la
transaccion mercantil y realizar operaciones en el lenguaje
(mds abstracto) de las configuraciones geométricas, buscando
una configuracién geométrica que ya se sepa como resolver.
Esto es lo que podemos ver que hace el matematico babil6ni-

co, si representamos ahora las operaciones que ha hecho
como la transformacién de un rectdngulo de lados £, e i,y
area, por tanto, 1, conocida, en otro rectangulo de lados ¢,y
t, mediante un cambio de escala en una de sus dimensiones.
El cambio de escala se puede hacer gracias a las relaciones de
proporcionalidad que acabamos de considerar, y lo que se cal-
cula es el drea del nuevo rectangulo. El producto de ¢, por ¢,
carece de sentido en la historia del problema, pero lo tiene en
el sistema de signos al que se ha traducido el enunciado del
problema: es el drea de un rectangulo (figura 8).

tv m 770
bta 40 ic
iv
| 77
—
bum 4 tv
—
fc
Figura 8

Ademas, la nueva configuracion es canénica, en el sentido de
que es una configuracion para la que se tiene un algoritmo de
solucidn: se trata de encontrar el largo y el ancho de un rec-
tangulo del que se conoce su drea y la diferencia entre el largo
y el ancho. El matematico babil6nico sabe que esa configura-
cidn se resuelve con el “método akadio’; que no es sino el pre-
cursor del procedimiento de completar cuadrados que hemos
hecho nosotros en el sistema de signos del dlgebra y que el
matemadtico babilénico realiza cortando, desplazando vy
pegando rectangulos, asi:

77

ty

—t—

bum 4 tv

i

lc
Figura 9

% de 4 rompe, 2, ves

Se divide el rectangulo pequeio en dos rectdngulos iguales

77

tv

—H—
22 v

i

te
Figura 10

y se desplaza uno para formar un gnomon, tal como aparece
en la figura 11.

77

tv

L s |

2t
Figura 11



historias_64_8 Q8:KouKU.gxd 01/06/2010 0:33 Pagina 103

2 cuadra, 4, ves.

4-a1'17 anade, 1°21, ves.

t 81

SN N

—H—

2t
Figura 12

Se ha calculado pues lo que hace falta para completar el cua-
drado.

En el sistema decimal 1'21=60+21=81, luego 4+1'17 se con-
vierte en 4 +47=81.

Si realizamos estas operaciones en las figuras, obtenemos un
cuadrado de lado 2 + ¢, y cuya érea es 81, lo que equivale a
resolver la ecuacién (x+2)* = 81, equivalente a la anterior.

¢Cudl es el lado? 9 es el lado igual.

% de 4, que has separado, rompe, 2, ves.

tv

—H—
22 ty

i

tc
Figura 13

2 al primero afiade, 11, ves. (¢, = 11)
Del segundo quitalo, 7, ves. (¢, = 7)

Luego la base del rectangulo es 11 y la altura 7.

SUMA 64
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11 litros cada gramo has comprado, 7 litros cada gramo
has vendido.

En nuestra resolucién del problema, terminamos aqui, pero el
matemadtico babilénico aun continda:

¢Plata equivalente a qué? ;Qué a 11 litros [por gramo]
puedo poner que 12'50 de aceite me dé?

Volviendo al planteamiento del problema y utilizando la rela-
cién ixt = m =770 = 12°50, el matemadtico babil6nico calcu-
la el importe de la compra:

. _770 _770 _
C ot 11

c

70gr

110 coloco 1'10 gramos de plata

En decimal, 1'10 = 1 x 60 + 10 = 70, lo que podemos repre-
sentar en la figura 14.

¢Por 7 litros cada gramo de plata que vendes de aceite,
los 40 gramos de plata a qué equivalen?

El beneficio, en la relacién b =t —tes11 =7 =4 l/gry
expresa el beneficio por unidad de plata.

Con cualquiera de los productos iguales b, ,x t =i xb  se
puede obtener el beneficio expresado de otro modo. Lo que el
matematico babilénico hace es

40 por 7 multiplica, 4'40, ves, 4'40 de aceite.
Es decir, 40 x 7 = b, x t, litros, que expresa el beneficio total en
litros de aceite. El resultado que da estd expresado en el siste-

ma sexagesimal, su equivalente en decimal es:

4740 = 4 x 60 + 40 = 240 + 40 = 280

tv m 770

bid 40

ic 70

iv

Figura 14
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m 770
' btd 40 ' ic 70 '
' iv 110 '
Figura 15

Y dicha ganancia en mercancia de 280 litros de aceite también
se puede representar en el rectdngulo en el drea coloreada
(Figura 15).

Parece pues que el matemdtico babilénico tienen también
presentes en esta situacion la cantidad “beneficio total expre-
sado en mercancia’, que nosotros no hemos utilizado en nues-
tra solucién, ni hemos pensado en calcular. Cabe pensar, a la
vista de la representacion en el rectangulo, que también esté
presente la cantidad que se representaria en el resto del rec-
tangulo, es decir, la que podriamos llamar cantidad de mer-
cancia con la que se recupera la inversién (designémosla por
m ), de modo que también estarian consideradas las relacio-
nes que se ven en el rectangulom =t xi ym=m_+b, .

Protoalgebra en Babilonia

La resolucion nuestra, hecha segun establece la competencia
en el método cartesiano, y la resolucién del matematico babi-
l6nico no son iguales; sin embargo, comparten algunos rasgos
que caracterizan lo que hemos acabado llamando resolucion
algebraica de problemas.

Los célculos que se hacen carecen de sentido en el contexto de
la historia que narra el enunciado del problema en determi-

NOTAS

nados momentos del proceso. Y esto se debe a que el proble-
ma se ha traducido a un sistema de signos (mds abstracto) en
el que se puede operar sin recurrir a fundar las operaciones en
los significados de la historia que narra el problema. Esas ope-
raciones, no obstante, no son sin sentido: adquieren su senti-
do en ese sistema de signos mas abstracto. En nuestro caso en
el mundo del dlgebra, en el que los significados de las trans-
formaciones algebraicas estdn fundados en los teoremas que
establecen que esas transformaciones dejan las ecuaciones
equivalentes. En el caso babildnico, en los significados asocia-
dos a las relaciones entre las areas de las figuras que se cortan,
desplazan y pegan, o se estiran o encogen segun un factor de
escala.

Ademas, esos calculos se hacen con un sentido: transformar la
ecuacidn (o la configuracién) obtenida al traducir el enuncia-
do al sistema de signos abstracto, a una forma canoénica, ya
que las formas candnicas ya se sabe como resolverlas median-
te un procedimiento fijado por una férmula o un algoritmo.

En ese sentido, podemos dar sentido al titulo que le hemos
puesto a esta serie: lo que hace el matemadtico babilénico lo
vemos desde nuestra dlgebra simbdlica como protoalgebra.

HISTORIAS |

! Hoyrup representa los niimeros en el sistema sexagesimal indicando mediante
el signo " la posicién 60, * la posicion 60% etc. y mediante el signo * la posicién
607, *" la posicion 607, etc., de modo que, por ejemplo 70’5 lo escribe 1° 10 30".

2 En Filloy, Rojano and Puig (2008) o en Filoy, Puig y Rojano (2008) se describe el
uso de esos grafos para la representacion de la red de relaciones entre cantida-
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