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Capitulo 1

Introduccion

Desde los anos 70 el dominio de las operaciones financieras ha supuesto una gran
transformacion. La liberacion de los mercados financieros y la inflacién, y la crisis
del petréleo al mismo tiempo, conducen a aumentar la volatilidad de los tipos de
interés.

La incertidumbre crea creatividad y como resultado, hemos visto un uso incre-
mentado de técnicas analiticas avanzadas en la forma de modelos de optimizacion
para aspectos muy diversos de las operaciones financieras. Los modelos para la esti-
macién de la estructura temporal de los tipos de interés (ETTT), la celebrada férmula
de Black-Scholes para la valoracion de opciones, y otros instrumentos complejos, se
anaden a la larga lista de contribuciones desde el trabajo inicial de Markowitz en el
analisis de media-varianza para rendimientos de stocks en 1952.

A lo largo del mismo periodo, las herramientas para la investigacion sobre la
gestion de operaciones alcanzan una etapa de sofisticaciéon que atrae la atenciéon de
investigadores que desarrollan su actividad en este entorno dinamico. Los analistas de
investigacién de operaciones encuentran un campo de problemas muy apasionantes
donde sus herramientas pueden tener un gran impacto. Los avances en la tecnologia
de computacién facilitan el desarrollo y la validacion de modelos. Como resultado, los
modelos resultan ser herramientas indispensables en muchos campos de operaciones
financieras.

Por su parte, los algoritmos matematicos son necesarios para obtener soluciones
a estos modelos mateméaticos. Afortunadamente, hay algoritmos que tienen amplias
aplicaciones y dan soluciones para toda clase de modelos mateméticos. Sin embar-
go, hay ejemplos de modelos a gran escala para los que los algoritmos de solucion
estandar no son suficientes, y hay que desarrollar algoritmos especiales.

Un modelo matematico es un modelo abstracto. Es la descripcién de alguna parte
del mundo real expresado en leguaje mateméatico. Un tipo de modelo matematico



se denomina modelo de optimizacion. Estos modelos son un instrumento valioso
para dar solucién a muchos tipos de problemas de la vida real, como son los de
planificacién, problemas de contratacion, selecciéon de carteras, etc.

En general, la combinacién de los modelos y los ordenadores mejoran la rapidez
en la obtencion de la solucién de los distintos problemas. Los ordenadores te dan
la facilidad de manipular rapidamente mas informacion de la que podrias manejar
manualmente.

Dentro de los modelos de optimizacién podemos encontrar desde el méas senci-
llo, el problema de optimizacién determinista lineal, que sélo contempla variables
continuas en un momento del tiempo y sus parametros son perfectamente conoci-
dos; hasta uno de los mas elaborados, como es el problema estocéstico entero-mixto
multietapa, que incluye varios momentos de decisién y en cada uno de ellos puede
presentar variables tanto enteras como continuas, ademas de incertidumbre en todos
o algunos de los parametros.

Un problema de optimizacién puede involucrar pardmetros cuyo valor no es co-
nocido exactamente en el momento de decidir. Cuando existe incertidumbre sobre
los datos del problema se habla de optimizacion estocastica, a diferencia de la opti-
mizacién determinista en la que todos los parametros son conocidos en el momento
de tomar la decision. Suele considerarse que el proceso de toma de decisiones esta
dividido en etapas, entre las cuales tiene lugar la realizacién de una parte de la
incertidumbre. Habitualmente estas etapas de decisién hacen referencia a periodos
temporales, aunque no tiene que ser necesariamente asi.

Por tanto, debido a la gran variedad de modelos que podemos crear, la optimi-
zacién es una herramienta de ayuda en la toma de decisiones que permite escoger
la mejor estrategia para alcanzar un objetivo. Para esto es necesario modelar como
problema de optimizacién el entorno en el que se produce esa toma de decisiéon. De
ahi que vayan de la mano la modelizacion del problema y el desarrollo de algoritmos
de resolucion.

En este caso nos centraremos en un caso particular de los problemas enteros-
mixtos multietapa: el problema estocastico mixto 0-1 de dos etapas. Se trata de
un problema de decisién bajo incertidumbre en dos fases en cualquiera de la cuales
pueden aparecen variables continuas y variables 0-1.

El objetivo concreto de este trabajo es recoger la metodologia de Branch & Fix
Coordination (BFC) para resolver este tipo de problemas y estudiar su eficiencia
cuando nos enfrentamos a problemas estocdsticos mixtos 0-1 dos etapas de altas
dimensiones.

Al abordar esta técnica de resolucién, asi como cualquiera de las que se han
desarrollado en la literatura, se hace necesario el uso de los ordenadores. Por esta
razoén se han producido grandes avances en el desarrollo de técnicas de resolucion
en las ultimas décadas. Puede considerarse un punto de partida de este desarrollo



la aparicién de las OSL (Optimization Subroutine Library). Se trata de un conjunto
de subrutinas que se incorporan al cédigo de programas que resuelven problemas de
optimizaciéon méas complicados.

A finales de 1990 IBM presenta una version escrita en FORTRAN, y a princi-
pios de 2000 se traslada al lenguaje de programacion C integradolo en el proyecto
COmputational INfrastructure for Operations Research (COIN-OR), ver [16].

Al mismo tiempo, durante los anos 80 Robert Bixby desarrolla el optimizador
CPLEX. El optimizador IBM ILOG CPLEX resuelve problemas de optimizacion
entera, problemas de optimizacién lineal de grandes dimensiones y ain continta
desarrollandose bajo IBM. Este optimizador también se puede utilizar bajo el entorno
de COIN-OR, ver [15].

Compararemos la eficiencia del algoritmo propuesto bajo los dos optimizadores:
COIN-OR y CPLEX.

El trabajo estd organizado de la siguiente manera. En el Capitulo 2 describimos
los modelos estocésticos y cémo se modeliza la incertidumbre, asi como las distin-
tas representaciones que admiten estos modelos. Ademas, recogemos las diversas
técnicas de resolucion y sus aplicaciones mas importantes. En el siguiente capitu-
lo, detallamos el esquema de descomposiciéon BEFC. En el Capitulo 4 presentamos
los resultados mas relevantes de la aplicaciéon de este algoritmo a distintos casos de
estudio. En primer lugar, detallamos paso a paso el algoritmo con un caso ilustra-
tivo, y a continuacién destacamos los resultados computacionales més importantes
para casos de grandes dimensiones. Finalmente, en el tltimo capitulo recogemos las
principales conclusiones del trabajo y futuras lineas de investigacion.



Capitulo 2

Problemas de optimizaciéon
estocastica mixtos 0-1 de dos
etapas

2.1. Introduccion

Un problema estocastico de dos etapas es un problema de decisién bajo incer-
tidumbre en dos fases en el que en la segunda etapa se recoge dicha incertidumbre
considerando distintos escenarios posibles. En una primera etapa se decide el valor
de un conjunto de variables a partir de parametros conocidos, y en la segunda se eli-
gen los valores para el resto de variables en funcion del escenario que haya ocurrido,
dentro de los posibles.

El caracter estocéastico del problema puede aparecer en cualquier parte del mo-
delo. Sin embargo, la incertidumbre se modeliza mediante un conjunto finito de
escenarios w = 1, ..., ||, que cada uno de ellos lleva asociada una probabilidad de
ocurrencia w*, w € €.

Las decisiones de primera etapa no dependen del escenario que ocurra, por lo
que las variables han de tomar el mismo valor en cada uno de ellos. Mas adelante nos
referiremos a esta condicién como restriccion de no anticipatividad, que asegura que
se toman las decisiones de primera etapa sin conocer con exactitud la realizacién de
la incertidumbre que se va a producir en la siguiente etapa, es decir, que fuerza a que
se tome una unica decisién para todos los escenarios. Por otro lado, los valores de
las variables de la primera etapa influyen en los valores de las variables de segunda
etapa tanto como el escenario en el que nos encontremos; y asi estas variables de
segunda etapa no tienen por qué tener el mismo valor en cada uno de los escenarios.

El modelo méas simple es aquél que sélo contiene variables 0-1 en la primera



etapa y variables continuas en la segunda etapa, ver en [4] la primera descripcién
de la metodologia de Ramificacién y Fijacion Coordinada (BFC, de sus siglas en
inglés, Branch & Fix Coordination). También se han abordado problemas en los que
en la primera etapa las variables son puramente 0-1 o continuas, y en la segunda
etapa hay variables mixtas. Para el caso en el que las variables de primera etapa son
tnicamente binarias se han desarrollado algoritmos especificos, por ejemplo [27].

De igual manera se han propuesto esquemas algoritmicos de resolucién para
problemas estocasticos en los que las variables de ambas etapas son mixtas, pero se
han dado resultados para casos en los que las dimensiones eran reducidas. Ademas,
aparecen en la literatura problemas que consideran variables enteras y continuas
en ambas etapas, como en [14] donde se proponen algoritmos de Ramificacién y
Acotacién (Branch & Bound).

Todo problema de optimizacion estocastica admite un modelo determinista equi-
valente DEM (del inglés, Deterministic Equivalent Model), ver [32]. Dependiendo de
la forma en que se formulan las condiciones de no anticipatividad, ver [33], aparecen
distintas representaciones del DE M, compacta, extendida o en variables divididas,
o en variables divididas por clusters o racimos de escenarios.

En este capitulo presentamos el modelo de optimizacién estocédstica mixto 0-1
partiendo de su versiéon determinista e introduciendo la incertidumbre por medio
de un conjunto de escenarios. Una vez hecho este planteamiento presentamos las
diferentes representaciones del DEM . Por ultimo, consideramos las distintas técni-
cas de resolucion adecuadas para cada formulacion del DEM y sefialamos algunas
aplicaciones de los modelos de optimizacion estocastica.

2.2. Modelizacion de la incertidumbre

Un problema de optimizacién determinista es aquél en el que ningin pardme-
tro del modelo es aleatorio, esto es, todos son conocidos con certeza y los valores
de las variables no dependen de ninguna realizacion del azar. Estos valores se eli-
gen basandose tnicamente en la funcién objetivo y en las restricciones que deben
satisfacer.

Un problema determinista mixto 0-1 de dos etapas se puede representar de la
siguiente manera:
(MIP): zyrp= min 10+ cox + @17 + 2y
0
Ss.a. b1<A<x Sbg

wer()ow(y)em @

z,y >0
6,v€{0,1}



donde ¢1 y co son los vectores de los coeficientes de la funciéon objetivo para las
variables enteras (0) y continuas (z) de primera etapa, respectivamente. by y by son
los limites inferiores y superiores, respectivamente, de las restricciones de primera
etapa, y A es la matriz de coeficientes de las restricciones de primera etapa. q; y
@2 son los coeficientes en la funcién objetivo de las variables enteras () y continuas
(y), respectivamente, de segunda etapa, y hy y hg son los limites inferiores y supe-
riores, respectivamente, de las restricciones de segunda etapa, mientras que 7T es la
denominada matriz tecnologica y W la matriz de recurso.

Es habitual que las etapas que modeliza el problema hagan referencia a periodos
de planificacién temporales; sin embargo, no tiene que ser forzosamente asi. De todas
maneras, nosotros consideramos las etapas de decisién como fases temporales.

El modelo determinista no es suficiente para recoger la incertidumbre que puede
aparecer en algin punto de decisiéon. Esta incertidumbre se puede reflejar en cual-
quiera de los parametros del problema haciendo que éstos sean aleatorios, y se recoge
mediante la definicién de un conjunto de escenarios.

Cada escenario w € () es una realizacion de los parametros aleatorios y determi-
nistas a lo largo de las diversas etapas del horizonte temporal, ¥*. A cada uno de
los escenarios, w = 1, ..., |Q], se le asocia una probabilidad de ocurrencia w*, w € Q
de manera que ) ,cqw“ = 1, donde {2 es el conjunto de escenarios.

Las decisiones tomadas en la primera etapa no dependen del escenario final que
acontezca, por lo que las variables  y  han de tomar el mismo valor en cada uno
de ellos. Esta relevante condicion se conoce como restriccion de no anticipatividad,
introducida en 1974 por Roger J-B Wets [33], y enunciada en 1991 por Rockafellar
vy Wets [23] de la siguiente manera:

”Si dos escenarios, w y w’, son idénticos considerando la informacién
disponible sobre ellos desde la primera etapa hasta la etapa ¢ incluida,
entonces las decisiones a tomar bajo esos escenarios hasta la etapa t
deben ser las mismas.”

Las restricciones de no anticipatividad se pueden expresar de la siguiente manera:

s — g = 0, Vw, ' €Q, w#d (2.2)

w /

2 —2¥ = 0, Vw,w e, w#d (2.3)

Estas condiciones aseguran que se toman las decisiones de primera etapa sin
conocer con exactitud la realizacién de la incertidumbre que se va a producir en la
siguiente etapa, es decir, que fuerza a que se tome una tnica decision para todos los
escenarios.

En la Figura 2.1 podemos ver como se estructura la informacién en los distintos
periodos, en este caso para |[(2| = 6 escenarios. Cada nodo del arbol se asocia con un
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grupo de escenarios, g € G, donde G representa el conjunto de grupos de escenarios.
Definimos un grupo de escenarios para una etapa como un conjunto de escenarios
cuya realizacion de los pardmetros inciertos es la misma hasta dicha etapa. En cada
etapa t aparece un subgrupo de escenarios G; de manera que G = >, G;.

t=1 t=2
L~
o) _
) 1 - (2) O w=1
I \
,' 'l 01 =0y =+ =g
OO 0 w=3
| | 391 fr— an fr— fr— {1}6
D0 o w1
I I
| I
() _
‘\ @ I, \6/ O w=5
\ ]
‘7 (7
O O O w=6
Representacién compacta Representaciéon en variables divididas

Figura 2.1: Arbol de escenarios

En los arboles de la Figura 2.1, en la primera etapa el subconjunto de escena-
rios estd compuesto por un solo elemento G; = {1} y en la segunda etapa hay un
elemento por cada escenario Gy = {2,3,...,7}. Se observa que el concepto de grupo
de escenarios corresponde con el concepto de nodos en el arbol de escenarios. Sin
embargo, a veces nos interesa trabajar con el concepto de grupo, por ejemplo cuan-
do queramos dividir el grupo de escenarios en distintos subgrupos para construir los
clusters o racimos de escenarios.

En el arbol de la izquierda aparece una sola réplica de las variables de prime-
ra etapa para todos los escenarios. Se dice entonces que la no anticipatividad es
implicita y la representacién correspondiente es compacta.

En el arbol de la derecha se introduce una réplica de las variables de primera
etapa para cada escenario, por lo que hay que anadir explicitamente las condiciones

de igualdad de las variables en cada uno de los escenarios, esto es, §1 = do = ... = Jg
y 1 = T9 = ... = Tg. En este caso la representacion es extendida o en variables
divididas.

En ocasiones nos interesa formar clusters o racimos de escenarios. Estos son
particiones de los grupos de escenarios que permiten combinar la representacion
compacta y en variables divididas en las distintas etapas del problema.
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Definicion 2.1 Un cluster o racimo de escenarios es un conjunto de escenarios
cuyas restricciones de no anticipatividad se consideran de forma implicita en el
modelo asociado.

En la Figura 2.2 se representa el ejemplo anterior con dos elecciones diferentes
en el nimero de clusters.

=2
©

()
B—o

P = 3 racimos P = 2 racimos

Figura 2.2: Particién en racimos de escenarios

En el arbol de la izquierda se han seleccionado p = 3 racimos de escenarios, de
modo que se han introducido tres copias de las variables de primera etapa, una para
cada cluster, que se relacionan entre si por las restricciones de no anticipatividad,
es decir se cumple que §; = do = I3 v 1 = w9 = x3. En cada cluster hay una
Unica copia de las variables de primera etapa, por lo que la representacién interna
es compacta. El circulo punteado indica que las realizaciones de los parametros
inciertos son iguales bajo cualquiera de los clusters. Cada cluster estd compuesto
por dos escenarios, de manera que Q! = {1,2}, Q% = {3,4} y Q3 = {5,6}.

El arbol de la derecha de la Figura 2.2 se ha descompuesto en p = 2 clusters,
donde cada uno de ellos tiene tres escenarios posibles, Q! = {1,2,3} y Q2 = {4,5,6},
por lo que se introducen dos copias de las variables de primera etapa. Estos escenarios
estan relacionados mediante las restricciones de no anticipatividad que aseguran que
51:52}7:1}1:1‘2.

Se observa ademads que la Figura 2.1 también puede considerarse como distintas
particiones en racimos de escenarios. La parte de la derecha seria una descomposicion
en p = || = 6 clusters y la parte de la izquierda en p = 1.
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2.3. Representaciones del DEM

Cualquier problema estocdstico mixto 0-1 de dos etapas admite un modelo deter-
minista equivalente o DEM (Deterministic Equivalent Model), término introducido
por Wets en [32].

Para definir el problema de optimizacién, ademas de las variables a determinar
(de primera y segunda etapa), hay que definir la funcién objetivo y las restricciones
que han de cumplir dichas variables.

El DEM de un problema estocastico de dos etapas admite distintas representa-
ciones. Una de ellas es la denominada representacion compacta, dada por:

zyrp = min 10 + cox + Eye min ¢~ + ¢5'y*]

S.a. b1§A<5 Sbg
T

h“fST‘“<5>+W“<7w><hg, w e Q
x y

r,y¥ >0, we
5,7 €{0,1}, we

donde ¢; y co son los vectores de los coeficientes de la funciéon objetivo para las
variables § y x de primera etapa, respectivamente. by y by son los limites inferiores y
superiores, respectivamente, de las restricciones de primera etapa, y A es la matriz
de coeficientes de las restricciones de primera etapa. Para cada escenario w, ¢f y ¢5
son los coeficientes en la funcién objetivo de las variables v y y, respectivamente,
de segunda etapa, y hy y h§ son los limites inferiores y superiores, respectivamente,
de las restricciones de segunda etapa, mientras que 7% es la denominada matriz
tecnologica y W¥ es la matriz de recurso bajo cada escerario w, w € ), donde €2
es el conjunto de escenarios posibles considerados. Finalmente, E, . representa la
esperanza matematica con respecto a ¥* sobre el conjunto de escenarios.

El vector ¢* sobre el que se calcula la esperanza matematica estéd formado por
las componentes estocasticas del problema, esto es:

V¥ = (¢}, 45, hS, hs, T, W) .

De esta forma, podemos reescribir la expresion de esta esperanza resultando la si-
guiente representacién compacta del DEM:

ZMIP = min 616 + Cox + Z ww [qij’Vw + quw]
we

S.a. bl<A<i><b2
; y (2.5)
hngw<x>+WW<;w>ghg, we N

,y” >0, we
5,7 €{0,1}, we
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donde w* es la verosimilitud o probabilidad de ocurrencia de cada escenario.

Una representacién alternativa del DEM, adecuada para emplear técnicas de
descomposicién, es la denominada eztendida o en variables divididas. Surge al in-
troducir en el problema una réplica para cada variable de primera etapa y cada
escenario, y anadir las condiciones de no anticipatividad de forma explicita en el
modelo.

zvrp = min Y w¥[e10” 4 c3¥ + ¢ + ¢5'y”]

weN
w

s.a. b1§A<iw>§b2, w € N

h‘ng“(iw> W“(Zw>§h§’, weQ (2.6)

=Y =0, Yw,w €Q, w#uw
2 — 2 =0, Vw,w €, wtw
¥ >0,0Y € {0,1}, we
y¥ > 0,7 €{0,1}, we

Hay que destacar que la relajacion del conjunto de restricciones adicionales,

-0 = 0, VwuweN wd
-2 = 0, Ywuw €N, wd

en el problema (2.6) hace que aparezcan |€2| modelos mixtos 0-1 independientes, uno
por escenario.

Por 1dltimo podemos considerar la descomposicién en clusters o racimos de es-
cenarios. De este modo aparece una ultima representacién del problema DEM, la
representacion extendida sobre los racimos de escenarios, que surge al incluir una
copia de cada variable de primera etapa para cada cluster o racimo. Se observa que
en este caso el nimero de copias introducidas es menor que en la representacion en
variables divididas sobre el conjunto de escenarios.

El modelo DEM en este caso tendria la siguiente representacion:
P P
zyrp = min Y wP[erd” +ca?] + >0 Y w4 ¢5'y”]
p=1 p=1weN,

oP N
s.a. by <A P <by, p=1,...p

oP ¥ - (2.
h{iuSTw<xp>+Ww<Zw>§h(§)7 wegpvp:1)7p( 7)
-6 =0, Vp,p €{l,..p}, p#p
xp_xp/ :07 vpvple{lw"vﬁ})p;'éPI
2P > 0,67 € {0,1}, p=1,..p
Y’ > 0,7 €{0,1}, weQ? p=1,..,p.
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2.4. Técnicas de resolucion

Asociado a cada modelo estocastico mixto 0-1 siempre se define su correspondien-
te modelo determinista equivalente o DEM. Se trata de un modelo de optimizacion
mixto 0-1, en general de grandes dimensiones al aumentar el nimero de escenarios.

Entre las distintas técnicas conocidas para la resolucién de este tipo de pro-
blemas, podemos distinguir entre las desarrolladas para la resolucién de problemas
DEM en representaciéon compacta y en su representaciéon extendida.

Dentro de los algoritmos para resolver problemas en representacién compacta el
mas antiguo es el método Simplex, empleado para solucionar problemas de optimiza-
cion lineal y que se emplea en la mayoria de software de optimizacion lineal. Cuando
el problema lineal es de grandes dimensiones es habitual recurrir a algoritmos de
descomposicién, como por ejemplo el método de descomposicion de Benders.

Para resolver problemas enteros en representacién compacta uno de los algo-
ritmos mas conocidos es el de Ramificacion y Acotacion conocido como Branch &
Bound, que resuelve, en cada nodo del arbol de busqueda, los submodelos lineales
que se generan al relajar las restricciones enteras, bifurcando sobre el valor de dichas
variables. Esta relajacién permite obtener cotas para el valor de la funcién objetivo.

En los ultimos anos se ha investigado mucho sobre los algoritmos de resolucién
para problemas en representacion extendida. Se utilizan algoritmos de descompo-
sicién, como el método de descomposicion Lagrangiana o el método de Bifurcacion
y Fijacion Coordinada, conocido como BFC (Branch & Fix Coordination). Este
ultimo lo desarrollamos en profundidad en el Capitulo 3.

Para la implementacién de cualquiera de estas técnicas es necesario el uso de un
solver de optimizacién. En esta area también se ha avanzado mucho y se han incor-
porado técnicas computacionales que mejoran en gran medida los software existentes
hasta el momento. Como primer solver de optimizacién utilizamos COIN-OR, que
comparamos con CPLEX. Este tltimo incorpora técnicas de preproceso y paraleliza-
cién, que hacen que la velocidad de resolucion sea considerablemente mayor respecto
a COIN-OR.

En esta seccion presentamos los algoritmos mas destacados para resolver cada
tipo de problemas de optimizacién y describimos las principales diferencias entre los
mismos.

2.4.1. Técnicas para la representacién compacta

El problema DFEM en representacion compacta puede representar un problema
estocastico mixto 0-1 de dos etapas, pero de igual manera podria representar un
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problema lineal.

En el caso de los problemas lineales, el método de resoluciéon més utilizado es
el Simplex, que fue desarrollado en el ano de 1947 por el estadounidense George
Bernard Dantzig y el ruso Leonid Vitalievich Kantorovich (que comparte premio
Nobel de Economia con T.J. Koopmans, 1976). Su intencién era crear un algoritmo
capaz de solucionar problemas de optimizacion de m restricciones y n variables.

El método Simplex es un método analitico de solucién de problemas de optimi-
zaciéon lineal capaz de resolver modelos mas complejos que los resueltos mediante
el método grafico' sin restriccién en el niimero de variables. Se trata de un método
iterativo que permite ir mejorando la soluciéon en cada paso. El proceso concluye
cuando no es posible seguir mejorando mas dicha solucion.

Este algoritmo, usando el criterio del peor caso, esté clasificado como un algorit-
mo de complejidad de tipo exponencial, es decir, que el tiempo de ejecucion puede
llegar a crecer exponencialmente en funcién del problema a resolver. El Simplex ne-
cesita a lo sumo 2n — 1 iteraciones para encontrar la respuesta (n es el nimero de
variables). El niimero de soluciones bésicas factibles es menor o igual a

m m)!

n nl(m —n)!

Sin embargo, ha resultado ser un método tremendamente eficiente en la practica.

Generalmente los problemas de optimizacién que nos encontramos en la vida real
no incluyen sélo variables continuas, sino que en su mayoria aparecen variables en-
teras que dificultan la resolucién de estos problemas. La técnica mas utilizada para
resolverlos es el método Branch & Bound. Este realiza una bisqueda de la solucién
en una secuencia de procesos en los que se intercalan dos fases: la bifurcacion sobre
los valores de una variable de decision entera, y la acotacion del espacio de busqueda.
Para ello realiza relajaciones lineales del problema, lo que permite ir descomponién-
dolo en subproblemas de menor tamano, descartando paulatinamente aquéllos cuya
funcién objetivo exceda el valor de la mejor solucién encontrada hasta ese momento
(en caso de problemas de minimizacién). Es decir, a lo largo de la ejecucién se reco-
rre un arbol de busqueda, que se va generando al relajar las restricciones enteras y
resolver en cada nodo subproblemas de programacién lineal.

La relajacion lineal y la bisqueda son, en efecto, los dos procesos fundamentales
del método de Branch & Bound y los que determinan la eficiencia del mismo.

La relajacién lineal permite ir obteniendo limites para los valores de la funcién
objetivo. El arbol se construye y se recorre siguiendo los siguientes criterios:

= Mientras que la solucién obtenida en la resolucion de la relajacion no satisfaga

'El método gréfico resuelve problemas lineales mediante la representacién grafica de las restric-
ciones y la funcién objetivo. Para modelos con tres o més variables este método se vuelve ineficaz.
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todas las restricciones del problema original se generan nuevas ramas en el
arbol de busqueda, bifurcdndose el nodo en los valores enteros mas cercanos a
las variable continuas halladas.

= Un nodo es abandonado cuando el valor de la funcién objetivo de la relajacion
es peor que la mejor solucion entera obtenida hasta ese momento, o bien cuando
el subproblema es infactible.

= Si la solucién relajada satisface todas las restricciones del problema original y
es mejor que la mejor solucion factible encontrada hasta el momento, entonces
se actualiza el valor de la mejor solucién factible.

= La busqueda termina cuando se demuestra que no existe mejor solucién que
la encontrada.

Existen procedimientos para mejorar la eficiencia de esta busqueda, como es la
introduccién de planos de corte, esto es el método Branch & Cut, lo que reduce el
arbol de busqueda, y acelera por tanto la obtencion de la solucién.

Estos algoritmos descritos son ineficientes cuando la dimensién del problema
es muy grande. Para resolver problemas lineales de grandes dimensiones, en 1962
Benders (ver [6]) propuso el método denominado descomposicién de Benders. Este
consiste en separar el modelo en dos problemas lineales, uno con un conjunto de
restricciones generales, denominado Problema Maestro Relajado (PMR) y otro de-
nominado Problema Auziliar (PA). La idea principal de este procedimiento se basa
en el flujo de informacién que circula de un problema a otro y que conduce a garan-
tizar el 6ptimo. Una condicién que garantiza el éxito del procedimiento, y que en la
practica suele ser olvidada, es la exigencia de que la regién factible? del PM R sea
acotada. Esta separacién soluciona el problema de las dimensiones ya que conduce
a modelos bastante mas pequenos.

Ademas, la aplicacion de esta técnica de descomposicién a problemas estocasti-
cos permite abordar problemas con un nimero de escenarios y etapas muy superior
al que admite la optimizacién clasica, ya que adicionalmente el PA se puede des-
componer en submodelos independientes. La descomposicién de Benders propone
separar en subproblemas las decisiones tomadas en diferentes etapas. Para ello se
necesita que las decisiones de una etapa sbélo dependan de las consecuencias de las
decisiones tomadas en la etapa anterior. Con esta descomposicion se plantea un pro-
blema por cada etapa, y en éste se incluye tanto la parte correspondiente a la etapa
que estamos resolviendo como la parte que liga esta etapa a las decisiones tomadas
en la etapa anterior.

2La regién factible, determinada por el conjunto de restricciones, es el conjunto de puntos que
satisfacen a la vez todas las restricciones.
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2.4.2. Técnicas para la representacion extendida

Cuando se trata con problemas de gran tamafio que no pueden ser resueltos en los
equipos informéaticos disponibles, suele recurrirse a técnicas de descomposicién, que
permiten fragmentar el problema y coordinar la resolucién de los subproblemas para
alcanzar la solucién 6ptima del problema completo. En este sentido, las técnicas de
descomposicién se pueden ver como estrategias de particion del arbol de escenarios
y de resolucién coordinada de los fragmentos del mismo. Este proceso de resolucién
es de naturaleza iterativa y amplia el tiempo de resolucién total, por lo que debe ser
evitado siempre que sea posible la resolucion directa. En el caso de los problemas de
optimizacion estocastica, el empleo de técnicas de descomposicion permite considerar
una gran cantidad de escenarios o de problemas con una modelizaciéon méas compleja.

Para poder aplicar estas técnicas de descomposicion se debe introducir la re-
presentacién en variables divididas y la representacion extendida bajo los clusters
del DEM. Los métodos de descomposiciéon mas relevantes son la descomposicion
Lagrangiana y el BFC (Branch & Fix Coordination).

La relajacién Lagrangiana [13] trata de separar, dentro de cada etapa, las deci-
siones para grupos de variables que estan relacionadas entre si. Es decir, se pueden
localizar conjuntos de variables que estdn muy conectadas con otras etapas, pero
poco relacionadas con otras variables de la misma etapa. La relajacién Lagrangia-
na consiste en eliminar las restricciones de complicacién, de forma que se puedan
resolver independientemente las distintas partes del problema. La coordinacién de
las soluciones de cada uno de estos subproblemas se lleva a cabo por un problema
maestro, cuyo objetivo es forzar el cumplimiento de las restricciones de complicacién.
El método iterativo resuelve alternativamente el problema maestro y los subproble-
mas hasta que se cumplen las restricciones de complicacién que se han eliminado al
formular los subproblemas.

Cuando la estocasticidad se introduce en el problema mediante un arbol de es-
cenarios, de manera natural surge la descomposiciéon por escenarios a lo largo de
todas las etapas. El arbol esta formado por escenarios independientes salvo por el
hecho de que comparten los nodos iniciales. Si no tuviera que cumplirse esta con-
dicién, podrian resolverse los problemas de cada escenario de forma independiente.
La condicion de que los escenarios compartan los nodos iniciales es lo que hemos
denominado condicién de no anticipatividad. Esta condicion es la restriccién de
complicacién que se elimina por medio de la relajacion Lagrangiana.

En este trabajo nos centramos en los métodos desarrollados para la resolucién
de los problemas estocasticos mixtos de dos etapas, que dan un paso mas alla en la
programacién ya que combinan las dificultades de los problemas clasicos: problemas
estocasticos de grandes dimensiones, y las variables enteras de los problemas de
optimizacion discreta.

Muchos investigadores han estudiado las propiedades y algunas aproximaciones
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a soluciones para este tipo de problemas en la ultima década, Klein, van del Verk
y Schultz han encontrado los mejores resultados en esta area, ver [17] y [25], entre
otros.

La forma mas simple de la programacién entera dos etapas contiene variables 0-1
en la primera etapa y variables continuas en la segunda etapa. Birge y Louveaux y
Laporte y Louveaux, en [7] y [20], aplican el procedimiento Branch & Cut para cada
problema, basado en la descomposicion de Benders [6]. En los articulos de Alonso-
Ayuso, Escudero, Garin, Ortuno y Pérez ([2], [3] ¥ [4]) se describe la metodologia
Branch & Fix Coordination (BFC'), ver [5] para resolver problemas para las aplica-
ciones sobre la planificacion de la produccion, aunque esta aproximaciéon no permite
variables continuas en la primera etapa o variables 0-1 en la segunda.

Cuando las variables de primera etapa son todas enteras, se puede justificar
facilmente que se obtiene una soluciéon en un nimero finito de pasos basandose en la
idea de ramificar sobre todos y cada uno de los posibles valores de estas variables de
primera etapa. En [22], [28] y [29] se proponen algoritmos de descomposicién basados
en la técnica Branch & Cut para resolver problemas estocasticos de dos etapas con
variables de primera etapa puramente enteras y variables de segunda etapa mixtas
0-1. En [27] y [30], Sen y Sherali y Sherali y Zhu proponen una descomposicién
similar a la empleada en el algoritmo Branch & Cut donde se desarrolla el método
de la descomposicion de Benders modificado.

En [8] y [14] se disefia un algoritmo Branch & Bound para problemas con varia-
bles mixtas en ambas etapas. Sin embargo, sus aproximaciones se centran mas en
usar la relajacion Lagrangiana para obtener mejores cotas, y menos en ramificar y
fijar variables. En [10], Escudero, Garin, Merino y Pérez desarrollan una aproxima-
cién similar para problemas de dos etapas, donde las variables 0-1 y las variables
continuas tienen elementos no nulos en la primera etapa y hay variables continuas
en la segunda etapa. Esta aproximacion utiliza la metodologia BF C para satisfacer
las restricciones de no anticipatividad de las variables 0-1 y a su vez se utiliza la
descomposiciéon de Benders para resolver los submodelos lineales definidos en cada
Familia de Nodos Gemelos (I'NF').

En este trabajo describimos la metodologia BF'C, que se introduce en [12] para
resolver problemas estocasticos mixtos 0-1 de dos etapas. Se describe con detalle en
el Capitulo 3.

2.4.3. Software de optimizacién

El acelerado proceso de mejora de los ordenadores ha permitido que se haya
podido avanzar, casi a la misma velocidad, en la eficiencia de resoluciéon de problemas
de optimizaciéon. La computacion es una parte muy importante en la obtencion de
la solucién de estos problemas, ya que tener un buen algoritmo de resolucién no
lo es todo. Cuando nos enfrentamos ante un problema de optimizacién estocéastica
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hay un gran niimero de cédlculos que hay realizar para llegar al éptimo, aunque las
dimensiones de este problema no sean elevadas. De esta manera, si nos plantedsemos
un problema en el que las dimensiones creciesen ligeramente, resolverlo con lapiz y
papel seria impensable.

En este contexto los ordenadores son de gran utilidad. Cuanto mas avance la
computacion, los problemas que seamos capaces de resolver seran de mayores di-
mensiones. El objetivo de este trabajo es presentar un algoritmo con el que siempre
lleguemos a la solucién en caso de que exista, o que sea capaz de decir que el pro-
blema es infactible. Pero a su vez, se pretende mejorar continuamente el tiempo de
ejecucién. Para ello utilizamos dos optimizadores: COIN-OR y CPLEX.

Ambos optimizadores contienen la implementacién de los algoritmos béasicos que
utilizamos para la resoluciéon de los problemas lineales y enteros, Simplex y Branch
& Bound, que hemos descrito anteriormente. Sin embargo, ambos optimizadores tie-
nen caracteristicas completamente distintas. La principal diferencia radica en que
CPLEX incorpora técnicas de preproceso y paralelizacion, que disminuyen conside-
rablemente el tiempo de resolucion.

El optimizador COIN-OR nos permite resolver problemas de optimizacién lineal
y entera. Sin embargo, presenta una serie de limitaciones en cuanto al tiempo de
resolucién y dimensiones del problema. A medida que el problema entero crece en
dimensiones, el tiempo que tarda en encontrar la soluciéon éptima, en caso de tenerla,
aumenta mucho. Esto es légico, como ya hemos comentado, ya que la dificultad del
problema aumenta.

Esta limitacion ha hecho que se sigan desarrollando algoritmos de optimizacién
con el fin de disminuir el tiempo de ejecucién. Los problemas que se necesitan resolver
en la realidad presentan un gran niimero de variables y de restricciones, es decir, son
de altas dimensiones.

Por su parte, CPLEX dispone de un motor de resoluciéon que esta reconocido por
la comunidad de investigaciéon en optimizacién matemaéatica y usuarios de grandes
companias como el motor de optimizacion mas eficiente de programacion lineal, tanto
por la velocidad de ejecuciéon como por el tamano de los problemas que resuelve. La
eficiencia de CPLEX es en efecto debida a la especializacion de los algoritmos y pre-
resolutores que utiliza, asi como a la adaptaciéon de dichos algoritmos a las nuevas
arquitecturas de los procesadores.

La tecnologia de programacion matemaética del optimizador CPLEX permite
mejorar la eficiencia, reducir costes y aumentar la rentabilidad. Ademas, proporciona
solvers de programacién mateméatica (programacion lineal, entera mixta, cuadratica,
etc.) flexibles y de alto rendimiento. En este trabajo tan sélo se utiliza para resolver
problemas de optimizacion lineal y enteros-mixtos.

Con este optimizador se pueden resolver problemas con un nimero elevado de
variables y restricciones, como son los problemas que podemos encontrarnos en la
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realidad. Para ello proporciona la potencia necesaria para su resolucién, asi como la
velocidad requerida para el andlisis interactivo que se lleva a cabo hoy en dia en las
aplicaciones de soporte de decisiones.

Este optimizador se puede utilizar a través del lenguaje de programaciéon C++,
que es el que se utiliza para implementar el algoritmo BF'C' en este trabajo.

CPLEX tiene dos ventajas claras sobre COIN-OR: el preproceso y la paraleliza-
cion. Estos dos anadidos permiten que la resolucién de los problemas se consiga en
menor tiempo. El preproceso consiste en tratar previamente el problema para con-
seguir un problema equivalente y mas sencillo a resolver, y la paralelizaciéon reparte
el trabajo que tiene que hacer el ordenador consiguiendo que el tiempo se reduzca
considerablemente.

El preproceso llevado a cabo por CPLEX se basa en simplificar restricciones,
reducir las dimensiones del problema y eliminar redundancias. Con todo esto in-
tenta reducir el tamano del problema haciendo deducciones sobre la naturaleza de
cualquiera de las soluciones éptimas del problema. Elimina variables y restricciones
mediante sustitucién. Este preproceso es beneficioso para la velocidad de resolucion.
Ademsds la soluciéon que proporciona CPLEX estd en términos de la formulacién
original a pesar de que internamente reformule equivalentemente el problema.

A través del preproceso se pretenden alcanzar dos objetivos. En primer lugar se
detecta si el problema tiene solucién factible, y en segundo lugar se intenta reducir
el nimero de familias de nodos activos. Si se consiguen estos dos objetivos el pro-
cesador no perdera tiempo tratando de resolver problemas imposibles y se dedicara
exclusivamente a las partes significativas del problema.

La segunda ventaja a la que haciamos mencién es la paralelizaciéon. CPLEX ex-
plota cada vez maés el paralelismo de los ordenadores actuales. Estas maquinas tienen
unos procesadores que pueden constar de mas de un nticleo, pudiendo aprovechar
asi las caracteristicas del algoritmo Branch & Bound, haciendo que cada uno de
los ntcleos recorra una rama diferente del arbol, reduciendo de manera notable el
tiempo de computo.

Las técnicas de preproceso y paralelizacién incluidas por CPLEX abren una
puerta a futuras investigaciones sobre las técnicas de resolucién de problemas de
optimizacion estocastica. La idea es incorporar estas técnicas en los algoritmos de
descomposiciéon que hoy en dia se estdn utilizando; de esta manera conseguiriamos
que estos algoritmos mejorasen su eficiencia en problemas de grandes dimensiones.
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2.5. Aplicaciones

Los modelos de optimizacion estocéstica tienen una gran cantidad de aplicaciones
en la vida real. Muchos de los problemas de seleccién generados en cualquiera de las
areas de trabajo remiten a un problema de optimizacién. En éste hay que seleccionar
los mejores valores de una serie de variables para que el valor de una cierta funciéon
sea el maximo o minimo posible.

Existen numerosas aplicaciones de los problemas de optimizacién estocastica e
incluyen, entre otras, problemas de transporte y localizacion 6ptima, de asignacion
de aviones a rutas aéreas, de expansion de la capacidad de una firma, de planifi-
cacién de la produccién, de planificacién de inversiones financieras, de generacion
y despacho econémico de sistemas eléctricos y de inversiones y manejo 6ptimo de
recursos naturales.

Una aplicacion concreta es el problema de coordinacion hidrotérmica a medio
plazo, que se utiliza para la gestién de las centrales del sistema eléctrico. Este modelo
se inscribe dentro de la jerarquia de modelos de planificacion eléctrica.

En el campo financiero hay multitud de modelos bajo incertidumbre, por lo que
es apropiado tratarlos como problemas estocasticos. Algunas de las aplicaciones en
este campo son la gestion de activos y pasivos, la estructuracién de una cartera
de titulos hipotecarios, la planificacién estocédstica de carteras, la inmunizacién de
carteras de bonos, el analisis del peor escenario para posiciones en opciones, los
modelos de media-varianza o los modelos de utilidad, entre otros.

La mayoria de los modelos de optimizacién financiera se pueden clasificar en dos
grandes grupos de acuerdo con su objetivo primario: gestion de riesgos e ingenieria
financiera. Los modelos de gestion de riesgos se usan en la seleccién de carteras con
exposiciéon a diferentes riesgos. Los modelos de ingenieria financiera se utilizan para
estructurar nuevos instrumentos financieros para un objetivo especifico segin las
preferencias del inversor, o para coger ventaja de las oportunidades de arbitraje.

La gestion de riesgo estd centrada, principalmente, en seleccionar riesgos a los
que estas expuesto y de los que te quieres inmunizar. En segundo lugar, valora el
riesgo de diferentes activos, y en tercer lugar, construye y mantiene las carteras
con unas caracteristicas de riesgo-rentabilidad especificas. El riesgo financiero es
multidimensional. Entonces, un prerrequisito para seleccionar la exposicion al riesgo
es identificar las distintas formas de riesgo que se pueden presentar, entre las que se
encuentran:

= Riesgo de mercado
» Riesgo de estructura (shape)

= Riesgo de volatilidad
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= Riesgo de sector

= Riesgo de moneda
= Riesgo de crédito

= Riesgo de liquidez

= Riesgo residual

La gestién de riesgo no es mas que tomar posiciones en asignaciones especificas
o genéricas del activo. Un problema importante, en cambio, es que las caracteris-
ticas genéricas no se negocian en el mercado. El problema es atin mas complicado
cuando nos percatamos de que la mayoria de los inversores hacen frente a muchos
requerimientos institucionales para establecer una cartera.

El escenario en el que se describen estos problemas explica el papel importante
de los modelos de optimizacion en la gestién de riesgo. Las técnicas de optimiza-
cién matematica pueden identificar de forma efectiva la solucién de problemas de
planificacién de carteras con muchas restricciones. Usando optimizacién matematica
podemos encontrar soluciones factibles al problema, o demostrar que una exposiciéon
a un riesgo es inaccesible.

Los nuevos productos creados por la ingenieria financiera se han introducido
satisfactoriamente en los mercados financieros, ya que estos nuevos instrumentos
generan algunas caracteristicas de los riesgos genéricos, haciendo mas facil el control
del riesgo. Como ya hemos discutido, la gestion del riesgo es un proceso de crear una
cartera de activos con caracteristicas concretas, a partir de paquetes existentes. Sin
embargo, la cartera resultante no se vende como un producto estandar, por lo que el
objetivo de la ingenieria financiera es disenar productos que se afiadan al mercado.
Para crear los paquetes a partir de instrumentos existentes la ingenieria financiera
mejora la capacidad de que los productos se negocien en el mercado y adecia las
necesidades de los inversores individuales.

Como en el caso de la gestion de riesgo, la mera existencia de restricciones hace
que la optimizacion sea una herramienta clave en la ingenieria financiera. La optimi-
zacién matemdtica asegura eficientemente la viabilidad e identifica las dificultades
cuando no es viable. Sin embargo, también aparecen oportunidades genuinas para
la optimizacion en la ingenieria financiera; la razén es que generalmente hay més
flexibilidad en las restricciones estructuradas.

A continuacién presentamos algunos modelos de optimizacion en el campo de las
finanzas mencionados anteriormente.
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2.5.1. Modelos de planificacion estocastica multiperiodo

En el grupo de gestién de riesgos podemos encontrar los modelos de planificacién
estocdastica multiperiodo, que se valen de las mas novedosas técnicas de optimizacion
estocdstica para resolverse.

Muchos de los modelos econémicos son estaticos y de un solo periodo (como
pueden ser los problemas de inmunizacién de carteras de un bono, de inmunizacién
ante un factor de riesgo, de eleccién de posiciones en opciones analizando el peor
escenario, los modelos de media-varianza, los de utilidad, etc.). El modelo de utilidad
considera varios periodos, pero las decisiones de inversién que se toman en el periodo
t no dependen de las expectativas de ningin periodo a partir de t + 1. En los
casos donde la incertidumbre aparece en cualquiera de los estados del horizonte
de planificacién (como suele ocurrir) y cuando se pueden llevar a cabo acciones de
correccion entre los periodos t y £+ 1, los modelos de optimizacién estocéastica suelen
ser los mas apropiados.

Algunos modelos no son muy comunes actualmente en la planificacién financiera
debido a su complejidad y a la necesidad de una cantidad de datos enorme para re-
solverse. Sin embargo, han aparecido muchos modelos interesantes en la literatura.
Algunos de los mas importantes se han desarrollado para problemas concretos en
bancos, en gestion de activos, y se usan con datos reales para probar su superiori-
dad sobre modelos mas elementales, deterministas. Algunos ejemplos de modelos de
planificacién estocastica son:

1. El modelo dinamico para la gestién de carteras bancarias de Bradley y Crane
(1972),

2. El modelo activo/pasivo bancario de Kusy y Ziembra (1986),
3. El modelo de gestion de cartera de activos de Mulvey y Vladimirou (1992),

4. El modelo de programacién estocastica para la financiacion respaldada por
hipotecas de Zenios (1991), y

5. Los modelos de dedicacion estocésticos de Hiller y Schaack (1990).

No existe un modelo de planificacion estocastica unificado que abarque los de-
talles de todos estos modelos, pero se puede presentar una formulaciéon bastante
general, que es la que a continuacion se detalla, y que se asemeja al planteamiento
general que hemos hecho del DEM.

Siguiendo una notacién similar a la estableciada hasta ahora, sea €2 el conjunto
de escenarios posibles y definimos:

= z: vector de decisiones de inversion para el primer periodo, tomadas en base a
la informacién conocida en t = 0,
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= 3% decisiones del segundo periodo tomadas bajo cada escenario w € 2,
= w“: probabilidad de ocurrencia del escenario w € €2,

» U(z,y“): funcién utilidad de la rentabilidad, como funcién de las variables de
decision.

Obviamente y“,Vw € 2 tienen que determinarse a priori, antes de que se dé
cualquier escenario. Por otro lado, el modelo se simplifica a una secuencia de modelos
uniperiodo resueltos después de que w € () se haya observado. Las decisiones x e
y* se toman de manera que se maximice una funcién de utilidad esperada (esta
esperanza se calcula como la combinacién de los valores de utilidad bajo todos los
escenarios, cada uno ponderado por su probabilidad w*). Al mismo tiempo se deben
satisfacer restricciones de contabilidad, politica, diversificacién y otras restricciones
bajo cada escenario.

Usando las matrices A, T% y W* para representar las restricciones generales, el
modelo de optimizacion DEM correpondiente se puede representar de la siguiente
manera;:

MaTy o R Z wU (z, y*)
we
s.a. Ar=0»>

TYx + W9Yy” = h¥ Vw € Q
x>0
Yy’ >0,Vw e N

Hay que destacar que el conjunto de restricciones se impone para cada escenario,
de manera que el problema resultante es un programa no lineal de grandes dimen-
siones. Las decisiones de primera etapa, x, no dependen del conocimiento sobre el
futuro y por tanto, son idénticas bajo cada uno de los escenarios.

La extension mas importante del modelo (2.8) estd en la planificacién multi-
periodo. Desafortunadamente, el modelo contiene una explosion combinatoria de
escenarios a medida que el nimero de periodos aumenta. Los modelos de planifica-
cién estocastica contintan estando infrautilizados en la modelizacién financiera. Sin
embargo, la necesidad de capturar la incertidumbre de los caminos siteméticos es de
gran importancia en el entorno de las aplicaciones. Esto aporta una area abierta de
gran interés para futuras investigaciones.

2.5.2. Modelo de gestiéon de activos y pasivos

El objetivo de este modelo es maximizar el valor neto descontado de los bene-
ficios bancarios menos la penalizacion esperada de los costes por infactibilidad con
respecto a restricciones débiles, sujeto a numerosas restricciones sobre los presupues-
tos, liquidez, estructura de flujos de caja, ademéds de restricciones politicas y legales.
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Hay diversas fuentes de incertidumbre, como los rendimientos, los tipos de interés,
los depdsitos de efectivo, etc.

Este modelo fue creado por Kusy y Ziemba (ver [19]) y centra la aleatoriedad
en los depdsitos de flujo dando valores deterministas fijos a los rendimientos y tipos
de interés. En un primer momento se modelizé como un problema estocastico dos
etapas multiperiodo lineal con recurso simple?, que puede resolverse con las técnicas
de resolucién actuales si las variables aleatorias son discretas.

2.5.3. Estructuracion de carteras de titulos con garantia hipoteca-
ria

El algoritmo BFC' se puso a prueba por primera vez en modelos dos etapas en
[10], donde se resolvia el problema de estructurar una cartera de titulos con garantia
hipotecaria (MBS, de sus siglas en inglés, Mortgage-Backed Securities). En adelante
nos referiremos a este problema como aplicacién MBS.

La titulizaciéon temporal estd ideada para dividir el MBS y su devoluciéon en
pequenas piezas como un activo financiero. El nuevo activo se devuelve como un
préstamo hipotecario y su estructura de rendimiento tiene la forma de un conjunto
de obligaciones a satisfacer a lo largo del tiempo. Hay que destacar que los titulos
estan cuasi-amortizados a lo largo del horizonte de planificacion, el rendimiento de
los mismos estd basado normalmente en rentas ajustables a lo largo del tiempo, un
principal de un préstamo puede ser totalmente prepagado y la duracién de la cartera
raramente iguala la duraciéon de las obligaciones y entonces, hay un riesgo adicional
de impago del rendimiento de la inversion. La complejidad del problema aumenta
con la volatilidad de los tipos de interés y, por tanto, con el valor incierto de las
carteras MBS.

Un titulo puede definirse como un activo que da el derecho a una ganancia
variable a lo largo de un horizonte del tiempo. En este caso, al activo es un derecho
financiero que incluye un principal y un rendimiento garantizado por una hipoteca,
cuyo principal puede ser pagado por adelantado e igualmente puede ser retrasado.

Dado un conjunto de periodos de tiempo, un conjunto de activos, en concreto
titulos con garantia hipotecaria, y un presupuesto o capital inicial para invertir, la
aplicaciéon MBS consiste en determinar el subconjunto de activos que seran incluidos
en la cartera asi como la fraccién del valor nominal a considerar para cada uno,
bajo incertidumbre en la trayectoria del tipo de interés a lo largo del horizonte de
planificacién.

Una estructuracién factible de una cartera tiene que satisfacer dos tipos de res-

3Un modelo de recurso simple es aquél en el que todas las decisiones a tomar deben ir fijadas
desde un principio, manteniéndose invariantes a pesar de que en periodos de tiempo posteriores se
disponga mas informacién sobre el escenario que puede acaecer.
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tricciones:

1. Restricciones de primera etapa para relacionar los titulos. Por ejemplo, un
limite superior en el nimero de titulos que se incluyan en la cartera, equili-
brio en el valor nominal total de los diversos tipos de titulos, relaciones de
exclusividad e implicacion entre los distintos tipos, etc.

2. Restricciones de segunda etapa para analizar el resultado de invertir en una
cartera de titulos a largo plazo sobre los distintos escenarios. Por ejemplo,
limites inferiores y superiores del efectivo neto disponible en dichos periodos
bajo cada escenario, el requisito de que el valor actual de la cartera no sea
inferior al valor actual de las obligaciones bajo cada escenario, el requisito de
que el valor absoluto de la diferencia entre la duracién unitaria de la cartera y
la duracién unitaria del conjunto de titulos no superen unos valores prefijados,
ete.

Ademsds, la entrega o acuerdo de un MBS entre los comerciantes primarios -
agencias federales y bancos de inversion- es liderada por un gran conjunto de normas
y regulaciones para asegurarse practicas uniformes. Aun si se ignora la oportunidad
de beneficio, la necesidad de incluir los normas establecidas, junto con las restriccio-
nes comentadas, crea un problema complejo. Exponiendo una por una las bases, se
desarrolla un modelo matematico.

La funcién de utilidad considerada por los autores en [10] es minimizar la diferen-
cia esperada entre la duracién de la cartera y la duracién de las obligaciones, aunque
hay muchas otras posibilidades. Esta eleccién es una forma de reducir o eliminar el
riesgo de pérdida debido a movimientos adversos del precio de los activos, es decir,
es una manera de proteger el rendimiento de la inversién frente a pequenos cambios
en el tipo de interés a lo largo del horizonte temporal.

Este modelo planteado puede convertirse en un programa entero-mixto atin mas
complejo que no se puede resolver con los optimizadores existentes de programacion
entera. Actualmente se considera uno de los problema abiertos en ingenieria finan-
ciera. Generalmente se trata con procedimientos heuristicos para garantizar que se
cumplen las restricciones. Este problema recibe la atencién de investigadores para
conseguir soluciones efectivas.
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Capitulo 3

Algoritmo BFC
(Branch-and-Fix Coordination)

El algoritmo de Ramificacién y Fijacion Coordinada BFC' (de sus siglas en inglés,
Brach and Fix Coordination) esté disenado para resolver problemas de optimizacién
estocastica mixtos 0-1 de dos etapas, donde las variables continuas y enteras tienen
elementos no nulos en las restricciones de cualquiera de las dos etapas. Este proce-
dimiento permite resolver el problema atn cuando las variables continuas no estan
acotadas, y el caracter estocastico del problema, discretizado en un conjunto finito
de escenarios, puede aparecer en cualquier parte del modelo.

Este esquema se describe originariamente en [4] para modelos multietapa enteros
0-1 y bietapa mixtos 0-1 donde tan solo en la primera etapa aparecen variables
enteras. En [2] y [3] se pueden encontrar aplicaciones de este algoritmo a modelos
mixtos 0-1 de dos etapas. Para el caso de problemas de optimizaciéon estocastica
mixtos 0-1 donde en ambas etapas pueden aparecer tanto variables continuas como
enteras, se describe por primera vez la extension del BFC' en [12].

El objetivo de este trabajo es resolver un modelo general similar al presentado en
formulacién extendida en (2.6), aunque utilizamos equivalentemente la formulacién
descrita en (2.7) y describimos el esquema del algoritmo BFC' para los problemas
relacionados con cada uno de los clusters o racimos de escenarios. De este modo nos
aseguramos de que las variables § sean enteras, de manera que las condiciones de
no anticipatividad (2.2) se satisfagan mientras se seleccionan nodos y variables de
ramificacion. Teniendo en cuenta los valores que deben tomar todas las variables
enteras, se construye el arbol con todas las posibles bifurcaciones de las variables
enteras a 0 6 a 1, surgiendo el denominado drbol de ramificacion y fijacion para cada
cluster o racimo de escenario.

Esta técnica basada en el Brach & Bound, coordina la seleccién de la Familia de
Nodos Gemelos (T'N F, de sus siglas en inglés Twin Node Family) y la seleccion de la
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variable a ramificar en cada uno de los submodelos a optimizar. Estos subproblemas
son modelos mixtos 0-1 que resultan del modelo (2.7) y de cada TNF entera, de
manera que las restricciones de no anticipatividad (2.3) para las variables continuas
de primera etapa también se satisfacen. Del mismo modo que coordina la selecciéon
de variables a fijar, también coordina el corte de las distintas ramas del arbol.

Esta aproximacién no sélo selecciona nodos y variables sino que también corta
el nodo BF' asociado a un escenario, determina la variable fijada y las cotas de
la funcién objetivo de los subproblemas correspondientes a los nodos. Se pueden
encontrar aproximaciones de descomposiciones similares a ésta en la literaturas, ver
(8], [14], [18], [21] y [24], entre otros. Sin embargo, éstas se centran més en usar la
relajacién Lagrangiana de las restricciones (2.2) para obtener buenas cotas inferiores,
en vez de en ramificar y fijar variables. De todas maneras, también se puede anadir la
relajacion Lagrangiana y la descomposiciéon de Benders al esquema que proponemos
aqui. Ver para ello [10], [11] y [25].

A continuacién se detallan los conceptos béasicos para el desarrollo del esquema
BFC, asi como las bases tedricas. Al mismo tiempo se describen los pasos de este
algoritmo y se presenta el pseudocoddigo completo necesario para su implementacion.

3.1. Definiciones previas

Comenzamos presentando las definiciones de los conceptos fundamentales, toma-
das de [12], y los modelos de optimizacién que intervienen en la metodolgia BF'C,
para problemas asociados al escenario w € {2 ignorando las restricciones de no anti-
cipatividad (2.2) y (2.3) del problema (2.6). Este problema se puede expresar de la
siguiente manera:

(MIP®): 2%;;p= min w[c16” + conx® + ¢¥7% + 5y

s.t. 61§A<5w>§b2,
X

w w 3.1
wer (L) ew(T)em  ©
&€ Y
¥, y” >0,
0,y e {0,1}.

Teniendo en cuenta los valores que deben tomar todas las variables enteras, se
construye para cada escenario el drbol de Ramificacién y Fijacién (BF, de sus siglas
en inglés, Branch & Fix) con todas las posibles bifurcaciones de las variables enteras
aloal.

Para describir la aproximacién BF'C para resolver el problema (2.6), necesitamos
unas definiciones previas. En primer lugar, R“ denota el arbol BF asociado al
escenario w, y G“ el conjunto de nodos activos en el arbol R¥, w € Q.

29



Definicion 3.1 Se dice que dos variables son variables comunes si para algin grupo
de escenarios son variables con valores iguales segun las restricciones de no antici-
patividad.

En nuestro modelo de optimizacién estocastica mixto 0-1 de dos etapas, las
variables comunes son las variables de primera etapa, entre las que se encuentran
las variables comunes enteras, ¢, y las variables comunes continuas, x.

En las Figuras 3.1 hasta 3.4 recogemos una ilustracion de ésta y las siguientes
definiciones. Para todas estas figuras suponemos que hemos seleccionado p = 3
racimos de escenarios, por lo que tenemos tres arboles BF'. En cada uno de estos
arboles contamos con tres variables enteras 9. En la Figura 3.1 vemos que la variable
0o toma el mismo valor, cero, en los tres arboles, por lo que a esta variable se le
denomina variable comin.

01=1
O

Figura 3.1: Variable comiin

Definicion 3.2 Dados dos nodos activos e g¥ "€ G¥, se dice que son
» g Yy g , q
nodos gemelos si cada uno de ellos es un nodo raiz o si los caminos desde el nodo
7 . 7z / .
raiz a cada uno de ellos en sus propios drboles BF', RY y R“ , respectivamente,
tienen la misma ramificacion o han fijado los mismos valores para las variables 0%
!
y 0¥, para w,w’ € .

Hay que destacar que para satisfacer las restricciones de no anticipatividad, la
ramificacion y fijacion en el valor 0 6 1 debe ser la misma para las variables comunes
enteras de nodos gemelos.

La Figura 3.2 ilustra esta definicién. Vemos que el nodo resultande de ramificar
03 a cero es un nodo gemelo, ya que el camino seguido en cada uno de los arboles
BF para llegar a él es el mismo. Sin embargo, vemos en la Figura 3.3 que el nodo
resultante de bifurcar d3 a uno no es un nodo gemelo, ya que el camino seguido en
el tercer arbol para llegar a este nodo no coincide con el camino seguido en los dos
primeros arboles.
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01=1 01=1 01=1
d2=1

63=0

63:0 53:1

Figura 3.2: Nodos gemelos

BF! BF? BF3

61=1 01=1

03=0 03=1

Figura 3.3: Nodos no gemelos

Definicién 3.3 Una familia de nodos gemelos (TNF'), Hy, es un conjunto de no-

dos tal que cada nodo es un nodo gemelo del resto de los nodos de la familia, para
f e F, donde F es el conjunto de TN F's.

Se observa que g, ¢’ € Hy para cualquier familia f € F implica que w # ' para
geEGYy ¢ €G¥, w,w €.

Definicion 3.4 Una T'NF entera es un conjunto entero de nodos BF, uno por
cada drbol BF, donde se satisfacen las condiciones de no anticipatividad (2.2) de
las variables §.

En la Figura 3.4 vemos que una familia de nodos gemelos es cualquier rama de
los arboles que esta formada por nodos gemelos en estos drboles BF'.
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01=1 01=1 01=1

d2=1
63=0

63:0 53:1

Figura 3.4: Familia de nodos gemelos

Cada TN F entera nos proporciona unos valores 0-1 de todas las variables §. Si
fijamos estos valores en el problema (2.5), y abusando ligeramente de la notacién,
llegamos al siguiente modelo mixto 0-1:

(MIPTNF): 2TNF = ;5 +min cor + Y w?[g5 7 + q5y*]

donde & hace referencia a los valores fijados de las variables enteras en la TNF
entera. De esta manera la parte de la funciéon objetivo en la que intervienen las
variables enteras de primera etapa resulta ser determinista, y ademaés las § dejan de
ser variables a determinar ya que han sido fijadas con anterioridad.

Para una T'N F' entera consideramos un modelo mixto 0-1 particular para resol-
ver. En este punto las varibles § pueden tomar un valor real en el intervalo [0, 1], si
dichas variables no han sido fijadas en la TN F' que estamos considerando. Es decir,
dejamos fijas aquellas variables enteras que hayan sido ramificadas y permitimos que
el resto tomen valores en el intervalo [0, 1]. Abusando de la notacién, denotamos de
nuevo como ¢ al subvector formado por las variables § que no han sido fijadas en
este punto. Este problema mixto 0-1 se puede escribir de la siguiente manera:

(MIPf): 2/ = K +min e16+cor+ > w[gir" + 5y~
wef)

s.t. b1§A<5 SBQ
x

TWw w 0 w ’y“’ Tw

hy <T . + W o <h,, we
2>0,0<5<1

¥’ > 0,7 €{0,1}, weQ,

(3.3)

donde K es el valor de la funcion objetivo de las variables § que ya han sido fijadas,
v b1, ba, h1 v ho son los vectores de los limites de las restricciones actualizados con
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los valores fijados.

Estd claro que la relajacién de las condiciones de no anticipatividad (2.2) y
(2.3) no es necesaria en cada par de escenarios. Para ganar eficiencia se propone
la particiéon del arbol de escenarios en clusters o racimos donde el conjunto de
escenarios € se divide en subconjuntos, Q', Q2...., QP donde p es el nimero de
clusters considerados (1 < p < [Q]).

El criterio para hacer racimos de escenarios, esto es, crear los subconjuntos
Qb ..., QP puede basarse en criterios estadisticos como medir la desviacién interna
mas pequena de los parametros de incertidumbre, la desviacién méas grande, etc. La
determinacion del mejor criterio de eficiencia dependera en general del ejemplo que
estemos considerando. En cualquier caso, hay que destacar que los racimos deben
satisfacer las condiciones de una particion del conjunto de escenarios, esto es:

PN =0, pp=1,....p:p#p

y A
D
Q=]
p=1
Asi, el problema a considerar bajo cada racimo de escenarios p = 1,...,p se

puede expresar en representacion compacta de la sigueinte manera:

(MIPP): 2y p=min c10”+coa? + ) wlgir" + 5"
wenNr

5P
s.a. by <A | = bo
x

5 " (3.4)
hy <T% + WY <h§, VYweQP
P y~

P > 0,07 € {0,1},
yY > 0,77 €{0,1}, Ywe QP

Los p problemas (3.4) se relacionan mediante las siguientes restricciones de no
anticipatividad:

=0 (3.5)

5 —6
PP = 0, (3.6)

p
xZ; X

p/
K]
p/
1
Vi e {1,..,n},p,p) =1,...,p : p # p/, obteniéndose la formulaciéon del problema
completo dada en (2.7).

Hay que notar que existen dos casos extremos en cuanto al ntimero de clusters
seleccionado. p = 1 corresponde a considerar un tnico racimo, es decir, el modelo
(3.4) coincide con el modelo inicial (2.5); y p = || corresponde a considerar tantos
clusters como escenarios, y por tanto el problema (3.4) coincide con el modelo (3.1).
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Sobre el concepto de racimos de escenarios, las definiciones de la metodologia
BF(C han de ser adaptadas y se enuncian de la siguiente manera:

Definicién 3.5 Dados dos nodos activos, g € GP y ¢ € G¥, se dice que son
nodos gemelos si cada uno de ellos es un nodo raiz o si los caminos desde el nodo

raiz a cada uno de ellos en sus propios drboles BF, RP y R, respectivamente, tie-
nen la misma ramificacion o han fijado los mismos valores para las variables 6P y
0%, paral <p,p<|Q, p#p.

Anéalogamente, se definen las TN F' y TN F' entera relativas a arboles asociados
a clusters, a partir de las Definiciones 3.3 y 3.4, respectivamente.

Como veremos mas adelante, la idea de considerar clusters es muy relevante en la
mejora de la eficiencia computacional del algoritmo BE'C', por lo que la eleccién del
nimero de racimos de escenarios es decisiva a la hora de reducir el tiempo empleado
por el algoritmo en encontrar la solucién 6ptima.

3.2. Bases teodricas

El algoritmo BF'C ramifica los arboles BF asociados a un escenario, o equiva-
lentemente a un racimo de escenarios, sobre las variables 0-1, d, de primera etapa
a la vez que comprueba que se satisfacen las condiciones de no anticipatividad y de
integrabilidad de las TN F's. Dicho de otra manera, el BF'C' ramifica los arboles BF
sobre las variables § resolviendo los submodelos mixtos 0-1 MIP bajo los racimos
de escenarios.

Esta ramificacién hace que el nimero de subproblemas a resolver sea elevado. A
medida que el niimero de variables enteras de primera etapa aumenta, el nimero de
nodos que tiene el arbol BF se hace més grande. En concreto el niimero total de
nodos de cada arbol es 2, donde ng es el nimero de variables enteras de primera
etapa.

Recorrer todos los nodos del arbol implicaria la necesidad de mucho tiempo
computacional; sin embargo, no es necesario resolverlos todos ya que existen cotas
inferiores y superiores que permiten cortar la rama cuando se han alcanzado dichas
cotas. A continuacion, describimos la obtencién de estas cotas y mencionamos sus
principales propiedades. Para ver las demostraciones detalladas de estas relaciones
acudir a [12].

Una primera cota inferior de la funcién objetivo del problema MIP es el valor
de la funcién objetivo del problema lineal relajado. Es decir, si relajamos la integra-
bilidad de todas las variables enteras del modelo (2.5), tanto de primera como de
segunda etapa, obtenemos un modelo estocastico lineal de dos etapas.
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Al valor de la funcién objetivo de esta representacion lineal lo denotamos por
Z1p,y claramente es una cota inferior del valor de la funcién objetivo del problema
original (2.5). Es decir, se cumple que

Zrp < ZMIP-

Adicionalmente, para cada nodo i en el d&rbol de enumeracion BF' definimos otra
cota inferior, Z;, como

Z;=> 2l 1<p<|9)

donde 2z es la solucién del modelo MIPP (3.4) en el que las i primeras variables &
se han fijado a 0 6 1, es decir, es la solucién del siguiente problema:

(MIPPY: MIPP (3.4)
s.a. 07 :55», Vie{l,..,i} (3.7)
07 €40, 1}, vje{i+1,..,n}

El valor de esta cota inferior asociado al nodo raiz, ¢ = 0, lo denotamos por
Zy. En este caso ninguna de las variables ¢ han sido fijadas a un valor concreto
previamente.

Al resolver la secuencia de problemas (3.7) para cada cluster o racimo p previa-
mente a calcular la correspondiente cota Z;, las variables § y/o x pueden satisfacer
o no las condiciones de no anticipatividad (3.5) y (3.6), respectivamente. Si ambas
variables satisfacen las condiciones de no anticipatividad se ha llegado a la solucién
6ptima del problema. En el caso en el que las variables d satisfagan la no anticipa-
tividad, pero las = no, hay que resolver los dos problemas siguientes:

(MIPTNF). N[PTNF
s.a. §; =46;, Vje{l,..i} (fijadas por la rama) (3.8)
8;=0;, Vje{i+1,..,n} (soluciéon de MIPF)

s.a. 6 =405, Vjie{l,..i} (3.9)
6;€[0,1], Vje{i+1,..,n}

A continuacion detallamos las relaciones de desigualdad existentes entre las dis-
tintas soluciones y cotas planteadas. Estas estdn definidas para un problema de mi-
nimizacion, para el caso de un problema de maximizacion la relaciones se cumpliran
igualmente pero en sentido opuesto.

Proposicién 3.1 El valor de la solucion del problema asociado al nodo raiz es una
cota inferior del problema original. Es decir,

Zy < zMmIp-
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Proposicion 3.2 El valor de la solucion del problema lineal relajado es siempre
menor que el valor de la solucion del problema asociado al nodo raiz. Es decir,

Zrp < Zy.

De este modo, en vez de resolver la relajacion lineal para obtener la cota inferior
Z1p, alternativamente podemos calcular

ya que es més cercana al valor 6ptimo del problema mixto 0-1.

Obviamente, calcular esta cota es computacionalmente mas complicado que cal-
cular el valor de la solucién del problema lineal relajado. Sin embargo, el resultado
global de la btisqueda de la solucién éptima mejora, ya que el nimero de nodos BF
que tiene que resolver es mucho menor.

Por otra parte, habra que elegir el nimero de racimos en los que dividimos los
escenarios. Cuanto mayor sea este ntimero, p, la cota inferior sera peor, es decir, se
alejara mas del valor 6ptimo; pero el tiempo que tardara en encontrar esta cota serd
menor. Por lo tanto, hay que encontrar un equilibrio entre la bonanza de la cota y
el esfuerzo que se necesita para obtenerla.

Proposicion 3.3 La cota inferior obtenida en el nodo i-ésimo del drbol BF' es
menor o igual que la cota inferior asociada a cualquiera de los subproblemas de sus
nodos descendientes, debido a la ramificacion de la variable § (i 4+ 1)-ésima a 0 6 1
para cualquier nodo i € {0,1,2,...,n}. Esto es,

Z; < Ziyy.
Entonces, se satisface la siguiente cadena de desigualdades:

Z0< 2, <Zy<...< 2,

Proposicion 3.4 Para cualquier nodo i del drbol BF se cumple que

1. Z, < ZTNF

2. 2] < INFvie{1,2,...,n}.

Hay que destacar que la solucién del problema (3.2) para una T'N F' entera de-
terminada puede coincidir con la solucién éptima del problema siempre y cuando las
variables § y & cumplan las condiciones de no anticipatividad y las variables § sean
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enteras. Sin embargo, esto no implica necesariamente que se deba cortar la rama,
excepto si todas las variables han sido ramificadas en la familia. Por el contrario, se
puede encontrar una solucién mejor ramificando en las variables 0-1 que atin no han
sido ramificadas, como asegura el apartado 2 de la Proposicién 3.4.

2TNFE e5 el valor de la solucién del problema (3.2), que satisface las condiciones

de no anticipatividad (2.3) cuando han sido ramificadas las variables ¢ a sus valores
0-1 (por lo que la restriccién de no anticipatividad (2.2) ya se satisface). La rama
se puede cortar si 2TV = 2/ donde 27 es el valor de la solucién del modelo (3.3),
donde las condiciones (2.2) y (2.3) se satisfacen, pero las variables 6 no ramificadas
pueden tomar valores reales en el intervalo [0,1]. En este caso, no existe una solucién

mejor que zT N para ningtn nodo descendiente en la TN F' entera.

Si 2T NE > zlf y zlf < Z, debemos seguir ramificando hacia el nodo (i + 1)-ésimo,

porque es posible encontrar una solucién mejor en ese arbol.

Proposiciéon 3.5 Sea z:if1 el valor de la solucion del modelo MIPZJ; para el nodo

BFC iy € {1,2,...,n — 1} en cualquier rama dada. Si sequimos ramificando en la
misma rama, obtenemos que
f J

iy < Zi

donde i > i1 es un nodo descendiente de iy.

Proposicién 3.6 (Factibilidad I) Si los nodos descendientes de una rama dada
no son infactibles, entonces se podrd encontrar una solucion del problema original.
Denotamos como Z al valor de la solucién asociada.

Proposicion 3.7 Una vez que una rama se ha cortado no es posible encontrar una
mejor solucion en los nodos descendientes (en el caso en el que se pueda sequir
ramificando).

Proposicién 3.8 (Factibilidad IT) Una rama de los drboles BF tiene una solu-
cion factible, al menos, si el problema original es factible.

Proposicién 3.9 (Optimalidad) La solucidn factible del problema original (2.5)
con el menor valor de la funcion objetivo del conjunto de soluciones

(6, z, ('7“’
(0,7, (

es la solucion optima del problema.

Jwes (U*)wen) =
T)wea, (T)wen); € {0,137 x R™ x {0, 1} x Rrll

Finalmente, de todas estas proposiciones se deduce que la aproximacion propues-
ta siempre encuentra una soluciéon 6ptima o determina que el problema es infactible.
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Sin embargo, su computacién para ejemplos de grandes dimensiones no es trivial
incluso con los ordenadores que existen hoy en dia, ya que el nimero de ramas que
se evalua puede llegar a ser muy grande. Es decir, el cardinal del conjunto de so-
luciones factibles puede ser demasiado grande y puede existir un ntmero alto de
modelos mixtos enteros MIPP, MIPTNF v MTPf para resolver.

En concreto, el algoritmo tardara mas cuanto mayor sea el nimero de problemas
MIPTNE v MIPT que tiene que resolver. Estos problemas no han sido rotos en
clusters de modo que siguen siendo de unas dimensiones similares al problema ori-
ginal, salvo porque algunas variables 0 han sido fijadas. Por lo tanto, se necesitara
un gran esfuerzo para resolverlos.

La eficiencia de cortar ramas es mas destacada para el caso de problema de gran-
des dimensiones. Este hecho se deduce de las Proposiciones 3.3 a 3.5 y especialmente
de la Proposicion 3.7.

3.3. Algoritmo

En esta seccion proponemos el algoritmo completo BFC.

Recordamos la siguiente notacion:

= RP: arbol BF para el cluster p, parap=1,...,p.

» MIPP: modelo entero mixto 0-1 (3.7) asociado al cluster para un nodo dado
del arbol BF' R? en la TNF dada.

s 2P: valor de la solucion del modelo mixto 0-1 M IPP.

» Z: cota inferior del valor de la solucién del problema original (2.5) que serd
obtenida del mejor conjunto entero TN F' descendiente de una familia dada.
Este valor se calcula como Z = 25:1 zP | excepto para los nodos raiz de los

arboles BF', que es ese caso es Zg = 25:1 2P.

= Z: cota superior del valor de la solucién del problema original (2.5).

Por convenio, para el modelo (3.8) infactible asociado a una T'NF' entera, con-
sideramos 2TV = 4-00; para el modelo (3.9) infactible, consideramos 2f =400,y
para el modelo (3.4) infactible, tomamos 2P = +o00, para cada cluster o racimo, p,

donde p=1,...,p.

Aunque en la versién del algoritmo tomada de [12] la cota superior es inicia-
lizada a oo en el Paso 0, en nuestra propuesta hemos inicializado el valor de esta
cota al obtenido en una solucién cuasi-optima del problema con un porcentaje p de
tolerancia de optimalidad prefijado, Z(p).
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El procedimiento BF'C' se puede representar mediante la siguiente secuencia de
pasos:

Paso 0: Inicializar Z := Z(p) e i := 0.

Paso 1: Resolver los problemas mixtos 0-1 bajo cada cluster, M1PP (3.4), Vp =
L,...,p, y caleular Zy, = 3°7_; 27. Si algiin problema es infactible, entonces
parar (el problema original es infactible).

Si existe alguna variable ¢ (0-1) que no satisface (3.5), ir al Paso 2.
Si existe alguna variable continua x que no satisface (3.6), ir al Paso 6.
En otro caso, Z := Z, y parar (se ha encontrado la solucién 6ptima del pro-
blema original).
Paso 2: Inicializar ¢ := 1 e ir al Paso 4.
Paso 3: Actualizar ¢ := i+ 1. Si ¢« = n + 1 entonces ir al Paso 8.
Paso 4: Ramificar é; :=0,Vp=1,...,p.
Paso 5: Resolver MIP? (3.7), Vp = 1,...,p y calcular Z = f):l 2P, Si algtn
problema es infactible, ir al Paso 7.
Si Z > Z entonces ir al Paso 7.
Si existe alguna variable ¢ que no satisface (3.5) entonces ir al Paso 3.
Si todas las variables x satisfacen (3.6) entonces actualizar Z := Z e ir al Paso

7.

Paso 6: Resolver MIPINF (3.8) para que las variables  satisfagan (3.6). Notar
que el valor de la solucién se denota por 27V, Si el problema es infactible e
i = 0, parar (el problema original es infactible); si ¢ > 0, ir al Paso 7.

Actualizar Z := min{z"NF' 7},
Si ¢ = n entonces ir al Paso 7.

Resolver M1 Pz-f (3.9). El valor de la solucién en este caso se denota por z/. Si
el problema es infactible e i = 0, parar (el problema original es infactible); si
1> 0, ir al Paso 7.
Si 2TNF = 21 o 2f > Z, entonces ir al Paso 7.
Si 2/ < Z y todas las variables § cumplen (3.5), actualizar Z := z/ e ir al Paso
7. En otro caso ir al Paso 3.
Paso 7: Cortar la rama. Si 67 =0, Vp = 1,...,p, entonces ir al Paso 10.

Paso 8: Nodo previo. Actualizar i := i—1. Sii = 0 entonces parar (se ha encontrado
la solucién éptima del problema original 7).

Paso 9: Si &Y =1,Vp=1,...,p, entonces ir al Paso 8.
Paso 10: Ramificar 67 := 1, Vp =1,...,p. Ir al Paso 5.
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Capitulo 4

Experiencia computacional

4.1. Casos de estudio

Para evaluar el algoritmo propuesto utilizamos un conjunto de casos generados
con la estructura del problema general (2.5). En concreto, los ejemplos estan tomados
de [31] y su estructura en representacién compacta estd basada en el problema (38)
de [30].

La ocurrencia de cada escenario es equiprobable bajo cada escenario, es decir,

1
w¥ = —, Yw € Q
€

donde 2 es el conjunto de escenarios.

El procedimiento utilizado para generar los distintos problemas es el siguiente. Se
toman vectores aleatorios para los coeficientes de la funcién objetivo, c1, c2, ¢5, ¢5,
usando la distribucién uniforme sobre los intervalos [-2.5,-1.5], [-2.5,-1.5], [—30—i—|wﬁ‘,—
10+|wﬁ‘] y [—30+|"ﬁ|,—10+ﬁ], respectivamente. Los limites inferiores de las restriccio-
nes de primera y segunda etapa, by y h{, se fijan a %k y % k+ ﬁ, respectivamente.
Y los limites superiores, ba y h§, se generan a partir de distribuciones uniformes
sobre los intervalos [k1,k1 + k- (ng+nz)] y [k2 + ﬁ,k‘g + |£°-’2—| + k- (ns+ng +ny+ny)],
siendo k € [0,1], k1 € [0,4] y k2 € [0,3]. Por tltimo, la matriz de coeficientes de pri-
mera etapa, A, y las matrices de coeficientes de segunda etapa, T% y W% se generan
con distribuciones uniformes sobre [0,2], [k’ - ar " 03]y (k" - ar " ORRSE
respectivamente, donde k' € [-0.1,0] y £” € [0,1.5].

En la Tabla 4.1 se recogen las dimensiones de los seis problemas estudiados,
tanto en representacion compacta como en representacion en variables divididas. La
notacién utilizada es la siguiente: para la representacion compacta, m® es el ntimero
de restricciones, n§ y ng denotan el nimero de variables enteras y continuas de pri-
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mera, etapa, respectivamente, n¢, representa el ntimero de coeficientes no nulos en la
matriz de restricciones, y dens® es la densidad (en %) de la matriz de restricciones.
n~ ¥ ny son el nimero de variables enteras y continuas de segunda etapa, respectiva-
mente. De la misma forma se definen m®, ng, n%, n¢; y dens® para la representacion
extendida o en variables divididas. Finalmente |2] denota el nimero de escenarios.

Tabla 4.1: Dimension de los modelos

Representacién compacta Representacién extendida
Caso mc  n§ ng Ny Ny ng  dens® m® ng ng ng  dens® | Q]
P1 330 30 15 320 64 18590 13.13 | 2080 960 480 31680 0.84 | 32
P2 148 10 10 128 128 3984 9.75 1408 320 320 17664 1.40 | 32
P3 288 5 10 280 420 70120 34.05 | 4410 350 700 80500 1.04 | 70
P4 1290 30 15 1280 256 73410 3.59 8320 3840 1920 142080 0.23 | 128
P5 1935 25 10 2560 1920 134925 1.54 | 8320 3200 1280 210560 0.28 | 128
P6 2010 20 20 2000 2000 120400 1.48 | 12000 4000 4000 216000 0.15 | 200

4.2. Caso ilustrativo

En esta seccion presentamos un ejemplo de pequenas dimensiones para ilustrar
el procedimiento del algoritmo BFC'. Para ello seleccionamos una variacién del pro-
blema P3 e implementamos el esquema con el optimizador CPLEX.

El problema P3 presentado en la Tabla 4.1 tiene |Q2] = 70 escenarios, pero cada
uno de ellos estd compuesto internamente por 10 escenarios. Para simplificar el
ejemplo y asi facilitar la exposicion de los pasos que ha de realizar el algoritmo,
tomamos este mismo problema pero en el que cada uno de los 70 escenarios esta
compuesto por un Unico escenario. Elegimos una descomposicién en p = 7 clusters
o racimos de escenarios. En la Figura 4.1 se resumen los pasos del algoritmo.

Como hemos comentado, en este trabajo presentamos una modificacién sobre el
esquema BFC' desarrollado por [12]. Nuestro algoritmo inicializa la cota superior
inicial del valor de la funcién objetivo a la solucién cuasi-Optima encontrada por
el optimizador con un porcetaje de tolerancia de optimalidad. Sin embargo, para la
ilustracién de este ejemplo vamos a tomar la version tradicional del algoritmo de [12]
en la que la cota inicial es Z = oo. Elegimos esta inicializacién ya que si calculamos
la solucién cuasi-Optima proporcionada por el optimizador obtendriamos la soluciéon
o6ptima debido a que estamos tratando con un problema de pequenas dimensiones y
no es ningun reto para ningin optimizador.

En el nodo inicial resolvemos la sucesién de problemas MIPP (3.4),Vp=1,...,7,
y calculamos la cota inferior inicial, Z, = 217921 2P = —58.8856. Como las variables
d cumplen las condiciones de no anticipatividad (3.5), pero las  no cumplen (3.6),
resolvemos el correspondiente modelo mixto 0-1 MIPTNF (3.8) fijando las variables
§ a la solucién obtenida en los MIPP y calculamos 27N = —58.8493. Observamos
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N

=00

Lp = —60.7692

o = —58.8856

cumple (3.5) y = no cumple (3.6)
TNE — 588493 < Z

_ ,TNF

2l = —59.0111 < zTNF

N
N

NEEEGIN
= B

01 =1

51 =0 /
= —58.8493

= —58.8493 —

= Z

cumple (3.5) y = no cumple (3.6) Z = —583877T>Z
C

= —59.0022 < ZINF

—58.8856
TNF — _58.8493 > Z
!
\ S0 =1

Z =-588493
Z = —57.7076 > Z
CORTAR
03 =1
53 =0 —
7 = —58.8493
Z = —57.3475 > 7
CORTAR
04 =0 o4 =1
Z = —58.8493 7 = -58.8493
Z = —58.6970 > Z Z = —58.8857 < Z
CORTAR 6 cumple (3.5) y  no cumple (3.6)

ZTNF — _58.8493 > 7
2f = —58.8493 = ;TNF
CORTAR

Figura 4.1: Ejemplo ilustrativo

que 2N < Z por lo que actualizamos la cota superior, Z = z7NF' . Resolvemos
el problema MIP/ (3.9), donde las variables § son libres (es decir, pueden tomar
valores en el intervalo [0,1]) y resulta zf = —59.0111 < 2" por lo que podriamos
encontrar una soluciéon menor a la cota superior en esta rama, de modo que no la
cortamos y empezamos a ramificar.

Comenzamos ramificando 6] = 0, Vp = 1,...,7. En este nodo resolvemos los
problemas M I PP (3.7), Vp, correspondientes obteniendo una nueva cota inferior, Z =
—58.8857. Las variables de primera etapa de esta solucién cumplen las condiciones
(3.5) pero no (3.6), por lo que resolvemos el correspondiente MIPTNE TNE —
—58.8493. Como esta solucién no es inferior a la cota superior, no actualizamos el
valor de esta ultima. En este punto atin no podemos cortar la rama hasta asegurarnos
de que no podemos encontrar ninguna soluciéon mejor en ella, por lo que resolvemos
el MIP/ y obtenemos z/ = —59.0022 < 2TNF  es decir, podria haber una solucién
mejor a lo largo de la rama. Las ¢ de esta solucién no cumplen las condiciones de
no anticipatividad, pero 65 = 65 = 0, V¥p, por lo que fijamos estos dos valores, y
pasamos al siguiente nodo.
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Notar que la solucién obtenida al resolver el problema M I P nos permite fijar los
valores de &5 y 3 a cero, ya que si resolviésemos los problemas correspondientes en
cada uno de estos nodos obtendriamos el mismo valor de la soluciéon y de la funciéon
objetivo. De esta manera, las cotas no se van a actualizar, por lo que aprovechamos
la solucién para evitar resolver problemas MIPP, Vp, MIPTNF v MIPf.

Como &y y 43 han sido fijadas, ramificamos & = 0, Vp, y calculamos Z =
—58.6970 resolviendo los MIPP. Como Z > Z, no podemos encontrar ninguna
solucién mejor por esta rama, ya que la cota inferior es mas grande que la cota
superior, asi que cortamos la rama y ramificamos d4 = 1. Calculamos la cota inferior
correspondiente obteniendo Z = —58.8857. Como este valor es inferior a la cota
superior, no cortamos la rama. Esta soluciéon cumple las condiciones de no anticipa-
tividad (3.5) pero no (3.6), por lo que resolvemos el problema M IPTNE y obtenemos
ZINF — 588493 > Z. Resolvemos el problema MIP/, 2/ = —58.8493, que coin-
cide con z™NF de modo que cortamos la rama, ya que no es posible encontrar un
valor inferior de la funcién objetivo en ella.

Vamos al nodo anterior y ramificamos §5 = 1, Vp. En esta ocasién la cota in-
ferior resulta ser Z = —57.3475 > Z, por lo que también cortamos esta rama.
Retrocedemos al nodo anterior ramificando 5 = 1, Vp, y obtenemos la cota inferior
Z = —57,7076, que es mayor que la cota superior Z = —58.8493, por lo que cortamos
esta rama.

Por tltimo, volvemos al nodo inicial para ramificar 67 = 1, Vp. En este nodo, la
resolucién de los subproblemas MIPP (3.7), Vp = 1,...,7, nos da una cota inferior
igual a Z = —58.3877 > Z, de modo que también debemos cortar esta tltima rama.

Una vez recorridas todas las ramas posibles del &rbol BF' y habiendo ramificado
todas las variables enteras de primera etapa posibles, el algoritmo BFC se para.
Debemos notar que gracias a las relaciones de desigualdad que se cumplen entre los
valores de la funcién objetivo de los distintos problemas MIPP, MIPTNF v MIPf,

podemos cortar muchos caminos sin necesidad de evaluar todos los nodos del arbol.

Una vez terminado el proceso, la descomposicion BF'C' ha llegado a la solucion
éptima Zyp = Z = —58.8493. Esta solucién 6ptima estd dada por § = (0,0,0,1,1).

4.3. Resultados numéricos

La finalidad préactica de este trabajo es comprobar la eficiencia del algoritmo
BFC frente al uso de optimizadores como CPLEX o COIN-OR sobre el modelo
completo (2.5). Otro de los objetivos consiste en la mejora en el tiempo de ejecucién
utilizando CPLEX en lugar de COIN-OR. Para ello, en esta seccién se presentan los
resultados més relevantes de la aplicacion de la descomposicion BEF'C' bajo COIN-
OR y bajo CPLEX sobre el conjunto de casos de estudio planteados en la Tabla
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4.1.

La resolucién de los problemas se ha realizado con un ordenador con procesador
Intel®Core™i7-2630QM bajo el sistema operativo Windows, con una velocidad de
CPU de 2,00 GHz y 6Gb de memoria RAM.

En la Tabla 4.2 podemos ver los resultados para la resolucién de cada uno de
los problemas descritos en representacién compacta, usando tanto COIN-OR, como
CPLEX. Zrp vy Zuyrp son los valores éptimos de la funcién objetivo del problema
lineal relajado y del problema mixto 0-1, respectivamente. En algunos casos en los
que no se obtiene la solucién 6ptima dentro del limite de tiempo establecido (3 horas),
Zyr1p denota la soluciéon incumbente del problema proporcionada por el optimizador
CPLEX. TSN v TSN recogen el tiempo (en segundos) necesario para llegar a la
solucién 6ptima correspondiente usando COIN-OR. De la misma manera T’ ]S’}f LEX y
T]\C}IID LEX recogen el tiempo (en segundos) necesario para llegar a la solucién éptima
del problema utilizando el optimizador CPLEX sobre el problema completo.

Tabla 4.2: Resultados para la representacién compacta (COIN-OR y CPLEX)

COIN-OR CPLEX

B COIN COIN —COT COIN CPLEX CPLEX —CPLEX CPLEX
Caso Zip Zyurp | TE S Ty e Z (p) TE(D) TEh Ty B Z (p) TE(M
P1 -62.1504 -57.0077 0.062 16650.1 -56.8833(5) 38.6 0.021 3 -57.0077(0.5) 3
P2 -100.423 -99.8996 0.024 1.833 -99.3327(1) 0.25 0.015 2 -99.6225(1) 0
P3 -61.4023 -59.4645%* 0.547 - -58.6387(10) 70 0.286 - -59.46(0.1) 28
P4 -76.0569 -70.7906* 0.29 - -68.5212(10) 24 0.109 - -70.7906(1) 40
P5 -86.706 -84.2161%* 0.632 - -82.3986(5) 20 0.217 - -84.2065(0.5) 79
P6 -69.3048 -66.0478* 0.692 - -65.955(5) 125 0.28 - -66.0315(0.5) 49

-: Se ha excedido el tiempo limite (3 horas = 10800 segundos)
*: Solucién incumbente en el tiempo limite

La mayoria de los software de optimizacién tienen rutinas para encontrar una co-
ta superior de los problemas a resolver. Estas cotas son soluciones cuasi-6ptimas que
se obtienen con una tolerancia de optimalidad p, y tanto COIN-OR como CPLEX
las proporciona. En las dos ultimas columnas del cuadro correspondiente a cada
optimizador de la Tabla 4.2 recogemos las distintas soluciones cuasi-6ptimas dadas
por ambos optimizadores para cada uno de los problemas planteados, representa-
das por ZCOIN(p) y ZCPLEX () donde la tolerancia de optimalidad p viene dada
en porcentaje (%). Ademads, se incluyen los tiempos (en segundos) necesarios para
obtener estas soluciones, Tg(%[ Ny Tg(]; )LEX , respectivamente.

La tolerancia de optimalidad no esta elegida al azar. Hay que hacer un pequeio
estudio para encontrar un equilibrio entre la solucién cuasi-Optima conseguida y
el tiempo requerido para ello. Hay ocasiones en las que para conseguir mejorar
ligeramente la cota superior se necesita aumentar el tiempo de ejecucién lo suficiente
como para no merecer la pena.

En la Tabla 4.2 se observa claramente que los resultados obtenidos mediante
CPLEX para resolver el modelo en representacion compacta mejoran los obtenidos
con COIN-OR. Para los problemas més grandes, P3, P4, P5 y P6, ningin optimi-
zador es capaz de llegar a la solucién 6ptima sin exceder el tiempo limite (3 horas);
en el caso de CPLEX es debido a una exceso en el limite de la memoria del orde-
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nador, mientras que con COIN-OR se trata de un problema de tiempo, es decir, el
ordenador tiene capacidad para guardar el problema, pero el tiempo de resolucién es
muy elevado. En los casos méas pequenos, P1 y P2, bajo CPLEX siempre se llega al
6ptimo en un tiempo razonable. Por el contrario, el tiempo requerido por COIN-OR
es muy superior, llegando en el caso del problema P1 a obtener el 6ptimo excediendo
el tiempo maximo de tres horas, mientras que con CPLEX tan solo son necesarios
3 segundos.

Por su parte, también encontramos indicios de superioridad de CPLEX sobre
COIN-OR si comparamos las soluciones cuasi-6ptimas proporcionadas por cada uno
de los optimizadores. En general, utilizando COIN-OR se obtienen peores soluciones
y se requiere mas tiempo que usando CPLEX. Ademaés, con este ultimo optimizador
la tolerancia de optimalidad p con la que se obtienen las soluciones es mas baja,
es decir, se llega a soluciones mas cercanas a la éptima, requiriendo también menos
tiempo para conseguirlas.

Los problemas lineales relajados son modelos muy pequenos y no suponen un reto
para ningun optimizador en general. En este caso, vemos que tanto usando COIN-
OR como CPLEX, se obtiene la solucién lineal éptima en poco tiempo, aunque de
nuevo CPLEX mejora el tiempo de COIN-OR.

Esta diferencia en tiempos de ejecucién, se incrementa cuando implementamos
el algoritmo BFC para cada uno de los ejemplos. En la Tabla 4.3 se puede ver esta
afirmacion, ya que presentamos los resultados del BF'C' usando los optimizadores
COIN-OR y CPLEX. Las cotas superiores utilizadas en cada caso son las obtenidas
por CPLEX que recogemos en la Tabla 4.2. La notacién utilizada en esta tabla es
la siguiente. Zp;7p denota la solucién éptima del problema y TAC;%N y TAC/}]; #EX in-
dican el tiempo (en segundos) que ha tardado el optimizador COIN-OR y CPLEX,
respectivamente, en encontrar la solucién. n” N y nf denotan el nimero de proble-
mas MIPTNF v MIP! que se resuelven, respectivamente, y también se recoge el
nimero de nodos del arbol BF' que se evaltan. Finalmente, p denota el niimero de
clusters o racimos de escenarios en los que se ha dividido el modelo en cada caso.

En esta tabla presentamos los resultados de los casos P1 y P2. Escogemos estos
dos ejemplos por ser los méas sencillos, ya que el optimizador COIN-OR, necesita un
tiempo muy superior a CPLEX para obtener el mismo o peor resultado. Para casos
de mayores dimensiones, las diferencias entre ambos son aiin mas notables.

En la Tabla 4.3 observamos que el problema P2 se resuelve muy rapido bajo
ambos optimizadores, aunque CPLEX sigue mejorando los tiempos requeridos por
COIN-OR para todas las elecciones del niimero de clusters, p. Obviamente el niimero
de nodos que examina y el nimero de problemas MIPTNF v MIP! que resuelve
coincide para ambos optimizadores, ya que el algoritmo es el mismo en ambos casos.

Para el problema P1 vemos més diferencias entre los dos optimizadores. Usando
CPLEX siempre se llega a la soluciéon éptima, aunque la mejor eleccién del niimero
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Tabla 4.3: Resultados BFC' (con cota superior) bajo COIN-OR y CPLEX

COIN-OR CPLEX

Caso D Zuie | 0PN nd nodos TGIEN | nTNF n7 nodos TOYEEX
P1 2 -57.0077 2 2 2 - 10 11 55 87
4 -57.0077 2 3 104 9279 2 3 104 41

8 -57.0077 3 4 154 - 1 12 447 162

16 -57.0077 2 3 250 - 26 27 817 559

32 -57.0077 2 2 158 - 62 60 1466 3289

P2 2 -99.8996 0 1 4 1.747 0 1 4 0
4 -99.8996 4 5 14 11.435 4 5 14 1

8 -99.8996 4 5 14 9.986 4 5 14 1

16 -99.8996 3 4 18 8.136 3 4 18 2

32 -99.8996 3 4 18 8.418 3 4 18 3

-: Se ha excedido el tiempo limite

—

3 horas = 10800 segundos)

de racimos es p = 4, ya que en este caso requiere menos tiempo y resuelve menos
MIPTNE v MIPF para obtener el éptimo. Por otra parte, utilizando COIN-OR
también es mejor esta eleccién de p, porque es el tnico caso en el que llega a la
solucién éptima dentro del tiempo limite (3 horas). Para el resto de elecciones de p
no consigue obtener la solucién 6ptima, y ademas examina menos nodos y resuelve
menos MIPTNF v MIP/ que CPLEX, llegando este tltimo al éptimo. En este
problema la solucién cuasi-6ptima utilizada como cota superior inicial coincide con
el 6ptimo del problema, y aunque ésta es una situacién favorable para el algoritmo
BFC, COIN-OR no logra llegar a la solucién éptima dentro del tiempo limite en la
mayoria de los casos.

El esquema BFC que hemos presentado en el Capitulo 3 siempre llega a la
solucién 6ptima, aunque en ocasiones el tiempo necesario para ello sea elevado. Con
el fin de reducir el tiempo de resoluciéon, hemos introducido una cota superior en el
nodo inicial, como ya hemos descrito.

En la Tabla 4.4 recogemos los resultados del algoritmo aplicado sobre dos de los
seis casos de estudio (P1 y P2). Presentamos los resultados utilizando el optimizador
CPLEX. En la tabla, ademés de la solucién éptima, Zysrp, v el tiempo, T]\(;}IID]%EX,
(en segundos) necesario para determinarla, presentamos el niimero de problemas
MIPTNE pTNFE. e ntimero de problemas MIP/, nf, y el ntimero de nodos del
arbol BF' que examina. Estos resultados son importantes para entender por qué
hay diferencias en los tiempos de ejecuciéon. Cuantos menos problemas MIPTNE y

MIP7 resuelva, menor serd el tiempo requerido para llegar al éptimo.

En esta tabla podemos ver que para los problemas pequefios, como son en este
caso P1y P2, el algoritmo BF (' llega a la soluciéon 6ptima, que obviamente coincide
con la obtenida al resolver el problema en representaciéon compacta, atin cuando la
cota superior no la hemos fijado a la solucién cuasi-6ptima. Sin embargo, no mejo-
ra el tiempo de ejecucion con respecto al completo. En el caso del problema P2 el
tiempo que tarda bajo CPLEX es similar resolviendo el compacto y utilizando la
descomposiciéon BF (', independientemente del niimero de racimos de escenarios se-
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Tabla 4.4: Resultados BFC sin y con cota superior bajo CPLEX

Sin cota superior Con cota superior

Caso | P Zyrp | 0N nd nodos  THFEFX | n™F nd nodos TGEEEX
P1 2 -57.0077 10 11 55 87 10 11 55 87
4  -57.0077 26 27 290 134 2 3 104 41

8 -57.0077 50 51 877 380 11 12 447 162

16 -57.0077 90 91 1315 1124 26 27 817 559

32 -57.0077 149 144 2187 5985 62 60 1466 3289

P2 2 -99.8996 0 1 4 0 0 1 4 0
4 -99.8996 4 5 14 1 4 5 14 1

8 -99.8996 4 5 14 1 4 5 14 1

16 -99.8996 3 4 18 2 3 4 18 2

32 -99.8996 3 4 18 4 3 4 18 3

leccionado. Sin embargo, para esta tltima técnica se demora algo mas ya que realiza
alguna comprobacion adicional para asegurarse de que efectivamente ha llegado al
optimo. En el problema P1 se observa que a medida que el ntimero de clusters au-
menta, el tiempo necesario para la resolucién también crece. Sin embargo, podemos
ver que la introduccién de una cota superior inicial hace que la resolucion sea mas
rapida. Para ambos problemas podriamos decir que el niimero de clusters 6ptimo es
p =4, ya que es cuando el tiempo de ejecuciéon es menor.

En esta tabla, ademas, se puede apreciar la importancia de cortar las ramas del
arbol BF'. Se observa que no necesitan recorrer todo el drbol para llegar a la solucién
6ptima. El problema P1 tiene 230 (del orden de 10°) nodos y en el peor caso, con
Z = 400 tan solo examina 5985. El problema P2 presenta un drbol BF mucho més
pequeno, con 2% = 1024 nodos y como mucho en 18 nodos encuentra el 6ptimo.

Como hemos visto, la descomposicion BF'C' llega siempre a la solucién, ya que
se detiene s6lo cuando ha recorrido todo el arbol BF' y ha ramificado todas las va-
riables enteras de primera etapa. Sin embargo, a veces tiene que recorrer muchos
nodos de este arbol para obtenerla. En general, a medida que va recorriendo el arbol
BF y encuentra soluciones factibles, actualiza la cota superior. Si en el primer paso
inicializamos la cota superior a Z := +o00, hasta que encuentra una cota superior
aceptable, en ocasiones tiene que evaluar muchos nodos y ademas resolver muchos
problemas MIPTNF v MTP7, con lo que el tiempo aumenta. De este modo, la estra-
tegia de utilizar las soluciones cuasi-6ptimas de la Tabla 4.2 como cotas superiores
iniciales del algoritmo BF'C' nos permite llegar a la solucién 6ptima con mas rapidez
y eficiencia, ya que evitamos que resuelva problemas MIPTNF y MTPT,

Una vez examinados en detalle el algoritmo y los optimizadores para los casos de
pequenas dimensiones, nos proponemos evaluar la eficiencia del BF'C en problemas
de mayores dimensiones que en representacién compacta no se pueden resolver, como
son los modelos P3, P4, P5 y P6. Para ello, en las siguientes tablas recogemos
los resultados de este algoritmo aplicado a estos cuatro casos de estudio bajo el
optimizador CPLEX. Manteniendo la notacién habitual, en estas tablas se detallan
las soluciones éptimas (o incumbentes en caso de que en el tiempo limite no llegue
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al 6ptimo) asi como el tiempo (en segundos) requerido para obtenerlas, la cantidad
de problemas MITPTNF v M TIPS que ha de resolver y el nimero de nodos del 4rbol
BF' que examina.

En la Tabla 4.5 aparecen los resultados para el caso P5. En esta ocasion, el
algoritmo BFC' no logra llegar a la soluciéon éptima dentro del tiempo méximo
establecido (3 horas), por lo que hacemos una comparacién de este esquema segin
la cota superior inicial escogida. Conseguimos mejores resultados utilizando como
cota superior inicial la solucién cuasi-Optima que cuando inicializamos esta cota a
oo. Por un lado, la soluciéon incumbente a la que se llega estd més cerca al éptimo, ya
que es mas pequena, y por otro lado el niimero de nodos del arbol BF' que examina
es mayor con cota superior que sin cota superior inicial. Hay que destacar que la
solucion incumbente a la que se llega con cota superior inicial para 2 y 4 racimos
de escenarios o clusters coincide con la solucién incumbente obtenida al resolver el
problema en representacién compacta, que se recoge en la Tabla 4.2. Esto nos hace
pensar que posiblemente la mejor eleccién de ntimero de clusters, p, sea 2 6 4, a
pesar de que en el mismo tiempo (3 horas) para otro valor de p el nimero de nodos
examinados es mayor, como es el caso de p = 16.

Tabla 4.5: Resultados BF'C sin y con cota superior bajo CPLEX para el caso P5

Sin cota superior Con cota superior
Caso p Zure nINFT T nodos Zure nINFT T nodos
P5 2 | -80.8194* 6 7 20 | -84.2161°%* 5 6 154
4 | -80.8194* 7 8 25 | -84.2161°* 24 25 601
8 | -80.8194* 7 8 28 | -84.2065* 33 32 792
16 | -80.8191* 10 5 39 | -84.2065%* 30 20 1240
32 | -80.8191* 15 1 51 | -84.2065* 27 3 844
64 | -80.8191* 15 1 51 | -84.2065* 21 1 550
128 | -80.8191* 15 1 51 | -84.2065%* 4 1 332

*: Solucién incumbente en el tiempo limite (3 horas = 10800 segundos)

En la Tabla 4.6 recogemos los resultados para los casos P3, P4 y P6 utilizando
como cota superior inicial la que aparece en la Tabla 4.2 en cada caso. Podemos
observar que mediante la descomposicion BF'C hemos obtenido la solucién 6ptima
de los problemas mientras que en su representacién compacta no éramos capaces
de llegar a ella. Aunque en uno de los casos, como es el problema P6, la solucién
incumbente obtenida en la representacion compacta coincide con la solucién éptima
del problema.

Ademds, podemos apreciar la importancia de la eleccién del nimero de clusters o
racimos, p, al igual que ocurria en los casos P1 y P2 de pequenias dimensiones. Vemos
que la eleccion de p depende totalmente del problema a resolver, pero de alguna
manera influye el nimero de escenarios que tiene cada uno de los racimos, ya que
a la hora de calcular la cota inferior Z ha de resolver tantos problemas estocasticos
mixtos 0-1 como clusters o racimos haya en la particiéon del arbol considerada, y
cuanto mayores sean las dimensiones de éstos, mas complicado resultara obtener
esta cota. Pero por otro lado, cuanto més dividamos el niimero de escenarios, la cota
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Tabla 4.6: Resultados BFC bajo CPLEX para problemas de altas dimensiones

Caso p Zure N nl nodos TAC;IIDIQEX
P3 2 -59.4645 2 3 3 5266
5 -59.4645 2 3 3 4490

7 -59.4645 2 3 3 4539

10 -59.4645 2 3 3 4592

14 -59.4645 1 2 3 2659

35 -59.4645 1 2 3 2653

70 -59.4645 1 2 8 1831

P4 2 | -70.7906* 1 2 7 -
4 -70.7906 3 4 69 5472

8 -70.7906 4 2 115 1152

16 -70.7906 7 1 262 1343

32 -70.7906 15 1 664 4884

64 | -70.7906* 7 1 681 -

128 | -70.7906* 3 1 503 -

P6 2 -66.0478 3 4 23 9436
5 -66.0478 4 5 25 8225

10 -66.0478 4 5 26 8979

20 -66.0478 3 4 66 7092

40 -66.0478 5 6 135 8116

100 | -66.0315* 10 2 243 -

200 | -66.0315%* 5 1 292 -

-: Se ha excedido el tiempo limite (3 horas = 10800 segundos)
*: Solucién incumbente en el tiempo limite

inferior conseguida en cada nodo serd peor (mas pequena), por lo que no serd muy
util para cortar la rama y harda que deba examinar mas nodos. En concreto, para el
problema P3 la elecciéon 6ptima del ntimero de racimos es p = 70, para el problema
P4 seria 8 6 16, ya que para estas dos elecciones el tiempo de resoluciéon es similar,
aunque para p = 8 el ntimero de nodos examinados es aproximadamente la mitad
que para p = 16 y el nimero de problemas MITPTNF y M TP/ es ligeramente menor
(6 frente a 8). Para el problema P6 vemos que la eleccién éptima es dividir en 20
racimos, asi los submodelos M PP modelizan la incertidumbre con 10 escenarios
posibles.

Fijandonos en los resultados de los problemas de optimizacion de las Tablas 4.4 y
4.6, comprobamos que muchas de las soluciones cuasi-6ptimas recogidas en la Tabla
4.2 eran realmente el 6ptimo del problema estocastico a resolver. Esto ha permitido
que al tomar estas soluciones como cotas superiores iniciales mejoren muchos los
tiempos de ejecucion, asi como el nimero de nodos que tiene que recorrer del arbol
BF. En un primer momento podria parecer innecesario aplicar la metodologia BFC
para los casos en los que la cota superior inicial coincide con el éptimo; sin embargo,
hay que destacar que si no se hubiese resuelto con este esquema, no se podria tomar
como solucién 6ptima ya que nunca habria sido demostrado.

49



Capitulo 5

Conclusiones

En este trabajo abordamos la resolucién de problemas de optimizacién estocas-
tica mixtos 0-1 de dos etapas. Repasamos las distintas representaciones de estos
modelos y las distintas técnicas de resolucion desarrolladas en la literatura. En con-
creto nos centramos en el desarrollo del esquema BFC' (del inglés Branch and Fix
Coordination) para modelos estocasticos bietapa.

Partimos del esquema de descomposicién que aparece en [12] e introducimos una
cota superior inicial. Esta cota superior es la solucién cuasi-6ptima que proporciona
la mayoria de los optimizadores con una tolerancia de optimalidad p determinada.

En la implementacién del algoritmo utilizamos dos software de optimizacion dis-
tintos: COIN-OR y CPLEX. En la experiencia computacional comprobamos que el
segundo mejora en gran medida al primero. La principal razén de esta ventaja es que
CPLEX incorpora las técnicas de preproceso y paralelizacién, que permiten reducir
tiempo y aumentar por tanto la eficiencia en problemas de grandes dimensiones.

En este sentido, comprobamos la eficiencia del esquema BFC' a la hora de re-
solver problemas de optimizacién de grandes dimensiones. Cuando el problema en
representaciéon compacta se puede resolver de forma directa, la implementacion del
esquema propuesto puede llegar a aumentar el tiempo de resoluciéon, aunque también
llegue al 6ptimo. En cambio, cuando el problema no se puede resolver por los medios
convencionales en su representacién compacta, la implementacion del BE'C sobre la
representacion en variables divididas sobre los racimos de escenarios o clusters se
hace indispensable, ya que con él conseguimos llegar a la solucién 6ptima, aunque
en ocasiones el tiempo requerido sea muy alto.

Por otro lado, comprobamos en la experiencia computacional que la introduccién
de la cota superior inicial en el esquema BFC mejora la eficiencia del mismo, ya

que gracias a ella examina menos nodos del arbol BF' y resuelve menos problemas
MIPTNF v MTPT.

50



Cuando las dimensiones son muy grandes, ni la introduccién de cotas superiores
consigue encontrar el 6ptimo dentro de un tiempo considerable. Este hecho nos pro-
porciona una futura linea de investigacién. En primer lugar, podriamos encontrar
nuevas formas de cortar las ramas del arbol BF. Por un lado, podriamos estudiar
nuevas relaciones de desigualdad entre los distintos valores de la funcién objetivo de
los problemas resueltos durante el recorrido del arbol; y por otro lado, podriamos
analizar cémo aprovechar las soluciones de estos problemas para evitar resolver tan-
tos problemas MIPTNF y MIPf, que es dénde se requiere mas tiempo. En segundo
lugar, para mejorar el tiempo de ejecucién podriamos bifurcar en las variables bina-
rias de segunda etapa, de esta manera los subproblemas a resolver seran de menores
dimensiones. Y en tercer lugar, viendo la superioridad de CPLEX sobre COIN-OR,
podriamos incluir la idea del preproceso y de la paralelizacién directamente en nues-
tro algoritmo BFC.
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Capitulo 6

Comentarios y trabajo futuro

Como hemos visto, el algoritmo BF'C' propuesto llega a la solucion 6ptima para
cualquier problema de optimizacién estocastica, ya que es un esquema exacto. Sin
embargo, ante modelos de grandes dimensiones tiene dificultades para llegar al 6pti-
mo en un tiempo razonable, por lo que deducimos que este algoritmo es mejorable.

Este trabajo se ha presentado en el X Workshop de Banca y Finanzas Cuanti-
tativas los dias 4-6 de julio de 2012, celebrado en Bilbao. En él ha sido comentado
por Aitziber Unzueta, y gracias a sus comentarios hemos visto varias lineas de in-
vestigacién que nos permiten mejorar el algoritmo.

Los puntos fuertes de este esquema son las cotas, tanto inferior como superior.
Por esta razoén, las principales modificaciones planteadas estan enfocadas sobre estas
cotas.

En primer lugar vemos como se puede modificar la cota inferior para mejorar
la eficiencia del algoritmo. Recordamos que definimos una cota inferior en el nodo
inicial de la siguiente manera:

P
Zy = Z E
p=1
donde 2} es la solucién del problema MIPP (3.4), Vp =1,...,p.

En este punto podemos incluir la relajacién Lagrangiana para obtener una cota
inferior mejor a ésta. Se introduce el método de la descomposiciéon Lagrangiana como
se plantea en [31]. A partir de las soluciones obtenidas al resolver los problemas
mixtos 0-1 bajo cada escenario p (3.4) y fijado un nimero de iteraciones k, iteramos
hasta determinar la solucién de la descomposicién Lagrangiana correspondiente,
2 p(pP), donde pP = (uf, pP) corresponde a los multiplicadores de Lagrange. Para
obtener estos valores resolvemos la siguiente sucesion de problemas. Sip = 2,3, ..., p,
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el problema a resolver es:

() =min [wrer + (4§ — uf V)| 7 + [wrer + (w2 — pi ™) | v+
+ > w¥[g + g5y
wenNp

weal ) <o
=S g ) =2 (6.1)
w w 61) w ’Yw w
hy <t | O, ) ewe ) <hy, vweor
T Y

P > 0,07 € {0,1},
y? > 0,7 €{0,1}, YweQ?, p=23,..,p.

Y si p =1 hay que resolver el siguiente modelo:

21 p(u') = min [wlcl + (,u}; — ug)} 51+ [wlcg + (ui - ,u’i)} o4
+ ) w¥[giy” + g5y
wenNP

51
< <
s.a. by <A < 1 ) < by 6.2)
w w 61 w ,yw w 1
hy <T ol + W o <h§, Ywe
2P > 0,8 € {0,1},
y? >0, €{0,1}, Vwe Q.
Asi obtenemos una nueva cota inferior,

P
zLp = Y 2 p(pP),
p=1

y la correspondiente solucién (6.,p, 2L, V5 ps Y7 p)-
Estos valores de las soluciones guardan las siguientes relaciones de desigualdad:
1 2
Zo <zrp<zip<..<zrp < zZMIP-
De manera que zyp es una cota inferior mejor del problema original ya que es
mayor que Z, es decir, estd mas proxima al valor real de la solucién del problema.

Con este planteamiento, podriamos reescribir el Paso 1 de nuestro algoritmo de
la siguiente manera:

Paso 1: Resolver los problemas mixtos 0-1 bajo cada cluster, M1PP (3.4), Vp =
L,...,p, y caleular Z, = >>7_; 27. Si algiin problema es infactible, entonces
parar (el problema original es infactible). Iterar k veces hasta determinar Z, =
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2o = f,:l z(L]%p (uP), resolviendo los problemas (6.1) y (6.2), y obtener la

correspondiente solucién (61, o, V7 p, Y1 p)-
Si existe alguna variable d;,p (0-1) que no satisface (3.5), ir al Paso 2.
Si existe alguna variable continua x7p que no satisface (3.6), ir al Paso 6.

En otro caso, Z := zlzD y parar (se ha encontrado la solucién éptima del
problema original).

Mediante la utilizacién de la descomposicién Lagrangiana en [31] vemos que se
puede obtener un intervalo que contiene a la solucién mejor que la solucién incum-
bente a la que hemos llegado con el BFC'. Es decir, en este trabajo, la mejor solucién
a la que llegamos tras tres horas de ejecucion es -84.2161 eligiendo una particiéon en
2 6 4 racimos de escenarios, mientras que el mejor intervalo obtenido con la descom-
posicién Lagrangiana es [-84.9872, -84.1637]. Obviamente, este intervalo incluye una
solucién mejor que la incumbente a la que hemos llegado usando el BFC.

La segunda modificacién que puede admitir el algoritmo es sobre la cota superior
que se va actualizando a medida que recorremos el arbol BF'. Para introducir este
cambio definimos tres nuevos problemas a resolver a lo largo del esquema.

En cada nodo, una serie de variables enteras de primera etapa, d, han sido fija-
das. La siguientes variables § atin estan libres, es decir, sin ramificar ni fijar. Cuando
ramificamos una de las variables, calculamos la cota inicial correspondiente en ese
nodo. Para obtenerla, resolvemos los p problemas mixtos 0-1 bajo cada escenario,
MIPP (3.4). Si las variables enteras de primera etapa, d, obtenidas en estas solucio-
nes cumplen las condiciones de no anticipatividad (3.5),todas ellas toman el mismo
valor sobre los distintos racimos de escenarios. Por su parte, las variables enteras de
segunda etapa, v, toman un valor determinado en cada uno de estos clusters. De
este modo, una vez resueltos estos p problemas y obtenido sus soluciones, podemos
plantear el siguiente problema con solucién zgg F,

(LRTNF) . LPTNF
s.a. 6; =105, Vje{l,..,i} (fijadas por la rama) (6.3)
d;=0;, Vje{i+1,..,ns} (solucién de MIP}) '
v =7 Vi€{l,2,..,ny} (solucién de MIP})

Si permitimos que las variables « tomen el valor entero 0 6 1 en vez de fijarlas al
valor obtenido al resolver los problemas M1 PP (3.4), Vp = 1, .., p, resulta el siguiente
problema de optimizacién:

(MIPINF).  MIPTNF )
s.a. d6j =0y, Vi e {l,..,i} (fijadas por la rama) (6.4)
d; =19j, Vje{i+1,...,ns} (soluciéon de MIP?)

v €101}, Vje{l,2,..,n,}

cuya soluciéon denotamos por z]ﬂ]}f f;.

También podemos dejar que las variables § que ain no han sido ramificadas ni
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fijadas tomen el valor 0 6 1, obteniendo asi el siguiente problema a optimizar:

(MIP?): MIP!

P
s.a. Z= sz < ZINE
11:1
d; =9j, Vje{l,..,i} (fijadas por la rama)
§; =€ {0,1}, Vie{it1,.. nsh
~; € {0,1}, Vi€ {1,2,..,n,}

Vemos que este problema anade la restricciéon de que el valor de la soluciéon del
problema (6.4) tiene que ser mayor que la cota inferior calculada en el nodo en el

que nos encontramos. La solucién de este problema la denotamos como z]}:/[ P

Definidos estos nuevos problemas, los utilizamos para calcular nuevas cotas supe-
riores en cada nodo. Para ello, habria que seguir el algoritmo planteado modificando

el Paso 6 de la siguiente manera:

Paso 6: Resolver LPIN" (6.3) para que las variables z satisfagan (3.6). Notar que

TNF

el valor de la solucién se denota por z;» . Si el problema es infactible e i = 0,

parar (el problema original es infactible); si i > 0, ir al Paso 7.
Actualizar Z := min{zI N Z}.
TNF

Resolver MIPIN (6.4), cuya solucién se denota por z1 ¥E. Si el problema es
infactible e ¢ = 0, parar (el problema original es infactible); si @ > 0, ir al Paso

7.
Actualizar Z := min{zINE Z}.

Si i = n entonces ir al Paso 7.

Resolver M1 Pif (6.5). El valor de la solucién en este caso se denota por z]@ Ip-
Si el problema es infactible e ¢ = 0, parar (el problema original es infactible);

sii >0, ir al Paso 7.

Si 2INE = ZJJ\C/HP 0 z]{/HP > 7, entonces ir al Paso 7.

Si Z}CHP < Z y todas las variables § cumplen (3.5), actualizar Z := Z]J\}IP e ir

al Paso 7. En otro caso ir al Paso 3.

Una vez planteadas estas bases tedricas, solo falta comprobar empiricamente que
son mas efectivas que el algoritmo BF'C' que hemos propuesto en este trabajo. Para
ello, lo mas adecuado seria aplicar este nuevo esquema al caso P5, que es el que mas
tiempo tarda en resolverse con el BFC. Esto queda como futuro trabajo, al igual

que desarrollar nuevas técnicas que puedan mejorar la eficiencia del BFC
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Apéndice A
Programacion

En este apédice se presenta una breve descripcién de los programas implemen-
tados en C++ empleados para realizar la experiencia computacional realizada en
el Capitulo 4. Los programas resuelven los distintos casos de estudio utilizando el
esquema de descomposiciéon BFC' (del inglés, Branch and Fiz Coordination) sobre
el problema en representacién en variables dividas sobre los racimos de escenaios y
también resuelven el DEM en representacion compacta.

Los programas principales son los siguientes:

compactoCOIN.cpp, programa principal que optimiza el DEM en representacion
compacta utilizando el optimizador COIN-OR.

compactoCPLEX.cpp, programa principal que optimiza el DEM en representa-
cién compacta utilizando el optimizador CPLEX.

bfctsCOIN.cpp, programa principal que resuelve el DEM en representacién en
variables divididas sobre los racimos de escenarios o clusters empleando la des-
composicion BF'C descrita en la Seccién 3.3 utilizando el optimizador COIN-
OR.

bfctsCPLEX.cpp, programa principal que resuelve el DEM en representacion
en variables divididas sobre los clusters empleando la descomposicion BFC
descrita en la Seccién 3.3 utilizando el optimizador CPLEX.

cotaCOIN.cpp, programa principal que calcula, usando COIN-OR, la solucion
cuasi-6ptima del problema DFEM en representacion compacta con una tole-
rancia de optimalidad p.

cotaCPLEX.cpp, programa principal que calcula la solucién cuasi-6ptima del pro-
blema DFEM en representacién compacta con una tolerancia de optimalidad
p. Utiliza el optimizador CPLEX.
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modelos.cpp, subrutina que genera los parametros deterministas del modelo, asi
como los parametros inciertos para cada escenario. Se utiliza en todos los
programas principales.

constantes.h, subrutina asociada a los seis programas principales que recoge los
pardametros de entrada, como son ng, ng, Ny, Ny, ||, p y m (ndmero de res-
tricciones).

nacbin.cpp, subrutina que comprueba si las variables 0-1 de primera etapa cum-
plen las restricciones de no anticipatividad y si las variables 0-1 de primera y
segunda etapa son enteras.

naccon.cpp, subrutina que comprueba la no anticipatividad de las variables con-
tinuas de primera etapa.

param3.cpp, subrutina utilizada por los seis programas principales que genera los
coeficientes de la funcion objetivo y de las restricciones para el modelo en
representacion compacta.

paramd.cpp, subrutina que genera los coeficientes de la funciéon objetivo y de las
restricciones para el modelo en representacion extendida sobre racimos de es-
cenarios o clusters. Se emplea en los programas principales bfctsCOIN.cpp y
bfctsCPLEX.cpp.

semilla.cpp, subrutina que genera niimeros aleatorios de una distribucién uniforme
a partir de una semilla dada.
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