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Resumen

En este trabajo se analiza la cuantificacién del valor en riesgo (VaR)
mediante varias distribuciones empleadas en gestién de riesgos en periodos
de fuertes turbulencias en los mercados financieros. Los datos analizados,
correspondientes a rendimientos bursatiles, se filtran mediante un proceso
(ARMA)GARCH. De esta manera, se modelizan los hechos estilizados de
varianza cambiante y aglomeracion de la volatilidad. A las distribuciones
habituales en la literatura (normal y t-Student), se incorporan la distribu-
cién de Pareto generalizada (GPD) empleada en la teoria del valor extremo
(EVT), la distribucién a-estable que brinda un mejor ajuste a ciertos rendi-
mientos financieros que los modelos clasicos gaussianos, y la distribucion g-h
que tiene en cuenta asimetria y curtosis. Para el periodo y muestra analizada
se recomienda el uso de la distribucién GPD y a-estable.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacion

A raiz de las recientes crisis, hipotecaria y de deuda soberana, los bancos,
entidades financieras y el Comité de Basilea han estado buscando formas mas
efectivas de medir el riesgo de sus inversiones. La medida de riesgo estandar
de la industria financiera es el Value-at-Risk (VaR). Para cuyo calculo los
primeros modelos paramétricos del VaR suponian rendimientos distribuidos
normal. No obstante, de un tiempo aqui se conoce que los rendimientos pre-
sentan colas mas pesadas que las de una distribucién normal (Mandelbrot,
1963), de esta manera, se comienzan a contemplar distribuciones cuyas colas
decaen de manera potencial, es decir, decaen a cero mas lentamente que las
de una normal, permitiendo asi capturar de mejor manera los eventos de
cola. Por lo que en la literatura financiera mas reciente se ha reemplazado
la distribucion normal por la distribucién t-Student. Atn asi esta distribu-
cion también es simétrica, y aunque la media de los rendimientos bursatiles
(diarios) tienden a ser cero, se observa cierta asimetria en la distribucién de
pérdidas y ganancias, teniendo mayor probabilidad las pérdidas.

El objetivo de este trabajo es medir el desempeno del VaR con diferentes
distribuciones mediante la comparacién del nimero de excepciones resultan-
te del modelo del VaR y las excepciones esperadas, procedimiento conocido
como backtesting, y asi elegir qué modelo es més adecuado para calcular el
VaR. Las distribuciones escogidas en este trabajo son la t-Student, a-estable,
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distribucién de Pareto generalizada (GPD, por sus siglas en inglés) y la dis-
tribucion g-h. Estas distribuciones presentan la caracteristica de capturar
eventos de cola, comparadas con un caso base que es la distribucién normal,
como se observa en la revision de la literatura. Estimar los parametros de un
modelo presenta un desafio. Cuando se cuenta con una forma analitica de
la funcién de verosimilitud, se procede a maximizar esta funcién y el resul-
tado de esta optimizacion son los parametros estimados. Generalmente, se
emplean métodos numéricos, pero algunas veces la funcion de verosimilitud
puede presentar varios maximos locales o ser muy plana. Adicionalmente,
algunas distribuciones no cuentan con una férmula cerrada para su densi-
dad, lo cual hace que el método de maximizar la funcién de verosimilitud
no sea aplicable o requiera de una extracciéon numérica. Este es el caso de la
distribuciéon a-estable y g-h. Razon por la cual en este trabajo también se in-
vestigan otros métodos de estimacién y se presentan en el capitulo tres. Una
de las novedades de este trabajo es la incorporacién al estudio comparativo
de la distribucién a-estable ya que existen pocos estudios donde se incluye
esta distribucién bajo un marco de backtesting. La razon puede ser, como
ya se ha comentado, que la estimacion de los pardametros no es facil compa-
rada con otras distribuciones, puesto que no existe una forma explicita de
su funcién de densidad. Adicionalmente, en nuestro conocimiento, este es el
primer trabajo donde se evalia el desemperio de la distribucién g-h mediante
backtesting.

En este trabajo se recomienda el uso de la distribucion a-estable en con-
junto con la teoria del valor extremo, puesto que sus resultados son mas
confiables en especial en épocas de turbulencia financiera. Aunque no existe
una férmula cerrada de la funcién de densidad de a-estable, en este do-
cumento se aplica el método de Koutrouvelis (1980) para la estimacién de
sus parametros, puesto que el método de maxima verosimilitud resulta ser
computacionalmente costoso. Otro aporte de este trabajo consiste en reducir
el tiempo computacional que toma este método. La idea consiste en divi-
dir el backtesting en dos periodos. Para el primer periodo se estiman los
dos parametros de la distribucion mediante maxima verosimilitud, y a partir
de estas estimaciones, en el segundo periodo del backtesting se emplea una
técnica de prediccién de estos dos parametros, y estos valores se usan para
calcular el VaR. Los resultados muestran que la prediccion es muy aproxima-
da a la estimacion por el método de maxima verosimilitud. Adicionalmente,
este trabajo presenta una propuesta para estimar los parametros de la distri-
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bucion g-h. Esta propuesta consiste en emplear una regresiéon robusta para
estimar el parametro h en el método sugerido por Hoaglin (1985).

Entonces la pregunta de investigacion de este trabajo es ; Existe un mo-
delo que permita calcular VaR de manera adecuada, y en especial, capturar
eventos de cola? Existe un consenso entre la academia y la industria finan-
ciera en que las rentabilidades de activos financieros presentan colas pesadas.
Por ello, los gestores de riesgo deben tener en cuenta los eventos extremos
en sus modelos. Adicionalmente, se deben tener en cuenta fenémenos como
la asimetria, aglomeraciéon de volatilidad y, en algunos casos, autocorrelacion
de dichas rentabilidades para tener una medida confiable del VaR. Entonces,
este trabajo pretende ofrecer a la industria financiera, en especial al area
de gestién de riesgos, un andlisis de modelos que permitan calcular VaR de
manera confiable en épocas de turbulencia financiera.

El resto del documento se divide de la siguiente forma: el capitulo 2 intro-
duce los conceptos basicos. El capitulo 3 trata de los métodos de estimacion,
en el cuarto capitulo se realiza la aplicacién empirica y se validan los métodos
mediante un backtesting, y finalmente el capitulo 5 concluye.

1.2. Revision de la Literatura

Existen en la literatura financiera varios trabajos relacionados con este
tema, y generalmente se observa la comparacion entre la distribucion GPD
(empleada en el método POT?), la t-Student y normal. En uno de los tra-
bajos pioneros, McNeil y Frey (2000) comparan VaR diario empleando las
distribuciones normal, t-Student y GPD aplicados a variaciones logaritmicas
diarias de los indices bursatiles SP 500; DAX; la accion de BMW: tipo de
cambio délar/libra y de precios del oro. Estas variaciones se filtran mediante
un modelo AR(1)-GARCH(1,1). Los autores encuentran que el enfoque GPD
presentan un buen desempeno al calcular VaR a diferentes niveles de proba-
bilidad. Kiesel, Perraudin y Taylor (2003) emplean el método propuesto por
McNeil y Frey (2000) en datos de rendimientos de bonos en mercados emer-
gentes, y encuentran que los resultados bajo EVT (Extreme Value Theory,
por sus siglas en inglés) son similares a los cuantiles de la distribucién empiri-
ca. Otro estudio que concluye el buen desempeno de EVT, no sélo en periodos

1Peaks over Threshold, por sus siglas en inglés
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de relativa calma sino también en periodos volatiles, es el de Bystrom (2004).
El autor compara las distribuciones usadas en EVT (GEV? y GPD) con la
normal y t-Student. También emplea modelos AR-GARCH y utiliza datos
de los indices Dow Jones Industrial Average (DJIA) y el AFF? sueco. Otros
estudios que también encuentran buen desempeno de EVT son: Lauridsen
(2000), Ourir y Snoussi (2012), De Jesus, Ortiz y Cabello (2013).

Ademas, varios autores demuestran que variantes o combinaciones de las
distribuciones de EVT también funcionan bien. Chavez-Demoulin y McGill
(2012) emplean procesos de Hawkes para capturar aglomeracién de volatili-
dad junto con la distribucién GPD para las pérdidas en exceso, y se aplica a
datos intradia de la accion NVIDIA Corporation. Aratijo Santos, Fraga Al-
ves y Hammoudeh (2013) proponen usar los métodos Picos sobre el Umbral
basados en Duracién (DPOT) y Picos sobre el Umbral Aleatorio (PORT).
Estos métodos se comparan con las distribuciones normal y t-asimétrica, y
son aplicados a datos del indice Dow Jones Industrial Average. Wei, Chen y
Lin (2013) combinan un modelo de volatilidad multifractal con la distribu-
cién GPD y compara su desempeno con diferentes modelos tipos GARCH.
Los resultados del backtesting, al calcular VaR a datos intradia del indice
Shanghai Stock Exchange Component, muestran que el método propuesto es
mas preciso que los obtenidos por los modelos tipo-GARCH.

Angelidis, Benos y Degiannakis (2004) emplean las distribuciones normal,
t-Student y la distribucién de errores generalizada (GED) y muestran que las
distribuciones leptocirticas presentan un buen comportamiento. Se emplean
rentabilidades diarias de los indices SP 500; NIKKEI 225; DAX 30; CAC 40
y FTSE 100. Otro estudio similar, incluyendo también la distribucién GPD,
es desarrollado por Bekiros y Georgoutsos (2005). Los autores muestran que
las técnica POT (basada en la GPD) se desempena mejor que las otras dis-
tribuciones (normal, t-Student y GED), cuando se calcula VaR al 99.5%.
Para niveles “bajos”de probabilidad, los otros métodos tienen un resultado
satisfactorio. Los datos empleados corresponden a rentabilidades diarias de
los indices Dow Jones Industrial Average y Cyprus Stock Exchange.

Con respecto a la distribuciéon a-estable, Khindanova, Rachev y Schwartz
(2001) muestran que el VaR calculado con la distribucién estable presenta
mejor desempeno que la distribucion normal. Marinelli, d’Addona y Rachev

2Generalized Extreme Value, por sus siglas en inglés
3 Abreviacién del indice general sueco Affirsvirlden
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(2007), bajo backtesting, comparan el desempeno del VaR con distribucio-
nes a-estable y GPD, y encuentran que la distribucion estable se desempena
mejor que GPD cuando se calcula VaR al 95 %; sin embargo, los resultados
son similares cuando se calcula VaR al 99 %. Los autores escogen datos del
SP 500; NASDAQ; Amazon y Microsoft. Giiner, Rachev, Edelman y Fabozzi
(2010) calculan VaR con esta distribuciéon de manera condicional, es decir,
en una primera etapa filtran las rentabilidades de fondos de cobertura me-
diante un modelo ARMA(1,1)-GARCH(1,1) con innovaciones t-Student y en
la segunda etapa ajustan la distribucién a-estable a los residuos estandariza-
dos de la primera etapa. Rachev, Racheva-lotova y Stoyanov (2010) emplean
rentabilidades diarias del DJIA y mediante backtesting comparan la distri-
bucion normal, t-Student, GPD y a-estable. Los autores encuentran que esta
ultima distribucién es la que mejor se desempena.

En cuanto a otras distribuciones, ciertos trabajos utilizan la t-asimétri-
ca, como por ejemplo el trabajo de Kuester, Mittnik y Paolella (2006). Los
autores comparan el desempeno de esta distribucién frente a la distribucién
normal, t-Student y GPD a datos del indice NASDAQ Composite Index.
Los resultados muestran que los modelos basados tanto en GPD como en
t-asimétrica son los que mejores se desempenan, puesto que estas distribu-
ciones tienen en cuenta asimetria y colas pesadas. Junto con la t-asimétrica
estd también la distribucién Pearson-IV (Stavroyiannis, Makris, Nikolaidis
y Zarangas, 2012). En ese estudio se emplean rentabilidades diarias de los
indices DJIA; NASDAQ Composite; FTSE100; CAC40; DAX y SP 500. Los
autores muestran que la distribucién Pearson tipo-IV presenta mejores re-
sultados que la t-asimétrica cuando se calcula VaR a altos niveles de proba-
bilidad. Estos resultados van en la linea de los obtenidos por Grigoletto y
Lisi (2009, 2011). Otras distribuciones son las mixturas Gaussianas y de t-
Student. Basado en el estudio de Zhang y Cheng (2005), Haas (2009) prueba
este tipo de distribuciones y encuentra que la de mejor desempeno es la mix-
tura de dos distribuciones t-Student. Se calcula VaR a rentabilidades diarias
de los principales indices bursatiles europeos.

En otro tipo de estudios empiricos, Berkowitz y O’Brien (2002) encuen-
tran que el modelo VaR-ARMA(1,1)-GARCH(1,1)-normal es satisfactorio
para pronosticar riesgos extremos para los principales bancos comerciales
en Estados Unidos, y que las medidas de VaR usadas por los bancos son
muy conservadores. El VaR es estimado al 99 %. En linea con este resultado
estd el estudio de Pérignon, Deng y Wang (2008), basado en datos de bancos
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comerciales en Canada.

Por otro lado, Wong (2010) propone sumar el tamano de pérdidas me-
diante el uso de técnicas de punto de silla; en lugar de contar el ntimero de
excepciones. Los autores analizan datos diarios del SP 500 y encuentran que
distribuciones asimétricas y de colas pesadas fallan en capturar el riesgo de
cola durante el crash de 1987.

El Cuadro 1.1 presenta un resumen de la revision de la literatura. En la
mayoria de estos trabajos, cuando se emplea el método POT, se observa el
uso de la técnica de dos pasos de McNeil y Frey (2000) que estda basado en
Diebold, Shuermann y Stroughair (1998). Esta técnica consiste en filtrar las
rentabilidades mediante un modelo AR(1)-GARCH(1,1) en un primer paso
y luego calcular los parametros de la GPD sobre los residuos estandarizados
de este modelo. Jalal y Rockinger (2008) muestran que esta técnica tiene
muy buenas propiedades predictivas para el calculo del VaR. Por tal razon,
en el presente documento se emplea esta misma técnica, pero con un mode-
lo ARMA(1,1)-GARCH(1,1). La Figura 1.1 resume la metodologia de este
proyecto de investigacion.
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Figura 1.1: Representacion esquemaética de la metodologia que seguiremos en
este trabajo.

GARCH
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Cuadro 1.1: Resumen de la revision de la literartura

Autor (afio) Distribuciones Datos Mejor modelo
empleadas
McNeil y Frey | normal, t- | SP 500; DAX 30; BMW,; | GPD
(2000) Student, GPD ddlar/libra y oro
Bystrom (2004) | normal, t- | DJIA y AFF GEV y GPD
Student, GEV,
GPD
Angelidis et al. | normal, t- | SP 500; NIKKEI 225; DAX 30; | t-Student y
(2004) Student, GED CAC 40 y FTSE 100 GED
Bekiros y Geor- | normal, t- | DJIA y Cyprus Stock Exchange | GPD
goutsos (2005) Student, GED,
GPD
Khindanova et | normal, a- | divisas e indices a-estable
al. (2001) estable
Marinelli et al. | GPD, a-estable | SP 500; NASDAQ; Amazon y Mi- | a-estable (VaR-
(2007) crosoft 95 %)
Giiner et al. | t-Student, a- | Hedge Funds a-estable
(2010) estable
Rachev et al. | normal, t- | DJIA a-estable
(2010) Student, GPD,
aestable
Kuester et al. | normal, t- | NASDAQ GPD y t-
(2006) Student, t- asimétrica
asimétrica,
GPD
Stravroyiannis t-asimétrica y | DJIA; NASDAQ; FTSE 100; | Pearson IV
et al. (2012) Pearson IV CAC 40; DAX 30 y SP 500
Haas (2009) mixturas Gaus- | Principales indices europeos mixturas de t-

sianas, mixturas
t-Student

Student




Capitulo 2

Conceptos basicos

Segin McNeil et al. (2005, p. 1), riesgo es cualquier evento o accién que
puede afectar de manera adversa la habilidad que tiene una organizacion de
lograr sus objetivos y ejecutar sus estrategias, o la verosimilitud cuantificable
de pérdida o de rendimientos menores a lo esperado.

El riesgo financiero se clasifica, generalmente, en tres clases: riesgo de
crédito, riesgo de mercado y riesgo operacional (Crohuy, Galai y Mark, 2005,
p. 14). Riesgo de crédito se define como el riesgo de que una contraparte no
cumpla con una obligacion en el momento del vencimiento o en un momento
anterior. El riesgo de mercado es el riesgo de que el valor de una inversién
decrezca debido a movimientos en los factores de riesgo (por €j. tipos de cam-
bio, tipos de interés, precios de commodities, fluctuacién en los precios, entre
otros). Riesgo operacional se define como el riesgo causado por deficiencias
en los sistemas de informacién o en controles internos que podrian resultar
en pérdidas inesperadas. Este tipo de riesgo también se puede definir como
el riesgo de errores humanos o falla de un componente en el hardware, soft-
ware o sistemas de comunicaciones que son cruciales para la liquidacion de
transacciones'. El primer Acuerdo de Basilea (Basilea I o BIS 88) establece el
capital minimo que un banco requiere para solventar exposiciones de crédito.
Mientras que la Enmienda a Basilea I, conocida como BIS 98, requiere que las
instituciones financieras calculen requirimientos de capital incluyendo riesgo
de mercado.

!Estas definiciones se pueden encontrar en el Glosario de “A glossary of terms used in
payments and settlement systems”; March 2003, BIS.
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Los precios de activos financieros son variables aleatorias, puesto que
no es posible determinar exactamente cuales seran sus valores en el futuro.
Una primera aproximacion a la modelizacion estadistica de los activos es
suponer que las variaciones de los precios de estos activos en un periodo
corto de tiempo siguen un modelo lognormal, y por ende, los rendimientos
de los activos (cambios relativos en el precio) cominmente se miden como
la diferencia en el logaritmo de los precios que, supuestamente, siguen una
distribucién normal (Alexander, 2001, p.4). Sin embargo, en la practica, los
factores de riesgo de mercado tienden a presentar distribuciones con colas
maés pesadas que las de una normal (Hull, 2006, p. 117). Adicionalmente,
se supone que los rendimientos de los activos financieros son generados por
un proceso estocastico estacionario, es decir, el valor esperado, varianza y
auto-covarianza es la misma en cada momento de tiempo.

La volatilidad es una medida de dispersién en una densidad de probabili-
dad. La medida més comtinmente usada es la desviacién estdndar (o desvia-
cién tipica) o de una variable aleatoria, que es la raiz cuadrada de la varianza
(Alexander, 2001, p.4). La volatilidad del proceso estocastico que gobierna los
rendimientos se denomina proceso de volatilidad, mientras que la realizacion
de un proceso de volatilidad se denomina volatilidad realizada, que puede
medirse usando datos histéricos de precios. Si el proceso de rendimientos
presenta una volatilidad cambiante con el tiempo gobernada por un modelo
GARCH (modelo de heteroscedasticidad condicional auto-regresiva genera-
lizada), entonces la volatilidad realizada es la volatilidad estimada mediante
GARCH sobre un periodo de tiempo (Alexander, 2001, p.11). Este modelo
se describird mas adelante en el apartado 2.2.

En cuanto al comportamiento de las rentabilidades diarias de las acciones,
varios autores han estudiado las caracteristicas empiricas (conocidos también
como hechos estilizados) de las rentabilidades de acciones (Granger y Ding
1995; Rydén, Terdsvirta y Asbrink, 1998; Cont, 2001, McNeil, Frey y Em-
brecths, 2005, p. 117, entre otros). Entre las mas importantes estén:

(CE-1) Ausencia de autocorrelacién lineal

(CE-2) La distribucién incondicional (y en algunos casos, condicional) de los
rendimientos presenta colas pesadas

(CE-3) Asimetria en la distribucién de pérdidas y ganancias
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(CE-4) Aglomeracion de volatilidad

(CE-5) Decaimiento lento de autocorrelacién en el valor absoluto de los ren-
dimientos?®.

Debido a estas caracteristicas, usualmente, se filtran las rentabilidades de
acciones mediante un modelo GARCH, y se emplea la medida de Value-at-
Risk (VaR) para cuantificar riesgo. Puesto que el modelo GARCH es una
herramienta flexible que permite capturar las caracteristicas empiricas pre-
viamente mencionadas (Terdsvirta y Zhao, 2011, p. 79).

En los siguientes apartados de este capitulo se describe el VaR, el modelo
GARCH y las distribuciones a usar. Antes de entrar en detalle, se realiza un
ejemplo con datos del Dow Jones Industrial Average (DJIA) para observar
las caracteristicas empiricas mencionadas anteriormente.

Ejemplo 1. (Caracteristicas empiricas)

Los datos® a analizar en éste y los siguientes ejemplos de este traba-
jo corresponden a precios del indice Dow Jones Industrial Average (DJIA)
desde el 7 de agosto de 2003 hasta el 31 de diciembre de 2009 para un to-
tal de 1671 datos diarios. Los rendimientos logaritmicos se calculan como
ry = 1001og(P;/P;—1), donde P, el precio en el momento t (es decir, se anali-
zan 1670 datos diarios de rentabilidad). El objetivo de emplear estos datos,
en los ejemplos de este documento, es comparar los resultados obtenidos en
Rachev et al. (2010) y los de este trabajo de investigacién.

En el lado derecho de la Figura 2.1, se observa la caracteristica empirica
(CE-4) Aglomeracién de volatilidad, donde periodos de baja (alta) volatilidad
vienen seguidos de baja (alta) volatilidad.

La caracteristica empirica (CE-1) ausencia de autocorrelacién no es muy
clara para esta serie de rentabilidades, como se observa en el lado izquierdo de
la Figura 2.2. Segun el estadistico Ljung-Box, se rechaza la hipdtesis nula de
cero autocorrelacion a cualquier nivel razonable de significacién, empleando

2El valor absoluto de los rendimientos es una aproximacién a una medida de disper-
sién de las rentabilidades. También se suele usar el cuadrado de las rentabilidades, como
aproximacion a la varianza de las mismas.

3Fuente: Datastream, Thomson Financial.
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Figura 2.1: Precios y rentabilidades del DJIA
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Figura 2.2: Correlograma de las rentabilidades y valor absoluto de las renta-
bilidades del DJIA
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Figura 2.3: Densidad de las rentabilidades del DJIA y ajuste a la normal
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varios valores de retardo: 20, log(7T') (Tsay, 2010, p. 33), T'/4; donde T es la
longitud de la serie.

Mientras que la caracteristica empirica (CE-5) se observa en el decai-
miento lento de la autocorrelacién en el valor absoluto de los rendimientos

del DJIA.

La Figura 2.3 presenta la densidad de los datos (linea azul) y el ajuste a
la densidad normal (linea negra). No se aprecia claramente la caracteristica
empirica de asimetria en la distribucién de las rentabilidades (CE-3); sin
embargo, se observa que los datos presentan colas més pesadas que las de la
distribucién normal (CE-2). Esto se corrobora apreciando el valor de exceso
de curtosis, 12.37 y el coeficiente de asimetria igual a 0.03 en el Cuadro 2.1.

Cuadro 2.1: Estadistica descriptiva de las rentabilidades del DJIA

Estadistico DJIA

Media 0.0080
Mediana 0.0298
Desviacién estandar 1.2476
Varianza 1.5564
Coeficiente de asimetria | 0.0351
Exceso de curtosis 12.3739
Minimo -8.2005
Méximo 10.5083
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Dadas las caracteristicas de las rentabilidades diarias del DJIA, se puede
emplear un modelo ARMA-GARCH con innovaciones cuya distribucion pre-
sente colas pesadas para caracterizar dichas rentabilidades. Esto se verda mas
adelante en los Ejemplos 2 y 3.

2.1. Value-at-Risk

Existe una amplia literatura dedicada al VaR, como por ejemplo Jorion
(2006), Alexander (2008b), Hubbert (2012), Hull (2012), entre otros. Las
medidas actuales de riesgo se basan en medidas estadisticas que describen la
distribucién condicional de pérdidas, y la mas usada en la industria financiera
es la medida Value-at-Risk (VaR). El VaR se puede definir como la maxi-
ma pérdida que se puede esperar de un titulo o portafolio en un periodo de
tiempo (un dfa 6 10 dias para propésitos regulatorios), dado un nivel especifi-
co, 100(1 — «) %, de probabilidad o también denominado nivel de confianza
(Crouhy, Galai y Mark, 2005, p. 154). Para riesgo de mercado, el Comité de
Basilea sugiere estimar el VaR al 99 % de nivel de confianza. El VaR trata de
responder a la pregunta de cuanto es la pérdida que sera excedida sélamente
en el 100 % de los casos en el siguiente periodo de negociacién. Suponiendo
que la variable aleatoria que representa la rentabilidad, R, tiene asociada una
funcién de distribucion F', el VaR es:

VaRi_o(R) =if{r e R: F(r) > a}. (2.1)

En otras palabras, VaR;_o(R) = F~!(a), es decir, el VaR es un cuantil
de la funcién de distribucién de rentabilidades. Esto se muestra en la Figura
2.4, en el gréfico de la funcién de distribucién acumulada (FDA). Por tanto,
el VaR es una medida estadistica que define un nivel particular de pérdida en
términos de sus probabilidades de ocurrencias o nivel de confianza (Crouhy,
Galai y Mark, 2005, p. 8). En adelante asumiremos la hipdtesis usual de que
las rentabilidades son de la forma Ry i = 41 + 0441 Z¢41.* En este caso, el
VaR atiende a una expresion que es sencillo de derivar. Efectivamente, si a
el nivel de probabilidad al cual se desea calcular el VaR, entonces usaremos
la siguiente expresion:

4Véase por ejemplo McNeil, Frey y Embrechts, 2005, p. 159-161.
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Figura 2.4: Representacion grafica del VaR

F(r)

VaR1-a

Pr (R <VaRyi_,) = a,
Pr(ps1 + 01412141 < VaRi_,) = «,

VaRi_o — 41
Pr| Z, < = aq,
( = Ot+1 (2.2)
VaRi_oq — 41

= (qu (Zt-i-l) )
Ot4+1

VaRi_o = pler1 + 0111Ga (Zig1)

donde Z;,; es el proceso de innovaciones con funcién de distribucién G
centrada en cero y varianza unitaria, y ¢, (Z;11) es el cuantil a nivel a de
Zy 1. Para modelizar la varianza usaremos el modelo GARCH que se describe
a continuacion.
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2.2. Modelos GARCH

Suponiendo que la serie temporal de rentabilidades, ry, 7y, ..., 741, sigue
una funcién de densidad conjunta dada por f(ry,7e,...,r+1|0), se deduce
que la varianza condicional es Var(ry 1|0, 71,72, ..., 7). Entonces los modelos
de volatilidad cambiante con el tiempo describen un proceso para la volatili-
dad condicional, es decir, Var(ry1]6,71, ..., ). Una distribucién condicional
es una distribucion que gobierna un rendimiento en un instante de tiempo. La
volatilidad condicional en el momento ¢ es la raiz cuadrada de la varianza de
la distribucién condicional en el momento ¢, y se denota como o7 (Alexander,
2001, p.12). Los modelos GARCH son los mas populares para modelizar la
varianza cambiante con el tiempo o heteroscedasticidad condicional. Los mo-
delos GARCH fueron introducidos por Engle (1982) y Bollerslev (1986)° con
el fin de capturar la caracteristica de volatilidad cambiante y aglomeracion
de volatilidad de las rentabilidades financieras. E1 modelo GARCH deriva su
nombre debido a que es un modelo de varianza cambiante (heteroscedastici-
dad condicional), es un modelo auto-regresivo y es la version generalizada de
los modelos ARCH propuesto por Engle (1982).

En este documento usaremos el modelo ARMA(1,1)-GARCH(1,1), vy a
manera de introduccién se presenta el modelo GARCH(1,1). Este modelo,
generalmente, es el mejor modelo en cuanto a capacidad predictiva, entre
toda la familia de modelos tipo GARCH (Lunde y Hansen, 2005).

Ry = e,
€t — ZtO't, Zt ~ G(O, 1), (23)

2 _ 2 2
o1 =w+ ae + Boy.

En la ecuacién anterior, hemos denotado Var(ry 1|0, r1, ..., ;) mediante
0711, y es la notacién que usaremos de aqui en adelante. En (2.3) ¢, denota el
shock del mercado o el rendimiento inesperado (R; = ¢;), mientras que Z; es
la innovacién que se asume se distribuye segiin una densidad conocida G (es
decir, no depende de parametros extra) centrada en cero y varianza unitaria.
Ademas, w es la constante del modelo, a representa la sensibilidad de la va-

5Por estos trabajos, Engle y Bollerslev recibieron el Premio Nobel de Economia en
2003.
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rianza a shocks del mercado,® y /3 representa la persistencia en la varianza.
Entonces a + f determina la tasa de convergencia de la varianza condicio-
nal al nivel medio de largo plazo’ (Alexander, 2008a, p. 137). Usualmente,
para series de rentabilidades financieras, los valores estimados para a estan
alrededor de 0.10, y para 3 por encima de 0.90. En los estudios iniciales se
usaba la distribucién normal estandar como G, pero como ya argumentamos
en el capitulo anterior, esta aproximaciéon no es buena porque sus colas de-
caen exponencialmente y, por consiguiente, no permite capturar de manera
adecuada los eventos extremos. En este trabajo utilizaremos como GG modelos
de colas pesadas, como se vera en 2.3.

La varianza de largo plazo estd dada por (al tomar esperanza incondicio-
nal de (2.3)):

2 w

= T"aTs (2.4)

o

Para asegurar que la varianza de largo plazo exista y sea positiva, de (2.4)
se infiere que w > 0y a+f < 1. El GARCH(1,1) es de covarianza-estacionaria
siy sélosi o+ 3 <1 (Proposicién 4.21 de McNeil, Frey y Embrechts, 2005,
p. 146). Otra restriccién para el modelo es «, 5 > 0. Un caso especifico del
modelo GARCH es el modelo de alisado exponencial (EWMA, por sus siglas
en inglés), donde w = 0 y aw + 8 = 1. Con estos valores, la varianza de
largo plazo no esta definida para el modelo de alisado exponencial, lo cual lo
convierte en una desventaja frente al modelo GARCH.

Al despejar w de (2.4) y reemplazarla en (2.3) se obtiene:

afﬂ =0+ a(e — o) + B(o? — o?). (2.5)

Esto es, la varianza en ¢t 4+ 1 es un promedio ponderado® de la varianza
de largo plazo, el rendimiento inesperado al cuadrado y la varianza en t.
En otras palabras, la varianza de manana es la varianza de largo plazo con
algo anadido (menos) si el rendimiento inesperado de hoy estd por encima

6Cuando « es relativamente alto, por encima de 0.1, entonces la varianza es muy sensible
a eventos del mercado.

"Cuando « + 3 es relativamente alto, por encima de 0.99, entonces la prediccién de la
varianza serd relativamente plana.

8Donde los pesos son a 'y f3.
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(debajo) de su varianza de largo plazo, y algo anadido (menos) si la varianza
de hoy esta por encima (debajo) de su varianza de largo plazo (Christoffersen,
2003, p. 23).

Otra caracteristica del modelo GARCH es que permite modelizar rentabi-
lidades con colas pesadas. Efectivamente, si denotamos K, y Kg la curtosis
de Z; y de R; del modelo (2.3), respectivamente, entonces

Kp=Ky 1= 2@”)2 . (2.6)
l—(a+p8)" = (Kz—1)a?

La curtosis de R; es mayor que la de Z; si Kz > 1. Note que si el término
del denominador, (K7 — 1) a® > 0, entonces el numerador seria mayor al
denominador, y esta fraccion multiplica a K. Para el caso Z ~ N(0,1), es
decir, G = N(0, 1), se tiene:

1—(a+p)?
1— (a+B) —2a2’

(2.7)

R:

y Kr > 3, puesto que Kz = 3y o > 0. Sin embargo, esta curtosis puede
ser pequenia comparada con la de las rentabilidades financieras (Alexander,
2008a, p. 157).

Los pardametros del modelo GARCH se estiman mediante maxima ve-
rosimilitud? (ML, por sus siglas en inglés). La idea consiste en maximizar
la funcién de (log)verosimilitud mediante algoritmos numéricos, un método
muy usado es BHHH' (McNeil, Frey y Embrechts, 2005, p. 152). Sin em-
bargo, algunas funciones de verosimilitud pueden presentar varios maximos
locales. Entonces, es recomendable variar las condiciones iniciales en el al-
goritmo numérico y fijar un buen criterio de convergencia. Otro problema,
es que la funcion de verosimilitud puede ser muy plana y esto complicaria
aun mas la estimacién de los parametros mediante maxima verosimilitud. En
otras ocasiones, algunos parametros pueden ocasionar el problema de divi-
sién entre dos ceros, causando un resultado de indefinicién (Danielsson, 2011,
p. 43).

9Véase por ejemplo Casella y Berger, 2002, Seccién 7.2.2; para més detalles.
10Representa las iniciales de sus autores: Berndt, Hall, Hall and Hausmann.
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Suponiendo Z; ~ N(0,1) la funcién de logverosimilitud,'! para estimar
los parametros del modelo GARCH, esta dada por:

T 1 o 1 €

loglik = —3 log(27) — 5 E log o} — 3 E . (2.8)
o
t=1 t=1 1

Una vez se han estimado los parametros del modelo GARCH y verificar
que el modelo estd correctamente especificado (ausencia de autocorrelacién
en los residuos estandarizados al cuadrado y significancia de los coeficientes
estimados), se procede a predecir. Entonces se puede utilizar un modelo AR-
MA para obtener la prediccién de Ry, 1, esto es ttil para el presente trabajo
de investigacién, y en la literatura se suele denominar modelo ARMA con
“errores” GARCH, nosotros lo llamaremos ARMA-GARCH.

Modelo ARMA-GARCH

El modelo ARMA-ARCH fue inicialmente introducido por Weiss (1984),
para una revisién de los modelos ARMA-GARCH véase por ejemplo Li, Ling
y McAleer (2002). En un modelo ARMA-GARCH, la media u; sigue un
proceso ARMA y la varianza sigue un proceso GARCH (como el visto). En
concreto

pe = po+ Prp—1 + 0161 + € (2.9)

Donde g es la constante del modelo, ¢; es el parametro de un modelo
AR(1), 0, es el pardmetro de un modelo MA(1) y ¢ ~ G(0, 0?).

Sea R, el proceso de rentabilidades logaritmicas dado por R; = s + 047,
y se asume que R; es un proceso estacionario (de covarianza-estacionaria).
Sea Z; las innovaciones independientes e idénticamente distribuidas (i.i.d.)
que siguen una distribucién GG, con media cero y varianza unitaria. El modelo

ARMA(1,1)-GARCH(1,1) es de la forma:

1 Algunas veces se elimina el primer término del lado derecho de la ecuacién (2.8) por
ser una constante.
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fe = pb+ Q11 + 0161 + €,
Zt = Gt/O't, Zt ~ G(O, 1), (210)

2 _ 2 2
o; =w+ ae;_ + fo;_.

Para modelizar la media condicional ;11 se emplea un ARMA(1,1), y
para la volatilidad condicional o1 un GARCH(1,1). Estos parametros son
estimados mediante maxima verosimilitud. Ejemplos y més detalles de mode-
los ARMA y GARCH en aplicaciones a administracién del riesgo se pueden
encontrar en McNeil et al. (2005; capitulo 4 y seccién 7.2.6), y en Jondeau
et al. (2007; capitulos 4 y 8).

Para calcular VaR, entonces se combina el modelo presentado en (2.10)
junto con la expresion (2.2):

M1 = b+ Prpy + Or€r + €41,
Zip1 = €41/ 0111, Zi1 ~ G(0,1),
atzJrl =w+ ozef + ﬁaf,

VaRiy1 = pry1 + 0041Gy(Zsa)-

(2.11)

Donde ¢,(Z;11) es el cuantil de Z; ;1 a nivel 7.

Ejemplo 2. (GARCH-normal)

Se aplica un modelo GARCH(1,1) y ARMA(1,1)-GARCH(1,1) a los da-
tos analizados en el Ejemplo 1. El Cuadro 2.2 muestra los resultados de la
estimacién de los parametros del modelo GARCH(1,1).

Las estimaciones resultan ser significativas a cualquier nivel razonable de
significacién. El valor de o + 3 es de 0.989, lo que indica alta persistencia en
volatilidad.

Se observa en la Figura 2.5, un periodo de alta volatilidad, en especial
2008, correspondiente al efecto de la crisis subprime. En la Figura 2.6 se
presenta el correlograma de los residuos estandarizados al cuadrado (lado
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Cuadro 2.2: Estimacién Modelo GARCH(1,1)
| Modelo GARCH(1,1) |

Parametro | Estimado | P-valor
w 0.0098 | 0.0002
« 0.0670 | 0.0000
I} 0.9220 | 0.0000

izquierdo) y el QQ-Plot'? (Quantile-Quantile plot) de los residuos estandari-
zados.

Del correlograma se observa que el modelo esta bien especificado, mientras
que el QQPlot muestra que el modelo GARCH (con innovaciones distribuidas
normal) no alcanza a capturar las colas pesadas de los datos y es necesario
una distribucién que permita recoger esta caracteristica.'?

Finalmente, el valor de logverosimilitud es de -2180.397. Este valor sirve
para comparar con otros modelos, y generalmente se escoge el de mayor
logverosimilitud (si los modelos son comparables en complejidad).

El Cuadro 2.3 muestra los resultados al estimar el modelo ARMA(1,1)-
GARCH(1,1). Se observa que las estimaciones de los pardmetros de la parte
ARMA resultan ser no significativas, y las estimaciones de los pardmetros de
la parte GARCH no varian sustancialmente con respecto al anterior modelo.

Los resultados del correlograma y del QQPlot son similares al caso an-
terior, como se observa en la Figura 2.7. El valor de logverosimilitud es de
-2173.88, mayor que el calculado para el modelo GARCH(1,1) (-2180.397).

Un criterio de informacién usualmente empleado para comparar dos mo-

I2Esta es una herramienta estadistica valiosa para determinar si una serie de datos de
tamano n proviene de una poblacién con una distribucién paramétrica especifica. Si los
cuantiles de una distribuciéon paramétrica estan linealmente relacionados con los cuantiles
de los datos de una muestra en el QQ-plot, se obtiene un ajuste de dicha distribucién
paramétrica a los datos a la muestra. Para este caso se utiliza distribucién normal como
distribucién paramétrica.

I3E] p-valor del contraste Ljung-Box es de 0.1489 y 0.6310 cuando se emplean log(T)
y T'/4 en los retardos. Esto quiere decir que no existe evidencia estadistica para rechazar
la hipétesis nula de cero autocorrelacién en los residuos estandarizados. Mientras que el
contraste de Jarque-Bera rechaza la hipétesis nula de normalidad de los residuos estanda-
rizados.
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Figura 2.5: Serie temporal de rentabilidades y de volatilidad
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Cuadro 2.3: Estimaciéon Modelo ARMA(1,1)GARCH(1,1)
| Modelo ARMA(1,1)-GARCH(1,1) |

Pardmetro | Estimado P-valor
1 0.0307 0.1257
01 0.2654 0.4782
0, -0.3321 0.3621
w 0.0099 0.0002
o 0.0682 0.0000
B 0.9208 0.0000

_ Figura 2.7: Correlograma y QQ-Plot de residuos estandarizados

gnorm — QQ Plot
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delos es el AIC (Akaike Information Criterion), el cual penaliza el valor de
logverosimilitud con el nimero de parametros incluidos en el modelo.

AIC = 2p — 2loglik. (2.12)

Donde p es el nimero de parametros del modelo y loglik es el valor de
logverosimilitud.

El AIC para el modelo GARCH(1,1) es de 4366.794, mientras que para
el de ARMA(1,1)-GARCH(1,1) es de 4359.760, y se escoge el modelo con
menor valor de AIC, en este caso es el modelo ARMA(1,1)-GARCH(1,1).

2.3. Distribuciones

En este trabajo se emplean las siguientes distribuciones para las inno-
vaciones (lo que en la ecuacién 2.11 llamamos G) del modelo GARCH: (i)
la distribucién normal, (ii) la distribucién t-Student, (iii) la distribucién a-
estable, (iv) la distribucién de Pareto generalizada'* (GPD, por sus siglas en
inglés), y (v) la distribucién g-h.

(i) Distribucién normal

La funcién de densidad de una normal viene dada por:

fla) = ﬁexp {—%} (2.13)

Donde p y 02 son los pardmetros de media y varianza de una normal.

(ii) Distribucién t-Student

La densidad de una t-Student esta dada por:
LR (), )7
=——= -1+ — . 2.14
0= e (0 7) 2

14Esta es la funcién empleada en el método picos sobre el umbral (POT, por sus siglas
en inglés) basado en la teoria del valor extremo (EVT, por sus siglas en inglés).




2.3. DISTRIBUCIONES 25

Figura 2.8: Tres casos especiales de la a-estable
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Fuente: Tomado de Nolan (2013)

Donde I'" representa la funcion gamma y v los grados de libertad. En la
practica, este valor esta entre 6 y 10 (Danielsson, 2011, p. 41). Recuerde que
la distribucién t-Student se aproxima a una normal cuando v — oc.

(iii) Distribucién a-estable

En general la distribucion a-estable se describe mediante su funcion ca-
racteristica. Solo en tres casos su funcién de densidad tiene férmula cerrada
que representan la distribucién normal, Cauchy y de Lévy. La Figura 2.8
muestra las densidades para cada uno de estos casos.

La funcién caracteristica estd dada por:

Ele] = exp {—0®|0]* (1 — ifsgn(f) tan Z2) + ipf}, sia # 1,
exp {—ol0] (1 + if2sgn(0)log |6| + iub}, sia = 1.
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Figura 2.9: Forma de la densidad a diferentes valores del pardmetro «
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Fuente: Tomado de Nolan (2013)

Donde sgn es la funcién signo:

1, sif >0,
sgn(f) =<0, sif=0,
-1, sif<0.

El parametro « es el indice de estabilidad, S es el parametro de asimetria,
i el de localizacién y o el de escala. Los rangos permisibles para los parame-
trosson: 0 < a <2, -1 << 1,0 >0y upuede tomar cualquier valor
real. La Figura 2.9 presenta la forma de la densidad a-estable a diferentes
valores de v y con § = 0,5.

Cuando o = 2 y 8 = 0, la distribucién a-estable toma la forma de la
distribucién normal, y la cola de la distribucion tiene varianza finita. Entre
menor sea el valor del indice de estabilidad (0 < a < 2) més pesada sera la
cola de la distribucion. Si 1 < a < 2 se tiene el caso de media finita, pero
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varianza infinita. Mientras que si & < 1 no se tiene media finita. La ventaja de
usar este tipo de distribuciones es que la suma de dos variables independientes
a-estables es una distribucion a-estable. Esta propiedad es deseable para los
rendimientos de activos financieros tanto para la administracion de riesgos
como para la administracién de carteras. Sin embargo, una desventaja es
que puede presentar varianza infinita y que no hay una férmula cerrada
para la funcién de densidad, lo que complica un poco la estimacion de sus
parametros. Generalmente se emplean tres métodos de estimacion: el método
de cuantiles, método generalizado de momentos (GMM) y mediante méxima
verosimilitud.

La técnica basada en cuantiles fue inicialmente sugerido por Fama y Roll
(1971), y posteriormente McCulloch (1986) desarroll6 una técnica que emplea
cinco cuantiles de una muestra para estimar o y 3 sin sesgo asintético; sin
embargo, se restringe a que a > 0.6.

Otro método consiste en igualar los momentos obtenidos por la funcién
caracteristica empirica junto con la teérica. Carrasco y Florens (2000) intro-
ducen el método GMM para el caso continuo de condiciones de momentos.

Para utilizar el método de maxima verosimilitud, se emplean métodos
numéricos, puesto que no se conoce la funcién de densidad en forma explicita.
Para aproximar la funcién de densidad se usan métodos como la transformada
rapida de Fourier (FFT, por sus siglas en inglés) o métodos de integracién
directa. Para el primer caso vedse por ejemplo Mittnik et al. (1999), y para
el segundo Nolan (2001).

(iv) Distribucién de Pareto Generalizada
La distribucién de Pareto generalizada (GPD, por sus siglas en inglés) es

empleada en el método POT que se describirda mas adelante. La funcién de
distribucién esta dada por:

Donde £ representa el parametro de forma, y £ el de escala. Si & > 0,
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Figura 2.10: Funcién de distribucién y de densidad de GPD

G(x)
g(x)

Fuente: Tomado de McNeil, Frey y Embrechts (2005, p. 276)

entonces § > 0y x > 0. Mientras que si & < 0, entonces 0 < z < —f/¢.
Esta distribucién contiene tres casos dependiendo del valor del parametro de
forma. Cuando £ > 0 toma la forma de la distribucién Pareto, cuando & = 0
es la distribucién exponencial, y cuando £ < 0 es la distribucién Pareto tipo
IT. El caso de interés en finanzas es cuando & > 0 que permite modelizar
rentabilidades con colas pesadas.

En el panel (a) de la Figura 2.10 se presentan tres casos de la funcién
de distribucion Pareto generalizada. En linea soélida se representa el caso de
la exponencial (£ = 0), en linea punteada la Pareto (£ = 0,5) y el otro caso
la Pareto tipo II (§ = —0,5). En el panel (b) se representan sus respectivas
funciones de densidad. Para todos los casos, el parametro de escala 5 = 1.
Se observa como la cola de la distribuciéon Pareto decae mas lentamente que
los otros casos.

Gracias al teorema de Pickands, Balkema y de Haan (vedse por ejemplo
Embrechts et al., 1997), la distribucién de las pérdidas en exceso (pérdidas
por encima de un umbral, u), se pueden aproximar a la distribucién de Pareto
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generalizada cuando el nivel de umbral es lo suficientemente alto. El teorema
dice que para una funcién de distribucién F (que estd en el dominio de
atraccion de la distribucién de valor extremo generalizada), cuando el umbral
u se incrementa progresivamente, la distribucién de excesos F,, converge a la
distribucién de Pareto generalizada.

Calculo del cuantil en GPD

Para calcular el cuantil a un nivel « se usa (véase McNeil et al., 2005, p.

283):
B 1—a) ¢
q(Z) = U‘l‘—f {(—Nu/n> —1}. (2.18)

Donde u es el umbral escogido, 8 y £ son los parametros de escala y de
forma de la GPD, N, es la cantidad de datos que exceden el umbral y n el
total de datos de la muestra. Por lo tanto, N, /n es un estimador empirico
de la cola de los datos que han superado un umbral w.

El Método Picos sobre el Umbral (POT)

La teoria del valor extremo (EVT) es una técnica estadistica basada en
modelos distribucionales obtenidos a partir de la teoria asintética y es tutil
para analizar las colas de las distribuciones. Existen dos clases de modelos
para tratar valores extremos: méximos por bloque (block maxima) y picos
sobre el umbral (POT, por sus siglas en inglés). El método POT es 1til
para grandes pérdidas (o ganancias) las cuales exceden un umbral alto w.
Este método es la técnica mas usada para analizar la cola de una funcién de
distribucién, debido al uso eficiente de los datos en valores extremos. Adicio-
nalmente, desde el punto de vista de un gestor de riesgos, se esta interesado
en las pérdidas que exceden un umbral u. Por tal razén, la metodologia POT
es la que se empleara en este trabajo. Este enfoque ha sido estudiado por
Smith (1989), Davison y Smith (1990) y Leadbetter (1991) quienes muestran
el uso practico de POT en la teoria del valor extremo.

En la Figura 2.11, Xy, ..., X;3 pueden representar datos de pérdida que
provienen de una funcién de distribucién (desconocida) F. Dado un nivel de
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Figura 2.11: Representacién grafica del método POT
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Fuente: Tomado de Embrechts, Klippelberg y Mikosch (1997), p. 353.
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umbral u, un nimero aleatorio Nu de pérdidas excederd el umbral. Dichos
excesos se representan en el grafico como Y7, ..., Yn,, v se denominan las
pérdidas en exceso.

Sin embargo, una desventaja que presenta este método es la seleccién
del umbral. La seleccién del umbral conlleva a un compromiso entre sesgo
y varianza en la estimacion de los parametros de la GPD mediante maxima
verosimilitud. Un umbral muy alto resultaria en alta varianza en la estimacion
de los parametros; mientras que un umbral muy bajo resultaria en alto sesgo,
en especial en la estimacion de &. Existen varias alternativas para tratar
de solucionar este problema (vedse por ejemplo Beirlant et al., 2004); sin
embargo, no existe un método 6ptimo que permita la correcta seleccién del
umbral. Un método alternativo para estimar ¢ es mediante el grafico de Hill
que es un método visual y estd basado en el estimador del mismo nombre.
Este estimador se calcula como:

k
A 1
Ekn = z E log X, — log X n, k=2,...,n. (2.19)
i=1

Donde X puede representar los datos de pérdida y n el total de los datos.
Entonces el grafico de Hill es de la forma {k,fkn k=2,... ,n}. La idea

consiste en calcular el estimador de Hill para diferentes valores de k y escoger
el estimador de £ donde se observe una regién plana en el grafico de Hill (Reiss
y Thomas 2007, p. 136).

En el panel (a) y en el panel (b) de la Figura 2.12 se representan pérdidas
semanales en porcentaje de AT& T, mientras que en el panel (¢) y en el panel
(d) las pérdidas por indemnizaciones de incendio a companias de seguros en
Dinamarca. En el eje de las abscisas se representa k y en el de las ordenadas
1/ f . En la préctica se sugiere escoger k entre 10 y 50. En este caso en el panel
(b) y en el panel (d) se observa una parte plana en el gréfico de Hill.

Sin embargo, en algunas ocasiones este método puede llevar a estimacio-
nes erréneas. En la Figura 2.13 se han simulado datos provenientes de una
distribucién g-h con parametros ¢ = 0.1 y h = 1 para el lado izquierdo.
Mientras que para el lado derecho ¢ = 2 y h = 0.2. Los verdaderos valores
de ¢ serfan 1y 0.2 respectivamente. En el eje de las ordenadas se representa

€.
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Figura 2.12: Gréfico de Hill
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Figura 2.13: Ejemplo de “Horror Hill Plot”
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Se observa como el grafico de Hill es plano alrededor de 1 en el lado
izquierdo, mientras que para el lado derecho se observa una parte plana alre-
dedor de 0.7, cuando el verdadero valor es 0.2. Otro método visual empleado
para estimar el cuantil en la teoria del valor extremo es el grafico de exce-
sos medios (mean excess plot). Sin embargo, existen problemas al usar esta
herramienta. Una de ellas es que algunas distribuciones (no cercanas a la
GPD) pueden enganar el diagnéstico del gréfico de excesos medios (Ghosh y
Resnick, 2010).

En este trabajo se empleard un umbral correspondiente al 10% de los
datos de la cola de la distribuciéon como en McNeil y Frey (2000). Para
soportar la seleccién del umbral en este trabajo, Chavez-Demoulin (1999),
basado en estudios de simulaciéon recomienda escoger un umbral dado el
percentil al 90 % de las datos de pérdidas.

(v) Distribucién g-h

La distribucién g-h fue introducida por Tukey en 1977 y ha sido utilizada
en finanzas en aplicaciones de rentabilidades de acciones e indices, como
también para modelar tipos de interés, y opciones en tipos de interés (Vedse
por ejemplo Dutta y Perry, 2006, y las referencias alli contenidas).

Sea Z ~ N(0,1) una variable aleatoria normal estdndar. Una variable
aleatoria X se dice que tiene una distribucién g-h con pardmetros g y h (con
g#0y heR), si X satisface:

_exp(gZ) — 1

X exp(hZ?/2), (2.20)

y se denota X ~ g-h.

El parametro g controla la cantidad y direccién de asimetria, mientras que
el pardmetro h controla la cantidad de elongacién (curtosis). La distribucién
es mas sesgada a la derecha a mayores valores de ¢, y entre mayor es el valor
de h, mayor es la elongacion. La Figura 2.14 presenta diversas formas de la
densidad de la distribuciéon g-h.

Si ademaés introducimos un parametro de localizacién, a, y uno de escala,
b, la distribucién g-h tiene cuatro parametros.
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Figura 2.14: Densidad de g-h
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exp(9Z) — 1

Y=a+b exp(hZ?/2) = a + bX. (2.21)

Cuando h = 0, la ecuacién (2.21) es Y = % y la distribucién g-h se
convierte en la distribucion g que corresponde a una distribucion lognormal
escalada. Cuando g = 0, la ecuacién (2.21) se interpreta como Y = a +
bZ exp(hZ?/2) y la distribucién es referida como la distribucién h. Cuando
g=h=0,Y se distribuye normal.

Propiedades de la distribucién g-h

Martinez (1981), Martinez Iglewicz (1984), Hoaglin (1985), entre otros, han
estudiado las propiedades de la distribucion g-h. Una propiedad importante
es que muchas distribuciones pueden ser generadas a partir de la g-h para
valores especificos de los pardmetros. Las siguientes propiedades se basan en

Dutta y Babbel (2002):

1. X es una transformacién estrictamente creciente de Z. Esto es, la trans-
formaciéon de una normal estandar a una g-h es uno a uno.

2. Sia =0, entonces Y., ,(Z) = -Y, ,(-Z). Cambiar el signo de g cambia
la direccién pero no el valor de asimetria de la distribucion g-h.

3. Para h = 0y g — 0, la distribucién g-h converge a una distribucion
normal.

4. La distribucién g es una distribucién lognormal escalada.

5. El parametro de localizacién a de la distribucién g-h es la mediana
del conjunto de datos, y el p-ésimo percentil del valor de g esta dado
por g, = —(é)log(%). Como Zys = 0, y al reemplazarlo en
(2.21), se obtiene a = )(70,5. Al escoger diversos valores de p se obtienen
diferentes estimados del parametro g. Para solucionar este problema,
algunos autores han sugerido usar la mediana de los diferentes valores
de g,. Jiménez y Martinez (2006) proponen la estimacion del parametro

g de una manera mas sencilla cuando h tiende a cero.
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Q(Xp—lep)

6. Para un cierto valor de g, el valor de h esta dado por log

logb+h(Z}/2). De esta manera, se puede obtener el valor de h como el
g(Xp*XI—p)

exp(9Zp)—exp(—gZp)

tra (Z2/2). El valor de b se obtiene tomando la funcién exponencial del

intercepto de la regresion.

coeficiente de la pendiente de la regresién de log

con-

Un resultado importante del articulo de Degen et al. (2007), es que si los
datos de pérdida son bien modelados por una distribucién g-h (con valores
g, h > 0), la estimacion de cuantiles altos mediante el método POT, por lo ge-
neral convergera muy lentamente, y por consiguiente su estimacién mediante
EVT sera imprecisa. Por tal razén hemos decidido incluir esta distribucion
en nuestro analisis. A continuacién se presenta como estimar cuantiles de una
distribucién g-h cuando se han estimado los parametros de la distribucion.
Este apartado estd basado en la seccién 2.1 de Degen et al. (2007).

Estimacion del cuantil mediante la aproximacién g-h
Puesto que k(z) = %exp(h:r2 /2) es estrictamente creciente (para

h > 0), la funcién de distribucién acumulada de una variable aleatoria g-h
X, se puede escribir como:

F(z) = ok (), (2.22)

donde ¢ denota la funcién de distribucién acumulada de una normal
estandar. Entonces el cuantil que nos interesa se estima de la siguiente forma:

Go = k(® (), 0<a<l. (2.23)

exp(9Zp)—exp(—gZp)
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Métodos de estimacion

Como se comentd en la seccién de Motivacion, cuando se cuenta con una
forma analitica de la funcién de verosimilitud, se procede a maximizar esta
funcién y el resultado de esta optimizacion son los pardmetros estimados.
Generalmente, se emplean métodos numéricos, pero algunas veces la funcion
de verosimilitud puede presentar varios maximos locales o ser muy plana.
Adicionalmente, algunas distribuciones no cuentan con una férmula cerrada
para su densidad, lo cual hace que el método de maximizar la funcién de ve-
rosimilitud no sea aplicable o requiera de una extraccion numérica. Este es el
caso de la distribucién a-estable y g-h. El objetivo de este capitulo es presen-
tar el método de maxima verosimilitud para las distribuciones que presentan
una forma explicita de la funcién de verosimilitud (normal, t-Student, GPD)
y otros métodos de estimacién para los que no se cuenta con una féormula
cerrada de su funcién de verosimilitud (g-h y a-estable).

Los datos analizados correspondientes a rentabilidades de activos finan-
cieros, como en algunos casos (véase por ejemplo, Berkowitz y O’Brien, 2002;
Giiner et al., 2010), se filtran mediante un modelo ARMA(1,1)-GARCH(1,1).
Para estimar los pardmetros del proceso ARMA(1,1)-GARCH(1,1) se emplea
el método de maxima verosimilitud cuando las innovaciones se distribuyen
normal y t-Student. Para los otros casos (a-estable, GPD y g-h), se emplea
un método de dos pasos. En un primer paso se filtran las rentabilidades
mediante un ARMA(1,1)-GARCH(1,1) usando el método de cuasi-méxima
verosimilitud (QMLE, por sus siglas en inglés), y en un segundo paso se ajus-
tan las distribuciones analizadas a los residuos estandarizados resultantes de

38
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la primera etapa.

3.1. Meétodo de estimacion para la distribu-
ciéon normal y t-Student

La funcién de verosimilitud para estos casos esta dada por:

sor) =[] 1o ("), (5.1)

Donde o, sigue un modelo GARCH(1,1) y u un modelo ARMA(1,1),
© representa el conjunto de pardmetros a ser estimados y ¢ la funcién de
densidad de las innovaciones, en este caso normal o t-Student. Para obtener
las estimaciones se resuelven las condiciones de primer orden de la funcién de
verosimilitud (o de la logverosimilitud). Usualmente se emplean algoritmos
numeéricos que consisten en modificaciones del método Newton-Raphson. En

este trabajo se emplea la libreria fGarch del paquete R que usa el método
BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb—Shanno) con Quasi-Newton.

3.2. Meétodo de estimacion para la distribu-
cién de Pareto generalizada (GPD)

Para estimar los parametros de la GPD se emplea MLE. La funcién de
logverosimilitud esta dada por:

Ny
log L(Z;&,8) = —Nylog g — (1+%>;10g (1+§%>. (3.2)
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Donde Z son los residuos estandarizados del modelo (2.3), N, es la canti-
dad de datos que exceden el umbral escogido u, 8y & son los parametros de
escala y de forma de la GPD. Como se argumenté anteriormente, el umbral
corresponde al 10 % de la cola de la distribucién de los datos.

3.3. Meétodos de estimacién para la distribu-
cién a-estable

Para estimar los parametros de la distribucién a-estable se emplean dos
métodos. Un método basado en MLE (que llamaremos a-estable-ML), donde
se estima la funcion de densidad a partir de la funcién caracteristica median-
te integracion directa. Este método es computacionalmente costoso y sélo se
emplea en el Ejemplo 3. Por tal razén, el otro método empleado es el pro-
puesto por Koutrouvelis (1980), que se basa en regresién (y la llamaremos
a-estable-RegK) sobre la funcién caracteristica muestral.® Por la ley de los
grandes nimeros, la funciéon caracteristica muestral es un estimador consis-
tente de la funcién caracteristica (Cizek, Hardle y Weron, 2011, p. 31). De
la ecuacién caracteristica de la a-estable se puede obtener:

log (—log |¢(t)*) = log (20*) + alog(t). (3.3)

Como esta ecuacion depende sélo de o y de o se propone una regresién
para estimar estos parametros. La regresion es de la forma y, = m+ awy + €,
donde y = log (—log |, (t)[?), m = log (20%), w = log(t) y € es el término de
error. Koutrouvelis (1980) propone usar ¢, = 3% con k = 1,..., K con valores
de K entre 9 y 134 para diferentes valores de o y tamanos de muestra. Una
vez estimados v y o se estiman p y 3. La parte real e imaginaria de la funcion

caracteristica estan dadas por (para a # 0):

Reo(t) = exp (—|ot]|”) cos [ut + |ot|*Bsgn(t) tan %] : (3.4)

'o(t) = 5 2 explita;).
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Imo(t) = exp (—|ot|*) sin [ut + |ot]|*Bsgn(t) tan %] . (3.5)

De estas expresiones se obtiene:

Imo(t)
Reg(t)

Entonces se calcula otra regresion para obtener los estimados de p y 5.
Las regresiones se repiten con &, B, 0 y [t como parametros iniciales. Se
itera tantas veces hasta que se satisfaga un criterio de convergencia. Como
estimado inicial de o, Koutrouvelis (1980) sugiere usar la férmula de Fama
v Roll (1971), y para p el 25% de la media truncada. En este documento se
emplea la funcién de Matlab, stblfit, seleccionando el método ‘ect’.

arctan = ut + fo® tan %sgn(t) €] (3.6)

3.4. Meétodo de estimaciéon para la distribu-
cién g-h

En las aplicaciones de la distribucién g-h se emplea la metodologia pro-
puesta por Hoaglin (1985), en especial la seccién 11D para estimar g. Esta
metodologia se basa en cuantiles y en comparacién con otras metodologias,
como el método de momentos y maxima verosimilitud, el método basado en
cuantiles puede ser mas preciso en el ajuste de las colas de la distribucion,
como lo afirman varios autores. Este método no es apropiado para todas las
distribuciones; sin embargo, si es adecuado para g-h, que es una transforma-
cion de una normal estandar. Para el método de los momentos se podrian
plantear cuatro ecuaciones para resolver cuatro incognitas, que son la can-
tidad de parametros a estimar. Sin embargo, el cuarto momento exige que
0 < h < 1/4, y por ejemplo, Dutta y Perry (2006) encuentran un rango
para el pardmetro h en [0,1,0,35]. Esto se convierte en una desventaja para
el método de los momentos. Aunque no existe una expresion analitica para
obtener la funcién de verosimilitud de una distribuciéon g-h, Rayner y Mac-
Gillivray (2002) estudian procedimientos de estimacién de los pardametros
para una distribucion g-h generalizada mediante estimacion numérica de la
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funcién de maxima verosimilitud. Mientras que Haynes y Mengersen (2005)
exploran computacién bayesiana para estimar tales parametros. En este tra-
bajo se presenta una propuesta de estimar el parametro h como la pendiente
de una regresién robusta de log ;& (Z)il)’:ji;fﬁ)gzp) vs. (Z7/2) (vedse la Propie-
dad 6), en lugar de usar una regresién lineal cldsica. Vedse el Apéndice A
para una introduccion de regresién robusta.

Habiendo elegido los métodos de estimacion de los parametros de los
modelos, se procede a calcular el VaR a tres muestras de datos, y medir
su desempeno mediante backtesting, empleando los métodos de estimacion
descritos en este capitulo, para las cinco distribuciones analizadas en el do-
cumento: normal, t-Student, GPD, a-estable y g-h.



Capitulo 4

Backtesting y Aplicacion

Este capitulo introduce la idea del backtesting y se aplica a los datos de
DJIA, analizados en los ejemplos de capitulos anteriores. Adicionalmente,
en el apartado 4.2 se aplica el backtesting a dos series temporales diferentes
a DJIA, correspondientes a un indice bursatil y otro a tipo de cambio. Fi-
nalmente, el apartado 4.3 propone una mejora a la eficiencia computacional
en la estimacion de los pardametros de la distribucién a-estable mediante el
método MLE. Estas estimaciones se utlizan en la cuantificacion del VaR.

4.1. Backtesting

El backtesting es la técnica mas cominmente empleada en la industria
financiera para validar la confiabilidad de los modelos VaR. Para el Comité de
Basilea es una herramienta que permite verificar la pertinencia de modelos
internos de las instituciones financieras para calculos de requerimientos de
capital.

La idea del backtesting es probar lo bien que se han comportado las
estimaciones del VaR en el pasado. Esto permite comparar objetivamente
distintos procedimientos para el calculo del VaR. Se calcula el nimero de
veces que la pérdida real haya excedido el VaR estimado. Los dias en que

43
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la pérdida haya superado el VaR estimado se denominan violaciones o ex-
cepciones. Si se calcula VaR al 99 % se espera que el niimero de excepciones
esté alrededor de 1% de los casos. Si el porcentaje de excepciones es mucho
mas alto (bajo) que el 1%, entonces el modelo del VaR sub(sobre)-estima el
riesgo.

Se elige un tamano de ventana, que es el tamano de muestra a ser usado
para estimar el VaR. Luego se emplea la metodologia de ventanas mdviles
para ir estimando el VaR, es decir, se actualiza la ventana con rentabilidad
siguiente al ultimo dato de la ventana inicial, y se elimina el primer dato. El
proceso se realiza sucesivamente hasta finalizar el periodo del backtesting.

El backtesting se basa en el supuesto que el nimero de excesos son genera-
das por un proceso independiente e idénticamente distribuido (i.i.d.) Bernou-
1li (Alexander, 2008b, p. 334). En este caso, la variable aleatoria que recoge
el nimero de excesos (X)) toma el valor de 1 si la pérdida excedié el estimado
del VaR, en caso contrario toma el valor de cero. Por lo general, se define la
funcion indicadora de la siguiente manera:

1, sirgr <VaRi_a+1,

Ilfoz,t+1 = { (41)
0, en otro caso.

Teniendo en cuenta el valor esperado y varianza de una variable aleatoria
binomial, se tiene:

(4.2)

Donde T es el niimero de dias de backtesting. Si 7" es muy grande, entonces
la variable aleatoria X se distribuye como una normal de manera aproximada.
Por lo tanto, se puede construir un intervalo de confianza al 95% para el
nimero esperado de violaciones.

10%% = (Ta ~1,96/Ta(l —a), Ta + 1,96y/Ta(l — a)) L (43)
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Figura 4.1: Backtesting para las rentabilidades del DJIA
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Por ejemplo, si el nimero de dias de backtesting es de 1170, y se desea
calcular VaR al 99 %, el nimero esperado de violaciones seria 11.7, y el error
estandar es de 3.40. Entonces, el intervalo de confianza al 95 % es aproxima-
damente (5.03, 18.37). Este intervalo serd utilizado en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3. (Backtesting)

Continuando con los datos de DJIA, se escoge un tamano de ventana
igual a 500. Entonces, el periodo de backtesting es igual a 1170 dias. Para
filtrar las rentabilidades se utiliza un modelo ARMA(1,1)-GARCH(1,1). La
Figura 4.1 presenta el backtesting para cuatro modelos (normal, t-Student,
t-Student con grados de libertad fijo, y el método POT).

Para el método Picos sobre el Umbral (POT), se usa el procedimiento de
dos pasos propuesto por McNeil y Frey (2000):

(1) Se ajusta el modelo ARMA-GARCH mediante el enfoque de cuasi-
maxima verosimilitud, con el cual no se asume una distribucién G especifica
para las innovaciones, y se estiman p;41 v 0411 usando el modelo ajustado.

(2) En este paso se usan los residuos estandarizados del modelo, los cuales
se asumen ser i.i.d., y se usa el método POT, con un umbral del 10 % de la
cola de la distribucion de los datos para estimar el cuantil al nivel a.
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Figura 4.2: Evolucién del parametro - t-Student
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La Figura 4.2 compara el valor del parametro de la distribucion t-Student
con la evolucién de las rentabilidades del DJIA. Recuérdese que a menos gra-
dos de libertad, mas pesadez estimada en las colas. Se observa como los grados
de libertad alcanzan sus minimos valores en periodos de alta volatilidad y al-
tas pérdidas, efecto de la crisis subprime. Mientras que la Figura 4.3 muestra
la evolucion de los parametros g-h. Se observa que el pardmetro que controla
la curtosis (h) es positivo y alcanza sus maximos valores en periodos de alta
volatilidad.

La Figura 4.4 muestra el indice de estabilidad estimado mediante MLE y
el backtesting cuando las distribuciones se distribuyen a-estable. Los valores
estimados de « estdn entre 1.72 y 2. Mientras que el método de regresion
estima a entre 1.49 y 2. Este ultimo método es el que se empleard en 4.2, al
estimar VaR mediante la distribucion a-estable.

El Cuadro 4.1 resume el resultado del backtesting. Donde a-estable-ML
indica que los parametros se han estimado mediante maxima verosimilitud
(utilizando integracién directa para obtener la funcién de densidad a partir
de la funcién caracteristica), y a-estable-RegK indica que los pardametros han
sido estimados mediante el método de Koutrouvelis (1980).
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Figura 4.3: Evolucion de los parametros - g-h
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Figura 4.4: Evolucion del indice de estabilidad
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Cuadro 4.1: Resultados backtesting - DJIA

Intervalo de confianza para excepciones [5,18]
Modelo Excepciones
ARMA-GARCH-normal 27
ARMA-GARCH-t (v = 3) 4
ARMA-GARCH-t 17
ARMA-GARCH-POT (u=10%) 16
ARMA-GARCH-a-estable-ML 14
ARMA-GARCH-a-estable-RegK 10
ARMA-GARCH-g-h 8

Para corroborar el analisis anterior, usualmente se calcula el ratio de ex-
cepciones (VR, por sus siglas en inglés), que mide la proporcién entre excep-
ciones obtenidas por el modelo VaR y las excepciones esperadas. Entonces,
se considera que el mejor modelo es el que cuenta con un VR igual o muy
cercano a 1. Si VR es mucho mayor (menor) que 1 el modelo sub(sobre)-
estima riesgo. El contraste estadistico para validar el VR es el de cobertura
incondicional (UC, por sus siglas en inglés). La hip6tesis nula es que el mo-
delo del VaR es correcto, segtin el ratio de excepciones. Otro contraste es el
de independencia. Un modelo del VaR puede ser correcto en el sentido del
contraste de cobertura, pero las excepciones pueden ocurrir en dias consecu-
tivos. Si esto sucede podria ocasionar una quiebra con mayor probabilidad
que si las excepciones ocurren de manera independiente. La hipdtesis nula
de este contraste es independencia en la ocurrencia de las excepciones. El
Cuadro 4.2 muestra los valores de los estadisticos y sus respectivos p-valores,
donde LR, es el estadistico del contraste de cobertura incondicional y LR;,4
es el estadistico del contraste de independencia. Si consideramos un nivel de
significacion del 5 %, se rechaza la hipdtesis nula cuando el p-valor sea menor
a 0.05. Para mas detalles del célculo de los contrastes, véase por ejemplo
Christoffersen (2003, seccién 8.2) y Danielsson (2011, cap. 8).
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Cuadro 4.2: Contrastes de cobertura incondicional y de independencia para

DJIA

Modelo VR LR,. | p-valor | LR;,q | p-valor
Normal 2.3076 | 14.7603 | 0.0001 | 1.2768 | 0.2585
t (v =3) 0.3419 | 6.8647 | 0.0088 | 0.0274 | 0.8684
t-Student 1.4529 | 2.1275 | 0.1446 | 0.5017 | 0.4787

POT (u=10%) | 1.3675 | 1.4320 | 0.2314 | 0.4440 | 0.5052
a-estable-ML 1.1966 | 0.4296 | 0.5121 | 0.3394 | 0.5602
a-estable-RegK | 0.8547 | 0.2624 | 0.6085 | 0.1726 | 0.6778
g-h 0.6837 | 1.3294 | 0.2489 | 0.1102 | 0.7398

Como era de esperarse, las excepciones de los modelos que no satisfacen el
intervalo de confianza del Cuadro 4.1, no satisfacen el contraste de cobertura
incondicional. Ningiin modelo rechaza la hipdtesis nula del constraste de
independencia. Esto quiere decir que el modelo ARMA(1,1)-GARCH(1,1)
se ajusta bien a los cambios en volatilidad.

La idea de utilizar este ejemplo es comparar los resultados obtenidos en
este documento con los de Rachev et al. (2010). Estos autores obtienen los
resultados que se muestran en el Cuadro 4.3, para los datos del Ejemplo 3.

Cuadro 4.3: Resultados de Rachev et al. (2010)

Modelo Excepciones
GARCH-normal 20
GARCH-t 3
GARCH-EVT (POT) 1
GARCH-estable 11




50 CAPITULO 4. BACKTESTING Y APLICACION

El articulo de Rachev et al. (2010) no especifica que modelo GARCH
ha sido empleado, aunque indican que se han basado en un modelo ARMA-
GARCH. Las excepciones esperadas para el caso de la distribucién normal
son similares; sin embargo, existen diferencias en los otros casos. Por ejemplo,
en el caso de la distribucién t-Student, los autores emplean un parametro fijo
de cinco grados de libertad. En nuestro analisis obtenemos un valor similar a
estas excepciones cuando se fija el pardmetro en tres grados de libertad. Sin
embargo, cuando se permite ajustar el pardmetro de la t-Student para cada
ventana, obtenemos 17 excepciones, que estan en el intervalo de confianza al
95 % para el nimero esperado de excepciones en este caso. Para el método
POT, Rachev et al. (2010) emplean un umbral del 1.02 % necesitando una
ventana movil de 3000 datos y obtienen un pobre desempeno de este método.
Mientras que en nuestro caso, se emplea un umbral del 10% y el tamano
de la ventana movil igual al de las demas distribuciones (500). Nuestros
resultados muestran que el nimero de excepciones es 16 para POT, y también
se encuentra en el intervalo de confianza del 95%. Finalmente, el estimado
de excepciones mediante la distribucion estable es el que mas se acerca al
esperado y este resultado va en la linea del estudio de Rachev et al. (2010).
Otra diferencia es que a pesar de contar con el mismo rango de datos, el
periodo de backtesting para Rachev et al. (2010) es de 1130 dias, mientras
que en nuestro estudio es de 1170 dias.

En el apartado del método POT, ya habiamos comentado la dificultad en
la seleccién del umbral para este método, y las consecuencias en la estimacion
de los parametros de la distribucién de Pareto generalizada. Aunque existen
métodos visuales para la seleccion del umbral, como el grafico de Hill y el
grafico de excesos medios, estos métodos presentan problemas. No existe un
método optimo para la seleccion del umbral, y éste es un problema abierto
de investigacién. En el articulo de Rachev et al. (2010), la seleccién del um-
bral del 1.02% de la cola de los datos, conlleva a una pobre estimacién del
VaR mediante POT. Sin embargo, en este trabajo (como en otros estudios
mencionados en la revisién de la literatura) se recomienda usar como umbral
el 10% de la cola de los datos. Para los datos de DJIA, observamos una
adecuada estimacion del VaR de acuerdo a los resultados del backtesting con
dicho umbral.
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Figura 4.5: Grafico de precios y rentabilidades de la Aplicacién
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4.2. Aplicacion

En este apartado se aplican los métodos descritos en los capitulos ante-
riores y que se aplicaron en el Ejemplo 3 de la seccién anterior. La idea es
probar el desempeno de las distribuciones analizadas a dos series tempora-
les, teniendo en cuenta las recientes crisis financieras, la crisis subprime y
de riesgo soberano. Los datos corresponden al indice bursatil MSCI ACWI!
(MSCI) y el tipo de cambio USD/EUR.? El periodo de precios de estas se-
ries comprende desde el 1 de septiembre de 2003 hasta 1 de abril de 2013,
para un total de 2501 datos diarios de precio. Los rendimientos logaritmicos
se calculan como r; = 100log(P;/P,_1), con esto se estiman 2500 datos de
rendimientos diarios. El tamano de la ventana empleado es de 500 dias, y el
periodo del backtesting comprende desde el 2 de agosto de 2003 hasta el 1
de abril de 2013. Por lo tanto, los dias de backtesting son 2000, y al calcu-
lar VaR al 99 %, se espera un promedio de 20 excepciones al VaR calculado
dependiendo de la distribucion asumida.

'Es un indice ponderado por capitalizacién del mercado y mide el desempefio bursatil

de mercados desarrollados y emergentes.
2Fuente: Datastream, Thomson Financial.
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La Figura 4.5 muestra en la parte superior la serie de precios y en la
inferior la serie de rendimientos. La linea vertical punteada representa el
inicio del periodo del backtesting.

El Cuadro 4.4 muestra que el promedio del rendimiento logaritmico para
las dos series esta alrededor de cero. El coeficiente de asimetria es positivo
para los rendimientos el USD/EUR, esto indica que para el periodo analizado
se tiene méas probalidad de obtener rendimientos logaritmicos negativos. El
caso contrario sucede con los rendimientos del MSCI. Las series presentan
valores de curtosis mayores que tres, que es el valor de curtosis de la distribu-
cién normal. Sin embargo, el exceso de curtosis es mucho mayor en MSCI que
en el tipo de cambio USD/EUR. Esto muestra que hay méas eventos extre-
mos en la serie de MSCI. Adicionalmente, la desviacion estandar y el rango
son mayores en MSCI que en el tipo de cambio, lo que indica que los datos
de rentabilidad de MSCI estan mas dispersos. Se pasard directamente a los
resultados del backtesting donde los rendimientos se filtran por un proceso
ARMA(1,1)-GARCH(1,1) como en el Ejemplo 3.

Cuadro 4.4: Estadistica Descriptiva de la Aplicacién

Estadistico MSCI | USD/EUR
Media 0.0194 0.0063
Mediana 0.0825 0.0072
Desviacion estandar 1.0960 0.6458
Varianza 1.2014 0.4171

Coeficiente de asimetria | -0.4593 0.1174

Exceso de curtosis 9.1004 2.9421

Minimo -7.3713 -3.8440

Maximo 8.9030 4.6171
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Cuadro 4.5: Resultados del Backtesting - Aplicacién

Intervalo de confianza para excepciones [11,29]
Modelo MSCI | USD/EUR
ARMA-GARCH-normal 44 25
ARMA-GARCH-t 33 17
ARMA-GARCH-POT (u=10%) | 28 22
ARMA-GARCH-a-estable-RegK | 29 26
ARMA-GARCH-g-h 18 10

Resultados del Backtesting

El Cuadro 4.5 presenta los resultados del backtesting. Mediante la ecua-
cién (4.3) se calcula el intervalo de confianza al 95 % para las excepciones
entre 11 y 29.

Se observa que la distribuciéon normal y t-Student ofrecen un buen resul-
tado para los rendimientos del tipo de cambio USD/EUR. Este resultado es
razonable, puesto que esta serie no presenta muchos eventos extremos. Sin
embargo, estas distribuciones fallan en capturar los eventos de cola para la
serie de rendimientos del MSCI. El método basado en la teoria del valor ex-
tremo y la distribucién a-estable ofrecen resultados satisfactorios para ambas
series. Mientras que la distribucién g-h presenta un buen desempeno para los
datos de MSCI pero falla en el caso del tipo de cambio.

El Cuadro 4.6 presenta los contrastes de cobertura incondicional y de
independencia para MSCI, mientras que el Cuadro 4.7 para los datos del
USD/EUR. Al igual que con los resultados del Cuadro 4.2, los modelos que
no cumplen con el intervalo de confianza de excepciones, no satisfacen el
contraste de cobertura incondicional, y ningin modelo rechaza la hipdtesis
nula del contraste de independencia.
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Cuadro 4.6: Contrastes de cobertura incondicional y de indepencia para MS-

CI

Modelo VR LR,. | p-valor | LR;,q | p-valor
Normal 2.2 | 21.6763 | 0.0000 | 1.9807 | 0.1593
t-Student 1.65 | 7.1367 | 0.0075 | 1.1078 | 0.2925
POT (u=10%) | 1.4 | 2.8748 | 0.0900 | 0.7955 | 0.3724
a-estable-RegK | 1.45 | 3.5917 | 0.0581 | 0.8538 | 0.3555
g-h 0.9 | 0.2090 | 0.6475 | 0.3271 | 0.5673

Cuadro 4.7: Contrastes de cobertura incondicional y de

USD/EUR
Modelo VR | LR,. | p-valor | LR;,; | p-valor
Normal 1.25 | 1.1698 | 0.2794 | 0.6332 | 0.4261
t-Student 0.85 | 0.4788 | 0.4889 | 0.2916 | 0.5892
POT (u=10%) | 1.1 | 0.1956 | 0.6582 | 0.4896 | 0.4841
a-estable-RegK | 1.3 | 1.6611 | 0.1974 | 0.6853 | 0.4078
g-h 0.5 | 6.1875 | 0.0129 | 0.1005 | 0.7512

indepencia para




4.3. PROPUESTA PARA LA MEJORA DE EFICIENCIA COMPUTACIONALb5

4.3. Propuesta para la mejora de eficiencia
computacional en estimacion de parame-

tros mediante M LE

Este apartado plantea una posible mejora a la eficiencia computacional
mediante el método de maxima verosimilitud. La idea consiste en utilizar una
serie de parametros previamente estimados mediante este método, y luego
emplear una técnica de series temporales para predecir los valores futuros
de estos parametros. Para la distribucion a-estable los parametros de interés
son el indice de estabilidad, «; y el parametro del coeficiente de asimetria, 3.
Estos parametros controlan la forma de la distribucién. Especificamente, se
emplea la técnica de vectores autorregresivos (VAR, por sus siglas en inglés).
Generalmente se aplica VAR (véase Apéndice B) a variables estacionarias,
y segun Brooks (2008, p. 292-3) no se recomienda hacer diferenciacién de
las variables, pues al hacerlo se estaria desperdiciando informacion de largo
plazo. Por lo tanto, se aplicard VAR a las series como estan, sin diferenciar.
Para elegir el orden del modelo VAR se emplea el algoritmo de Tsay (VARor-
der) que estd basado en el criterio AIC. Adicionalmente, Brooks anota que
para realizar contrastes individuales o conjuntos para examinar la significa-
cion estadistica de los coeficientes, las variables deberian ser estacionarias.
En general, los modelos de regresion con variables no estacionarias ofreceran
resultados espireos, pero no cuando los residuos son estacionarios, es decir,
cuando las variables estan cointegradas. Sin embargo, un resultado impor-
tante es que aplicar VAR a variables no estacionarias se obtienen residuos

estacionarios. A continuacion se presenta esta propuesta aplicado al Ejemplo
del DJIA.

Ejemplo 4. (Prediccién de los parametros de una a-

estable)

Para este caso se cuentan con 1670 rendimientos diarios, y en el Ejemplo
3 se estimaron 1170 pares de parametros « y 3, puesto que para la primera
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Figura 4.6: Orden del VAR
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estimacion de parametros se emplearon los primeros 500 dias que correspon-
den a los dias de backtesting. El ejercicio consiste en predecir los tltimos 500
valores (de los 1170) de oy 8, y compararlas con las iltimas 500 estimaciones
del Ejemplo 3. Entonces se emplea una ventana mévil de 670 valores estima-
dos para predecir a y 8 para los siguientes 10 dias. Para la siguiente ventana,
se emplean estos 10 valores pronosticados que se agregan al final de la ven-
tana anterior, eliminando los primeros 10 valores de la ventana previa. Se
repite este procedimiento hasta completar las 500 predicciones requeridas.
Adicionalmente, se restringe los valores de a y 8 a los valores permisibles
(0 < <2 —1<p <1). La Figura 4.6 presenta el retardo seleccionado
para el modelo VAR en cada una de las 50 iteraciones.

Para la estimacion, se empled la libreria vars de R. Aqui se considera
que los estimados obtenidos en el Ejemplo 3 son los valores reales. Entonces
los valores de MSE, RMSE y RRMSE para este ejemplo se muestran en el

. 2
Cuadro 4.8. Donde MSE = 1/n 3, (Y;-Y;) ", RMSE= VMSE y RRMSE=
RMSE/E (V).

La Figura 4.7 muestra el valor estimado de los parametros mediante MLE

y los valores predichos mediante el modelo VAR. También se presenta el error
de prondstico.
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Cuadro 4.8: Ajuste de las predicciones
o B
MSE 0.0003 | 0.0465

RMSE | 0.0180 | 0.2157

RRMSE | 0.0097 | -0.2702

Figura 4.7: Comparacion de las predicciones y error de prondstico
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Figura 4.8: Comparacion del VaR usando vectores autoregresivos
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De esta manera, se utilizan los valores de los parametros estimados me-
diante el VAR (modelo de vectores autoregresivos) para cuantificar Value-at-
Risk como se realizé anteriormente. En lugar, de estimar los parametros de la
distribucion a-estable, se emplean los valores predichos mediante el modelo
de vectores autoregresivos. La Figura 4.8 presenta la comparaciéon del VaR
calculado con la distribucién a-estable mediante MLE como se realizo en el
Ejemplo 3 (linea sélida) con respecto al VaR calculado con los pardmetros
predichos mediante el modelo de vectores autoregresivos (linea punteada).
Note que las rentabilidades y el VaR calculado (linea sélida) de la Figura 4.8
corresponden a los tdltimos 500 datos de la Figura 4.4.

Como se observa en la Figura 4.8, no se aprecia diferencias entre los
dos calculos del VaR. Por lo tanto, este apartado tiene dos implicaciones
importantes en la gestion del riesgo. Una es que, gracias a la técnica de
vectores autoregresivos, se puede mejorar el tiempo computacional cuando
se emplea la técnica MLE al estimar los parametros de la distribucion a-
estable. Puesto que estos parametros son el insumo para calcular el cuantil de
los residuos estandarizados del modelo ARMA(1,1)GARCH(1,1), se obtiene
un método confiable de calculo de VaR mediante la distribucion a-estable
usando la expresién (2.11).

La otra implicaciéon de este apartado es que el gestor de riesgo puede em-
plear la técnica de vectores autoregresivos para predecir los valores futuros
del parametro « o indice de estabilidad. Como se mencioné anteriormente,
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este parametro indica que tan pesada es la cola de la distribucién, y normal-
mente en activos financieros, este indice estd entre 1.6 y 2.0. Recuerde que
entre menor sea el valor del indice de estabilidad mas pesada es la cola de la
distribucién. Si los valores predichos del parametro o de las rentabilidades
de un activo financiero tienden a disminuir, ésto servira de alerta temprana
al gestor de riesgos para que tome la posicién adecuada con respecto a dicho
activo financiero y no incurra en pérdidas.

Como futura investigacién, se propone emplear el modelo de vectores
autoregresivos para predecir pardmetros de otras distribuciones como la g-h
y GPD, analizadas en este trabajo de investigacién, y estudiar su relacion
con la cuantificacién del VaR.



Capitulo 5

Conclusiones

La pregunta de investigacion de si existe un modelo que permita calcular
VaR de manera adecuada, y en especial, capturar eventos de cola es aun
estudiada en la literatura financiera. En la revision de la literatura se observa
el uso de diferentes distribuciones que recogen asimetria y colas pesadas de
las rentabilidades. En este trabajo se emplearon las distribuciones t-Student,
GPD, a-estable y g-h comparada con la distribuciéon normal.

A partir de nuestro analisis empirico, podemos concluir que, para la mues-
tra analizada, en los datos donde se presentan eventos extremos, la distribu-
cién GPD, a-estable y g-h funcionan bien, lo cual es plenamente consistente
con la postura mayoritaria de la literatura. Por lo tanto, también se recomien-
da el uso de esta ultima distribucién, puesto que es una manera de incorporar
asimetria y curtosis en los célculos del Value-at-Risk (VaR), y aunque no se
cuenta con una forma explicita de su funcién de densidad, la estimacion de
sus parametros es relativamente sencilla comparada con otros métodos, co-
mo por ejemplo, para la distribuciéon a-estable. Sin embargo, en el caso de
pocos eventos de cola, la distribucién g-h muestra un comportamiento muy
conservador al estimar riesgo. Mientras que la distribuciéon GPD y a-estable
funcionan bien para estos casos. Al calcular VaR mediante el método POT se
emplean sélo los datos que exceden un umbral, mientras que la distribucién
a-estable emplea todos los datos. Otro inconveniente del método POT, es la
seleccion del umbral, debido al tradeoff entre sesgo y varianza presente en la
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estimacién de los parametros de la GPD. Sin embargo, se observa que em-
plear un umbral correspondiente al 10 % de los datos de la cola, se obtienen
resultados satisfactorios en el calculo del VaR. La estimacion de parametros
de la distribucion a-estable también presenta un desafio para la investigacion
financiera. De la revision de la literatura se observa que el método de maxi-
ma verosimilitud ofrece estimaciones mas confiables que otros métodos; pero
este método resulta ser computacionalmente costoso. Este trabajo presenta
una propuesta para mitigar este problema. La propuesta consiste en predecir
valores de los parametros a partir de estimaciones previas mediante el uso
del modelo de vectores autorregresivos (VAR). Los resultados muestran que
los valores predichos son muy cercanos a las estimaciones mediante maxima
verosimilitud. De esta manera estos valores predichos pueden ser usados para
calcular VaR.

Futura investigacién estard encaminada a probar el desempenio de estas
distribuciones en la medida de riesgo Expected Shortfall (ES) cuando exista
un método apropiado de backtesting para esta medida de riesgo, debido a
que ES no cumple la propiedad de “elicitability” (Véase por ejemplo Gneiting,
2011).



Apéndice A

Regresion robusta

Un modelo de regresién lineal estimado mediante minimos cuadrados no
se puede comportar bien cuando los errores no se distribuyen normal, espe-
cialmente cuando su distribucién presenta colas pesadas. Esto se debe a la
presencia de observaciones influyentes. Una solucion es usar el método de la
regresion robusta, cuyos estimados no son tan sensibles en la presencia de
datos influyentes (Fox, 2002).

El método mas comiin en regresién robusta es la estimacion-M, desarro-
llada por Huber en 1964. Sea el modelo de regresion lineal:

Yr = P1 + Bope + Baxpg + - - + BTk + €,

L (A1)
Yk = X 3 + ep.

Donde x;. v (3 es la notacién matricial para las variables explicativas y los
estimados de los parametros respectivamente. Entonces el estimador-M es el
que minimiza la funcién:

n n

Z plex) = Z p(yr — Xiﬁ)- (A.2)

k=1 k=1

Donde p brinda la contribucién de cada residuo a la funcién objetivo. p
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deberia tener las siguientes propiedades:

= p(e) >0
= p(0)=0
= p(e) = p(—e)

= plex) = plew) para e > |ep|.

Sea ¢ la derivada de p. Al diferenciar la funcién objetivo con respecto a
los estimados de los coeficientes de la regresion 3, y al igualar las derivadas
parciales a cero, se obtienen las j ecuaciones para estimar los coeficientes:

> oy — X1 B)xg = 0. (A.3)
k=1

Sea la funcién de pesos w(e) = ¢(e)/e y llame wy, = w(eg). Entonces, las
ecuaciones a ser estimadas se pueden reescribir como:

n

> wlye —xB)x| = 0. (A.4)

k=1

Y este se vuelve un problema de minimos cuadrados ponderados, al mi-
nimizar »_,_, wiez. Sin embargo, los pesos dependen de los residuos, éstos
dependen de los coeficientes estimados, y éstos a su vez de los pesos. Por
lo tanto, se requiere de una solucién iterativa, técnica conocida como mini-
mos cuadrados iterativamente reponderados (IRLS, por sus siglas en inglés).
Finalmente, se resuelve iterativamente hasta que los coeficientes convergen.

AH = [XWEDX] T X'WEDy, (A.5)
Donde W1 = {w,(f_l)} es la matriz (diagonal) de pesos para la itera-

cion t—1. La funcion objetivo del estimador-M, en especifico, el estimador de
Huber estéa dada por:
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5e? para |e| <,

e) =
pu(e) {l|e| — 31 para |e] > L.

Mientras que la funcién objetivo para el esitmador de minimos cuadrados
es 2. | es una constante de afinamiento. Entre més pequeia es esta constan-
te hay mas resistencia a los valores atipicos, pero produce menor eficiencia
cuando los errores se distribuyen normal. En particular, para el estimador de
Huber, [ = 1,3450, donde o es la desviacién estandar de los errores.

La estimacion mediante minimos cuadrados ordinarios se puede ver como
un caso especifico de la estimacién mediante minimos cuadrados ponderados,
donde la funcién de pesos es igual a 1. Esta funcién en la estimacion robusta
(Huber) es de la forma:

(e) 1 para |e| <,
wr(e) =
& k/le| para |e| > .



Apéndice B

Modelos de vectores

autorregresivos (VAR)

Este tipo de modelos es util cuando se requiere caracterizar interacciones
simultdneas entre dos o mas variables. Sean 1, y ys dos variables, la forma
de VAR(1) estd dada por:

Y1 = Bro + BuiYi—1 + Prayai—1 + Uiy,

(B.1)
Yar = P20 + BaYos—1 + Baoyai—1 + Uy

Las aplicaciones mas comunes del VAR en el campo de la economia estan
orientadas a pruebas de causalidad de Granger, analizar funcién de respuesta
al impulso y anélisis de la descomposicion de la varianza de errores. Para més
detalles de las dos ultimas aplicaciones véase por ejemplo Hamilton (1994, p.
167-169). En nuestro caso, se emplea VAR para predecir dos variables. Si las
dos variables estan cointegradas se recomienda usar el modelo vectorial de
ajuste al equilibrio de largo plazo (VECM), si no lo estdn se sugiere usar VAR.
Se dice que dos variables estan cointegradas, si son variables integradas cuya
combinacion lineal es estacionaria. Sin embargo, un resultado importante es
que aplicar VAR a variables no estacionarias se obtienen residuos estaciona-
rios. Esto implica que se puede omitir el paso de la cointegracién y realizar
prediccién mediante VAR sobre variables no estacionarias. Por tal razén, se
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emplea VAR en nuestro trabajo. Puesto que el objetivo de este documento
no es describir el modelo VAR, para méas detalles véase por ejemplo Tsay
(2010, Cap. 8) y Hamilton (1994, Cap. 11).
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