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1. INTRODUCCION

Este trabajo tiene por objetivo principal analizar el comportamiento de carteras formadas bajo
el criterio comun de minima varianza- Harry M. Markowitz (1959) - y minimo momento parcial
inferior - David N. Nawrocki (1991). Estos criterios se aplicaran a una cartera compuesta por
renta variable, renta fija y oro, tal y como proponen Craig Rowland & J.M Lawson (2012).

La creacidn de carteras con los activos propuestos se fundamenta en los supuestos
establecidos en la publicacién “The Permanent Portfolio” de Craig Rowland & J.M Lawson
(2012). Estos autores proponen invertir a partes iguales en renta fija de largo plazo, renta fija
de muy corto plazo, renta variable y oro (como activo refugio) con el propdsito de obtener una
rentabilidad estable y de baja volatilidad en cualquier momento del ciclo econdmico:
prosperidad, inflacién, escasez de dinero y deflacidon. Por otro lado, mantener la misma
ponderacién de cada activo en la cartera lleva a incurrir, continuamente, en costes de
transaccidon por lo que los autores proponen rebalancear la cartera cada cierto tiempo.

En este trabajo se van a formar carteras compuestas por los activos propuestos por Craig
Rowland & J.M Lawson (2012) con la excepcion de la renta fija de muy corto plazo. Ello se debe
a dos motivos:

1. Al tener una baja duracidn, no son tan sensibles a cambios en los tipos de interés. Por tanto,
a la hora de analizar las correlaciones cambiantes en el tiempo es preferible observar estas
cuando involucran a activos de distinta naturaleza vy, obviamente, los titulos de renta fija de
muy corto plazo estdn menos afectados por los tipos de interés que los de muy largo plazo.

2. Por otro lado, los titulos de renta fija a muy corto plazo suelen tener muy baja volatilidad en
comparaciéon con los demds activos por lo que, presumiblemente, ponderarian en un
porcentaje muy alto tanto en la cartera de MV como en la de LPM.

A continuacidén se muestra un breve resumen de los apartados de este estudio: En el apartado
dos, datos y estadisticos muestrales, se exponen los datos utilizados, se hace un estudio de su
autocorrelacion y se hace explicito el proceso que siguen las rentabilidades. El tercer apartado
se subdivide en dos apartados, en el primero de ellos se estudian distintos modelos de
volatilidad con el objetivo de seleccionar aquel que modela de forma mds verosimil la varianza
condicional de las innovaciones de los activos propuestos. En el segundo subapartado se
modelan las correlaciones condicionales entre los activos a partir de un modelo DCC-GARCH
haciendo uso de cépulas. En el apartado cuarto se forman, con los activos propuestos, carteras
dindmicas de minima varianza y de minimo momento parcial inferior, adicionalmente, se
construyen las carteras de ponderaciones constantes bajo ambos criterios. Por ultimo, se
establece una comparacion entre ellas junto con una cartera equiponderada y un indice de
renta variable. Las conclusiones de este trabajo de investigacion se muestran en el apartado
cinco.



2. DATOS Y ESTADISTICOS DESCRIPTIVOS

A continuacidn, y conforme a lo expuesto en el punto anterior, se van a concretar los activos
gue se han utilizado para el estudio:

Renta Fija: Para el caso de la renta fija se ha utilizado el tipo de interés “US TREASURY CONST
MAT 30 YEAR”. A partir del mismo se ha derivado el precio de un bono tedrico cupdn cero a 30
afios con un valor nominal de 100S. De esta manera tenemos una serie temporal para el activo
de renta fija con la mayor sensibilidad posible a tipos de interés, dado que es el vencimiento
mas largo de la ETTI en US.

Renta Variable: Para Renta Variable se ha utilizado como activo el indice S&P500 por ser el mas
conocido del mercado US (S&P 500 COMPOSITE - PRICE INDEX (US)). Dicho indice sera
utilizado posteriormente, como una cartera de renta variable con la que comparar las carteras
de minima varianza y minimo momento parcial inferior.

Activo Refugio: En el caso del activo refugio no hay lugar a dudas de que el Oro es el mas
representativo. Para el estudio se ha utilizado el precio de la onza de Oro (Gold Bullion LBM
US/Troy Ounce).

Qué todos los activos pertenezcan al mercado de EE.UU. permite disponer de series
temporales mas largas, lo cual posibilita observar en un horizonte mayor la evolucién y
desempeno de las carteras, asi como de las correlaciones entre los diferentes activos que las
componen.

Por otro lado, las series temporales se basan en datos semanales desde el 16/2/1977 hasta el
10/12/2014. Se ha elegido esta frecuencia para eliminar el “ruido” redundante de una serie
temporal diaria y para poder disponer de una cantidad suficiente de datos frente a lo que
supondria escoger una frecuencia mensual. Sin embargo, las carteras se rebalancearan
mensualmente para minimizar el efecto de los costes de transaccion, si bien, estos no se han
tenido en cuenta ya que el objetivo principal de este estudio es la comparacion entre los
criterios de minima varianza y minimo momento parcial inferior.

Con los datos obtenidos se calculan las rentabilidades logaritmicas de las tres series
temporales y se observa el grado de correlacidn lineal y de rangos (Kendall y Spearman) que
existe entre ellos para tener una primera impresidon de la correlacion existente entre los
activos que formaran la cartera:

C.Lineal C. Kendall C. Spearman
S&P 500 - Oro 0,06047 0,01948 0,02908
S&P 500 - Bono 30y 0,10301 0,07987 0,11401
Bono 30y - Oro 0,04942 -0,00043 -0,00052

Tabla 1



Las correlaciones calculadas en la Tabla 1 muestran que la correlacion entre los activos es muy
baja, lo que se podria esperar dada la distinta naturaleza de los activos analizados. Esto nos
indica que una cartera formada por los mismos estaria bien diversificada.

A continuacion, para una 6ptima modelizacidn de las varianzas y correlaciones cambiantes en

el tiempo, se va a analizar la existencia, o no, de autocorrelacién parcial en rentabilidades y
rentabilidades al cuadrado.

El estudio de la autocorrelacion parcial de las rentabilidades y rentabilidades al cuadrado nos
permitira determinar si la distribucién de rentabilidades es dependiente en el tiempo:
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Figura 1

De la Figura 1 se puede afirmar que tanto las rentabilidades del S&P500 como las del Oro no
muestran dependencia en el tiempo, mientras que el Bono 30y muestra autocorrelacién

parcial en el quinto retardo. Sin embargo, para la modelizacion de la rentabilidad
supondremos que dicho retardo no influye.

En cuanto a las rentabilidades al cuadrado, se observan retardos significativos en los tres
activos, lo que sugiere la existencia de dependencia en la evolucién temporal de la varianza.
Es decir, la distribucién de probabilidad de las rentabilidades es dependiente en el tiempo a
través de sus segundos momentos, lo que significa que no es constante en el tiempo.
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Figura 2

Observando la Figura 2 podemos concluir que efectivamente la volatilidad no es constante en
el tiempo y que tanto en el S&P 500, como en el Oro y el Bono 30y, se alternan periodos de
alta volatilidad con periodos de menor volatilidad. Dicho esto, queda justificado el uso de la
modelizacién de la volatilidad como un estadistico que cambia en el tiempo. Por otra parte, y a
tenor de lo que muestran los graficos, si que podemos afirmar que la media muestral de las
rentabilidades de los tres activos es un estadistico constante a lo largo del tiempo.

Con todo lo dicho anteriormente concluimos que las rentabilidades de los tres activos
(S&P500, Oro y el Bono tedrico a 30 afos) se determinan mediante el siguiente proceso al
tener, todos ellos, retardos no significativos en la frecuencia temporal objeto de estudio
(semanal):

Tie = i + &t
Donde la innovacién:

€it = ZitOit



3. METODOLOGIA

En este apartado se van a construir las series temporales de varianzas y correlaciones
condicionales. En el caso de las varianzas condicionales se aplicaran y compararan tres
modelos GARCH comunmente utilizados: El modelo GARCH introducido por Bollerslev (1986),
el modelo GARCH asimétrico, AGARCH, introducido por Engle (1990) y el modelo GJR-GARCH
introducido por Glosten, Jagannathan and Runkle (1993). En cada uno de ellos se utilizaran las
siguientes distribuciones estadisticas: Normal, t-Student, t-Student asimétrica y una mixtura de
dos normales. Posteriormente, estandarizaremos las innovaciones con las series temporales
de varianza condicional obtenidas a partir del modelo de volatilidad que mayores valores
alcance en la funciéon de log-verosimilitud y menores valores en los estadisticos AIC y BIC.

Una vez obtenidas las varianzas condicionales de cada uno de los tres activos, y por tanto, las
innovaciones estandarizadas, se pasa a calcular las correlaciones condicionales, dos a dos. Para
ello, se va a utilizar un modelo DCC Cépula-GARCH, en el que se mantiene la estructura de
covarianzas condicionales de un DCC-GARCH, tal y como propone Engle (2002), pero
maximizando la log-verosimilitud de una densidad de cépula.

Método de estimacion: Como hemos visto, la obtencidn de varianzas condicionales y
correlaciones condicionales se realiza por etapas. En la primera de ellas, se estiman los
pardmetros de los GARCH univariantes junto con los de la funcion de distribucién de cada
innovaciéon. Estos pardmetros se han estimado separadamente de los pardmetros del DCC
Copula-GARCH, tal y como se propone en el estudio de Claudia Czado, Ran Zhang and Aleskey
Min (2009). Esto es lo que se conoce como Inferencia en el Margen (IFM). Es decir, la
estimacion se realiza por etapas: En la primera se hallan las varianzas condicionales mientras
que en la segunda se obtienen las correlaciones condicionales.

ETAPA1 6; = arg max €.marginal (055 &)

Donde ¢; son las innovaciones y 6; son los pardmetros del modelo GARCH (AGARCH o GJR-
GARCH) univariante y de la funcién de distribucion de las innovaciones, los cuales, han sido
estimados simultadneamente mediante maximizacién de la funcidn de log-verosimilitud.

Seguidamente se realiza la segunda etapa, de donde se estimaran los parametros de la cépula
y del DCC GARCH (0;;) simultaneamente, maximizando la funcién de log-verosimilitud de
densidad de cépula:

ETAPA 2 @l-j = argmax € copuia (0ij; Zi, Zj)

Donde "z;" 'y "z;" son las innovaciones estandarizadas.



3.1. Modelos de Volatilidad

Antes de modelar la volatilidad se debe hacer un supuesto acerca de la funcién de distribucién
gue sigue cada innovacién. En este trabajo, al igual que en el estudio de Carol Alexander and
Emese Lazar (2004), se ha estudiado el desempefio de tres modelos de volatilidad (GARCH,
AGARCH Y GJR-GARCH) en los que en cada uno de ellos se ha supuesto cuatro distribuciones
distintas (Normal Estandar, t-Student, t-Student Asimétrica y Mixtura de Normales).

En dicho trabajo se ponian a prueba combinaciones de estas distribuciones y modelos de
volatilidad sobre las innovaciones, en frecuencia diaria, de varios indices bursatiles. Los
resultados mostraban que, en base al criterio de log-verosimilitud, la distribuciéon que mejor se
adaptaba a los datos era la mixtura de normales seguida de la t-Student asimétrica. Por otro
lado, se demostraba la superioridad de los modelos GARCH asimétricos (AGARCH y GIR-
GARCH) frente al modelo GARCH.

En este trabajo, se analizaran estos modelos con respecto a los tres activos que forman la
cartera: S&P500, Oro y Bono a 30 afos. Sin embargo, aqui se han utilizado datos en frecuencia
semanal por lo que el objetivo en este apartado es doble: Por un lado se hallaran los mejores
modelos, de entre los ya citados, que mejor se adaptan a nuestros activos a la vez que se
verifica si los resultados obtenidos por Carol Alexander and Emese Lazar (2004) son aplicables
a datos en frecuencia semanal, es decir, si la curtosis y asimetria de los datos diarios que tan
bien recoge la mixtura de normales esta presente en datos de frecuencia semanal.

A continuacion se detallan los modelos utilizados:

GARCH (1,1): Este modelo (Generalized AutoRegressive Condiitonal Heteroskedasticity),
introducido por Bollerslev (1986) determina la varianza condicional a partir de la innovacion
previa y la propia varianza condicional del periodo anterior. Ademas, permite que la varianza
condicional revierta a un valor de largo plazo.

0t = w+ Pof + ast

El pardmetro § mide la incidencia de las varianzas condicionales previas en la varianza
condicional del periodo actual. Por otro lado, el parametro @ mide la influencia de los shocks
pasados en la volatilidad condicional del periodo actual. Por ultimo, el pardmetro w; = yioiZ_LP
se compone de la varianza de largo plazo a la que revierte la varianza condicional y de su
coeficiente de ponderacién.

En un modelo GARCH, para que la varianza condicional sea positiva se requiere de las
siguientes restricciones:

w>0; a>0; B=0; B+a<l.



A partir de la estimacion de los pardmetros @, 8, w se obtiene la varianza de largo plazo (02p)

a la que revierte la varianza condicional asi como su coeficiente (y).
— 2
W =7YOorp

y=0Q-p-a)

2 _ w
T T-f-a)

AGARCH (1,1): El modelo AGARCH, introducido por Engle (1990) es la version asimétrica del
modelo anterior. Su peculiaridad reside en la intencidn de recoger de un modo mds apropiado
la asimetria de las innovaciones mediante el pardametro A . Cuando dicho parametro es igual a
cero este modelo es igual al anterior.

ot =w+ Bo? + a(e —1)?

Con respecto al modelo anterior, el modelo AGARCH incluye el pardmetro A. Si este
pardmetro toma valores positivos significa que la volatilidad futura sera mas elevada ante
shocks (innovaciones) negativos que positivos, ambos de la misma proporcién.

En este modelo las restricciones para que la varianza condicional sea positiva son las mismas:

w>0; a>0; B=0; f+a<l1

Sin embargo, la varianza de largo plazo se calcula de manera diferente:

w = yolp — ar?

y=0-p-a)
. w + ar?
T A-p-a

GJR-GARCH (1,1): Por dltimo, el modelo GARCH de Glosten, Jagannathan and Runkle (1993),
permite una respuesta de la volatilidad distinta segun si los shocks son negativos o positivos.
Es decir, la varianza condicional responde de manera diferente segun si las innovaciones
pasadas han sido positivas o negativas. Dicha diferencia se encuentra determinada por el
parametro A. Este modelo, al igual que el anterior, incluye como caso particular el modelo
GARCH cuando 4 = 0.



0t = w+ Bo? + ast + Aetdf

d__{l, & <0
t 0, & =0

De igual manera a los modelos anteriores se imponen las siguientes restricciones:
w>0; a>0; B=0; B+a<l.

En este caso, la varianza incondicional es:

W =YOorp
- (1-n-a-)
w
2
Orp 1
(=p-a-)

En este modelo el significado del parametro A tiene la misma interpretacién que en el modelo
anterior, es decir, cuando este pardmetro toma valores positivos los shocks negativos hacen
incrementar la varianza condicional en mayor proporcién que los shocks positivos.

Notar que en cada uno de los modelos de volatilidad, para iniciar el proceso, se ha tomado
como primera observacién de la varianza condicional la varianza muestral. Es decir,

of = Var(e;)

Para la estimacion de los parametros de cada modelo se ha utilizado el procedimiento de
maximizacién de la funcidon de log-verosimilitud de la funcién de densidad. Como se ha
expuesto anteriormente, se han utilizada en cada modelo de volatilidad las siguientes
distribuciones: Normal estandarizada, t-Student, t-Student asimétrica y Mixtura de Normales.

10



3.1.1. Distribuciones Univariantes:

A continuacidon se exponen las distribuciones utilizadas asi como las funciones de log-
verosimilitud que se han maximizado respectivamente:

Normal Estandarizada: La distribucion normal estandarizada es la mas cominmente utilizada
en los modelos de volatilidad GARCH. Sin embargo, no recoge la leptocurtosis que las series
temporales de rendimientos suelen tener, sobretodo, en altas frecuencias.

Funcién de densidad:

f2) = v%exp 32

Funcidn de log-verosimilitud:

T

Z <ln[2n] + In[o?] + 8—t22>
Ot

t=1

InL=-—

N| =

t-Student: La distribucién t-Student permite recoger el efecto de colas pesadas (leptocurtosis)
qgue la distribucion normal no permite recoger. Este efecto se determina por el valor del
parametro v (grados de libertad), un valor menor de este parametro significa que las colas de
la distribucion son mas pesadas. Cuando este parametro tiende a infinito se obtiene la
distribucién normal.

Funcién de densidad:

f) =

1 I,(v-;l) 1 2 '(2)
27 1(0) (1+5757)

Funcién de log-verosimilitud:
InL = In [r (%1)] ~In]r (g)] —0.51In [t(v — 2)] — 0.5 (; In[0?] + (v + DIn [1 + 0,3(5—?—2)])

Donde I' es la funcién gamma y v son los grados de libertad. Este ultimo pardmetro queda
restringido por los siguientes valores:

2<v< oo

11



t-Student Asimétrica: La versidon asimétrica de la distribucion t-Student, introducida por
Hansen (1994), considera la asimetria de las series financieras. Dicha asimetria queda recogida
por el pardmetro A, de manera que si A > 0 existe asimetria hacia la derecha y viceversa,
cuando A < 0 lavariable es asimétrica por la izquierda.

Funcion de densidad:

v+1
(b 14 1 (bz+a2_(T) < a
¢ v—2\1-21 257
f2) = e
pe (14 1 (bz+a2 2 - a
\’¢ v—2\1+2 =73
&
z=-
o
_ a1 (v—Z)
a=4c(—

b*> =1+32*+ a?

r(*7)
") -2

Cc =

Funcién de log-verosimilitud:
! 2
InL = Z In[b] + In[c] — (U—H> In|1+ (L> (bzi * a)
i 2 v—2/\1+41
i=
]
1 +< 1 ) bz; +a 2
v—2 1-1

+ z< In[b] + In[c] — <VT+1) In
L {zi, zZe = —a/b

=1
zj, z; < —a/b

T
—0.5 ) In[c?]
)-os2mie

Donde I' es la funcién gamma y v son los grados de libertad. Los grados de libertad estdn acotados por

los mismos valores que en el caso de la t-Student:

2<v< oo

Por otra parte, 1 es el parametro de asimetria y cuando este toma un valor igual a O se obtiene
la distribucién t-Student simétrica.



Mixtura de Normales: Al igual que la distribucion anterior, la mixtura de normales trata de
recoger altos grados de asimetria y curtosis (por encima de lo que una distribucidn t-Student
permite recoger). En este trabajo se ha utilizado una mixtura de dos distribuciones normales.

Funcion de densidad:

f(x) = Pf1(X; #1!0-%) +(1-p) fz(x; uz,aé)

Donde p es el parametro de probabilidad de la mixturay fi(x; ) aiz) es una funcién de densidad

Normal:

B o221

o

1 10— w?
flx; no®) = exp{—EQ }

Funcién de log-verosimilitud:
T

InL =Zln p( ! )-exp —0.5<$t_—ﬂl>2 +(1—p)( ! )-exp —0.5<£t_—uz>2
\2mal ot \2maZ o3

t=1

Donde p; y Uy son la media de cada una de las dos distribuciones normales que componen la
mixtura y, 0% y 0% son las varianzas condicionales de cada una de las dos distribuciones
normales que componen la mixtura. Es decir, bajo esta distribucién se calculan las varianzas
condicionales o y oZ; a partir de un modelo de volatilidad para cada una de ellas (GARCH,
AGARCH o GJR-GARCH). Finalmente, la varianza condicional total de la mixtura de normales
queda definida por la siguiente ecuacion (Véase Carol Alexander and Emese Lazar (2004)):

2 2
of = Z pio; + Z il
=1 i=1

4

Donde cada al-zt sigue un modelo de volatilidad como los anteriormente propuestos

A partir de la estimacidn de los pardmetros de los modelos de volatilidad utilizados
determinamos la serie temporal de varianzas condicionales de cada activo. Ello nos permite
estandarizar las innovaciones ( z;; = €;;/0;; ), lo cual sera necesario para el calculo posterior
de la correlacion.

13



3.1.2. Analisis de los resultados

S&P 500 Oro Bono 30y
LL AIC BIC LL AIC BIC LL AIC BIC
GARCH-T 6648.4 -13288.9 -13266.5 6484.6 -12961.3 -12938.9 5543.0 -11078.0 -11055.7
GARCH-N 4834.3 -9662.7 -9645.9 4660.6 -9315.3 -9298.5 3733.6 -7461.3 -7444.5
GARCH-MIX 3084.5 -6150.9 -6100.7 2953.9 -5889.8 -5839.6 1949.0 -3880.0 -3829.7
GARCH-sT 4924.7 -9839.3 -9811.4 4764.6 -9519.1 -9491.2 3757.3 -7504.5 -7476.6
AGARCH-T 6716.0 -13421.9 -13394.0 6517.4 -13024.7 -12996.8 5558.1 -11106.2 -11078.2
AGARCH 4906.5 -9804.9 -9782.6 4702.3 -9396.5 -9374.2 3749.4 -7490.8 -7468.5
AGARCH-MIX 3157.9 -6293.9 -6232.4 2946.0 -5870.0 -5808.6 1949.6 -3877.2 -3815.8
AGARCH-sT 4965.7 -9919.4 -9885.8 4788.4 -9564.8 -9531.3 3768.0 -7524.0 -7490.5
GJR-GARCH-T | 6711.9 -13413.8 -13385.8 6511.4 -13012.8 -12984.9 5558.2 -11106.5 -11078.6
GJR-GARCH 4902.5 -9797.0 -9774.6 4696.7 -9385.4 -9363.1 3749.6 -7491.2 -7468.8
GJR-GARCH-
mix 3138.1 -6254.2 -6192.7 2967.4 -5912.7 -5851.3 1950.0 -3878.0 -3816.6
GJR-GARCH-sT |  4960.2 -9908.3 -9874.8 4778.6 -9545.1 -9511.6 3767.8 -7523.7 -7490.1
Tabla 2

14



La tabla anterior tiene por objetivo determinar cudl de los modelos de volatilidad empleados
es el que mejor se ajusta a la naturaleza de los datos. Para ello, se han los siguientes criterios:
El valor de la funcién de log-verosimilitud, el estadistico AIC y el estadistico BIC. Tanto en el
estadistico AIC como en el BIC se tienen en cuenta todos los parametros estimados, es decir,
los correspondientes al modelo de volatilidad (GARCH, AGARCH y GJR-GARCH) y los de la
distribucidn estadistica empleada.

A continuacion se enumeran las conclusiones:

1. De entre los modelos de volatilidad empleados, el que peor se ajusta a los datos es el
GARCH, de lo que se asume que ello se debe a que este modelo no permite recoger la
asimetria inherente a los datos financieros. Por otro lado, en términos generales el modelo
AGARCH parece ajustarse mejor a los datos que el modelo GJR-GARCH, sin embargo, ello
depende de la distribucién elegida y del activo en cuestion.

2. La mixtura de normales es, con diferencia, la distribucién que peor se ajusta los tres
modelos de volatilidad empleados, al contrario de las conclusiones que se extraen en el
trabajo de Carol Alexander and Emese Lazar (2004). La diferencia entre ambos trabajos reside,
ademas de los activos utilizados, en la frecuencia en la que los datos han sido registrados.
Mientras que en dicho estudio la frecuencia de los datos es diaria, en este estudio se ha
trabajado sobre datos de frecuencia semanal, lo que redunda en una menor asimetria y
curtosis, por lo que presumiblemente este sea el motivo por el cual la mixtura de normales
proporciona resultados tan decepcionantes a la hora de modelar las innovaciones
estandarizadas.

3. En cualquiera de los modelos de volatilidad, se observa una gran superioridad de la
distribucion t-Student frente a las demas distribuciones, por lo que esta sera la distribucion
elegida para modelar las innovaciones estandarizadas. Seguida de ella se encuentra la
distribucion t-Student Asimétrica y a poca distancia la distribucién Normal Estandarizada. De
ello concluimos que, en frecuencia semanal, los datos no tienen excesiva asimetria ni curtosis,
de lo contrario, distribuciones como la t-Student Asimétrica o la Mixtura de Normales
obtendrian mejores resultados en base a los criterios elegidos para determinar cual de todas
las distribuciones modela de forma mas verosimil los datos.

4. Finalmente, observamos que tanto para el S&P 500 como para el Oro, el modelo de
volatilidad que mejor modela sus innovaciones estandarizadas es el AGARCH con distribucion
t-Student. Se observa, que este modelo de volatilidad es el que obtiene un mayor valor de la
funcién de log-verosimilitud y un menor valor en los estadisticos AIC y BIC. En el caso del Bono
a 30 afios, el modelo con mejor desempefio es el GJR-GARCH con distribucién t-Student (notar
gue el modelo AGARCH t-Student obtiene resultados muy similares, pero inferiores).

En Figura 3 se observa la evolucién de la volatilidad condicional de los tres activos en base al
modelo de volatilidad escogido:
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Volatilidades Condicionales
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Figura 3

Sorprendentemente el activo con una mayor volatilidad condicional, a lo largo del horizonte
temporal estudiado, es el activo de renta fija, es decir, el Bono a 30 afos. El hecho de que sea
un bono con un vencimiento tan largo, y por ende, con una alta duracidén (muy sensible a las
variaciones en los tipos de interés) debe ser la causa de su alta volatilidad.

Los parametros estimados de los modelos de volatilidad empleados quedan recogidos en la
Tabla 3, la cual se muestra a continuacion:

Pardmetros S&P500 Oro Bono 30y
a 0.136046™* 0,104713** 0,084383***
B 0.768341*** 0,881178*** 0,895064***
W 0.000016™* 0,000007*** 0,000025***
A 0.015074*** —0,006622*** 0,013027***
v 300 104,4 300,0
y 0.095612 0,014108 0,01404
02p 0.00049 0,00079 0,00176

*: Indica la significatividad del parametro en base al p-valor del estadistico t. * Parametro significativo al 1% ; **
Parametro significativo al 5%; *** Parametro significativo al 10%

Tabla 3

En la estimacién del parametro v se ha impuesto una cota superior, la cual se satura tanto en
el caso del S&P 500 como en el Bono a 30 afios, probablemente esta sea la razon tras la cual
resulta no ser significativo dicho pardmetro. A pesar de ello, la distribucidn t-Student es la que
proporciona valores mayores en la funcidn de log-verosimilitud y menores valores de los
estadisticos AIC y BIC. Como se ha comentado anteriormente, cuando v — oo la distribucion
t-Student converge a la distribucion Normal, por lo que se puede presuponer que el valor tan
alto del parametro ‘grados de libertad’ se debe a la escasa curtosis de las series temporales
analizadas. Por otro lado, en base a los valores de los pardmetros estimados, se observa como
la varianza condicional de la renta variable (S&P500) converge mas rapidamente a su varianza
de largo plazo. Ademas, es la varianza condicional del S&P500 la que mas afectada esta por los
shocks ocurridos en periodos anteriores. Por el contrario, es la varianza condicional del Bono a
30 afos la que mds lentamente converge a su varianza de largo plazo asi como la menos
afectada por los shocks pasados.
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3.1.3. Validacion de los modelos

Una vez obtenidas las varianzas condicionales se ha de validar si han sido modeladas
correctamente por los modelos de volatilidad seleccionados para cada activo. Para ello, se ha
utilizado el estadistico Ljung-Box.

Puesto que hemos pretendido recoger los cambios en volatilidad a lo largo del tiempo no
deberia existir autocorrelacién entre las innovaciones estandarizadas al cuadrado, ya que al
corregir las innovaciones del efecto de la volatilidad la autocorrelacidon deberia desaparecer.

La validacién consiste en afirmar que los modelos seleccionados recogen de manera correcta
la evolucién de la varianza, para lo que se hara uso del contraste Ljung-Box, el cual, se define a
continuacién:

h 07

_ k
q=nn+2) Zn—k
k=1

Hy,: Datos se distribuyen independientemente

H;: Los datos no se distribuyen de manera independiente

Donde “n” es el tamafio de la muestray "p, " es la autocorrelacion de la muestra en el
retardo k, y “h” es el nimero de retardos.

Aplicando este estadistico a las innovaciones estandarizadas al cuadrado obtenemos el
resultado esperado, es decir, se cumple la hipdtesis nula en los modelos de volatilidad
empleados: AGARCH-T y GJR-GARCH-T.

Un procedimiento adicional para comprobar que la modelizacién de la varianza condicional ha
sido correcta consiste en observar directamente los autocorrelogramas de las innovaciones
estandarizadas al cuadrado, tal y como se muestra a continuacion:

A Parcial stdSP5002 A. Parcial stdOro? A. Parcial stdBono?
0.05 FxF++ 0.05 333+ 0.05 w35+
w w w
[+ [ @
= 3 =
© o o
= 0 = 0 = 0
‘G I - ‘G .I G i I
W o o
[=9 Q. o
w w w
005 rE ¥ 005 ¥+ B e e i
' 12345 12345 12345
k-values k-values k-values

Figura 4

De esta manera se reafirma el resultado obtenido por el estadistico Ljung-Box. Es decir, las
innovaciones estandarizadas al cuadrado no muestran retardos significativos en base a los
autocorrelogramas mostrados (los datos se distribuyen independientemente).
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3.2. DCC Copula-GARCH

Una vez obtenidas las varianzas condicionales pasamos a calcular las correlaciones cambiantes
en el tiempo mediante un modelo DCC Cépula-GARCH. En la literatura financiera existen varias
alternativas para el calculo de la correlacidon condicional. EIl DCC-GARCH propuesto por Engle
(2002) supone una distribucidn eliptica multivariante, como por ejemplo una distribucion
normal o t-Student. Valdesogo (2008) propone utilizar el modelo DCC-GARCH con cépulas,
obteniendo el pardmetro de la cdpula a partir de la correlacion condicional mediante su
relacion con el tau de kendall. Sin embargo, este método presenta problemas en el uso de
copulas dependientes de mds de un pardmetro o en las cépulas sin relacion directa entre el
pardmetro y el tau de kendall. Patton (2006) propone modelar el pardmetro de cépula
cambiante en el tiempo. No obstante, para obtener la correlacidon condicional mediante el
pardmetro de cdpula se incurren en los mismos problemas que en el método propuesto por
Valdesogo (2008).

Aqui se propone un modelo DCC Cdépula-GARCH, en el que la matriz de covarianzas y la
correlacién condicional se determinan de la misma manera a la propuesta por Engle (2002). Sin
embargo, aqui utilizamos densidades de cdpulas estdticas en el sentido de que el pardmetro
de la cépula no cambia en el tiempo, al contrario de lo que sugieren Engle (2002), Valdesogo
(2008) y Patton (2006). Ello nos permite obtener la correlacién condicional entre activos
haciendo uso de cépulas, tanto implicitas como arquimedianas.

Cabe sefialar que la determinacién de las correlaciones cambiantes en el tiempo a través del
modelo propuesto es un proceso por etapas:

1. En una primera etapa, se calculan las varianzas condicionales en el tiempo
mediante un modelo de volatilidad (GARCH, AGARCH, GJR-GARCH), tal y como
se ha realizado en el apartado “3.1. Modelos de Volatilidad” de este trabajo.

2. En la segunda etapa, se calculan las correlaciones cambiantes en el tiempo
mediante el modelo DCC Coépula-GARCH. En esta etapa se estiman,
conjuntamente, los parametros del DCC-GARCH (a, B, pij,p) junto con los

pardmetros de copula.

Al haber estandarizado las innovaciones, estas tendran media igual a cero y varianza igual a
uno, por lo que la covarianza condicional entre las innovaciones estandarizadas (z;: y z;j;)
coincide con la correlacién condicional de las innovaciones:

= = Pijt+1

Eit+1 5j,t+1> _ Et(£i,t+15j,t+1) _ Oijt+
Oit+10j,t+1 Oit+10j,t+1

Et(Zi,t+1Zj,t+1) = E; (
Oit+1 0jt+1

Para calcular la correlacién condicional mediante DCC Cépula-GARCH debemos hacer uso de
las innovaciones estandarizadas calculadas previamente (z;;), asi como de las variables



auxiliares q;j 41 , las cuales juegan el papel de varianzas y covarianzas condicionales de las
innovaciones estandarizadas. Este modelo queda formalizado de la siguiente manera:

Qijt+1 = Pijp + B(Gijc — pijrp) + a(ZitZje — PijLp) vt=0,..,n

Anteriormente, se ha expuesto que la covarianza de las innovaciones estandarizadas (q;; ;)
coincide con la correlacion condicional de las innovaciones (p;j ;). Sin embargo, para poder
garantizar que dicha correlacion se encuentre en el intervalo (-1,1) se debe calcular
adicionalmente las varianzas condicionales de las innovaciones estandarizadas:

Qiigrr = 1+ Bque — 1) +a(zf, — 1) vt=0,..,n

Donde se ha supuesto  pjip = pjjLp = Piio = Pjj0 = Var(z;) =1. Es decir, tanto la
varianza de largo plazo al que revierten las varianzas condicionales de las innovaciones
estandarizadas, como la primera observacion de las mismas, se ha supuesto que es igual a la
varianza muestral (la varianza muestral de las innovaciones estandarizadas es igual a uno).

De igual manera, se ha tomado como primera observacién de la covarianza condicional, la

. . . . _ 1N
covarianza muestral de las innovaciones estandarizadas: qj; o = Nznﬂ(zi,n ern).

Este procedimiento, al igual que en la modelacién de las volatilidades condicionales del
apartado anterior, nos permite iniciar el modelo desde la primera observacién sin necesidad
de incurrir en el uso de ventanas maviles. Sin embargo, si se ha estimado el parametro de
correlacion de largo plazo (p;j.p ) al que revierte la propia covarianza condicional.

Por tanto, con las varianzas y covarianzas condicionales de las innovaciones estandarizadas
obtenemos las correlaciones condicionales de las innovaciones originales, tal y como se ha
explicado anteriormente:

qijt+1

Pijt+1 = T/ —
Vi t+19jj,t+1

La estimacidn de los parametros del DCC-GARCH se suele realizar a partir de la maximizacion
de la funcidn de log-verosimilitud de una distribucién normal bivariante. Sin embargo, en este
trabajo se utilizan copulas para determinar cual de ellas recoge de manera mas verosimil la
pauta de dependencia entre los activos.

Las cépulas utilizadas se han tomado como estaticas. Es decir, el pardmetro de la cépula es
estatico y no cambiante en el tiempo, por lo que este determina la pauta de dependencia de
toda la serie temporal en su conjunto, mientras que la matriz de covarianzas generada por el
modelo DCC-GARCH determina la correlacién condicional de las series financieras.
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Las copulas, tal y como se explican en el siguiente apartado, dependen de al menos un
pardmetro para determinar la dependencia entre las variables introducidas en ellas. Por tanto,
se ha procedido a estimar los parametros del DCC-GARCH simultaneamente junto con los de la
copula empleada mediante la maximizacién de la funcion de log-verosimilitud de la propia
densidad cépula.

3.2.1 Cépulas

En el modelo empleado, DCC Cépula-GARCH, tanto los pardmetros de la cépula como los del
DCC-GARCH seran estimados, simultdneamente, mediante la maximizacién de la funcién de
log-verosimilitud de densidad de cépula.

Si bien las innovaciones estandarizadas son las que se introducen en el DCC-GARCH, en la
funcién de cépula deberemos transformar dichas innovaciones de una u otra manera segun la
copula empleada sea Implicita o Arquimediana:

En ambos tipos de cépula las innovaciones estandarizadas se transforman en numeros
uniformes (0,1) mediante la aplicacidn de la funcidn de distribucidon empirica. De igual manera
se podria haber utilizado la funcién de distribucién marginal, es decir, la distribucién t-Student.
En las cdpulas Arquimedianas son estos numeros uniformes los que se introducen en las
mismas.

u; = GEmpirica (z;)

Si la cépula es Implicita, a los nimeros uniformes anteriores se les aplica la funcién inversa de
la distribucion a partir de la cual se ha obtenido la cdpula. En este trabajo, como cdépulas
Implicitas se han utilizado la Normal (0,1) y la t-Student, por tanto se aplica ; = ®~1(u;) para
la distribucién Normal y €; = Ty 1(u;) para la distribucién t-Student.

A continuacidn se muestran las funciones de densidad de las cépulas, tanto Implicitas como
Arquimedianas, que han sido probadas para modelar la correlacidon condicional entre los tres
activos objeto de estudio:

Normal: La cépula normal es la cépula implicita de una distribucion normal bivariante.
Ademas, se caracteriza por ser eliptica y simétrica.

e (i p) = 1 ox _pzelz—Zpelez + p2es
N s A 20— 97

p€(=11)
u; = GEmp(Zi)

€ =0 M (u;)
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2
T kendall = arcsen(p) p-

La copula normal tiene dependencia en ambas colas igual a cero:
AV=2=0

T-Student: La cépula t-Student comparte con la cdpula normal ser eliptica y simétrica. De igual
manera a la cdpula anterior, esta cdpula recoge la dependencia asociada a la distribucién t-
Student bivariante.

v+2

1 €l — 2peje, + e%]_ 2 v+l
c;(up,uyv,p) =K 1+ [(1+vte®)(1 +vted)] 2
t\M1 “2 ,0) 1 —p2 [ ‘U(l _p2) ( 1)( 2)
K = F(v)n—l F(v + 1)_"F(v + n)
V) 2 2
pE(-11)

Cuando el pardmetro grados de libertad tiende a infinito, v — oo, la distribucién t-Student
converge a una distribucion Normal.

2<v <™
u; = GEmp(Zi)

€ = Tv_l(ui)

2
T kendall = arcsen(p) T

La cépula t-Student tiene dependencia simétrica en las colas:

/l—p
AU=AL=2tv+1 Vv +1 m

Tanto en la cépula Normal como en la cépula t-Student, ambas cdpulas Implicitas, el
parametro p es estdtico, es decir, es diferente de la correlacién condicional en el modelo DCC-
GARCH.

Clayton: Esta cépula, al igual que todas las que se detallaran a continuacidn, pertenece a la
familia de las Arquimedianas. La cépula de Clayton es asimétrica y tiene dependencia positiva
en la cola inferior cuando a > 0. En la estimacion, se ha impuesto que dicho pardmetro sea
mayor a cero para “forzar” la propiedad de dependencia positiva en la cola inferior.
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ce(up,uz;a) = (@ + D(ug® +uz® — )72 WD (g uy)=*1
Ui = GEmp(Zi)
a € [—1, )\ {0}
_1
A=2"a; V=0

a
T kendall = ——
a+2

Rotated Clayton: La versidon rotada de la cdpula anterior también es asimétrica y tiene
dependencia positiva en la cola superior en lugar de en la cola inferior. Para ello el pardmetro
a ha de ser superior a cero.

Cre(ug, ug;a) = c(1 —uy, 1 —uy, 8)
u; = GEmp(Zi)
_1
AV=2"a; AL =0

a
T kendall = ——
a+?2

Normal copula, p=0.5 Normal copula, p =-0.5
2 2=
1 1 1 1
1 . 1 .
9 . : . 2 . n .
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
Student's t copula, p=0.5.v=3 Student's t copula, p=-0.5,v=3
2 2
1 1
° °
-1 -1
-2 : : 2 y .
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
Clayton copula, x = 0.75 Rotated Clayton copula, x = 0.75
2
1 \ 1 /
1 / x| \
-2 2 :
-2 1 0 1 2 -2 -1 0 1 2

Figura 5
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Gumbel: Esta copula es asimétrica y tiene dependencia positiva en la cola superiorsi § > 1.
cg(u1,uz; 6) = (A+ 6 — DA 2 exp(—A) (wyuy) " (—lnuy)° (=lnuy)®?
A= [(— Inuy)% + (- 1nu2)5]1/6
u; = GEmp(Zi)
6 €[1,00)
1
AV=2-25; 2L =0
tkendall= 1— 671

Rotated Gumbel: La versidn rotada de la cépula anterior también es asimétrica y tiene
dependencia positiva en la cola inferiorsi § > 1.

Crg(Up, uz; 6) = cg(1 —ug, 1 —uy,6)
U = GEmp(Zi)
6 €[1,)
1
Alb=2-25; 2V =0
tkendall=1- 671

Frank: La copula de Frank es la Unica cépula Arquimediana que dibuja una dependencia radial
y simétrica. Ademas, al igual que la cdpula normal, no presenta dependencia en las colas.

6 [1 — exp(—0)] exp(—0(uy + u,))
1 —exp(—=0)] — [1 — exp(—0uy)][1 — exp(—6u,)])?

Cf(ul'uZ; 9) = ([

up = GEmp(Zi)
8 € (-0, ) \{0}
AV=2A=0

4(1-D,(0))

kendall = 1 —
T kenda 3

Donde D, (0) es la funcién de Debye:

ko [* t*
Dk(x):x_kj;) et——ldt
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Plackett: La copula de Plackett es simétrica y tampoco muestra dependencia en las colas.

01+ (60 —1)(uy+u, —2uquy)]
(14 (6 — D)(ug +up))? —46(6 — Duyuy)3/?

Cp (uli Uz; 9) =

Ui = GEmp(Zi)
6 € [0,00) \{1}
AV=2=0

En la cépula de Plackett, la T de Kendall no tiene formula explicita por lo que se imposibilita su
calculo.

Gumbel copula, k = 1.5 Rotated Gumbel copula, k =1.5
2 2
1 / 1
-1 1 -1
-2 y : 2 . L
-2 -1 0 1 2 2 -1 0 1 2
Frank copula, x = 3 Frank copula, k = -3
2 2
1 / . 1 J
1 . 1 J
. . 1 . 2 . i
-2 -1 0 1 2 2 -1 0 1 2
Plackett copula, x =5 Plackett copula, k= 0.2
2 2 v
1 1 1
1 1 J
2 " f . 2 . : .
-2 -1 0 1 2 2 -1 0 1 2
Figura 6

Ali-Mikhail-Haq: Esta copula tiene dependencia en la cola inferior cuando 8 = 1. Cuando
6 < 1 las colas son asintéticamente independientes, es decir, a menor valor del parametro,
menor dependencia en las colas. (Pranesh Kumar (2009)).



1+60[(1+u)A+uy)—31+6%2(1 —u)( —uy)
(1-0(1—-u)(—uy))?

cp(ug, uy; 0) =

u; = GEmp (z)

6 €[-1,1)
limAl=0 vO<1; limAl =05 6=1
u—0 u—0
30 -2 2(1-6)%n(1-06
T kendall = _22-6)Ind-9)

30 362

Rotated Ali-Mikhail-Haq: Esta cépula tiene dependencia en la cola superior cuando 6 = 1.
Cuando 8 < 1 las colas son asintéticamente independientes.

Cra(Uy, uz;0) = cp(1—ug, 1 —uy;0)

u; = GEmp (z)

6 e[-1,1)
limAl=0 ve<1; limAl =05 6=1
u-1 u-1
30 -2 2(1-6)’n(1-0
T kendall = —( )"InC )

30 362

Joe-Clayton (BB7): La copula de Joe-Clayton determina la dependencia entre las variables a
partir de dos parametros (6, §). El primero de ellos se relaciona con la dependencia en la cola
superior mientras que el segundo se relaciona con la dependencia en la cola inferior.

C]c(upuz.' 6,68)
1 1 191/
ACRDRACY [—1 +0 (5 [—1 + UVE] + UVE)] [1 - UV‘E] (1 —uy) D1 —uy)E-b

[—1 + UV§]Z (U + VS — UdVo)?
U=1-(1-uy)?
V=1-(1-u,)?

UV=-1+U7°%+Vv"?¢

Ui = Ggmp(2)
AV, 2 € (0,1)
AV =2-21/6

AL = 2- 1/6



2 4 2-—26
d

kendall = 1 —
teenaa 52-0) 8% 0

+1,6+2

N———

Donde B(x,y) es la funcion Beta:

1

B(x,y)=| t* (1 —-t)Y tdt

s

Symmetric Joe-Clayton: Al igual que la cépula original de Joe-Clayton, esta cdpula depende de
dos pardmetros, donde cada uno de ellos determina la dependencia en cada una de las colas.
Sin embargo, tiene la peculiaridad de ser simétrica cuando AV = AL,

1
CSJC(ULUZJ 0,6) = 2 (Cjc(u1ru22 8,6) + C]C(l —uy, 1 —uy;0, 5))

AU =2-21/°
AL =22-1/8
AV 2E € (0,1)
U = Gepmp(2;)

En esta cdpula no existe formula cerrada mediante la cual obtener la T de kendall

Ali-Haq copula, x = 0.9 Ali-Haq copula, k =-0.9

.
-

\

0

]
i
-
N
]
s
o
-
N
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3.2.2. Analisis de los resultados

Copula S&P 500 - Oro S&P500 - Bono 30y Oro — Bono 30y
LL AlC BIC LL AlC BIC LL AlC BIC
Normal 0.089 1.821 7.409 16.865 -31.731 -26.144 0.001 1.998 7.585
t-Student 4.592 -5.185 5.990 59.652 -115.304 -104.130 4.920 -5.839 5.335
Clayton 0.743 0.514 6.101 20.553 -39.106 -33.519 -0.010 2.020 7.608
Rotated Clayton 0.067 1.865 7.453 18.814 -35.627 -30.040 1.170 -0.341 5.246
Gumbel 0.322 1.356 6.944 25.500 -49.000 -43.413 1.298 -0.596 4.991
Rotated Gumbel 0.645 0.710 6.297 28.734 -55.468 -49.881 0.045 1.910 7.497
Frank 0.149 1.703 7.290 16.777 -31.554 -25.967 0.000 2.000 7.587
Plackett 0.155 1.690 7.277 18.950 -35.901 -30.314 0.073 1.853 7.441
Ali- Haq 0.150 1.701 7.288 16.626 -31.253 -25.666 0.067 1.867 7.454
Rotated Ali- Haq 0.142 1.715 7.302 15.733 -29.467 -23.879 0.070 1.860 7.448
Joe-Clayton (BB7) -0.111 4.222 15.396 31.225 -58.450 -47.276 -2.647 9.294 20.468
[e 0.000 3.999 15.174 29.516 -55.032 -43.857 -0.518 5.035 16.210
Tabla 4
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Con los resultados obtenidos en la Tabla 4 podemos comparar el desempefio de las distintas
cOpulas a través del valor alcanzado por la funcién de log-verosimilitud, asi como por los
estadisticos BIC y AIC (Criterio de Informacion Bayesiano y Criterio de Akaike
respectivamente), para los cuales se ha tenido en cuenta, Unicamente, el nimero de
pardmetros que rigen la copula. Esto nos permitirte observar qué cépula ajusta mejor la
dependencia entre las series temporales analizadas.

Con ello, concluimos que la cépula t-Student es la que mejor recoge el grado de dependencia
entre los activos estudiados, lo que revela que la dependencia en ambas colas es simétrica.
Dicha copula presenta un mayor valor de la funcién de log-verosimilitud y un menor valor,
tanto en el estadistico AIC como BIC, en las tres combinaciones de activos. Adema3s, estos
valores toman una gran diferencia con respecto a los alcanzados por las demas cépulas.

Por tanto, la distribucion t-Student parece ser la distribucidn idénea, de entre las analizadas,
para la modelizaciéon tanto de las varianzas condicionales como de las correlaciones
condicionales.

En el caso concreto de la dependencia entre S&P 500 y el Oro, tras la cdpula t-Student se
situan la cépula de Clayton y la cépula de Gumbel rotada (ambas con dependencia en la cola
superior nula). En cuanto a la dependencia entre el S&P 500 y el Bono a 30 afios, ademas de la
copula t-Student, las cépulas Rotated Gumbel, BB7 y SIC parecen explicarla aceptablemente
bien. Sin embargo, a diferencia de la dependencia entre el S&P 500 y el Oro, los distintos
criterios (LL, AIC y BIC) no coinciden. Por ultimo, las cépulas que mejor recogen la dependencia
entre el Oro y el Bono a 30 afios, ademas de la cépula t-Student, son las cépulas de Gumbel y
Rotated Clayton, ambas con dependencia en la cola inferior igual a cero.

Teniendo en cuenta esta informacion, y manteniéndonos al margen de la copula t-Student,
podriamos decir que entre el S&P 500 y el oro existe mayor dependencia en la cola inferior que
en la superior. Al contrario sucede con la dependencia entre el Oro y el Bono a 30 afos, donde
parece haber mayor dependencia en la cola superior que en la inferior.

Los parametros estimados de la cdpula t-Student se muestran en la Tabla 5:

Parametros S&P 500 - Oro S&P 500 - Bono 30y Oro - Bono 30y
a 0.0966™" 0.1587*** 0.1059™
B 0.8250™** 0.7767*** 0.8211**
DOLp —0.0196™ 0.1120™* —0.1826™"*
v 13.3650" 4.3079* 12.3009**
Pcépula 0.0117*** 0.1313*** —0.0033***
T kendall 0.0074 0.0838 —0.0021
AV =2t 0.0041 0.1262 0.0053

*: Indica la significatividad del parametro en base al p-valor del estadistico t. * Parametro significativo al 1% ; **
Pardmetro significativo al 5%; *** Parametro significativo al 10%

Tabla 5
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Como era de esperar, tanto la correlacion incondicional (p;p) como el parametro de la copula
(Pcopuia) alcanzan valores cercanos a cero dada la distinta naturaleza de los activos que
forman la cartera. De la misma manera, el tau de kendall muestra bajos valores pues su calculo

se realiza a partir del pardmetro anterior.

Por otro lado, la dependencia en las colas también resulta ser baja lo que se debe al mismo
motivo, a la diferencia entre los distintos activos. Visualmente, las cdpulas t-Student entre los
distintos activos son las siguientes:

S&P 500 - Oro S&P 500 - Bono 30y Oro - Bono 30y
2 2 2
1 1 1
0 0 0
-1 -1 -1
-2 -2 -2
-2 0 2 -2 0 2 -2 0 2
Figura 8

En el grafico siguiente se muestran las correlaciones condicionales junto con la correlacién de
largo plazo estimada en el DCC Cépula-GARCH:

Correlacion S&P500 - Oro
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Figura 9
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A simple vista se observa como la correlacién condicional entre el S&P 500 y el Bono a 30 afos
toma valores mads alejados respecto a la correlacién incondicional. Ademas parece haberse
dado un cambio con respecto al signo de la correlacién ya que pasa a ser generalmente
negativa en los ultimos periodos. Por otro lado, las correlaciones que involucran al Oro
parecen ser mas estables y cercanas a cero durante todo el periodo analizado.

4. CREACION DE CARTERAS

En este apartado se van a formar carteras bajo el criterio de minima varianza y minimo
momento parcial inferior. Bajo cada criterio se construird la cartera estatica, en la que las
ponderaciones permanecen constantes a lo largo del periodo estudiado; y la cartera dindmica,
en la que las ponderaciones de los activos cambian en el tiempo. Para la construccién de
carteras dindmicas se utilizaran las varianzas y correlaciones condicionales calculadas en los
apartados anteriores.

Finalmente, una vez formadas las carteras bajo los criterios expuestos, se realizarda una
comparacién entre ambas para observar las implicaciones del uso de un criterio u otro en la
construccién de carteras. Adicionalmente, se compararan junto a una cartera que invierta en
estos activos equiponderadamente y un indice de renta variable.

4.1. Carteras de Minima Varianza (MV)

En la construccion de carteras, el criterio de minima varianza (MV), introducido por Markowitz
(1959), tiene por objetivo determinar las ponderaciones de cada activo en la cartera
minimizando la varianza total de la cartera. Por tanto, para su utilizacién serd imprescindible
utilizar las varianzas y correlaciones condicionales calculadas en los apartados anteriores. Con
ellas, se formara la matriz de covarianzas dinamica de los activos a lo largo del periodo
estudiado.

Por otra parte, pese a que en los apartados anteriores hemos obtenido las varianzas y
correlaciones condicionales en frecuencia semanal, aqui hemos supuesto que el rebalanceo de
la cartera, es decir, el cambio de las ponderaciones, se realizard cada cuatro semanas, por lo
que construiremos matrices de covarianzas cada cuatro semanas a partir de las varianzas y
correlaciones condicionales.
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Con las varianzas y correlaciones dindmicas calculadas en los apartados anteriores se van a
formar las matrices de covarianzas:

Yy = D¢IiD¢
2
05t Osot OsBt Osp 0 0
_ 2 _
X, =| 0ost 05t Oomt De=( 0  Oorot 0

2 0 0 o
Opst Opot OBt Bono,t
1 Pso,t PsBt
I = | Pos,t 1 PoB,t
PBst PBot 1

S = S&P500; 0 = Oro; B = Bono a 30 afios

Con ello podremos construir carteras de minima varianza dindmicas (cambiantes en el tiempo).
Para ello hemos empleado el supuesto de que las posiciones cortas no estan permitidas, pues
debido a la naturaleza de los activos parece mds sensato imponer que las carteras se formaran
Unicamente a partir de posiciones largas en los tres activos. Para la determinacién de las
ponderaciones de cada activo se debe resolver el siguiente problema de optimizacién:

s.a: wi =1

De esta manera obtenemos una serie temporal de ponderaciones para cada activo.
Adicionalmente, hemos obtenido la cartera de minima varianza estatica para todo el periodo,
es decir, hemos resuelto el problema de optimizacién anterior con la matriz de covarianzas
incondicionales, por lo que obtenemos unas ponderaciones constantes para todo el periodo.

La matriz de covarianzas incondicionales se construye a partir de las varianzas incondicionales
y las correlaciones incondicionales estimadas en los apartados 3.1 y 3.2 de este estudio. Las
varianzas incondicionales hacen referencia a las obtenidas a partir de la estimacion, del
pardmetro w de los modelos GARCH (Tabla 3). Las correlaciones incondicionales hacen
referencia a las estimadas mediante el modelo DCC Cépula-GARCH (Tabla 5)
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4.2. Cartera de Minimo momento parcial inferior (LPM)

Aqui, se va utilizar un criterio distinto al cominmente utilizado de minima varianza para
determinar las ponderaciones de cada activo. En este apartado se va a utilizar el criterio de
minimizar el momento parcial inferior de la cartera como medida alternativa a la volatilidad.
Para ello se utilizara la matriz simétrica de co-lower partial moments introducida por David N.
Nawrocki (1991).

Los momentos parciales inferiores se definen como sigue:

1 T
LPM; 5, = 72 {max(0, 7 R;,)’}

t=1

Donde T se fija arbitrariamente. En este trabajo, se ha supuesto T =0 para una mejor
comparaciéon con la cartera de minima varianza. Sin embargo se podria haber utilizado otro,
como por ejemplo, el activo libre de riesgo. Por la misma razén, hemos tomado el LPM de
orden 2 (6 = 2) pues nuestro objetivo es minimizar el LPM de la cartera y comparar las
ponderaciones y momentos muestrales que de ella se derivan con las obtenidas mediante el
criterio de minima varianza.

Como se observa, los momentos parciales inferiores son momentos muestrales. Sin embargo,
en este estudio se pretender formar una cartera con ponderaciones dindmicas, por lo que
calculamos un momento parcial inferior dindmico mediante ventanas muestrales. Aqui hemos
tomado una ventana de 50 observaciones.

Los elementos de la diagonal de la matriz de CLPM se muestran a continuacion:

1 2/2

m 2
LPM;;5 141 = (EZ 1{max(0, _Ri,t+1—S) })
S=

Donde m = 50 hace referencia a la amplitud de la ventana movil.

Por otra parte, los co-momentos parciales inferiores de orden dos, andlogos a las covarianzas,
se definen a continuacion:

CLPM;j 2411 = LPM;ry1 2 LPM; 111%pij 141

Como correlacion dinamica entre activos ( p;j ¢ ) se ha utilizado, al igual que en el criterio de
minima varianza, la previamente calculada mediante el modelo DCC Cépula-GARCH.
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Una vez descritos los LPM;; y CLPM;;; se forma la matriz de CLPM,:

LPMgs, CLPMgo, CLPMgp,
CLPMt = CLPMOS,t LPMOO,t CLPMOB,t
CLPMgs, CLPMpy, LPMpg,

S = S&P500; 0 = Oro; B = Bono a 30 afios

Finalmente, de igual manera al criterio de minima varianza, se procede a resolver el siguiente
problema de optimizacién para la obtencién de las ponderaciones de cada activo dentro de la
cartera (posiciones cortas no permitidas):

min w{ CLPM,w;

3
s.a: Z wi =1
i=1

wit>0

Adicionalmente se calculan las ponderaciones constantes, tomando los LPM muestrales de
orden dos. Como correlacion incondicional hemos tomado, al igual que en la cartera de
minima varianza, la estimada en el DCC Cépula-GARCH.

4.3. Comparacion entre CMV y CLPM

Con la resolucién de los problemas de optimizacién de los apartados 4.1 y 4.2 obtenemos las
ponderaciones dindmicas de cada activo segun minimicemos la varianza de la cartera o el
momento parcial inferior de la cartera. En este apartado se va a establecer una comparativa
entre dichos criterios, por lo que se analizaran las ponderaciones, varianzas, LPMs y
rentabilidades acumuladas bajo ambos criterios. Adicionalmente, se compararan con un
Indice de renta variable y con una cartera que invierta en estos activos equiponderadamente.
Finalmente, se estudiaran los momentos muestrales de cada una de las carteras formadas.

En la Figura 10 se muestran las ponderaciones dindmicas de cada activo segun el criterio
utilizado. Se puede observar una alta correlaciéon entre las ponderaciones de cada activo
obtenidas bajo los dos criterios especificados. Dicha correlacion toma un valor de 0.7016 para
las ponderaciones del S&P 500, 0.6935 para las ponderaciones del Oro y un 0.8096 para las
ponderaciones del Bono. Por tanto, se puede afirmar que ambos criterios proporcionan unas
ponderaciones para los activos notablemente correlacionadas.
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Figura 10

Por otra parte sabemos que la cartera MV, por construccidn, es la que tiene una menor
varianza. De manera analoga, la cartera LPM es la cartera que minimiza el momento parcial
inferior. Sin embargo, resulta interesante comparar la varianza dindmica de la cartera de LPM
con la de MV. Ello se muestra en la Figura 11, donde también se compara el momento parcial
inferior dindmico de la cartera de MV con el momento parcial inferior dindmico de la cartera
LPM.
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x 10 Varianza de las carteras dinamicas
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Figura 11

Como era de esperar, la cartera MV tiene una varianza inferior a la cartera LPM. La media de la
varianza condicional de la cartera MV y LPM toma unos valores de 0.000188 y 0.000225
respectivamente. Sin embargo, parece haber una relacion obvia entre los movimientos de las
varianzas condicionales de ambas carteras. Dicha relaciéon puede ser medida mediante la
correlacion de Pearson, alcanzando un valor de 0.9268. Por tanto, la relacion entre la varianza
condicional de ambas carteras resulta ser alta, si bien, la varianza condicional media de la
cartera LPM es un 19.5% superior a la de la cartera MV.

En cuanto al momento parcial inferior condicional de ambas carteras se observa una media
menor en la cartera LPM. En concreto, los valores medios son 0.0000855 y 0.0001015 con
respecto las carteras LPM y MV, por lo que el momento parcial inferior medio de la cartera de
minima varianza resulta ser un 18.7% superior. Sin embargo, la correlacién lineal entre los
momentos parciales condicionales de ambas carteras resulta ser de un 0.7566. Por tanto, pese
a que la distancia media entre los momentos parciales condicionales de cada cartera es
inferior a la distancia media entre las varianzas condicionales de cada cartera, la correlacién
entre los momentos parciales inferiores dindmicos de ambas carteras es menor a la
correlacién entre las varianzas condicionales de ambas carteras.
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Tal y como se ha observado en las Figura 10, las ponderaciones resultantes bajo el criterio de
MV estdn muy correlacionadas con las ponderaciones obtenidas como consecuencia de
minimizar el momento parcial inferior de la cartera. Ademas, en la Figura 11 se ha mostrado la
gran similitud entre las varianzas condicionales y momentos parciales inferiores condicionales
de ambas carteras. De esta manera, parece légico pensar que la rentabilidad acumulada de
ambas carteras sera similar. Véase Figura 12.

Rentabilidad acumulada de las carteras dinamicas
7 T T 1 T L T

=———CMV/ —C] PM = Equiponderada
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Figura 12

La Figura 12 muestra la similitud en la rentabilidad acumulada de una cartera equiponderaday
las carteras de ponderaciones dinamicas de MV y LPM. En todas ellas, la rentabilidad
acumulada durante el periodo analizado (36.5 afios) es de alrededor del 650%, lo que supone
una rentabilidad anual del 5.25% aproximadamente. Sin embargo, tanto la varianza
condicional como el momento parcial inferior condicional de la cartera equiponderada son, en
media, mayor a la de las carteras de MV y LPM, tanto de ponderaciones dinamicas como
estaticas.

En la tabla 6 se muestran los pesos de cada activo en las carteras de ponderaciones estaticas,
las cuales se encuentran considerablemente aproximadas, al igual que ocurre en los pesos de
los activos en las carteras de ponderaciones dinamicas (Figura 10).

| sp ORO BOND

MV 48,04%  3634%  1562%

LPM 41,72%  4227%  16,01%
Tabla 6
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En la siguiente figura se observan las varianzas y momentos parciales inferiores de cada
periodo de las carteras estaticas. Para su cdlculo se han multiplicado los vectores de
ponderaciones, constantes a lo largo de toda la muestra, con las matrices dinamicas de
covarianzas y co-lower partial moments. De esta manera se obtiene la varianza y el momento
parcial inferior de cada cartera a lo largo del periodo. Esto nos permite comprobar el aumento
de volatilidad que conlleva no minimizar la varianza y momento parcial inferior de la cartera de
manera dinamica.

x 10 Varianza de las carteras estaticas
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Figura 13

Al contrario de lo que ocurre en las carteras de ponderaciones dinamicas, en las carteras de
ponderaciones estaticas el momento parcial inferior es similar en ambas, ya que en media es
de 0,0001283 y 0,0001286 para las carteras de LPM y MV respectivamente. De la misma
manera, la varianza condicional media es de 0.000266 y 0.000263 respectivamente. Esto se
traduce, al igual que en las carteras de ponderaciones dindmicas, en una alta correlacion de las
varianzas condicionales, 0.9890, y momentos parciales inferiores condicionales, 0.7207. Por
tanto, obtenemos resultados muy similares al resolver el problema de minima varianza y
momento parcial inferior para el caso en el que se calculen ponderaciones constantes.
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Por otra parte, el momento parcial inferior dindmico medio y la varianza condicional media de
la cartera equiponderada alcanza unos valores de 0.000164 y 0.000345 respectivamente. Por
ello, se concluye que la cartera equiponderada incurre en un mayor riesgo para obtener una
rentabilidad similar a la de las carteras de ponderaciones dindmicas (Figura 12). De la misma
manera, tal y como se muestra en la Figura 14, la cartera equiponderada también incurre en
un mayor riesgo para obtener una rentabilidad acumulada inferior a la de las carteras de
ponderaciones constantes.

Sin embargo, la mayor varianza condicional media y el mayor momento parcial inferior
condicional medio de las carteras formadas bajo ponderaciones estaticas (con respecto a las
carteras de ponderaciones dindmicas) ofrece una mayor rentabilidad acumulada, tal y como se
muestra en la Figura 14 y 15.

Rentabilidad acumulada de las carteras estaticas

g T T T T T T
— CMV — CLPM - Equiponderada
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Figura 14

La rentabilidad acumulada a lo largo del periodo analizado en las carteras de ponderaciones
estaticas se encuentra alrededor del 830%. En este caso la rentabilidad anual se sitda en un 6%
aproximadamente. No obstante, esta rentabilidad es notablemente inferior a la que podria
alcanzar un Indice de renta variable como lo es el S&P 500. En la Figura 15 se muestra
visualmente la diferencia entre las carteras de ponderaciones estaticas y el S&P 500:
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Rentabilidad acumulada de las carteras estaticas vs. S&P 500
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Figura 15

De la figura anterior se observa que, a finales de 2014, la rentabilidad acumulada del S&P 500
es, sin duda, mayor a la de las carteras de MV y LPM. La rentabilidad acumulada total del
Indice de renta variable alcanza el 1360%, lo que supone una rentabilidad anual media del
7.4%. No obstante, cabe destacar que en el aino 2009 la rentabilidad acumulada fue solo
ligeramente superior a la de las carteras MV y LPM.

Por tanto, parece obvio que en una estrategia Buy&Hold de muy largo plazo, la renta variable,
en este caso el S&P 500, es el activo que mayor rentabilidad absoluta ofrece. Sin embargo, el
momento de la inversidn en este activo es clave para determinar la rentabilidad. En la Figura
16, se muestra la situacidon en la que se hubiera invertido en estas carteras en el afio 2000:

Rentabilidad acumulada de las carteras estaticas vs. S&P 500
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Figura 16
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Por ello, la cartera que invierte en los activos propuestos por Craig Rowland & J.M Lawson
(2012) se considera “segura” en todos los momentos del ciclo econdmico, ya que su
rentabilidad acumulada crece lentamente sin demasiados altibajos. Por otra parte, si
analizamos el comportamiento del S&P 500 junto con el de las carteras de ponderaciones
constantes desde el afio 2010, tenemos que el Indice de renta variable bate a las carteras
propuestas a partir de a mediados del afio 2013:

Rentabilidad acumulada de las carteras estaticas vs. S&P 500

1.8

— CMV — CLPM S&P 500

16F | |

Figura 17

Finalmente, en la Tabla 7, se exponen los momentos muestrales de las carteras que se han
comparado en este apartado:

Carteras Media D. Tipica Asimétria Curtosis LPM
Equiponderada 0,00114 0,01933 0,32239 8,03469 0,00017
S&P 500 0,00162 0,02247 -0,71360 7,94833 0,00026
CMV - Estdtica 0,00127 0,01684 0,12149 6,62929 0,00013
CLPM - Estética 0,00123 0,01699 0,18965 7,05171 0,00013
CMV - Dindmica 0,00109 0,01520 0,16304 6,89983 0,00010
CLPM - Dindmica 0,00110 0,01550 0,13822 6,88624 0,00011

Tabla 7



Sin duda, el Indice de renta variable es el que alcanza una mayor rentabilidad media. También
se observa unos valores mayores en desviacion tipica, LPM y curtosis a la vez que un menor
valor de asimetria con respecto al resto de las carteras (a excepcién de la equiponderada). Ello
quiere decir que el exceso de rentabilidad sobre el resto de las carteras conlleva un mayor
riesgo y por tanto, tal y como se muestra en la Figura 15, 16 y 17 resulta mas relevante el
momento en el que se invierte en el Indice que en una cartera con los activos propuestos.
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4.4. Extension: Carteras LPM de orden 1y 3

El objetivo de este apartado es realizar una pequefia comparacion entre las carteras dinamicas
que se forman a partir de las matrices de CLPM de orden uno, dos y tres. En ellas, los
componentes de la matriz de CLPM se definen respectivamente como sigue:

1 —m s\ 2/8
LPMysevs = () {max(0,—Ryca-)’})  paras =13
s=

1) )
CLPMyj 5041 = LPM; iy VO LPM; o1V 0pyjpne parad =1,3;

De esta manera se forman las matrices de CLPM y se resuelve el mismo problema de
optimizacion del apartado 4.2. con lo que se obtienen las ponderaciones cambiantes en el
tiempo. Adicionalmente, se resuelve el problema de optimizacion para toda la muestra, lo que
nos proporcionan unas ponderaciones constantes.

Ponderaciones S&P 500

1 I 1 1 1 1 1
Wil ——LPMs=2 —— LPM8=3 —— LPM5=1 '
| 'T ‘YO | i Wi /
05 \ y i A 0 § o]
' f 1\ ;1" 1_-'1#, y A l', i
# 1 1 |‘ r .. ‘; J.
l\ 1
0 1 Al 1 1 |
1978 1983 1989 1994 1999 2005 2010

Ponderaciones Oro

1 1 1 1 1
LPMo 2 —IPM§=3 — LPM S =1
N Tow A
0 ] ] | di |
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Ponderaciones Bono 30y

0.8
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0 | ok, et ] ]
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Figura 18
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En la Figura 18 se muestran las ponderaciones de cada activo de cada cartera de LPM de orden
uno, dos y tres. Se puede observar como las ponderaciones de cada cartera son notablemente
similares, lo que conlleva unas altas correlaciones entre ellas.

Correlacién Ponderaciones S&P 500 Oro Bono 30y
LPM1-2 0,9583 0,9410 0,9495
LPM2-3 0,9917 0,9886 0,9921
LPM1-3 0,9200 0,8858 0,9122

Tabla 8

En la Tabla 8 se observa como las correlaciones entre las ponderaciones de las carteras de
orden dos y tres son muy altas, cercanas a uno. Por otro lado, como era de esperar, las
correlaciones entre las ponderaciones de las carteras de orden uno y tres son las mas bajas si
bien siguen siendo altas. Por tanto se podria concluir que minimizar la matriz de co-lower
partial moments de orden uno, dos o tres llevar a obtener ponderaciones similares para cada
activo. De esta manera, la rentabilidad acumulada de cada una de las carteras tendria un
comportamiento similar.

Rentabilidad acumulada de las carteras dinamicas
101 T T T T T T 1

—CLPM&=2 — CLPMd=3 — CLPM & =1 Equiponderada
8 L

0 1 1 | 1 1 1
1978 1983 1989 1994 1999 2005 2010

Figura 19

De la Figura 19 se concluye que el comportamiento de las carteras dindmicas de orden dos y
tres es muy parejo, si bien la cartera de orden dos tiene una ligera rentabilidad superior. Con
respecto la cartera de orden uno, esta tiene una mayor rentabilidad. Sin embargo, tal y como
muestra la Tabla 10, la cartera de orden uno tiene un menor valor de asimetria positiva y un
mayor valor de desviacidn tipica y de momentos parciales inferiores de orden uno, dos y tres,
lo que implica un mayor riesgo.
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En cuanto a las carteras de ponderaciones constantes de las carteras de orden uno, dos y tres;
estas se muestran en la Tabla 9:

Ponderaciones| S&P 500 Oro Bono 30y
LPM 1 43,52% 41,65% 14,84%
LPM 2 41,72% 42,27% 16,01%
LPM 3 39,13% 43,46% 17,41%

Tabla 9

Como se puede observar, las ponderaciones constantes de las carteras de orden uno, dos y
tres, mantienen unos valores considerablemente aproximados, lo que necesariamente llevara
a que las rentabilidades acumuladas de cada una de las tres carteras sean muy proximas.

Rentabilidad acumulada de las carteras estaticas
9

T T T T T 1

——CLPM§=2 —— CLPM5=3 —— CLPM&=1 — EquiponderadaJ
LT

1 1 1

1 I I
1978 1983 1989 1994 1999 2005 2010

Figura 20

Observando la Figura 19 se tiene que resolviendo el problema de minimizacién del momento
parcial inferior de orden uno, dos o tres, obtenemos ponderaciones, y por tanto, carteras muy
similares entre si.
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Finalmente, al igual que ocurria entre las carteras de ponderaciones constantes y dindmicas de
minima varianza y minimo momento parcial inferior de orden dos, las carteras de
ponderaciones constantes obtienen una mayor rentabilidad acumulada frente a las carteras de
ponderaciones dindmicas. Sin embargo, ese exceso de rentabilidad se ve compensado por
mayores valores de desviacion tipica y momentos parciales inferiores muestrales (Vease Tabla

10). Aunque ello no implica necesariamente menores valores de asimetria y curtosis.

Carteras Media D. Tipica Asimétria  Curtosis LPM1 LPM2 LPM3
Equiponderada 0,0011 0,0193 0,3224 8,0347 0,000000 0,000167 0,000000
CLPM1 Estatica 0,0013 0,0168 0,1012 6,5885 0,000030 0,000127 0,000267
CLPM2 Estatica 0,0012 0,0170 0,1896 7,0517 0,000031 0,000129 0,000273
CLPM3 Estatica 0,0012 0,0172 0,2210 7,2384  0,000031 0,000132 0,000278

CLPM1 Dindmica | 0,0012 0,0159 0,1300 6,9088 0,000027 0,000115 0,000240

CLPM2 Dinamica | 0,0011 0,0155 0,1382 6,8862 0,000026 0,000109 0,000228

CLPM3 Dindmica | 0,0011 0,0155 0,1383 6,9650  0,000026 0,000110 0,000229
Tabla 10

Con toda la informaciéon proporcionada en este apartado podemos concluir que bajo los
activos considerados, no existen grandes diferencias entre las carteras de orden uno, dos y tres
cuando consideramos ponderaciones constantes. Por otro lado, si consideramos
ponderaciones dindmicas la cartera de orden uno muestra una mayor rentabilidad acumulada
frente a las carteras de orden dos y tres, las cuales tienen un comportamiento similar.

5. CONCLUSIONES

Este estudio tenia por objetivo principal establecer una comparacién entre carteras dinamicas
de minima varianza y de minimo momento parcial inferior de orden dos. Por otro lado, se han
estudiado las implicaciones de formar una cartera con los activos propuestos: S&P 500, Oro y
un Bono a 30 afios. Adicionalmente, se ha establecido una comparacién entre las carteras
dindmicas de minimo momento parcial inferior de orden uno, dos y tres.

En el apartado 3.1 se obtuvieron las varianzas condicionales mediante varios modelos de
volatilidad y se concluyé que los modelos GARCH asimétricos bajo una distribucion t-Student
son los que reflejan la varianza condicional de manera mas verosimil en datos de frecuencia
semanal.

45



En el siguiente apartado, 3.2, se determinaron las correlaciones condicionales haciendo uso de
un modelo DCC Cdépula-GARCH en el que se maximizaba la densidad de una cépula de
pardmetro estatico con la finalidad de recoger la pauta de dependencia del todo periodo entre
los activos. En este caso, la cépula t-Student es la que mejor refleja las correlaciones
condiciones entre los activos.

Por ultimo, en el apartado 4 se ha hecho uso de las varianzas y correlaciones condicionales
para formar carteras dindmicas de minima varianza y minimo momento parcial inferior de
orden dos. En el subapartado 4.3 se realizd una comparacion entre ambos criterios, llegando a
las siguientes conclusiones

1. Las ponderaciones, tanto dindmicas como constantes, obtenidas bajo ambos criterios son
muy similares.

2. La varianza y momento parcial inferior condicionales de las carteras son muy similares, si
bien los de las carteras dinamicas son inferiores a los de las carteras de ponderaciones
constantes. Por otro lado, y de manera obvia, la cartera de minima varianza obtiene una
menor varianza condicional mientras que la cartera de minimo momento parcial inferior
obtiene un menor momento parcial inferior condicional.

3. Las carteras dindmicas obtienen una menor rentabilidad acumulada con respecto las
carteras de ponderaciones constantes. En cuanto a la cartera equiponderada, esta obtiene una
rentabilidad similar a las carteras de ponderaciones dindmicas. Sin embargo, el exceso de
rentabilidad de las carteras estaticas frente a las carteras de ponderaciones dinamicas se ve
compensado por un mayor riesgo. Sefialar, que la cartera equiponderada es la que peor
resultados ofrece en términos de rentabilidad-riesgo.

4. Comparando las carteras propuestas de ponderaciones estaticas frente a un indice de renta
variable (S&P 500) se tiene que el Indice obtiene una mayor rentabilidad acumulada a la vez
que se incurre en un mayor riesgo. No obstante, la mayor rentabilidad acumulada esta referida
al periodo 1978 — 2014. Si consideramos periodos de inversidn mds recientes la rentabilidad
creciente y de baja volatilidad ofrecida por las carteras propuestas lleva a obtener
rentabilidades acumuladas similares o superiores. Ello implica una menor dependencia del
momento de inversidn para obtener rentabilidades positivas frente a lo que se desprende de la
inversidn, Unicamente en renta variable.

Finalmente, en el apartado 4.4 se comparan carteras de minimo momento parcial inferior de
orden uno, dos y tres haciendo uso de los mismos activos propuestos a lo largo del estudio. En
dicho apartado se pudo observar como las ponderaciones, tanto constantes como dinamicas
de cada cartera son muy similares entre si, lo que implica comportamientos practicamente
idénticos de las distintas carteras.
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6. APENDICE

Correlacion Lineal: La correlacidn lineal puede ser positiva o negativa segun la relacién lineal
entre las dos variables sea positiva o negativa. La correlacién lineal es el cociente entre la
covarianza y el producto de las desviaciones tipicas.

B Cov(X,Y)
B \/Var(X) Var(Y)

Pxy _1pry31

Correlacion de Kendall: Mide el grado de concordancia entre dos variables. Si consideramos
dos observaciones de dos variables, (x;, ¥1) vy (x,, ¥,) diremos que ambos pares son
concordantes si (x; — x,)(y; — ¥3) > 0 y discordantes en caso contrario

_ Nc — Nd
By =05 NN =1

Donde “Nc” y “Nd” son el numero de pares concordantes y discordantes respectivamente; N
corresponde con el nimero total de pares.

Correlacion de Spearman: Mide la correlacidon de rangos entre series temporales referenciadas
al mismo periodo. Para ello, se asigna a cada observacion de cada serie temporal el nimero de
orden que ocupa (rango) en la muestra cuando se esta se ordena de mayor a menor. Por tanto,
cada par de observaciones (x;,Y;) tiene asignado un rango en la muestra (d,,, dy,). De esta
manera, se obtiene el coeficiente de correlacién de Spearman:

6D
Psxy = 1= n(n?-1)

Autocorrelacion Parcial: La Autocorrelacion Parcial determina en qué medida una observacién
de una serie temporal esta influida por las observaciones anteriores:

Yi = Bo1 + Bo2Yio1 + uUg:
Yi = Boy + Bi2Vio1 + BV o+ uy;
Y; = Bos + Bi3Yi—q1 + By3Yi_5 + BssVi_3+ ug,;

Siendo la secuencia de B;, B,5, B33 la funcidn de autocorrelacién parcial de Y;. Donde Y; hace
referencia a las rentabilidades/innovaciones de una serie financiera.
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Estadisticos AIC y BIC: El estadistico AIC (Criterio de Informacidn de Akaike) y el estadistico BIC
(Criterio Bayesiano de Informacion) proporcionan la misma informacion que el valor alcanzado
por la funcidn de verosimilitud. Sin embargo, corrigen este valor por el nimero de pardmetros
a estimar.

Tanto en el BIC como en el AIC son preferibles valores bajos a valores altos. Ambos criterios se
definen a continuacion:

AIC =2k —2InL
BIC =T~ (k InT — 2 InL)

Donde "k" es el nimero de parametros, "InL" es el valor de la funcidn de log-verosimilitud y
|l n a . .
"T" es el nUmero de observaciones

En este trabajo se han utilizado estos estadisticos para comparar los modelos de volatilidad en
la primera etapa (GARCH, AGARCH y GJR-GARCH), asi como para comparar las distintas copulas
analizadas en la segunda etapa.

Copula Bivariante: Las cdpulas bivariantes son funciones bidimensionales. Todas ellas tienen
las siguientes propiedades:

C:[0,1]1x[0,1] = [0,1]
C(uy,0) =C(0,uy;) =0
Clup, D) =us; C(Luy) =u,
C(vy,v2) — C(uy,vp) = C(vpup) — Clug,up) !
Para todo u;, v; en [0,1] conuy < vy Uy < vy

Donde wu; =F;(x;) yu,=F,(x;) son losnimeros uniformes obtenidos a partir de las
funciones de distribucién marginales de las dos variables aleatorias X; , X5.

Teorema de Sklar: Dada una funcién de distribucion bivariante F(x;,x,) existe una Unica
copula C:[0,1] x[0,1] = [0,1] tal que:

F(xy,x3) = C(F1(x1), F2(x3) )

La ecuacién anterior define una funcién de distribucidon bivariante con distribuciones
marginales F; (x1) y Fo(x2).

Diferenciando en la expresion anterior con respecto ambas variables obtenemos la funcion de
densidad de la copula en términos de las funciones de densidad de las marginales:

OF (x4, x3) _ 02C(Fy(x1), F,(x3) ) OF; (x1) OF,(x5)
0x1, X7 0F; (x1) 0F;(x7) 0x4 0x;

fQxy,x2) = c(F1(x1), F>(x3) ) f(xq) fx2)
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Por el contrario, si x; y x, son independientes, entonces:
F(xy,x3) = C(F1(x1), F2(x2) ) = F1(x1) Fp(x3)

f(x1,x2) = f(x1) f(xz)

Copulas cota superior e inferior de Fretchet: Sabemos que F;(x;) y F,(x;) toman valores
comprendidos en el rango [0,1], es decir, son nimeros uniformes.

Cuando ambas variables tienen dependencia perfecta positiva se formula la Cépula cota-
superior de Fretchet:

C(uq, Uy, ..., Uy) = min(uy, Uy, ..., Uy)
Ninguna otra cépula puede tomar un valor superior al de esta.

Por otro lado, se forma la Cépula cota-inferior de Fretchet cuando las variables tienen

dependencia perfecta negativa.
C(uq,uy, ..., up) = max(uy + uy + -+ u, —n;0)

En este caso, ninguna otra cépula puede tomar un valor inferior a esta.

Copulas Implicitas: Las copulas implicitas son aquellas que se derivan a partir de una
distribucion multivariante conocida, como por ejemplo la cépula gaussiana o la cépula t-
Student. Por ejemplo, la cdpula gaussiana se obtendria como sigue:

C (Up, Up, oy U3 Z) = P (@7 (wy), ..., @7 (uy))

Donde @, es la funcidn de distribucién Normal multivariante.

Copulas Arquimedianas: Al contrario de las cépulas Implicitas, las cépulas Arquimedianas se
basan en una funcién generatriz W(u). En estos casos, las cépulas se definen de la siguiente
manera:

C (uqg, Uy, .., up; X) = ‘P‘l(‘P(ul), ...,‘P(un))

Como ejemplo de funcién generatriz, a continuacién se muestran las funciones
generatrices de dos de las cdpulas Arquimedianas mas cominmente utilizadas (Cépula
de Clayton y Cépula de Gumbel):

qJ(u)clayton = a—l(u—a —-1) a#0
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Y (W) gumper = _(lnu)di 6=>1

Dependencia en las colas: La dependencia en las colas entre dos variables se obtiene a partir
la cépula, por lo tanto, es un valor determinado por la cdpula empleada. La dependencia en
cada cépula se obtiene a partir de los pardmetros que rigen la cdpula. Por tanto, dependiendo
de la cépula, se determina la dependencia en la cola inferior, en la cola superior, o en ambas

colas.

A, = 0 Entonces las variables involucradas en la cépula son asintéticamente independientes
en la cola superior, mientras que si 4,, € (0,1] las variables que componen la cépula son
asintéticamente dependientes en la cola superior. De manera analoga, cuando A; = 0 las
variables son asintéticamente independientes en la cola inferior, mientras que si 4; € (0,1] las
variables son asintéticamente dependientes en la cola inferior

Funcidon de distribucion empirica: La funcién de distribucién empirica asigna a cada
observacién de una muestra la frecuencia relativa acumulada. De esta manera se tiene una
funcién de distribucién muestral que se aproxima a la funcién de distribucién poblacional:

E,(x)=PX; <x) = @ i=12..,n

Donde N(x) es el nimero de observaciones de la muestra que son menores que x
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