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Resumen

El presente trabajo pretende describir la base del esquema de valoraciéon de derivados sobre
tipos de interés habitualmente conocido como LIBOR Market Model por medio de una profunda
revision bibliografica. Para ello se comienza con una breve revision histérica de la valoracion
de los mencionados activos financieros. A continuacion, el nucleo central de la revision consiste
en exponer los supuestos e hipdétesis intrinsecas del modelo, asi como la relacion de éstas con
la valoracién de los activos derivados de diversa indole, simples y complejos. Especial
importancia tiene la hipotesis de naturaleza determinista tanto de las derivas como de |la matriz
de covarianzas de los tipos forward. En el punto octavo se trata hasta qué punto la hipotesis
sobre las derivas resulta aceptable e inocua. En los siguientes se justifica por qué el punto
clave en la especificacion del modelo es determinar una forma funcional adecuada para las
funciones de volatilidad y correlaciéon instantaneas y se tratan diversas posibilidades al
respecto. Finalmente se ejemplifican algunos de los puntos anteriores por medio de un ejercicio
empirico que alisa la labor del autor de cara a futuras investigaciones.

Abstract

This task pretends to describe the base of the valuating interest rate derivatives scheme
habitualy known as LIBOR Market Model via a deep bibliographic revision. In order to do so
starts with a breef historic revision of the mentioned assets. Next, the central core of the
revision cosists in exposing the intrinsec assumptions of the model and its relation with
valuation of derivative assets of diverse kind, simple and complex. Special importance has the
assumption of deterministic nature for the drifts as well as for the covariance matrix of forward
rates. The eighth point treats the importance of accepting the assumption about deterministic
nature of drifts. In the next points it's justified why the central point in de specification of the
model is determining a suitable functional form for the volatility and instantaneus correlation
functions and several possibilities in regard to the matter are treated. Finally several of the
previous points are exeplified via an empirical exercise that rolls out the author’s task for future
researchings.
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1. Introduccion y motivacion.

En los ultimos tiempos los mercados de derivados sobre tipos de interés se han
desarrollado de manera importante tanto en lo que se refiere a volumen de negociacion
como a la complejidad y diversidad de los activos existentes. Desde que en 1973 Black
y Scholes publicaron por primera vez su famosa foérmula, tanto la teoria como la
practica han evolucionado muy deprisa en la valoracion de derivados en general y de
derivados sobre tipos de interés en particular. En este contexto y desde el trabajo
original de Heath, Jarrow y Morton (1989), el paradigma lognormal para la descripcion
de la dindmica de los tipos forward y el uso de la formula de Black para la valoracion de
derivados simples han ido ganando terreno hasta convertirse en un estandar con
creciente aceptacion.

A pesar de ello, no es mucha la investigacion llevada a cabo en este campo en Espaiia,
lo cual contrasta con la gran proliferacion de trabajos tedricos en este sentido a nivel
internacional, comenzando con Brace, Gatarek y Musiela (1997) y Jamshidian (1997).
Paralelamente, y como comentan de Jong, Driessen y Pelser (2000), el volumen de
trabajos tedricos existente contrasta con la escasa profusion que se observa en el plano
de las investigaciones empiricas. Asi, un investigador en nuestro pais encuentra tres
razones por las cuales este campo resulta atractivo. Dos son globales, el futuro que
presenta este esquema de trabajo y la escasez de contrataciones empiricas. La otra,
como ya hemos mencionado, es de indole local.

Siguiendo los dos grupos de motivaciones anteriores, y de acuerdo con el director del
presente trabajo, el proyecto se abordd, originalmente, desde una doble vertiente
teoricopractica. No obstante, la escasez de tiempo disponible unida a la escasa
disponibilidad de los datos necesarios para realizar un estudio empirico ortodoxo han
ido relegando la parte empirica a un segundo plano. Finalmente se presenta una revision
de los diferentes trabajos tedricos estudiados junto con una ejemplificacion practica de
algunos de los puntos tratados. Gran parte del trabajo realizado ha consistido, por tanto,
en la seleccion, asimilacion y homogeneizacion de puntos tedricos provinentes de
diversas fuentes, hasta dotarlos de una estructura unitaria y autocontenida.

A pesar de lo anteriormente dicho, el presente estudio se enmarca en la ultima fase del
primer ciclo del Doctorado en Finanzas Cuantitativas en el que el autor se encuentra
inmerso. Es por ello que resulta una buena oportunidad para la introduccion del
doctorando en un campo que ya ha sido descrito como atractivo para el investigador,
por lo que el autor espera que no sea sino el principio de una linea de investigacion que
se desarrollard en buena parte desde un perspectiva empirica.

2. Breve historia de la valoracion de derivados sobre tipos de interés. Los
origenes del LMM.

El conjunto de técnicas que podriamos calificar de modernas para la valoracion de
derivados sobre tipos de interés comenzaron con el trabajo de Heath, Jarrow y Morton
(1989). A partir de ¢l se han desarrollado un conjunto de estrategias o variantes con un



rasgo en comun: el reconocimiento de que la evolucion libre de arbitraje de cualesquiera
variables de estado escogidas puede expresarse como una funcion de las volatilidades vy,
en su caso, covarianzas, de las variables de estado mismas.

Dichas variables de estado pueden ser tipos de interés instantaneos o discretos
compuestos, tipos swap o forward.; pueden distribuirse de forma normal o lognormal.
El numerario asociado puede ser un bono cupdn cero, una cuenta del mercado
monetario, etc.

Siguiendo a Rebonato (2002), podemos subdividir la relativamente corta historia de los
derivados sobre tipos de interés en cuatro periodos. El primero de los cuales se refiere al
empleo de las aproximaciones de Black y Scholes (1973), Black (1976) y Merton
(1973). La variable de estado —precios de bonos, spot o forward, tipos de bonos, tipos
forward o tipos swap futuros- se supone, invariablemente, lognormal, y la distribucion
resultante se integra sobre el pago terminal de una opcioén europea.

La aproximacion de Black y Scholes con un bono como subyacente fue popular aunque
desde muy pronto criticada como consecuencia del fendémeno de “convergencia a la
par”: la forma original de la féormula de Black y Scholes requiere una volatilidad
constante para el subyacente. Evidentemente, como el precio de un bono converge a la
par a su vencimiento, su volatilidad no es constante. Este hecho se consideraba poco
peligroso si el vencimiento de la opcidn era muy anterior al vencimiento del bono.

Para casos en que ambos vencimientos eran proximos, la solucion era considerar como
subyacente lognormal una cantidad no negociable, el rendimiento del bono. De esta
forma se consigue evitar la convergencia a la par, aunque resulta dificil adaptar a un
subyacente no negociable el razonamiento de Black y Scholes de estrategia dindmica
autofinanciada que reproduce el pago final de la opcion.

La aproximacién lognormal presentaba problemas tedricos, entre ellos una dificil
justificacién financiera relativa a la valoracidn riesgo neutral. No obstante, la
comunidad financiera no abandon6 el modelo de rendimientos lognormales por razones
tedricas. Las formulas de valoracion de caps y swaptions, que empleaban tipos forward
y swap lognormales, fueron ganando aceptacion. Estas formulas, a diferencia de la
aproximacion lognormal de rendimientos, pueden justificarse tedricamente. No
obstante, dicha justificacion no apareci6 hasta los afos noventa. Asi, el mercado empled
de manera generalizada la formula de Black para opciones y swaptions europeas mucho
antes de que se difundiese su justificacion tedrica.

En realidad, como en muchas ocasiones, parece que la teoria fue detrds de la practica.
La eleccion tedricamente no fundamentada del mercado convirtié la formula de Black
para caplets y swaptions en el estandar. Dicho estdndar fue fundamentado
posteriormente con argumentos teodricos. De éste estdndar proceden aproximaciones
posteriores y mas generales, como el LIBOR Market Model, capaces de valorar
derivados sobre tipos de interés complejos de forma consistente con el mercado de
caplets.

Volviendo al problema de convergencia a la par, la solucidon correcta era, claro esta,
emplear la férmula de Black -y lo la de Black-Scholes-, con precios forward y
volatilidad de dichos forwards como inputs. Este camino fue descuidado tanto por los



traders “ingenuos” como por los mas informados y sofisticados. Los primeros no
apreciaban la diferencia entre Black y Black-Scholes, y pensaban que el fendmeno de
convergencia a la par era relevante en ambos casos. Los segundos entendian la
diferencia pero se daban cuenta, asimismo, de que la formula de Black no contemplaba
algo importante: en realidad, a pesar de que los distintos precios forward de bonos se
corresponden con activos diferentes, sabemos que esos precios se encuentran
significativamente correlacionados.

Efectivamente, si un trader emplea dos volatilidades de precios forward de bonos como
inputs para valorar dos opciones que expiran en momentos diferentes sobre bonos con el
mismo plazo hasta el vencimiento, implicitamente estd diciendo algo acerca de las
volatilidades de los precios forward en el intervalo entre el primer y el segundo
vencimiento. Sin embargo, el concepto “algo” resulta excesivamente vago y la relacion
entre las distintas volatilidades no es suficientemente fuerte como para tener una
naturaleza determinista. Sin embargo, tampoco es lo suficientemente débil como para
ser considerada completamente independiente. Esa vaguedad, fuente de insatisfaccion
con la aproximacion de Black, resulta particularmente interesante si tenemos en cuenta
que la aproximacion moderna a la valoracion de derivados puede padecer un exceso de
concrecion similar.

A medida que se desarrolld el mercado de derivados sobre el LIBOR, éste proporciond,
asimismo, interesantes desafios de valoracion. La demanda de productos derivados
sobre el LIBOR venia, por un lado, de los gestores de obligaciones, que buscaban
asegurarse un tipo de interés por medio de la compra de caps, y , por otro, de los
emisores e inversores que buscaba mayores rendimientos propios o de los fondos que
gestionaban por medio, respectivamente, de bonos canjeables o colocables (putables).
Una primera consecuencia fue que el consenso de las firmas de inversidn mas activas en
el campo se consolido alrededor del uso de la formula de Black con tipos forward y
swap lognormales. Ello no era necesario porque un caplet puede ser visto como una
opcién de compra sobre un tipo o una opciéon de venta sobre un bono, por lo que la
eleccion de la aproximacion de Black puede considerarse como un accidente historico
relevante.

Una segunda consecuencia de la demanda y produccion de productos tipo opcion fue
que las casas de inversion se vieron como los compradores naturales de swaptions y los
vendedores naturales de caps. Por supuesto ya se reconocia que se trataba de
instrumentos intimamente ligados: un tipo swap es una combinacion lineal, aunque con
carga estocastica de los tipos forward subyacentes. No obstante, las féormulas de Black
por si mismas no proporcionan pista alguna sobre cual deberia ser la conexion: cada
caplet seria perfectamente valorado en su propia medida forward.

La segunda etapa en la valoracion de derivados todavia tuvo su origen en trabajos
académicos, como Vasicek (1977) y Cox, Ingersoll y Ross(CIR) (1985). Afrontaron la
busqueda de una descripcion coherente y autocontenida para la multitud de
instrumentos (opciones sobre bonos, caplets, swaptions, etc.). El supuesto clave era que
la dindmica de toda la curva de tipos venia determinada por el tipo instantaneo a corto.

A pesar de que el éxito practico de estos modelos era bastante limitado, su influencia
fue considerable y, salvo algunas excepciones, todos los modelos desarrollados hasta
Heath, Jarrow y Morton (1989) eran parte del mismo programa basado en tipos a corto.



Una combinacion de factores compleja parece la causa de que tamafio esfuerzo se
realizase en esta direccion. Los traders , no obstante, se sintieron atraidos por la idea de
que unos modelos con una estructura simple y unos supuestos de partida describian la
curva de tipos de manera aceptable. Este éxito parcial pero halagiiefio se interpret6 en
ocasiones como un sintoma de que en el fondo debe ser correcto escoger los tipos a
corto como el factor subyacente para la curva de tipos. Con perspectiva puede
argumentarse que, como ha demostrado la copiosa investigacion econométrica
realizada, la evolucion de la curva de tipos se explica en buena medida por su primer
componente principal. Las ponderaciones de los diferentes tipos forward en este
componente principal son aproximadamente constantes. Asi pues, virtualmente
cualquier tipo, y, por tanto, el tipo a corto, podria haberse tomado como una
aproximacion razonable del primer componente y, por tanto, de la curva de tipos entera.

La tercera fase es consecuencia inmediata de la primera y viene determinada por los
trabajos de Black, Derman y Toy (1990) y Hull y White (1990), que extienden,
respectivamente, las anteriores propuestas de Vasicek y CIR. La caracteristica mas
relevante de este tipo de modelos fue la agregacion de un término puramente
determinista al componente de reversion a la media en la deriva del tipo a corto. De esta
forma se consigue deshacerse de cualquier discrepancia que los componentes
estocastico y de reversion a la media pudiesen permitir entre el mercado y el modelo.

Asi, esta familia de modelos son capaces de reproducir cualquier curva de tipos pero no
sirven para valorar directamente opciones plain vanilla —caplets y swaptions-. En
realidad, si se implementaran como sus creadores recomiendan, esto es, con parametros
de volatilidad constantes, fallarian incluso en la valoracion de caplets. De esta manera el
objeto de estos modelos paso de ser la definicion de la forma de la curva de tipos a la
evaluacion de la sensatez de la estructura temporal de volatilidades del mercado. Como
consecuencia, los traders de derivados simples sobre el LIBOR se encontraron por
primera vez en posicion de especular que, si la evolucion de la curva de tipos estaba
realmente marcada por el tipo a corto, si su deriva (ajustada por riesgo) tenia una forma
con reversion a la media y si la volatilidad se habia escogido correctamente, entonces el
modelo podria proporcionar una idea de que los precios relativos de, por ejemplo, dos
caplets, no pueden ser los que se observan en el mercado. La segunda generacion de
modelos provocd la primera posibilidad arbitraje con opciones conducida por un
modelo.

Como cabe suponer, el tipo de profesionales que se mostraban insatisfechos con la
segunda generacion de modelos eran, por supuesto, los traders de derivados exoticos. A
principios de los noventa, cuando los modelos de la familia BDT/HW integraban la
principal corriente dentro de la comunidad financiera, multitud de nuevos derivados
exoticos —swaptions bermuda, swaps con principales indexados, ratchet caps, callable
inverse floaters, knock-out caps, index accruals...- se introdujeron en el mercado. Para
los traders encargados de negociarlos, la mayor demanda para un nuevo modelo era la
capacidad para valorar al menos la cobertura con opciones requerida para cada compra
o venta en linea con el mercado plain-vanilla. Los traders de exoticos querian los
precios de sus coberturas (caplets y/o swaptions) reproducidos por el modelo en linea
con el mercado. En la primera mitad de los noventa, los mercados de caplets y de
swaptions europeas aun se encontraban solidamente anclados en el esquema de Black.



Fue en este contexto cuando las primeras aplicaciones no triviales del modelo HIM
empezaron a desarrollarse —y a emplearse- en los front offices. Como ya se dijo, el
papel de trabajo original de HIM empezd a circular en 1987, aunque las primeas
aplicaciones lo hicieron en 1993-94. Hay algunas razones que explican este retraso. El
lenguaje complejo en el que el modelo fue formulado, el escaso desarrollo alcanzado
por las técnicas numéricas o analiticas para resolver ecuaciones en derivadas parciales
lineales y la escasa utilidad que las técnicas de arboles recombinates presentan frente a
la naturaleza no markoviana de los procesos lognormales para tipos forward.

La aplicacion clave frente a la escasa utilidad demostrada por la busqueda de féormulas
cerradas y el empleo de arboles recombinantes es la simulacion Monte Carlo. No se
trataba de una técnica novedosa, pero hasta ese momento habia gozado de una
popularidad escasa.

Por otra parte, en un primer momento, el modelo HIM se consideraba dificil de calibrar.
Por tanto, el siguiente problema para la difusion del modelo fue la calibracion del
mismo. El modelo HIM fue originalmente formulado en términos de tipos forward
instantaneos, que no presenta una equivalencia evidente con ningun instrumento
negociado en el mercado. Ademas el articulo de HIM mencionaba el hecho de que , en
el limite del tiempo continuo y para verdaderos tipos forward lognormales, su proceso
explota con probabilidad positiva. Esta afirmacion, a menudo repetida y raras veces
comprendida, actu6 como un poderoso inhibidor del desarrollo de un modelo de
mercado lognormal basado en HIM.

No obstante, los temores iniciales desaparecieron. Cuando el proceso se discretiza y se
convierte en un tenor finito, la explosion lognormal desaparece. El mercado, mas
esclavo de la necesidad que dotado de una vision providente, se vio obligado, para
valorar activos derivados sobre el LIBOR con la aproximacion HIM, un camino que
queda como sigue:

- Debe especificarse una particion para la curva de tipos por aquellos puntos en
los que los acontecimientos relevantes para el precio ocurren. Se trata del tenor
de los tipos forward. Debe suponerse que estos tipos forward discretos pueden
considerarse como el equivalente en tiempo finito de los tipos forward
instantaneos del HIM.

- Deben discretizarse , asimismo, las derivas de no-arbitrage. Al hacerlo, las
integrales se transforman en sumatorios y tienen que simularse las integrales
estocasticas en tiempo continuo usando cuadraturas estocasticas discretas.

- Puesto que debe escogerse un numerario, como extension natural de la
aproximacion HJM, se toma el concepto de cuenta del mercado monetario
discreta compuesta.

- Debe hacerse una suposicion sobre la forma funcional de los tipos forward
discretos. En este punto, se toma la aproximaciéon lognormal, aproximacion
estandar para el mercad de opciones plain vanilla.

La anterior aproximacion funcioné correctamente y, desde hace afios, valorar
correctamente una serie de caplets no ha requerido nada mas que el uso de la férmula de
Black. Habia nacido el LIBOR Market Model.



No obstante, estos caplets valorados mediante la formula de Black se valoran con
distintas medidas, pertenecen a universos diferentes, y, por tanto, ningun otro derivado
sobre el LIBOR podria valorarse al mismo tiempo de una forma consistente. Este es un
problema no completamente resuelto y queda mucho trabajo por hacer en este sentido.
Muy importante ha resultado se la contribucion realizada en esta linea por articulos
como los de Brace et al. (1995), Musiela y Rutkowsky (1997a) y Jamshidian (1997).
Estos articulos muestran con claridad que cualquier implementacion en tiempo continuo
del modelo de HIM vy, por tanto, en particular, la implementacion lognormal, estaba
especificada por las volatilidades instantaneas de los tipos forward discretos, asi como
por las correlaciones entre ellos.

De lo anterior se deduce que para cada uno de los puntos del tenor, es decir, para cada
uno de los puntos sensibles para el precio, corresponderia una matriz que tendria como
elementos integrales de términos de covarianza; cada matriz contiene un numero de
elementos proporcional al cuadrado de los tipos forward aun vivos.

Por tanto, la recuperacion de precios de mercado ha dejado de ser la prioridad para
ceder su protagonismo al hecho de que cada una de las posibles elecciones para las
funciones de volatilidad (varianzas y covarianzas instantaneas) de la mencionada matriz
daria lugar a un precio distinto para productos exdticos. Nos encontramos ante un
problema de exceso de grados de libertad en sentido de transparencia financiera.

Un punto fuerte de los modelos de mercado es que pueden ser equivalentemente
empleados tanto para tipos forward como para tipos swap. Ello presenta dos
consecuencias positivas importantes: por un lado, dada la facilidad con la que las
volatilidades de mercado pueden recuperarse, el usuario puede estar seguro de que al
menos una serie de instrumentos de cobertura (caplets o swaptions) puede ser valorada
de manera exacta por el modelo. A continuacion serd una el usuario quién determine
cudl de las volatilidades es mas relevante para la valoracion del producto exotico en
cuestion. Asimismo, la mayoria de los productos exoticos requieren posiciones
cubiertas tanto en caplets como en swaptions. Es por tanto extremadamente 1til dar con
la correcta matriz de volatilidades o matriz swaption, dada una aplicacion basada en
tipos forward, o qué estructura temporal de volatilidades de caplets es producida por la
implementacion basada en tipos swap escogida.

Aun mas importante. Los modelos de mercado proporcionan al trader las herramientas
perfectas para analizar la congruencia los dos derivados simples, caplets y swaptions. Ni
que decir tiene que, para un creyente en la formacion perfecta de los precios, los
mercados son siempre congruentes, y la imposibilidad para valorar simultdneamente
caplets y swaptions simplemente muestra la inadecuacion del modelo empleado en la
valoracion. Alternativamente, si se cree que el modelo es correcto y funciona para
devolver todos los precios, las volatilidades y correlaciones resultantes deberian reflejar
el consenso del mercado para con dichas cantidades, sin importar cuan plausibles
puedan parecer si se comparan, por ejemplo, con la evidencia historica y estadistica.

El tema es, en realidad, bastante mas complejo que lo anterior: por un lado estan los
flujos naturales del mercado y por otro con “hébitat” favoritos que crean un exceso de
demanda o de oferta para determinados productos. Para Rebonato, los ejemplos mas
obvios de esta descompensacion son “la natural incongruencia intrinseca entre la
demanda de opcionalidad tipo caplet (por parte de los gestores de obligaciones) y la



produccion de opcionalidad swaption (por parte de emisores e inversores en busca de
rendimientos mayores que los plain vanilla) ”. Dichas descompensaciones entre oferta y
demanda deberian en teoria desaparecer por obra de los arbitrajistas. Sin embargo las
ineficiencias y las restricciones del mercado reducen las posibilidades de los
arbitrajistas para sacar partido de las discrepancias de precios. Aparentemente, estas
restricciones e imperfecciones todavia son abundantes. En realidad, Rebonato opina que
confiar ciegamente en la congruencia de los mercados de caplets y swaptions requiere
un significativo acto de fe. Asi, el tema del analisis conjunto de los dos mercados y su
impacto en la calibracion del modelo de mercado es uno de los temas mas abiertos y
comprometidos en este campo.

Un par mas de comentarios parecen apropiados. En primer lugar es importante remarcar
que el LIBOR Market Model, tal y como se conoce en la actualidad, es mucho mas que
una serie de ecuaciones para la evolucion libre de arbitraje de los tipos forward o swap:
incluye un conjunto rico de técnicas de calibracion y de aproximacion. Resulta
importante, asimismo, considerar que justo cuando el modelo de mercado ha logrado la
habilidad necesaria para valorar productos exoticos y, al mismo tiempo, valorar
correctamente opciones plain vanilla abordables por el modelo de Black, el estandar de
mercado se ha alejado del paradigma lognormal. Este alejamiento viene marcado por la
aparicion de sonrisas y muecas en las curvas de volatilidad implicita (ver Rebonato
1999c). Asi, si quieren considerarse estos diferentes mecanismos de manera
financieramente convincente, diferentes formas de modelizacion resultan necesarias.

3. La formula de Black y la valoracion tradicional de derivados simples.

El mas sencillo de los instrumentos existentes es el FRA (Forward Rate Agreement), en
el que dos partes se comprometen en un momento t a intercambiar en el momento T +7
una cantidad de dinero proporcional a la diferencia entre un strike K y el tipo LIBOR
para ese periodo L(7',7 +7 ). El factor de proporcionalidad viene dado por un nocional
principal NP, también acordado en 7. Asi los pagos de un FRA vienen representados
por:

Payoff (T +1) = NP[L(T,T +1) -KTr

Donde NP representa el valor del nocional principal. Por tanto, el valor presente de un
FRA, calculado como el flujo de caja que ocurrird en T+7r descontado hasta el
momento T, puede representarse como:

_ yplL@.T+D) KT

PV,
[1+L(T,T +1)r]

El valor de un FRA en un momento anterior a T suele expresarse por medio del
concepto de tipo forward, mediante la correspondencia evidente

f(T,T,T+1)=L(T,T +71)

Asi pues, las anteriores ecuaciones pueden rescribirse como:
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Payoff (T +1)=NP[f(T,T,T +1) -K]r

_p I T+D -k

PV,
[1+ f(T,T,T +1)1]

En el momento del acuerdo, el strike de un FRA se define de forma que su valor sea
cero. Ello requiere un acuerdo del mercado acerca de la distribucion de f(7,7,7 +T7).

Para ello debe tenerse en cuenta que el tipo f(¢,7,7 +T) puede definirse, por medio de
simples consideraciones de no arbitraje como

P, T)-Pt,T+1)=f(t,T,T +1)TP(t,T +7)

P(t,T)/ P(t,T +7) -1
4

f@,T,T+r1)=

Por medio de esta relacion, resulta facil definir el valor de un FRA sin dejar lugar a
ambigiliedad alguna. El valor en t de un contrato FRA de strike K y con vencimiento en
T es

PV, =NP[f(t,T,T +7)r —KT|P(t,T +T)

Como la expresion anterior no se refiere al proceso subyacente , cualquier distribucion
de probabilidad tal que la esperanza en el momento t de f(7,7,7+7) sea igual a

f(&T,T+r1) producira el precio correcto para el FRA. Asi pues, cualquier proceso, no
necesariamente una difusion, tal que la condicidon anterior se cumpla serd compatible
con un precio de mercado para el FRA.

La opcion simple ligada a un FRA es un caplet cuyo payoff en el momento 7' +7 viene
dado por

Payoff,,, = NPLf(T,T,T +1) -K]|'T

Lo habitual en el mercado, llegados a este punto es suponer, para valorar un caplet con
payoff en 7+7 como el de la ecuacion anterior, que el valor del tipo forward con
vencimiento en el momento T se distribuye de forma lognormal, con una varianza

incondicional ligada a la volatilidad o, , por medio de la siguiente relacion
In[f(T,T,T +1)]~ G(,0,,T)

Donde G representa la distribucidn gausiana. Por las condiciones de no arbitraje
mencionadas, sabemos que la esperanza en t de un tipo forward con vencimiento en T
debe ser igual a f(¢,7,T+T7), por lo que la expresion anterior, por tanto, puede

rescribirse como
In[f(T,T,T+1)]~G(n[ f(¢t,T,T +7)] —%aﬁ,ackT,aé,ka)

Integrando el payoff de un caplet sobre esta distribucion lognormal se obtiene la
formula de Black standard
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PV, =NP[f(t,T,T +T)N(h) —KN(h,)1Pt,T +1)r

siendo

I f (7.7 +7)/ K1+ 02 (T =1
hl B UBlack \/(T - t)

I (7.7 +7)/ K]~ 0% (T 1)

h =
’ UBlack \/(T _t)

N representa la distribucion normal acumulativa.

Un tratamiento similar puede darse a la definicidon de swaps y swaptions europeas: un
swap es una acuerdo para el intercambio de un pago fijo por otro variable. La pata fija
estd constituida por una anualidad A, con pagos fijos K que se producen en momentos
previamente especificados y aproximadamente equidistantes. Asi, su valor puede
expresarse como:

4,d1}) :NP*Kfp(t,Tl_ +1)7

i=0

Con T, +7 =T,,,. Como lo pata variable, FL, estd formada por una coleccion de pagos,
cada uno de los cuales serd determinado por el vencimiento de un tipo LIBOR en una
serie previamente especificada de fechas, entonces es simplemente igual al conjunto de
tipos variables asociados con una serie de FRAs. Teniendo en cuenta resultados
anteriores obtenidos con anterioridad, su valor en t viene dado por

FL =Y NPf(t,T.T +T)TP(t,T +T)

i=1

El nimero pagos de la pata fija, N, y de la pata variable, n, no tienen por qué coincidir.
En realidad suele considerarse que si lo hacen para simplificar la notacion.

Si el nocional principal NP es constante, entonces puede establecerse como unitario sin
pérdida de generalidad y la ecuacion anterior se simplifica a

FL = P(t,T,)-P(1,T,)

El tipo swap de equilibrio en t, SR,, se define como el valor de la pata fija que en el

momento t, hace que el valor de swap para el periodo [7, .7, ] sea cero. Por tanto,

Xp ?
viene dado por el siguiente ratio

SR(t’ 7—;xp’ T;nat) = FL[ /At

Reordenando término, la expresion anterior puede expresarse de manera alternativa
como
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SR(t7 exp mat) zwf(t’ 17T+T)

con
P(LT+T)0r  _ P(tT +TY

> PT +1)r 4

Un swaption europeo no es sino una opcion adquirida en un momento t, para entrar en
el momento 7, en un swap activo durante el periodo [T ]. La aproximacion

exp exp ? mat

estandar de mercado supone que el tipo swap de equilibrio se distribuye de forma
lognormal con una esperanza igual a su valor actual, es decir

ln[SR( exp ? exp 4 mat )] G(ln[SR(t exp mat )] - SR BlackT'exp 4 o-.gR,BlackT'exp)

Donde 0O .. s la volatilidad de Black implicita para el tipo swap. El payoff en el

momento 7. del swaption es

exp

Payoﬁxp = [SR(T;xp ’ 7—'exp s T:nat) K] A(t’ exp? mat )

Donde A(T

periodo [T

) es el valor en el momento T

exp

de los pagos producidos en el

exp’? exp’ mat

]. La integracion de este payoff sobre la distribucion lognormal del

exp ? mat

tipo swap a vencimiento proporcionan como resultado la formula de Black

PV, =NP[f(t,T, )N(h)—KN(h,)]A(2,T.

> Texp? mat > Texp? mat)

Donde, en este caso

ln[f(t exp? 7—;nat ) / K] + O-SR Black ( exp t)

O-SR ,Black (T'exp )

h =

ln[f(t exp? mat)/K] - SR Black( exp _t)

h, =
O-SR ,Black (T'exp )

Hemos podido apreciar coémo, separadamente, podemos llegar a formulas de valoracion
tipo Black tanto para caplets como para swaptions, como se expone en Rebonato
(1999b). No obstante, es preciso mencionar que suponer lognormalidad para ambos
casos es inconsistente ya que, por ejemplo, un tipo swap, que es una combinacion lineal
de tipos forward, no puede ser lognormal si los tipos forward subyacentes lo son.
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4. La valoracion de derivados y la dinamica de los tipos forward.

A la hora de valorar un derivado, es esencial considerar que el valor actual del mismo es
la esperanza descontada, bajo la adecuada medida de probabilidad, del mismo de su
payoff. Si el derivado que quiere valorarse es de tipo europeo, y depende de la
realizacion de un solo tipo forward, como un caplet, entonces la distribucion de
probabilidad requerida no es mas que la distribucion incondicional del tipo relevante.

Desgraciadamente existen pocos productos europeos. Para el resto de productos serd
necesario considerar una esperanza sobre una distribucion de probabilidad
multidimensional, lo cual requiere informacion acerca de la probabilidad condicional
de ocurrencia conjunta de muchos tipos forward a diferentes vencimientos. Es decir, se
requiere la probabilidad condicional de concurrencia de distintos tipos a distintos
vencimientos 7;,7,,...,T para valorar, por ejemplo, un swaption.

Ademas de cubrir la anterior demanda, seria muy deseable encontrar expresiones de
valoracion cerradas tanto para las distribuciones de probabilidad condicionales como
incondicionales de los tipos forward. Ademads, resultaria especialmente practico emplear
distribuciones que dependieran de un numero reducido de estadisticos descriptivos,
como varianzas y covarianzas.

Para tratar de cumplir con las anteriores demandas, resulta particularmente atractivo
tratar de imponer que al menos las distribuciones de probabilidad incondicional sean
gaussianas. En realidad, dado que resulta recomendable forzar distribuciones en las que
los tipos resulten siempre positivos, resulta apetecible modelar los logaritmos de los
tipos forward como procesos gaussianos, dado el relativamente sencillo tratamiento
analitico que se deriva de esta opcion clasica.

No obstante, como hemos comentado, suponer exclusivamente que el logaritmo de los
tipos forward presenta una distribucion gaussiana no resuelve el problema de valoracion
de la mayoria de los activos derivados. Asi pues, como paso siguiente, resulta natural
suponer, si es posible, que todas las distribuciones de densidad condicionales son
conjuntamente gaussianas.

Para profundizar en la idea anterior, sigamos a Rebonato(2002) y a Nielsen(1999).

Consideremos un proceso estocastico N-dimensional X, como

X, =x={x,x...x}

t

Para una muestra de n elementos finitos del tiempo 7,,7,,...,T, del proceso vector , es

decir, para una matriz aleatoria N*n-dimensional tal que
{X(T). X(T).... X (T)}

El proceso vector X, serd gaussiano si la distribucion de cada matriz muestral es

conjuntamente normal, es decir, si la distribucion incondicional conjunta de los
elementos de la matriz muestral definida anteriormente es normal. Ademas, si el
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proceso X, es gaussiano, entonces la distribucion de toda matriz muestral se

caracterizard porque el conocimiento completo se restringe a las distribuciones
incondicionales de media y varianza.

Cualquier proceso condicionalmente gaussiano es gaussiano incondicionalmente. En
particular, un proceso browniano generalizado, B(¢),

B(t)=B0)+ut +oZ(t)

es gaussiano y condicionalmente gaussiano. Asi, un proceso browniano generalizado
parece un candidato perfecto para la modelizaciéon de los logaritmos de los tipos
forward. Mdas concretamente, tras identificar el vector B(¢)en la expresion anterior con

el vector de elementos dado por el logaritmo de los tipos forward, seria util poder
escribir para cada tipo forward individual f;

dn[ £,()] = 4 (Odt + Y 0, (1)dz, (0)

con condiciones iniciales conocidas, f;(0), y siendo dz, (¢#) los incrementos en el

momento t del proceso browniano estandar ortogonal tal que E[dz,(¢)dz,(¢)] =0, (¢)dt.

Para estar seguros de que el proceso resultante sera condicionalmente gaussiano parece
razonable imponer condiciones sobre f/y O . Para apreciar cudles y de nuevo siguiendo

a Nielsen (1999), es 1til analizar las probabilidades de '[ z Oy (0)dz, (t) , empleando los

siguientes teoremas:

T1. Si {0’ /.k} es una matriz determinista, de cuadrado integrable y (N*K)-dimensional,
{Zk} un vector columna n-dimensional de procesos brownianos estdndar, y s y t

momentos tales que ¢=s, entonces la variable aleatoria N-dimensional {y},

t . . .7
v, = J‘ Z O (u)dz, (u) , es independiente de la filtracion hasta el momento s, y se
distribuye normalmente, con media cero y una matriz de covarianzas N*N cuyo
.. y e . t 4
elemento (i,j)-ésimo viene dado por .L Z ,Ox ()0, (u)du . Ademas, el proceso y, es

tanto gaussiano como condicionalmente gaussiano.

De este teorema de deduce inmediatamente que, como el término de deriva es constante,
es condicidon necesaria y suficiente para que el proceso X sea condicionalmente
gaussiano que la matriz de volatilidades sea determinista. Con respecto al vector (,

debemos tener en cuenta el siguiente teorema:

T2. dado un proceso X de la forma
X@)=XO0)+ut +oZ(t)
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Si {0’ /.k} es una matriz determinista, de cuadrado integrable y (N*K)-dimensional,

{Z,} un vector columna n-dimensional de procesos brownianos estandar, es condicion

suficiente para que el proceso X sea tanto gaussiano como condicionalmente gaussiano
que el vector de deriva y sea determinista.

Asi pues, para que el proceso X sea gaussiano y condicionalmente gaussiano, es
necesario que tanto el vector de deriva como la matriz de covarianzas sean
deterministas. Si dichas condiciones se cumplen, la distribucidon conjunta de los tipos
forward entre s y t puede modelizarse como

In[ /()] ~ G(m,2)

Siendo

m, = In[£, ()] + 4
%, 21607, = [ Y 0,0, (u)du

En realidad, y desgraciadamente, como bien se indica en Rebonato(2002), la anterior
aproximacion no resulta posible en la mayor parte de los casos ya que los tipos forward
solo pueden suponerse lognormales bajo la medida de probabilidad apropiada. Para un
numerario cualquiera, los términos de deriva de la difusion de los tipos forward existen.
Siempre existe un numerario (un bono al descuento) posible dentro del universo de
activos negociables tal que un tipo forward o swap puede representarse sin deriva y, por
tanto, asumiendo volatilidad determinista, se distribuye como una funcién lognormal.
No obstante, dicho numerario sélo es efectivo para un tipo forward al mismo tiempo, y
todos los demas tipos forward tendran deriva. No es posible encontrar un numerario (ni
siquiera una combinacién compleja de bonos al descuento) tal que varios tipos forward
carezcan de deriva al mismo tiempo.

El LIBOR Market Model -Musiela y Rutkowsky, (1996)- estd construido para
reproducir exactamente los precios de los caplets obtenidos al considerar cada tipo
forward individual como lognormal. Para cada uno de los caplets, por tanto, se
considera un numerario diferente —el bono al descuento que madura en el momento del
payoft final-. El uso de cualquier otro numerario introduciria una covarianza entre el
bono al descuento y el payoff mismo, que tendria que compensarse alterando la deriva
del tipo forward para que el precio del caplet siguiese recuperandose —este razonamiento
puede ampliarse en Rebonato (1998)-. Asi pues, no es posible encontrar un numerario
que permita la medicion de varios procesos de tipos forward de manera que resulten
simultaneamente libres de deriva.

Por ello, dado que la deriva no puede eliminarse para mas de un tipo forward, en
general, como demuestra Rebonato(2002), el vector de derivas no es determinista, ya
que cuando se imponen condiciones de no arbitraje, el vector de derivas en el momento

t contiene los valores en el momento t de las variables de estado, { /;} . Por tanto, la

condicion suficiente del teorema 2 no se cumple. Por tanto, el vector In[f(¢)] no es
gaussiano condicional e incondicionalmente y, por ello, no existen formulas cerradas
para las matrices de covarianzas.
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Considerando las anteriores premisas, puede disefiarse el LMM tal y como lo
conocemos. Para ello resulta imprescindible realizar una descripcion detallada de la
dindmica seguida por los tipos forward.

5. Descripcion de la dinamica de los tipos forward.

El planteamiento del LMM requiere tipos forward sigan una dindmica como la siguiente

% = u(f,0)dt +S(H)dw(r) (1)

Siendo

LAQ)
Q)

un vector n*1 de incrementos porcentuales de tipos forward.

H(f,t)un vector n*1 de derivas, que pueden depender tanto del tiempo como de los
mismos tipos forward

dw(t)un vector n*1 de movimientos brownianos estandar correlados bajo la medida Q,
que es la medida que implica el numerario escogido.

S(t)una matriz diagonal n*n, cuyo i-ésimo elemento es igual a la volatilidad

instantanea g, del i-ésimo tipo forward.

El concepto de volatilidad instantanea, esencial en esta construccion, es aquel que se
relaciona con la volatilidad implicita de Black del instrumento en cuestion por medio de
la siguiente relacion:

s (DT, = [ 07 ()

Como ya se ha mencionado, siempre existe un numerario para un tipo forward que hace
que tenga deriva cero. Cuando dicho tipo se ha escogido, la integracion del payoff
terminal del caplet asociado a dicho tipo forward sobre la densidad de probabilidad que
implican las dos ecuaciones anteriores, directamente proporciona la férmula de Black.

En particular, la anterior ecuacion que expresa la dindmica de los tipos forward puede
ser integrada para obtener el valor de cada tipo forward f, en el momento t:

10 = FOexpl[| 1 £} 1) =307 e+ 0wk @)

El punto clave que del cual la ecuacion de dindmica de los tipos forward no proporciona
informacion es la estructura de correlaciones entre los distintos tipos forward. Ello
puede remediarse afiadiendo el hecho de que los diferentes incrementos
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brownianosdw,(t) deben estar conectados por una matriz n*n de correlaciones
instantaneas 0

odt = dwdw"
donde dw,dw, = p,dt

Una descripcion alternativa a la anterior, mas simple y menos costosa desde un punto de
vista computacional resulta redefiniendo la anterior de dindmica forward como

% = ([ t)dt +0(8)d=(1) 2)

Donde ahora

dz(t) es un vector de procesos brownianos ortogonales m*1.

O(t) es una matriz n*m cuyo j-ésimo elemento, 0;(7), es igual a la ponderacion el i-

¢ésimo tipo forward los shocks aleatorios del j-ésimo proceso rector browniano
ortogonal. Debe siempre cumplirse que m<n .

Desde el punto de vista financiero, el elemento 0, (¢) es el responsable de los shocks

ortogonales del j-ésimo browniano en el i-ésimo tipo forward. Para un i dado, el vector
fila o, () puede interpretarse como la descomposicion de la volatilidad del i-ésimo tipo

forward en componentes asociados a distintos tipos de incertidumbre ortogonal
(cambios en la curvatura de la curva de tipos, cambios en el nivel de la misma...

Esta nueva manera de expresar la evolucion de los tipos forward es particularmente
conveniente porque, como consecuencia de la ortogonalidad de los movimientos
brownianos dz(t), inmediatamente puede expresarse la matriz de covarianzas entre tipos
forward, 2., como

COV|:£:| = El:%ﬁ:l = z = a'a'T
f I T
Donde
% = pdt + ia-ikdzk 3)

Y la expresion de la covarianza se obtiene tomando esperanzas del producto de dos
términos como el anterior y aplicando las reglas de Ito: dzdt=0, dtdt=0y

dzl.dzj =é:]
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Por supuesto, las representaciones (1) y (2) deben resultar equivalentes. En virtud de la
ortogonalidad de los procesos brownianos dz(¢), los elementos de las matrices S y 0O,

deben estar conectados por medio de la relacion
gl (=0 (1) =3, 05(0) 4)
k=1

Esta segunda forma de representar los tipos forward puede modificarse para llegar otra
forma muy util de representar dichos procesos. Si dividimos cada ponderacion en la
ecuacion (3) por la volatilidad del i-ésimo tipo forward, obtenemos

d' m : m ]
Lszl‘+UiZﬁde :Iul_dt +0'lz T

/; =1 O; =l /ZZZIUIi

Donde se ha empleado la relacion (4). En este caso, puede probarse que bb" = p

dz, =pdt +Uizbikdzk (%)
=

Esta representacion es muy util porque descompone la responsabilidad de los tipos
forward con respecto a los shocks ortogonales en dos componentes conceptualmente
distintos. El primero, o,, depende exclusivamente de la volatilidad del tipo forward i-

¢simo. Por tanto, estd relacionado con su volatilidad implicita de mercado: para la
correcta valoracion de un caplet, la raiz cuadrada de o, tiene que ser igual a g”“* . En

cuanto al segundo componente, b, , estd directamente relacionado con la estructura de

correlaciones y puede relacionarse con la estructura de volatilidades estadisticamente
asequible.

Hasta ahora nada se ha dicho acerca de las derivas p(f(¢),t), que contienen las
condiciones de no arbitraje y que pueden depender, en general, depender de todos los
tipos forward. Como hemos mencionado reiteradas veces, para cualquier tipo forward
f, existe un numerario (el payoff natural de f;) tal que su término de deriva es

exactamente cero. In este caso, para equivaler al precio de mercado de Black, tendra que
cumplirse

s (DT, = [ 07 ()

Si la deriva es distinta de cero, y contiene las variables estocésticas f, la varianza

incondicional del tipo forward dependerd de la deriva misma y, por tanto, del numerario
escogido. No obstante, el precio de un activo no depende del numerario. Por tanto, de
manera independiente del numerario y de su medida asociada, siempre puede emplearse
la volatilidad instantanea que se deriva de la volatilidad implicita de Black para el caso
de proceso sin deriva para valorar un caplet, ya que serd valorado correctamente. Se
trata de una observacion aparentemente trivial pero importante ya que enfatiza el hecho
de que aquello que determina el precio de un caplet es el componente de volatilidad, que
no depende de la medida, y no la varianza incondicional del tipo forward, que si lo hace.
Ambas cantidades estan relacionadas s6lo en el caso de que el término de deriva sea
constante o, al menos, dependiente de tiempo. Como también contiene variables de
estado estocasticas f, la varianza y la volatilidad instantdnea no resultan, en general,
valores intercambiables.
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6. Especificacion de una version concreta del LMM.

Una vez descrito el proceso de tipos forward, pueden realizarse algunas elecciones que
caractericen una version especifica de LMM. Bésicamente, y siguiendo a Rebonato
(2002), deben realizarse tres tipos de especificacion:

1. La eleccion de la forma particular de la funcion de volatilidad instantanea, o, ,
tal que

];
T (T)T, = [ 07 ()du (6)

2. Eleccion del nimero de factores m

3. Asignacion de la responsabilidad de los distintos tipos forward a los diferentes
shocks brownianos, las distintas posibilidades para los coeficientes b, , de forma

que
S, =1
k=1

El precio de un mismo caplet puede replicarse por medio del LMM a través de infinitas
combinaciones de las tres elecciones anteriores. Con muchas de las posibles
definiciones los precios de los caplets se replicaran exactamente, pero las dindmicas
subyacentes para los tipos forward variardn de manera sustancial. Si se pasa de
considerar caplets para la calibracion del modelo a calibrar otros instrumentos mas
complejos, mas informacién puede obtenerse acerca de la forma de las funciones de
volatilidad instantdnea, la matriz de correlaciones de mercado y el nimero de factores
necesario para capturar de una manera adecuada las clases de formas -y de cambio en
las mismas- de la curva de tipos. Sin embargo, ningin producto complejo proporciona
informacién sobre uno de estos componentes a la vez.

Si se escoge la alternativa de representacion integrada por la ecuacion (2), con m=n, la
integracion de la correspondiente ecuacion diferencial estocastica proporciona

¢ 1 L
10 = f,Oexpl [ S} u) = 07 ()du+ [ 3 0 (e, ()] (7)
k=1
Volviendo a la definicion de la matriz 2., si denotamos por A, sus autovalores asociados

y como a,l<i<m, con ai={aki,lsk Sn} a sus autovectores ortonormales, la

ecuacion anterior puede rescribirse como

10 = fOexpl[| i k=3 0 @+ [ YA @iz, w)
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Ademas, si se definen las cantidades b, ,1<i<n,1<k <m, de forma que

> =1
k=1

Entonces el precio de los caplets puede recuperarse siempre para cualquier nimero de
factores simplemente estableciendo

5@ = fOexpl[; (/@) m)-%af(u)du +[01w)Y by (w)ez, ()

En las tres ultimas ecuaciones puede apreciarse que, para que los caplets sean valorados
correctamente, debe cumplirse que

S hai =073 B (8)
k=1 k=1

La expresion anterior ilustra cémo para determinar de manera univoca las
ponderaciones b, , no basta con obtener precios de caplets correctos y con imponer que

los incrementos brownianos deban ser ortogonales entre ellos. El componente principal
es una de una infinidad de posibles soluciones. Queda claro en la definiciéon de los

coeficientes {bl.k} que si solo se exige que los incrementos {dzt} sean ortogonales entre

ellos, ninguno de los m vectores de elementos b o =1,2,...,m, serén, en general, de

norma 1 (z:ﬂbzlk # 1) . Tampoco serdn ortogonales entre ellos (Z:ﬂb by 21).

7. Valoracion de productos complejos por el LMM

Es evidente que las ltimas expresiones presentadas son innecesariamente complejas si
lo que se pretende es valorar caplets. No obstante, resulta imprescindible a la hora de
tratar derivados mas complejos.

Para ilustrar como los anteriores formalismos pueden usarse en la valoracion,
emplearemos el siguiente ejemplo extraido de Rebonato (2002): Consideremos un
instrumento cuyo payoff depende de las realizaciones de los tipos forward en los
momentos 7,,7,,...,7, de k eventos determinantes del precio. Llamemos al tltimo
evento T, y FTl ,FT2 ,..., I la filtracion natural generada por las reanudaciones de la serie
discreta de tipos forward en los momentos de los acontecimientos influyentes en el
precio. Es decir, la serie de informacion descrita por la filtracion F, se actualiza
simplemente por el registro de las realizaciones de los tipos forward en sus fechas de
vencimiento. Intuitivamente, en lo que al payoff se refiere, nada ocurre entre hoy, 7,y
el siguiente momento relevante para la formacion del precio, 7, o, mas en general entre
cualesquiera momentos relevantes en para el precio 7, y T, . Si los tipos forward
fuesen condicionalmente lognormales, y dadas las expresiones conocidas para expresar
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sus esperanzas y covarianzas, seria posible desarrollar la curva de tipos entera a partir
de T, empleando, por ejemplo la ecuacion (1), y adjuntando una probabilidad a cada

realizacion conjunta de los tipos forward.

En el caso lognormal, y para el caso no trivial mas simple, k=2, si la deriva fuese al
menos dependiente del tiempo, solo habria que desarrollar f, y f, de acuerdo con

FT)= £ O)explm i —v,, +fn, Z)
AT = £ explm,bt vy, 40, Z2)

Donde

2,=2,p+\(=pW
- .[on 0,(u)0,(u) p,,(u)du

\Y} vl,lvl,Z

Con 4, y U, las derivas de los tipos forward 1 y 2, Z, y W dos variables independientes

provinentes de N(0,7;). Para cualquier par { LT, £,(T, )} se puede asociar un resultado

para una condicién (se podria, por ejemplo, calcular un tipo swap a dos periodos y
comprobar si esta por encima o por debajo de una barrera). En otras palabras, dada la
naturaleza de los payoffs, todo lo necesario es la evolucion de los tipos forward desde
un evento influyente en el precio hasta el siguiente, sin hacer uso de la realizacion de los
procesos en algiin momento intermedio.

Las densidades conjuntas pueden muestrearse empleando diversas técnicas numéricas,
dependiendo del tipo de producto. En el caso de la simulacion Monte Carlo, por
ejemplo, esto puede significar que los pasos en la evolucion de los tipos deben hacerse
coincidir con los intervalos entre los acontecimientos influyentes en el precio o, tal vez
pueda resultar suficiente con un “salto muy largo” —quiza de 15 o 20 afios-, para la
valoracion del producto.

Es importante remarcar que, estrictamente, estas conclusiones s6lo son validas si los
términos de deriva son constantes o, como mucho, funciones deterministas del tiempo.
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Mas adelante se explicarad que las soluciones lognormales pueden emplearse incluso si
este no es el caso.

Este razonamiento puede generalizarse para el caso de una curva de tipos entera, con n
tipos forward, observada en el momento de k-ésimo acontecimiento relevante para el
precio. Para determinar su distribucidon conjunta, lo Uinico que importa son las derivas y
las covarianzas marginales, C(i, j,k +1), que podemos definir como

Tin
C@i, j,k+1) = j 0,(w)o, ()P, (u)du si 0sk<n-1y k<i,j<n

T,
CG,j,k+1)=0si i<k ylo j<k

Si la curva de tipos inicial (en Tj)) estd descrita por n tipos forward, habrd, en general,

n’ elementos distintos de cero en la serie C(ij,1), (n—1)" elementos positivos en
C(1,J,2), etc. Puede apreciarse en las ecuaciones (5), (6) y (8), que

T i
T (DT, = [ 07 (w)du =Y C(i.i, 1) )
0 r=1

Si definimos una matriz TOTC con elementos dados por

min(i, j)
TOTCG,j)= Y., C(,j,k)

k=1

Se trata de una matriz que se construye por medio de la adicion de matrices reales y
simétricas. Es, en si misma, una matriz simétrica n*n que, por tanto, puede
ortogonalizarse. Es importante destacar que, como no hay dos tipos forward
perfectamente correlados (o, #1.j,i:i# j), el procedimiento, en general producira n

autovalores y autovectores distintos, Ay a,, 1<i<n, incluso si se han empleado en la

construccion de la matriz TOTC menos factores que tipos forward. Por las propiedades
de la ortogonalizacion de matrices reales simétricas, el sentido de la matriz de
covarianzas original TOTC y de la nueva matriz ortogonalizada es el mismo. Esto
ultimo se relaciona, por medio de la ecuacion (9), con el mercado de caplets por medio
de la siguiente relacion

n n n T; n i
Y A=Y O =Y [0 w)du =) Y Cli.iir)
i=1 i=1

i=0 i=l ral

Puede apreciarse que las matrices de varianzas marginales y totales, C y TOTC, juegan
un papel central en la evolucion de los tipos forward. Resulta por tanto natural tratar de
establecer una conexion entre estas matrices y los tipos de productos exoticos que el
LMM puede valorar. Dichos productos tienen en comun tener payoffs medibles con
respecto a la filtracion generada por los tipos forward en una serie discreta de fechas
(los acontecimientos influyentes en el precio).
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Debe notarse ademdas que, como se asume el conocimiento de las ecuaciones
diferenciales estocasticas que explican la evolucion de los tipos forward, ecuaciones (2)
y (7), implicitamente se asume la posibilidad de construir las distribuciones individuales
(marginales) y conjuntas de densidad de todos los tipos forward en los momentos de los
acontecimientos influyentes en el precio. Ademds, si dichas derivas dependiesen
exclusivamente del tiempo, y no de los tipos forward en si mismos, seria posible
muestrear directamente de estas densidades conjuntas, ya que los logaritmos de los tipos
forward se distribuirian lognormalmente. Dicho muestreo, dependiendo de la naturaleza
y dimension del problema, puede hacerse por medio de una simulacion Monte Carlo o
por medio de una integracion analitica.

La idea esencial a la hora de valorar productos complejos con el LMM es que deben
tener payoffs medibles con respecto a la filtracion natural generada por los tipos
forward discretos en una serie de fechas, los acontecimientos relevantes en la formacion
del precio. Por otra parte, como se asume el conocimiento de las ecuaciones
diferenciales estocasticas que gobiernan a los tipos forward mismos -ecuaciones (2) y
(7)-, implicitamente se asume la capacidad de construir —numéricamente en ultima
instancia- las densidades de probabilidad individuales (marginales) y conjuntas de todos
los tipos forward en los momentos relevantes para la formacion del precio. Es mas,
suponiendo que las derivas de los tipos forward dependiesen exclusivamente del tiempo
—y no de los tipos forward en si mismos-, inmediatamente se sabria como muestrear las
densidades conjuntas, ya que los logaritmos de los tipos forward se distribuirian con una
ley conjuntamente normal. La naturaleza y dimensionalidad del problema concreto es la
que debe indicar si es preferible realizar una simulacion Monte Carlo o llevar a cabo
una integracion analitica. En cualquier caso, todas las distribuciones conjuntas estarian

perfectamente caracterizadas por las O(N)esperanzas y O(N’)covarianzas en el
momento de cada acontecimiento relevante para el precio.

8. Una clasificacion de los productos valorables por el LM M.

Los productos susceptibles de ser valorados por medio del LMM pueden clasificarse en
cuatro grupos, dependiendo de las caracteristicas de sus payoffs (Rebonato 2002).

1. -Derivados dependientes de una serie de tipos forward (o swap) en las fechas de
vencimiento 7.

El payoff de estos productos, que tiene lugar en 7 , depende de la realizacion de una

serie de tipos forward o swap en los momentos 7, (1<i<n).

Dentro de esta clasificacion resulta conveniente distinguir entre aquellos productos cuyo
payoff depende de la realizacion conjunta de tipos forward que en el momento del
evento determinante del precio han vencido y aquellos que dependen de tipos que
pueden no haber vencido todavia en ese momento. Los primeros pueden abordarse con
técnicas “de salto largo”. Los segundos con técnicas “de salto muy largo™.
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Todos los instrumentos que se incluyen en este apartado son de tipo obligacion, sus
payoffs dependen de las realizaciones de cantidades de mercado objetivas y
observables, no del valor futuro de una expectativa descontada.

Un ejemplo es un swap de dos periodos con vencimiento K que puede cobrar vida en
una sola fecha T, si el primer tipo forward en el swap (el tipo swap con vencimiento en
T) vence por encima de una barrera H. Tras escoger la anualidad del swap A como
numerario, la solucién cerrada para el valor actual, PV, del problema puede expresarse
como

PV =[SR(0,T)N(h))—KN(h,)]4
Donde

In[ £(0,T)/ H] —1v_,, +V,

h = 2
P

In[ 7(0,T)/ H] —;v_,,

hy = T

T
v, = .[Uf(u)zdu
0

T
Vise = ,[ T, ()T s (1) Py su At
0

1

A= _
HZZO[ka(O,T +k7,T +(k +1)1)T]

Como es usual, N( ) denota la funcion normal acumulativa, SR(0,T) es el valor en el
momento 0 del tipo swap para el swap que cobra vida si el tipo forward f vence por

encima de H en el momento T, fk(O,T ,T+T) es el valor en el momento cero del tipo
forward con vencimiento en T y que paga en el momento 7 + 7, después del ajuste de la
deriva inducido por el numerario,7 es el tenor del swap, O, y Og son,

respectivamente, las volatilidades del tipo forward y del tipo swap, A es la anualidad
fija del swap y p, g, es la correlacion instantanea entre el tipo swap y el tipo forward.

2. -Productos con pagos que dependen exclusivamente de un evento determinante
en el precio y estdn determinados por una condicion que puede estar
determinada por el conocimiento de los valores de una serie de tipos forward
que se extienden hasta un momento futuro 7

exp *
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El mas sencillo ejemplo de este tipo de casos es la evaluacidon de un swaption europeo
en una implementaciéon del LMM basada en tipos forward. En este caso, el valor de su
payoff en el momento 7, viene dado por

Payoff =(SR-K)" AT ,T.

exp? “exp+n )

SR - B(T;xp’T;xp) _B(T'exp’T'exp'Fn)

ZkZI B(T'exp s 7—'exp-kn )T

-1 1
B T aT +j =
( CXp” T exp ]) l:! [1 +f(7;xpa773xp+k’7;xP+k+l)T]

A(T'exp ’ 7—'exp-kn ) = ; B(T'exp ’ 7—'exp-kk )T

Donde SR denota el tipo swap con vencimiento en 7, A(7;

exp® 7’;Xp+n
asociada, B (T Tops

) es la anualidad
es el precio en el momento 7 de un bono cupon cero que
exp

expira j periodos mas tarde,y f(7._,T. T, p+s+1) €s €l valor en el momento 7, del

exp® Texptkd e exp

tipo forward que vence k periodos después el momento 7, y paga un periodo después.

En las expresiones puede apreciarse que el payoff es simplemente una funcion de las
realizaciones de una serie de tipo forward en el momento 7. _del acontecimiento

exp
influyente en el precio, y ello condicionado a una particular realizacion de la curva de
tipos obtenida. El payoff es independiente de la volatilidad futura. Es determinante para
la clasificacion de este ejemplo en este apartado el hecho de que, una vez se llegaa T

exp ?

no se calcula ninguna esperanza.

Otra posibilidad dentro de este grupo, aunque de tipo compuesto, es un caption. Se trata
de un instrumento que proporciona el derecho a adquirir en el momento 7, una

exp

emision n-periodal de caps con un strike K a un precio de X. Asi pues, el momento 7,

exp

se aprecia

Payoff =[CAP(T,,) —XT

CAP(T,,) =Y Caplet,(T,,)
K=1

Caplet, (T,)) =[f,(T,, )N(h ) = KN (h, )1B(T,,.T,..)
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ln(fk/K)+;vk

=
7

ln(/}k/K)—;vk

hz,h - \/v_
k

T,
v, = .[O'k(u)zdu T, 2T,

exp

Texp
Donde o, (u)es la volatilidad instantanea del k-ésimo tipo forward en el momento u
con T, susT., f/(T,

asociada al numerario escogido y B(7

) ¢s la realizacion del k-ésimo tipo forward en la medida

T,,,) es el valor en el momento 7, de un

> exp
bono al descuento con vencimiento en el momento de pago del k-ésimo tipo forward.
Para valorar este producto, la curva de tipos debe estar desarrollada hasta el momento
del acontecimiento influyente en el precio, el vencimiento del caption. Esto podria
hacerse en un s6lo paso si los tipos forward fuesen conjuntamente lognormales. No es el

Caso.

Una vez la curva se ha desarrollado hasta el momento T

exp ?
particular realizacion de los tipos forward, si le resulta conveniente ejercer la opcion, es
decir, comparara X con la suma de los valores esperados condicionales en el momento
T _de los caplets. Estos a su vez, pueden ser evaluados, dada la curva de tipos y las

exp

el agente decidird, dada la

varianzas residuales v, , aplicando la formula de Black a cada tipo forward f,(7,,,) para

obtener el valor del cap.

Existe una diferencia importante en este segundo caso con respecto al primero del
presente apartado: la evaluacion del precio en el momento 7, de varios caplets

requiere conocer, no solo los tipos forward, sino también v, . No obstante, dado que el
LMM supone volatilidades deterministas, dichas cantidades futuras no so6lo son
independientes de las realizaciones de la curva de tipos, sino que también son conocidas
con exactitud, y por tanto pueden computarse en el momento 7;. Asi pues el payoff es
por tanto medible de nuevo con respecto a la filtracion generada por las realizaciones de
los tipos forward en el momento 7.

exp *

Por supuesto, cada diferente especificacion determinista de las funciones de volatilidad
instantanea dara lugar a diferentes evoluciones futuras de la estructura temporal de
volatilidades del modelo. La modelizacion de la estructura temporal de volatilidades es,
en muchos casos, el tema clave cuando se trabaja con el LMM. A ello nos referiremos
posteriormente.

3. -Productos dependientes de varios acontecimientos futuros influyentes en el
precio.
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El ejemplo principal dentro de este grupo son los swaptions Bermuda. En ellos esta
previamente especificada una serie de acontecimientos influyentes en el precio, que
coinciden con los vencimientos de una serie de tipos forward o swap. En estas fechas
T;, debe examinarse una condicion de equilibrio. De hecho, como en el caso del

caption, la condicion de ejercicio dependerd no s6lo de la realizacion en 7, de una curva

de tipos forward discretos, sino también de las expectativas apropiadas. Si hay mas de
una oportunidad de ejercicio, estas expectativas estaran anidadas, y las opciones
resultantes seran de naturaleza compuesta.

El hecho de que en este caso el operador de esperanzas tiene como argumento una
realizacion de la curva de tipos y una esperanza descontada tiene un significativo
impacto computacional. Andersen (1999), Jaeckel (2000) y Broadie (2002) han tratado
de abordar el problema.

4. -Productos que agrupan caracteristicas propias de loa apartados 1y 3.

Se trata de derivados muy complejos que s6lo pueden resolverse por medio de
induccion forward (Monte Carlo), asociada a una estimacion de la frontera de ejercicio
anticipado. Una vez esta cantidad ha sido aproximada, pueden aplicarse tanto técnicas
de “salto largo” o de “salto muy largo”. Un ejemplo “tipico” de este tipo de activos es el
“callable rachet capped floater”.

9. Estudio de las derivas de los tipos forward.

Todos los desarrollos presentados hasta el momento se apoyan en el resultado del
teorema 2, es decir, suponen una deriva determinista, constante o, a lo sumo,
dependiente del tiempo. De no cumplirse esta condicion, la serie de tipos forward
necesaria para la valoracion del payoft de cualquier derivado no seria conjuntamente
lognormal, lo cual, aparentemente, invalida la posibilidad de representarlos de manera
exacta por medio de una serie de vectores de esperanzas o matrices de covarianzas.

En realidad, las derivas contienen no s6lo una dependencia temporal, sino que también
dependen de la serie de tipos forward mismos, que son de naturaleza estocéstica. Como
la distribucion resultante de los logaritmos de los tipos forward no es conjuntamente
gaussiana, sino desconocida, es necesario buscar procedimientos que permitan abordar
el problema.

El primer paso logico es la derivacion explicita de los términos de deriva. Para ello
seguiremos el razonamiento de Rebonato(2002). Si llamamos dz(¢) al incremento de un

movimiento browniano estandar bajo Q, y dz,(f)es el incremento de un movimiento
browniano bajo Q,, medida bajo la cual f; es una martingala. Por medio del teorema de
Girsanov, puede escribirse

df.(t) = f,()o,(t)dz,(t)
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2,(0)= () = [ w{ ot} )

Asi pues, para alguna funcién ¢ ( ) de las volatilidades deterministas de los tipos
forward o(¢), pueden reformularse relaciones ya vistas de la siguiente forma

dz,(t) = d=(t) ~, o)}t

9 _

1

0,(01d=(t) -, ot} )]
Esta tltima expresion puede integrarse, quedando una relacion como la que sigue
1 ¢t
/)= £,0) exp{—g (10,00 ~g,{ ot} +o:-(u>dz(u>}

La anterior ecuacion ofrece una interpretacion del término de Girsanov l//,.({ U(u)}) dt

como un ajuste en la deriva que transforma el tipo forward f;(¢#) en una Q-martingala.
Para aquellas medidas Q tales que dicho ajuste en la deriva es distinto de cero, el
término t//,.({ U(u)}) puede obtenerse como una funcion de las volatilidades ( J()) de

procesos forward correctamente especificados. A su vez, éstos dependen de los tipos
forward y de sus volatilidades instantaneas.

La volatilidades instantaneas en el LMM se asumen deterministas. Por ello, parece
razonable pensar que resultaria un avance de importancia poder expresar el término de

correccion de deriva de Girsanov t//,.({ U(u)})como combinacién de volatilidades y

correlaciones de los tipos forward, que son directamente observables en el mercado, y
no como volatilidades instantadneas, que no los son.

En general, dado un tipo forward o swap, puede definirse su payoff natural como una
combinacion lineal de activos negociados tal que el producto del tipo forward o swap y
el payoff puede considerarse como un activo negociado. Como, en general, los tipos de
interés se definen siempre como el ratio de dos carteras de activos, resulta bastante
sencillo probar que un activo o cartera de activos con las propiedades del payoff natural
existira siempre.

En el caso de tipos forward y swap, las carteras que definen los tipos son la pata fija y la
pata variable de un swap (de un swap uniperiodal, un FRA en el caso de un tipo
forward):

B(®)-B.,@)

fl(t) ) Bi+1(t)ri

(10)
B (1)~ B, (1)

SR (1) =—
Zk’:1 Bia (t)rf

(1D

29



Siendo B,(f)el valor en el momento t del un bono con vencimiento en 7;, n,es el

numero de periodos en el i-ésimo swap, B;(t)— B, ,,(¢) es el valor en el momento t del

tipo variable de i-ésimo swap, y B, ()T, y zzzl B, (1)1, el valor en el momento t de las

patas fijas del i-ésimo FRA y del i-ésimo tipo swap, respectivamente.

Partiendo de la idea de que para que exista ausencia de arbitraje es una condicion
necesaria y suficiente que exista una medida Q bajo la cual los precios relativos de
todos los activos y carteras de activos sean Q-martingalas, y dado que se pretende
encontrar derivas de no arbitraje para los tipos forward, el camino adecuado parece ser
convertir los tipos forward en activos negociables e imponer la condiciéon de martingala.
En as ecuaciones (10) y (11) puede apreciarse como si se multiplica un tipo forward por
el denominador de su definicidon, se obtiene otro activo o cartera, el numerador

S (0B, ()T, = B,(t) =B, (¢)

Por tanto, el denominador B, ()7, es, por definicion, el payoff natural. En ausencia de

arbitraje, el payoff natural es el tinico numerario bajo cuya medida asociada Q, el tipo
en cuestion es una Q-martingala: una medida asi siempre existe como consecuencia de
la ausencia de arbitraje asumida; es Unica porque el payoff natural es tnico. Por la
unicidad del payoff natural, puede concluirse que, dada una medida Q bajo la cual un
tipo forward o swap es una martingala, ningun otro tipo forward o swap puede ser
simultdneamente una Q-martingala.

Todas las consideraciones anteriores proporcionan una idea de como el término de
Girsanov ¢, ({ o (u)}) que transforma un tipo forward arbitrario en una martingala puede

obtenerse. El razonamiento para lograrlo consta de los siguientes pasos:

- El punto de partida es una serie de n tipos forward, con n+1 bonos al descuento
asociados, que son los activos disponibles en el universo y un numerario
arbitrario N(¢), del universo de activos disponibles.

- Se escoge el tipo forward f;(¢)de la serie de n tipos forward y se construye el
producto del tipo forward escogido y su payoff natural, N, (¢), es decir,
N(OL ).

- Se construye el ratio N,(¢)f,(¢)/N(¢). Como tanto el numerador como el

denominador son activos o carteras de activos, dicho ratio es un precio relativo
Z(t). Si Z(t) es un precio relativo, la ausencia de oportunidades de arbitraje
implica la existencia de una medida Q,, dependiente de la eleccion del

numerario N(t), bajo el cual Z es una martingala.
- Sidenotamos X, (¢) = N,(t)/ N(t), usando notacion diferencial de Ito y algunos

calculos, segin Nielsen(1999), podemos obtener la siguiente expresion
dLf;(OXyO1=dL(O1X () + ()X O] +(f, X,,)

Donde < fi. X N> es la covariacion entre f, y X, , que es finita y distinta de

CCro.
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- Como X es una Q-martingala estrictamente positiva, puede expresarse como una
martingala exponencial con términos de volatilidad porcentual y(z,7,,,T), es

decir
dX(t,T,.T)/ X(t,T,,T) = Yt,T,,T)dz0, (f)

- Como tanto f, como X, tienen variaciéon cuadratica finita, la covarianza

1

cuadritica entre f, y X, , es decir, el producto (df,/f)*(dX,/X,), esta

1

siempre bien definido, es finito, distinto de cero e igual a

<WX_N

X, >:f,-(t)Ul-(t)XN(t)V(t,TN,T),O,;,XNdf

- Dadas las observaciones anteriores y si definimos

a= fi(HXy (@)
M, como la deriva de a

Hy, como la deriva de X,

M, como la deriva de f,

Puede emplearse el lema de Ito para definir los procesos siguientes:

% = U dt +0,(1)dz,

1

da _ di+o,(dz, con g, =g, + iy +OOVET, T,
a Ji N Jis AN
dx (1)
N =y dt+ i, T, T)d

X, (0) Hy, v, 1,,T) Zx,

- Como a y X, son martingalas, entonces 4, =i, =0, procede realizar el

siguiente razonamiento:

Ha =l f[()X(@)=0

=LOXyOuy, + L(OX,Op, + [(OX,OWE,T,,T)p, 4,

=0+u, +o (N1, T) P, x, =0

M, ==0,OV.T,,T)p, x,
Como este ultimo resultado solo requiere imponer ausencia de oportunidades de
arbitraje, proporciona una respuesta general y formal al problema de encontrar una

deriva que sitie el i-ésimo tipo forward como libre de arbitraje. Asi, dado un numerario
N, todos los tipos forward evolucionan de acuerdo con
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df,(t
% = -0,(ONt. T T) P, . dt + G(1)dz, (1)

donde dz,(¢) es el incremento de un proceso browniano estandar bajo la medida Q,, .

El anterior razonamiento puede parecer tortuoso e incomodo. Su gran ventaja es que
puede ser extendido con facilidad a situaciones mas complejas, como tipos swap y no
forward o numerarios en moneda distinta.

La expresion anterior proporciona una solucion al problema de la asignacion de derivas
a los tipos forward tal que el no existan posibilidades de arbitraje. En el mundo del
LIBOR, no obstante, no existen activos negociados que proporcionen informacion
acerca de la volatilidad del precio de un bono. Por tanto, no resulta obvia la forma de
expresar el término de deriva en términos de informacion accesible de mercado, es
decir, como estimar de informacion disponible en el mercado la volatilidad del precio
relativo de los bonos y su correlacion con el tipo forward mismo. Para ello definiremos
el concepto de “corchete Vaillant”, introducido por Rebonato(1998): dados dos
movimientos brownianos geométricos x e y, se define el corchete Vailliant como

[x,y], =0. ()0, )P, 1)
que presenta las siguientes propiedades
[x, ] =y, x]
[x,yz] =[x, y] +[x,z2]
[x,y]=x,1/y]

Estas propiedades pueden emplearse para expresar la volatilidad de X, y su correlacion
con f; en términos de volatilidades instantdneas y correlaciones entre los distintos tipos

forward. La estrategia consiste en reconocer que, en el caso de tipos forward, el término
X(t) sera, en general, un proceso de precio forward, es decir, una cantidad de la forma

B,(¢)/ B,(t), donde los casos no triviales son aquellos en los que i>j 0 <.

Si i<, es decir, si el numerario escogido, el bono B Ir madura después del payoff del

i-ésimo tipo forward, el proceso forward puede rescribirse como

B0 _ R
30 17
»w=A+£1)

Si i > j, entonces el numerario, el bono B i madura antes del vencimiento del i-€simo

tipo forward. De forma equivalente, se escribe
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Bj(t) _ — -1
%— _'J’k

=J

Las propiedades del corchete Vailliant permiten, una vez definido s =i +1, escribir,
para el caso en el que el numerario es el bono al descuento con vencimiento en 7 -

N@) = B,(1)-:

[f;’XN]_|:f;’N(t):| l:fiaBj(t):l |:j;’|;l|yk:| kzs[.f;’yk]

N(1) B.(1) e I
[ﬁ’X ]:|: i’l—:|: fi’ - = fi’ Y =" [fi’y]
g 0 B,(1) [ =gl
Como puede apreciarse en Nielsen(1999), llegados a este punto y si f, 'y

v, =(1+ f,r,)son semimartingalas estrictamente positivas y es siempre posible la
representacion de la forma

Ay _

k

M, dt +0, ()dz, (1)

Entonces, una aplicacion mas alla del lema de Ito y algunas manipulaciones algebraicas
permiten obtener el siguiente resultado: La deriva aplicable al i-ésimo tipo forward para
que no existan oportunidades de arbitraje es:

y =a 0 3, 2OLOLOL iis)
, =03, SOLOLON i<
H; =0 i i=j

Llegados a este punto, hemos logrado expresar las derivas de los tipos forward como
combinaciéon de magnitudes observables en el mercado. No obstante, esta forma de
representacion no hace sino confirmarnos aquello que ya sabiamos: las derivas no son
una mera funcion del tiempo, sino que su expresidn contiene a los tipos forward,
estocasticos. Se confirma, por tanto, que no podemos suponer ninguna clase de
distribucion conjunta conocida para los tipos forward, que presentan una forma como la
que sigue
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1= f@esp [ o) 3 PORLLOL -2 20 +0,00)az, 0

En realidad, ni siquiera es posible integrar la expresion de la deriva, ya que ni es
exclusivamente funcién del tiempo, ni nos encontramos ante un proceso gaussiano.
Dado que los términos estocasticos aparecen tanto en el numerador como en el
denominador, resulta tentador realizar la siguiente aproximacion

(w0001, & L0071 |
;[kzzj‘il 1+ £,(0)1, du _k:Zj:ﬂl+fk—(o)rk.([Ul-(u)ak(u)ﬂl—k(u)du

Con ello se asume que la parte estocdstica en su conjunto es constante. Para algunos
autores, como Hull y White(2000). Rebonato(2002) argumenta que la supuesta
inocuidad de tal suposicion tan solo es real si el tamafio de los pasos empleado para la
simulacion Monte Carlo es igual a la longitud del tenor, es decir, inferior al afio.

10. Un punto clave: las funciones de volatilidad y correlacion instantaneas.

Con base en los anteriores apartados, estamos ahora en condiciones de afirmar que a la
hora de valorar derivados sobre tipos de interés por medio del LMM, el conjunto de
tipos forward puede modelizarse con bastante precision como una serie discreta de
procesos conjuntamente gaussianos.

El tnico elemento de dichos procesos que queda por modelizar son las varianzas y
covarianzas marginales entre los distintos tipos forward. ;Por qué hay que
modelizarlas? En principio, podria bastar con tratar de estimarlas por métodos no
paramétricos y emplearlas como inputs iniciales del proceso de valoracion. No obstante,
¢ésta es una aproximacion que cuenta con dos inconvenientes esenciales. El primero es el
volumen de datos que deben estimarse y, por tanto, su intensidad computacional. Més
aun, a la hora de valorar derivados complejos, este procedimiento supondria asumir que
los precios de los caplets y de los swaptions europeas son perfectamente consistentes los
unos con los otros. Este ultimo punto no estd garantizado en absoluto, por lo que esta
manera de proceder lleva implicita la posibilidad de valoraciones inconsistentes.

Por tanto, resulta aconsejable disponer de una estructura razonable desde un punto de
vista financiero que reduzca la gran cantidad de grados de libertad que la realidad del
modelo plantea. Dicha estructura se sustenta sobre dos realidades. En primer lugar, los
elementos de covarianza pueden expresarse como integrales de volatilidades y
covarianzas instantdneas. Ademds, se emplean criterios financieros a la hora de
establecer la forma que dichas formas funcionales deben presentar.

Parece claro, por tanto, que aquello que resulta mas complicado a la hora de modelizar

las volatilidades y covarianzas es la especificacion de la forma de las funciones de
volatilidad y correlacion instantanea: si no son suficientemente flexibles, pueden fallar a
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la hora de producir un buen ajuste a los precios simplemente por faltarles flexibilidad
para reproducir la realidad del mundo real. Por otra parte, una gran flexibilidad se
consigue con un elevado nimero de parametros de dudosa interpretacion, que pueden
hacer dificil concluir si el procedimiento de estimaciéon ha producido una descripcion
sensata de la realidad financiera, o simplemente se ha forzado la réplica de los precios
por medio de un modelo sobreparametrizado.

Aparentemente una forma funcional sobreparametrizada pero que devuelve
correctamente los precios de los derivados simples empleados para la calibracion podria
parecer un candidato adecuado para la valoracion de activos complejos con el LMM. El
peligro de este tipo de razonamiento estriba en el hecho de que el esquema de
volatilidad determinista no es la realidad misma. En el mundo real, las volatilidades y
correlaciones no son deterministas, pueden producirse saltos estocésticos en las mismas,
etc. Por tanto, una perfecta réplica de precios de derivados simples no garantiza una
adecuada valoracion de derivados complejos.

La cosa no acaba aqui. Incluso si el proceso para los tipos forward fuese una difusion,
las volatilidades fuesen deterministas y las volatilidades instantaneas perfectamente
conocidas por el trader a partir de la informacion disponible en el mercado, los
productos exdticos no dependen s6lo de las volatilidades, sino también de los elementos
de covarianza derivados. Incluso para una serie de fija de integrales de volatilidades
instantaneas al cuadrado, estos elementos de covarianza no dependen solo de la funcion
de correlacion instantanea, sino también de los detalles de la dependencia temporal de
las funciones de volatilidad. Si sélo se permite la negociacion en bonos y caplets, el
mercado no es completo en volatilidades instantaneas. Si se anaden swaptions europeos,
se afiade informacion adicional, pero la introduccion de la dependencia de sus precios
con respecto a las correlaciones instantaneas impide la plena completitud del mercado.
Este razonamiento estd ampliado en Rebonato(1999c).

Como los mercados no son completos en volatilidades y correlaciones instantaneas, los
derivados sencillos disponibles para el trader no permiten copar la dependencia
temporal de las volatilidades instantdneas por medio de estrategias de negociacion, y la
estrategia de réplica s6lo funcionard si su idea acerca de la forma funcional de las
volatilidades y correlaciones instantaneas es correcta.

Es por ello que el trader tiene que preocuparse por la plausibilidad financiera de los
supuestos que tiene que hacer acerca de las cantidades cuyos valores no pueden
bloquearse debido a la falta de completitud del mercado en volatilidades y correlaciones
instantaneas. En particular, debe preocuparse acerca de la calidad de los supuestos de
los inputs fundamentales del modelo (volatilidades y correlaciones) que estan en la base
de la falta de completitud. Asi, es de vital importancia encontrar descripciones
adecuadas para las funciones de volatilidad y correlacion, ademas de formas adecuadas
para las funciones de volatilidad y correlacion instantanea.

A la hora de especificar una forma funcional para dichas funciones instantaneas, en
particular, para las volatilidades instantaneas, la primera pregunta que hay que hacerse
es cuantos factores son necesarios para valorar productos exdticos de una manera
realista. En general, se admite que son necesarios muchos factores para producir una
decorrelacion significativa entre los tipos. Hay mucho de verdad en ello, pero a veces se
pasa por alto que aquello que influencia el precio de un producto exoético no son las
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funciones de volatilidad o correlacion instantanea per se, sino el elemento de covarianza
o0, equivalentemente, la correlacion terminal relacionada,

_[Lowa,a)p,w)du
N (12)

p,(T)
v, = .[Ot o/ (u)du

La expresion anterior deja claro que, como las volatilidades instantaneas no son
constantes, una decorrelacion significativa puede estar causada por volatilidades
dependientes del tiempo incluso en presencia de correlacion instantanea perfecta. Esto
puede ocurrir, por ejemplo, si la volatilidad de un tipo forward i, g, toma valores

grandes cuando la volatilidad del tipo j es pequena y viceversa.

La ecuacion anterior muestra que, de hecho, para valores razonables de la correlacion
instantanea, 0(¢), el intento de producir decorrelaciéon puede frustrarse con facilidad

tanto por la baja decorrelacion entre tipos forward contiguos como porque las
volatilidades instantdneas no muestran una dependencia temporal significativa. Asi
pues, anadir factores ciegamente no es necesariamente la forma mads efectiva para
obtener la deseada decorrelacion terminal.

La ecuacion (12) muestra que es posible obtener una decorrelacion terminal
significativa incluso con un modelo de un sélo factor. No obstante, emplear un numero
reducido de factores no resulta siempre deseable. Le eleccion del nimero de factores
mas adecuada depende de la creencia que el usuario del LMM tenga acerca del
comportamiento de las volatilidades instantaneas.

11. Distintas hipaotesis acerca de las funciones de volatilidad instantanea.

Son muchas y variadas las posibilidades a la hora de modelizar las funciones de
volatilidad instantdnea de un tipo forward. En principio, podria ser una funcion
determinista de:

- Eltiempo, o, ,(¢).

- Eltiempo restante hasta el vencimiento del tipo forward, o, (T)

- Caracteristicas especificas del tipo forward, como el mismo tipo forward f. en
algin momento 7 , ademas de otros factores, o, ,(T) = g(7,T, f,) .

- De la historia competa de la curva y sus factores determinantes hasta el
momento t, descritos por la filtracion F,, g, ,(F)).

- Las realizaciones futuras de los procesos estocasticos como, por ejemplo, los
procesos brownianos. Es decir, la volatilidad instantanea puede representarse
como una difusidon o proceso con salto en si misma.

Para el ajuste de una difusion, la condicibn mas importante es, en general, la
integrabilidad del cuadrado de la funcion de volatilidad instantanea. El otro requisito
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esencial es que la volatilidad debe ser un proceso adaptado (su valor en el momento t no
debe depender de la realizacion de ninguna cantidad estocastica en algin momento
r >t). Finalmente, para garantizar la existencia de una unica solucion de la ecuacion
diferencial estocéstica de la forma

dX, = u(X, t)ydt +o(X,,T)dz,

deben imponerse condiciones Lipschitz y de crecimiento a f/ y O . Este tema puede
ampliarse en Duffie(1996).

Con anterioridad hemos caracterizado el LMM imponiendo la necesidad de que las
funciones de volatilidad instantanea de los tipos forward sean, necesariamente,
funciones deterministas del tiempo. Asi pues, como esta eleccion esta hecha, tan s6lo
queda buscar una forma funcional de cuadrado integrable adecuada para reproducir el
comportamiento de las volatilidades. Por tanto, de todas las posibilidades anteriormente
mencionadas, es necesario que se cumpla que

g,

nst = O (0T) (13)
De esta expresion se deduce que los tipos forward pueden responder de manera
diferente en un mismo punto y frente al mismo shock browniano como consecuencia de
tener vencimientos diferentes (T). De la misma forma, el mismo tipo forward puede
responder de manera diferente a shocks brownianos de idéntica magnitud para
diferentes valores de su tiempo hasta el vencimiento (T-t). Ambas caracteristicas
resultan deseables, ya que se aproximan a la realidad empirica.

Un aspecto importante en la construccion de un modelo de mercado es, por tanto, la
especificacion de qué valores deben asumir las volatilidades de tipos forward distintos
cuando, a medida que avanza el tiempo, uno tras otro, los distintos tipos forward
alcanzan un mismo plazo hasta el vencimiento. Ello suponiendo que los distintos tipos
forward presenten una volatilidad similar para plazos hasta el vencimiento iguales.
Alternativamente el trader puede creer que el futuro no se parecera al pasado inmediato
por alguna razén. Este tipo de creencia puede orientarse de dos maneras: el trader puede
pensar que todos los tipos forward seran mas o menos volatiles en el futuro, o puede
pensar que los tipos forward con ciertos vencimientos pueden volverse méas o menos
volatiles que otras posiciones en la estructura temporal de volatilidades.

La representacion funcional de la funcién de volatilidad instantdnea puede ser
temporalmente homogénea, si depende exclusivamente del tiempo hasta el vencimiento
(T-t), o no homogénea, en otro caso. Resulta un tema controvertido, también en este
aspecto, determinar cual es la mejor de las representaciones para la funcion de
volatilidades instantaneas.

Para una estructura temporal de volatilidades dada, si el trader quiere asegurarse de que
es homogénea temporalmente, entonces tiene que asegurarse de que

T 2 T+1 5
|, Oni TV du=[ "0, (T +1) du
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Para todo 7. Puede demostrarse que si esta condicion se cumple, entonces la ecuacion
(13) se reduce a

O-I'nst (t’ T) = 0-[nst (T _t) (14)
La polémica surge porque, en ocasiones, si quiere recuperarse exactamente una

estructura temporal de volatilidades dada, no es posible con una funcion o, (T —t).

Esto puede verse de la siguiente manera. La condicion de que los precios actuales del
mercado de caplets debe recuperarse con exactitud es lo mismo que pedir que la
siguiente relacion se cumpla

T 25 _ 2
.[0 O-I'nst (T _1/[) du - 0-Black (T)T

para cualquier T. Concretamente, la condicion de valoracion para el caplet que vence
dentrode T +7 es

T+r
[ O @, T du =0y, (T +1)(T +7)
Por su parte, de la ecuacion (14) puede derivarse el siguiente razonamiento
.[T _ ) ) _ T+1 P
0 0-[nst (T U) du - aBlack (T)T - .L a}nst (U,T + T) dI/l

Un ratio de las siguientes expresiones nos muestra lo siguiente

r 2
Toua THDTHD) _ [ 0, .T) du
T DT IT+T0%n@h71+172du

(15)

El segundo miembro de la anterior ecuacion es una cantidad estrictamente mayor que
cero para cualquier eleccion de o, , . Esto debe cumplirse para cualquier 7 arbitrario, y

nst

por tanto la cantidad o, (T)T, evaluada desde la actual estructura temporal de

volatilidades, tiene que ser una funcion estrictamente creciente con T para poder estar
seguro de que, al mismo tiempo, los precios actuales de los caplets se recuperan
correctamente y de que la estructura temporal de volatilidades puede evolucionar de

manera homogénea con respecto al tiempo. La cantidad exégena 03, , (T), viene dada

por el mercado y no es siempre creciente. Por tanto, no es siempre posible satisfacer la
relacion (15) para una funcion de la forma o, (7T —t).

Queda por tanto explicado que, si la funcion de volatilidad instantdnea tiene la forma
o, (T —t), entonces las cantidades 0,  (T)T deben ser estrictamente crecientes.

Como, por otra parte, las volatilidades implicitas las proporciona el mercado, es
necesario estudiar cudndo pueden replicarse precios de caplets via funciones de
volatilidad instantanea homogéneas temporalmente.
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Una vez determinadas qué formas de las funciones de volatilidad son o no compatibles
con una evolucion temporalmente homogénea de la estructura temporal de volatilidades,
es el momento de establecer la correspondencia entre ambas cantidades en el LMM, que
se formula con volatilidad determinista.

Como los precios de los productos que se pretende valorar, que tienen payoffs
dependientes de un niimero finito de acontecimientos influyentes en el precio, dependen

de los elementos de covarianza marginal, entonces dos funciones de volatilidad o'y
o’ , tales que

jorio

L?” 0T, u)a" (T,,u)p, (T, T u)du =J§”02(Tj,u>az(z,um,-<f T u)du

proporcionaran los mismos elementos de covarianza y los mismos precios. Para una
funcion de correlacion dada, si estas igualdades se satisfacen para cualquier par de tipos
forward (i y j) y para cualquier acontecimiento influyente en el precio (k), las dos
funciones 0'y 0’ seran equivalentes. Si la misma relacion debe cumplirse para
cualquier funcidén de correlacion, entonces las dos funciones de volatilidad deben ser,
desde un punto de vista practico, idénticas y se llamardn “indistinguibles”. En
particular, dos funciones de volatilidad indistinguibles cumpliran que

Tin Tin
.[a O'I(Tj,u)zdu ZJE Uz(Tj,u)zdu

para cualquier j y k. Puede probarse que cualquier elemento de una serie de
volatilidades instantaneas indistinguibles da lugar a estructuras de volatilidad presentes
y futuras idénticas.

12. Apreciaciones cualitativas acerca de la forma de las funciones de volatilidad
instantanea.

A la hora de escoger formas adecuadas para las funciones de volatilidad instantanea es
conveniente tratar de hacerse una idea de la forma de la curva de volatilidades
instantaneas dividiendo el espectro de vencimientos en tres partes. La primera se
corresponde aproximadamente con el vencimiento del primer o los dos primeros
contratos. La segunda deberia expandirse hasta los doce o dieciocho meses. Finalmente,
la tercera parte se corresponde con los vencimientos posteriores. Las tres partes
deberian corresponderse con distintas variabilidades de las funciones de volatilidad
instantanea.

La primera de las partes tiene dos modalidades. Por un lado, en épocas de normalidad
las acciones inesperadas por parte de la autoridad monetaria, no son anticipadas por el
mercado e influencian la primera parte de la curva de tipos. Por ello, las volatilidades
instantaneas de los tipos forward cercanos al vencimiento serdn, en general,
relativamente bajas. La situacion se invierte en momentos de incerteza, el continuo
analisis llevado a cabo por el mercado de la informacion relacionada con el
comportamiento futuro de los tipos forward puede generar pronunciadas reversiones de
las expectativas y del principio de la curva de tipos. La transicién entre los periodos de
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normalidad y excitacion y la posterior vuelta a la normalidad resulta muy rapida. Asi,
por tanto, parece plausible pensar que los tipos forward en este primer segmento pueden
tener volatilidades bajas (condiciones normales) o muy altas (condiciones de incerteza).

Por su parte, el tercero de los segmentos es el mas estable de todos y presenta una
volatilidad relativamente baja porque, como es de suponer, la llegada de informacion
econdmica diaria no puede tener, salvo en condiciones excepcionales, un gran impacto
en las expectativas de un tipo forward a, digamos, diez afios.

Finalmente, el segmento en el que la llegada de informacion tiene un impacto mayor es
el segmento intermedio, entre seis y dieciocho meses. Es, por tanto, normal que sea este
segmento el que presente habitualmente una volatilidad mayor, llegando, en muchas
ocasiones, a un maximo para los tipos forward a un ano del vencimiento. Asi pues, la
estructura temporal de volatilidades de los tipos forward presenta, en condiciones
normales, forma “de joroba”. Ello debe tenerse en cuenta a la hora de disefar una forma
adecuada para la funcion determinista de volatilidad instantanea.

13. Posibilidades concretas para las funciones de volatilidad instantanea.

La anterior vision de la estructura temporal de volatilidades lleva implicita la necesidad
de aceptar la existencia de una clara dependencia temporal para las funciones de
volatilidad instantanea. Con la intencion de estudiar posibles formas funcionales para
las funciones de volatilidad instantanea, y de acuerdo con los razonamientos anteriores
y el resto de literatura existente, Rebonato(2002) analiza seis posibles formas
funcionales:

0, (t,T)=h(z) (16)

0, (t,T)=g(T) (17)

0, (6, T) = h()g(T) (18)
0, (6, T)=h(T ~1)g(T) (19)
0, (6,T) = (T —1)g (1) (20)
O, (6,T) =T —1)g@) f(T) (21)

Donde, como es de suponer, h y g representan formas funcionales distintas.

La eleccion (16) asume que las volatilidades de los distintos tipos forward no dependen
del vencimiento de los mismos, sino que son una funcidon pura del tiempo. De acuerdo
con esta especificacion, cuando la informacion econémica llega al mercado, todos los
tipos forward reaccionan de la misma manera. Se trata de una forma de volatilidad
instantanea con escaso fundamento economico. No obstante, se trata de una
aproximacion muy utilizada en los inicios del LMM, probablemente por motivos
numeéricos.

La posibilidad que representa la ecuacion (17) es, probablemente, la mas simple de
implementar. Es por ello que historicamente ha sido muy empleada. La tnica forma de
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valorar correctamente todos los caplets siendo las volatilidad instantdnea una funcion
pura del tipo forward individual, es imponer para todo T

g(T) = O (T)

Se trata de una opcion diametralmente opuesta a la representada por (16). La condicién
anterior garantiza que la estructura temporal de volatilidades completa serd recuperada
para cualquier serie arbitraria de precios de caplets. Esta eleccion, no obstante, presenta
problemas de justificacion financiera. Por un lado un tipo forward dado tendra la misma
volatilidad a lo largo de su vida, independientemente del plazo restante hasta el
vencimiento. Como consecuencia de ello, la estructura temporal de volatilidades de hoy
cambiara casi seguramente su forma en el futuro.

Como consecuencia de lo anterior, la forma (17) sera en general incapaz de reproducir
una evolucion temporalmente homogénea de la estructura temporal de volatilidades.
Asi, esta opcidn, a pesar la simplicidad computacional que aporta, resulta restrictiva
desde un punto de vista matematico y financiero. No obstante, puede resultar interesante
porque algunas observaciones heuristicas y argumentos empiricos indican que la
evolucion de la curva de tipos que implica es muy similar a la obtenido empleando el
modelo BDT, por lo que puede resultar adecuada para valorar swaptions bermuda.

La combinaciéon de (16) y (17), propuestas simplificadoras y opuestas, puede
proporcionar aproximaciones mucho mas flexibles y realistas. La mas simple de las
combinaciones posible es (18). Esta definicion divide las innovaciones financieras de un
tipo forward en un componente puramente dependiente del tiempo y otro especifico del
tipo forward individual. Con esta eleccion, valorar correctamente un caplet implica
imponer que, para cualquier T,

g(T)Z - O;Black (T)T
.[0 h(u)* du

Esta expresion muestra que, para una funcion arbitraria escogida h( ) y una estructura
temporal de volatilidades exdgena, siempre puede encontrarse una funcion g( ) que
asegura la valoracion simultdnea de todos los caplets.

Esta opcion suele resultar rechazada como consecuencia de su incapacidad para
producir, en general, una evolucion temporalmente homogénea de la estructura temporal

de volatilidades. En efecto, cuando g, (T)T es una funcion estrictamente creciente de
T, no suele resultar posible replicar el precio de las series de caplets.

La especificacion (19) resulta una reformulacion de la anterior, y su condicion de
valoracion del mercado de caplets es

a-z’lack (T )T

gl =—
.[0 T —u)*du
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Y la condiciéon de homogeneidad temporal se expresa de la siguiente manera

o(T+1)? jTT”h(T +7 —u) du =g(T)* ITT+Th(T 1) du

Puede apreciarse que la Gnica forma funcional g( ) para la cual la anterior expresion se
cumple con cualquier T es

g(M)=k

Asi, a la hora de elegir entre las modalidades (18) y (19), parece 16gico decantarse por la
segunda si se pretende replicar los precios de mercado con homogeneidad temporal
aproximada. Lo habitual es escoger los parametros de h( ) y luego buscar una g( ) lo
mas constante posible a través de los distintos tipos forward.

La forma (20) divide la volatilidad instantanea en dos componentes, uno puramente
dependiente del tiempo g(¢), y otro que depende del plazo hasta el vencimiento del

caplet
0, (6, T) = (T —1)g(?)

El grado de reaccion de todos los tipos forward ante la llegada de informacion
econdmica esta, por tanto, modulada a través del tiempo por la misma funcion g(¢): a
través de la funcién h( ) todos los tipos forward tienen un grado de reaccidon que
depende de su plazo hasta el vencimiento, pero, como funcidon del tiempo, todos en
conjunto pueden volverse méas o menos sensibles a la informacioén. Se trata, por tanto,
de una descripcion mucho mds apetecible que las anteriores desde un punto de vista
financiero. La condicion de valoracion del mercado de caplets, es ahora

s (1IT = [ () (T =)’ d

Obsérvese que no es posible sacar la funcion g(t) de la integral. La solucion
computacional es suponerla constante par cada intervalo [7,,7,,,]. Esta eleccion, no

obstante, debe implementarse con cuidado porque, si el intervalo de integracion es
largo, la decorrelacion terminal puede alterarse de manera significativa.

Finalmente, la expresion (21) combina los rasgos de la anterior con un término
especifico de cada tipo forward f(7T'). Este término suele calibrarse de manera residual,

ya que el procedimiento recomendado pasa por situar todo el poder explicativo posible
en h(T —t), posteriormente en g(¢)y finalmente en f(7).
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14. Tratamiento de la funcion de correlacion instantanea.

Una vez tratado el tema de las volatilidades instantaneas, resulta necesario hablar de las
funciones de correlacion instantanea. Ambos componentes forman la matriz de
covarianzas de los tipos forward, esencia del LMM tal y como se ha formulado.

En general, la funcién de correlacion presenta dependencia funcional del tiempo y de las
fechas de vencimiento de los tipos forward.

p, = Pt.T,T) 1)

Para que el elemento de covarianza
Ten
[EAQLAOXO

esté bien definido, deben escogerse funciones de volatilidad de cuadrado integrable. Por
supuesto, es necesario que el planteamiento tenga sentido

Como en el caso de las volatilidades instantdneas, es en general una caracteristica
conveniente para la correlacion instantdnea mostrar un comportamiento temporalmente
homogéneo. Asi, las funciones con las que se trabaja presentan alguna de las siguientes
estructuras

p, = pT; ~1,T, =) (22)
p, = p(T, ~T))

A pesar de la similitud de los planteamientos descritos por las expresiones (21) y (22)
con la correspondiente descripcion realizada de las volatilidades instantaneas, la tarea de
modelizar la correlacion instantanea es considerablemente mas compleja por varias
razones.

En primer lugar, el precio de los derivados complejos depende exclusivamente de la
funcion de correlacion. Por el contrario, el derivado vanilla por excelencia, el caplet,
depende exclusivamente de las funciones de volatilidad instantanea. Asi, los inputs de
calibraciéon resultan considerablemente mas complejos. Los Unicos instrumentos
sencillos que muestran alguna sensibilidad a las funciones de correlacion instantdnea
son los swaptions europeos. Los precios de éstos dependen de elementos de covarianza
del tipo

[ 0,00, (wdu (23)

Por tanto, la funcion de correlacion siempre aparece junto a alguna clase de funcion de
volatilidad instantdnea. Como estas son, en general, dependientes del tiempo, esta
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conjuncion hace dificil la estimacion de la funcion de correlacion desde los precios de
los swaptions.

La dificultad puede expresarse como sigue. Es posible expresar el valor de la
correlacion terminal entre los tipos forward iy j, p,(T), en términos de la matriz de

covarianzas (23) como

_J 90,6, @

-~
A (T, (T)

con
v(T) = [ 0, du

Esta ecuacidon muestra que es la correlacion terminal y no la instantanea la que
directamente afecta el precio de los swaptions, y ésta a su vez esta influenciada tanto
por la correlacion instantdnea como por la dependencia temporal de las volatilidades.
Para los valores tipicos de correlacion instantanea entre tipos forward observada en el
mercado, no obstante, la correlacion terminal esta influenciada por el comportamiento
de las volatilidades instantaneas al menos tanto como de las correlaciones instantaneas
(Rebonato 1999c). Como consecuencia, distintas combinaciones de volatilidades
instantaneas y correlaciones instantaneas pueden dar lugar a valores muy similares para
la correlacion terminal y, por tanto, a la misma matriz de covarianzas y al mismo precio
para el swaption.

Asimismo, existe otra razon por la que extraer informacion acerca de la funcion de
correlacion desde los precios de los swaptions es dificil. Un tipo swap puede escribirse
como una combinacion lineal de tipos forward

SR@)= Y wf,(0)

donde f(¢)es el i-ésimo tipo forward y las ponderaciones w, vienen dadas por

Donde B;es el bono al descuento con vencimiento en la fecha de vencimiento del i-
ésimo tipo forward., 7, es el tenor y n es el numero de tipos forward en el swap. Si cada
tipo forward sigue una difusion con una volatilidad instantanea oO,(¢), y los

movimientos brownianos dw conductores de los tipos forward estan ligados por
Eldwdw,;]= p,, entonces la expresion para la volatilidad instantanea del tipo swap

O, (1), puede escribirse como (Rebonato(2002))
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T ()’ :E{(f—;j :l =E{zzCj(t)Ck(t)Uj(t)%(t)dW/de

Con

— (Wj +Z’::1 awr /afj)fj
2

<

Si aceptamos el siguiente resultado (Rebonato(2002)): para el propdsito de estimacion
la volatilidad de los tipos swap, las cantidades estocasticas ¢, pueden asumirse como

deterministas (constantes) e iguales a su valor actual ¢,(0), entonces la volatilidad

instantanea de un tipo swap puede aproximarse por medio de la siguiente expresion

T (1) 02 2°6,(006,(0)9,(1) G, (1) Eldw,dw ]

De esta expresion general pueden derivarse algunos casos especiales:

a. Siexiste correlacion perfecta, E[dw;dw,]=1 para cualquier j, k

2
T (1) D{Z ¢, (@o;(t)}
j
b. Sino existe correlacion fuera de los elementos de la diagonal, E[dw.dw,]=0,
Tg (1) 0 [6,(0) T, ()]
j

c. Idéntica correlacion p<lpara los elementos de fuera de la diagonal,
E[dwjdwk] = 5jk +(1 _5jk)p

T (1) OY[6,(0)T,OF (- py+ p{z cj(owj(r)}

J

Por tanto, el cuadrado de la volatilidad instantanea de los tipos swap en el caso de
idéntica correlacion, es una combinacion lineal de los dos casos anteriores.

Estudios y observaciones muestran que, en linea con las dificultades anteriormente
comentadas, el precio de un swaption europeo es virtualmente independiente de la
forma de la funcion de correlacion. Ademads, lo que es aun mas importante, estéd influido
en un grado muy similar por la correlacion instantdnea y por la dependencia temporal de
las volatilidades instantdneas de los tipos forward. En la préctica, es por tanto muy
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dificil extraer informacion acerca de la matriz de correlaciones instantaneas a partir de
los precios de los swaptions europeos.

Existe, asimismo, un problema adicional y con origenes totalmente distintos a la hora de
modelizar las correlaciones. Se trata de los generales problemas que existen a la hora de
obtener funciones de correlacion estadisticamente robustas. Ello se debe al hecho de que
las series requeridas de cambios en los tipos forward deben obtenerse de partes
diferentes de la curva de tipos y de distintos instrumentos: depositos de efectivo LIBOR
a muy corto plazo, contratos de futuros para vencimientos intermedios y tipos swap de
equilibrio para vencimientos entre dos afios y el final de la curva LIBOR. Ello a pesar
de que la curva de tipos entera normalmente se conoce como curva LIBOR (y de ahi, el
nombre de LMM). Crear una curva a partir de diferentes segmentos no proporciona un
resultado perfecto, y cada segmento estd dominado por tipos distintos de trader. Ademas
de estos problemas de segmentacion, las series historicas que se necesitan para la
estimacion suelen contener tipos de depositos LIBOR, precios de futuros y tipos swap
cuyos mercados cierran a horas distintas. Como consecuencia, la correlacion estimada
de series diarias puede presentar problemas de falta de sincronizacion.

Incluso si una superficie de correlaciones instantaneas pudiera ser realmente estimada,
el trader podria encontrarse aun con problemas de modelizacion por una razon
completamente diferente: las posibles formas de la funcion de correlacion instantanea
son muy dependientes del nimero de factores que se emplean para conducir la dindmica
de la curva de tipos. Por tanto, para un pequeiio nimero de factores, la capacidad para
reproducir una funcidn de correlacion instantdnea exdgena puede ser bastante limitada.

15. Posibilidades de modelizacion de la correlacion instantanea.

Los estudios empiricos llevado a cabo por Fisher el al.(1994) y Longstaff et al.(2000)
permiten extraer algunas conclusiones acerca de la forma de las correlaciones empiricas
de los tipos forward:

- La funcion de correlacion entre los primeros tipos forward y aquellos con un
vencimiento posterior parece tener forma convexa.

- Suele darse convexidad negativa para la parte de la funcién de correlacion
relacionada con los ultimos tipos forward.

- Asintéticamente, la correlacion parece tender a niveles reales positivos,
lim, ,p,=K,K>0

Una vez descritas las principales caracteristicas cualitativas relativas a las funciones de
correlacion, el siguiente paso consiste en especificar posibles formas funcionales que
capten este comportamiento. Es importante sefialar este respecto ciertas limitaciones
intrinsecas de los modelos con pocos factores a la hora de recuperar una forma arbitraria
para la funcion de correlacion. Para ello puede resultar conveniente examinar el caso no
trivial mas simple, el LMM con dos factores:
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9 _

1

M ()dt +0,,dz, +0,dz,

Donde los shocks brownianos se consideran, como es habitual, ortogonales,
dzdz, = 0,dt . Si la volatilidad instantanea del i-ésimo tipo forward se denota como

o,(t) , entonces podemos rescribir el proceso anterior como
df.
% = (1)t +0,(bydz, +bdz,)

Donde debe satisfacerse la restriccion b, +b), =1 para cualquier serie arbitraria de

valores reales dependientes de los tipos forward  como consecuencia de que

b, =sin(7)
b, =cos(d)

Calcular la correlacion entre dos tipos forward significa obtener

_ELdf) fdf, )]

p, —
V; Vj

v, = ELdf,/ f,df, ] f]

Como consecuencia de la ortogonalidad ya mencionada de los movimientos
brownianos, puede obtenerse de manera inmediata que

p; =sin(J,)sin(F,) +cos@, ) cos¢ ;)

Que implica, usando la identidad trigonométrica sinxsiny+cosxcosy =cos(x —y),
que

pij = COS(IB[ _19]')

Si la dependencia de la funcién angular & con respecto del tipo forward es lo

suficientemente suave, entonces para una la implementacion bifactorial de LMM, su
correlacion debe comportarse como una funcién coseno. Ademas, la decorrelacion entre
dos parejas de tipos forward (i,j) y (r,s) separadas por la misma diferencia en

T T
respecto a i contiene términos superiores a los lineales. Si dichos términos superiores a
los lineales no estan presentes, entonces siempre se tendra que p, =0, para

T T,

que, para obtener una convexidad positiva en el origen, la dependencia no lineal debe
ser bastante pronunciada.

) s6lo pueden ser diferentes si la dependencia de 8 con

vencimientos (‘7} - T/‘ =

cualesquiera i, r, j, s tales que ‘7} —T/‘ =

. Un célculo simple muestra en realidad
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Las anteriores conclusiones pueden generalizarse con facilidad: si se lleva a cabo la
ortogonalizacién de una matriz de correlaciones n*n y tan sélo se retienen los primeros
m <n componentes, se estd descartando los componentes de alta frecuencia de la
“sefal”. Si este es el caso, no resulta sorprendente, por tanto, que el modelo de
correlacion resultante, obtenido reteniendo un pequefio nimero de componentes
principales, no presentara la capacidad de cambiar rapidamente alrededor del origen. Lo
que resulta mas sorprendente es que el nimero de frecuencias necesario para reproducir
globalmente un comportamiento simples bastante alto (Rebonato(1999a)).

Lo anterior no hace sino reforzar la idea de que la modelizacion de las correlaciones
instantaneas es todavia un tema absolutamente abierto, muchas veces obviado en la
practica y en el que se aplican todavia aspectos cualitativos. A continuacion se
describiran algunas propuestas de formas funcionales para las correlaciones
instantaneas. Se tratard de un enfoque paramétrico, ya que una aproximacién no
paramétrica, aunque tedricamente aceptable, presenta problemas numéricos de tal
magnitud que parece resultar inabordable.

Como la informacion empirica y fiable es escasa, puede parecer poco provechoso
asignar un comportamiento dependiente del tiempo, sin incluir otras consideraciones,
para la matriz de correlaciones. La forma funcional con dependencia més general sera
del tipo

p(t.T.T) = p(T, =1,T, ~1)

Asimismo, resulta financieramente deseable que la maxima decorrelacion asintotica
entre tipos forward en la misma moneda sea un valor positivo LongCorr

lim g, , = LongCorr
poo

Ademas, resulta deseable que la matriz p© cumpla las siguientes propiedades:

1. La funcién p.

i,i+p
equivalente a exigir que la funcion de correlacion muestre convexidad
decreciente a medida que se aproxima el vencimiento del primer tipo forward.

debe se, para un p fijo, una funcién creciente de i. Esto es

2. Las dinamicas de la curva de tipos producidas por las volatilidades y
correlaciones escogidas debe ser tal que sus movimientos deben ser explicables
por los tipos de deformaciones ortogonales “candnicas” de los desplazamientos
paralelos, cambios en la inclinacion y en la curvatura, en este orden de
importancia (como se obtienen en un analisis de componentes principales).

Los requerimientos anteriores encuentran su justificacion en la légica financiera.
Ademas, el modelo de funcion escogido debe satisfacer los requerimientos matematicos

de una funcién de correlacion. Asi pues:

-p, =1 para todo 1
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- -1<p, <1 paratodo ij
- 101 = pj'
- La matriz [ ,0] debe ser definida positiva.

Dados estos requisitos, todas las funciones propuestas serdn de la familia exponencial.
Dichas formas funcionales, extraidas de Rebonato(2002), son las siguientes:

p; (1) = LongCorr +(1 = LongCorr)exp[ -8 ‘(Tl. -t) (T, —t)‘]

(24)
= LongCorr +(1 —LongCorr)exp[ —,B‘Tl. —Tj‘]
p,(t) = LongCorr +(1 = LongCorr)exp[ ~B|(T; ~t) ~(T, -1)"|] 05)
t <min(7;,T;)
p; (1) = LongCorr +(1 = LongCorr) exp[ -8 ‘(7} —T]‘ +amax(7;,7),)] 26)

t<min(7;,T;)

La primera forma funcional es un caso particular de la segunda ( )y=1); No obstante,

este valor del exponente hace que la dependencia temporal, de t, desaparezca. Ello
presenta caracteristicas computacionales deseables, aunque también algunas
implicaciones financieras poco deseables. Desde un punto de vista numérico, la
dependencia temporal de la correlacion instantdnea permite rescribir los elementos de
covarianza como sigue:

[ 0,)0, ()0, (w)du =p,(T,.T))[ ()0 (u)du

Para muchas de las funciones de volatilidad que se emplean, la integral sobre las
funciones de volatilidad puede computarse analiticamente, y la ausencia del término de
correlacion bajo el simbolo integral simplifica las cosas. Sin embargo esta caracteristica
también esté en el origen de la falta de atractivo de la especificacion (24): a medida que
el tiempo avanza, la decorrelacion entre dos tipos forward separados por una diferencia
fija vencimiento se mantiene, sin importar si el primero de los tipos vence dentro de un
ano o dentro de diez. Ademas, la convexidad de la funcion de correlacion a través de la
diagonal principal no puede cambiar de signo si )y =1. Ello no es cierto para y<1.

En cuanto a la especificacion (26), digamos que el término a, si se escoge
correctamente, proporciona la capacidad de hacer que la velocidad del descenso en la
correlacion depender de la posicion en la curva de los dos tipos forward (mas
concretamente del vencimiento del tipo forward a mas largo plazo). Se trata de una
caracteristica deseable. Desgraciadamente, ni (25) ni (26) proporcionan una matriz de
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correlaciones definida positiva, y el usuario tiene que comprobar si los valores propios
son positivos para cualquier eleccion en los parametros. Ello puede suponer un serio
inconveniente si se lleva a cabo una optimizacion numérica.

En los casos anteriores, la correlacion viene definida por un pequefio conjunto de
parametros: la correlacion asintotica, LongCorr, la constante de caida, £, y, tal vez, a o

y. Una caracteristica comun de las tres aproximaciones es que la estructura de

correlaciones que definen es homogénea temporalmente. Se trata de un rasgo anidado
en la forma funcional desde un principio, ya que no es probable que un trader conozca
la evolucion temporal de la estructura de correlaciones. La dependencia temporal en la
correlacion puede introducirse por medio de parametros dependientes como /(¢)o

LongCorr(t). No obstante, hay que tener cuidado a la hora de intentar incluir

dependencia temporal de un ajuste con swaptions europeas: la dependencia de estos
instrumentos en la correlacion es tan suave que, en presencia de un inevitable ruido, las
funciones [(¢) y LongCorr(t)tenderan a parecer excesivamente irregulares.

16. Una aproximacion practica al LMM

La parte practica de este trabajo ha buscado la aplicacion de la mayor parte posible de
conocimientos sobre el tema adquiridos tedricamente. Como afirman los autores de
Jong et al. (2000), la extraordinaria proliferacion de estudios teodricos sobre el tema
contrasta con la relativa escasez de estudios empiricos existentes sobre el mismo.

Mucho mas limitador que la escasez de aplicaciones empiricas existentes ha resultado la
imposibilidad, esperemos que transitoria, de disponer de datos de precios de derivados
sobre tipos de interés susceptibles de ser valorados por medio de estos modelos, como
caplets y swaptions. Se trata de una limitacion insalvable y que practicamente condena a
todo célculo posterior a una funcion didéctica, ejemplificadora. No obstante, el autor no
resta importancia a los resultados, que le han permitido conocer el terreno en el que se
movia, asentar los conocimientos tedricos anteriores y visualizar lineas futuras de
investigacion, como se comenta al final de este epigrafe.

Es relativamente reciente el rumor que afirma que en un breve periodo de tiempo todas
las entidades de crédito que oferten hipotecas a sus clientes tendran la obligacion de
ofertarles también la posibilidad de convertirlas de tipo variable a tipo fijo, con el
objetivo estratégico de evitar que una brusca subida del EURIBOR, referencia para los
tipos hipotecarios, repercuta en la endeudada economia espafiola en forma de impagos
masivos que puedan poner en peligro la solvencia del sistema financiero y la confianza
de los agentes econdmicos en el mismo. Como veremos, los célculos realizados, pueden
interpretarse como el coste que implica asegurar una hipoteca (por medio de un cap) o
convertirla de tipo fijo a tipo variable (por medio de un swaption.), por mas que el tenor
finalmente empleado, por comodidad, es 7 =1 afio, y las hipotecas suelen revisarse con
frecuencia semestral.

Los datos disponibles mas cercanos a los necesarios han resultado ser las construcciones

diarias de la Estructura Temporal de Tipos de Interés, de contado, disponibles en la web
del area de Economia Financiera de la Universidad de Castilla la Mancha. De todos los
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afios de Estructuras Temporales construidas, se escogio en la version preliminar de este
trabajo el mas cercano, el 2002, con un total de 253 dias o curvas de tipos con datos
para los siguientes plazos: 0, 1, 2, ..., 12 meses y 2, 3, ..., 15 afos. Me refiero a la fuente
-www.uclm.es/area/aef/WebkEttis- para los detalles acerca del proceso de estimacion de
las mismas.

El problema de tal eleccion resultd se que, como veremos, la estimacion de las
volatilidades dindmicas de los tipos forward hasta el vencimiento resultaba imposible,
ya que, en el caso extremo, calcular la volatilidad del tipo f (10, 11) requiere diez afios

de datos diarios. Si el tnico afio considerado es el 2002, solo es posible calcular con
exactitud la volatilidad hasta el vencimiento del tipo forward con vencimiento superior a
un ano. Por ello, a la hora de calcular la volatilidad hasta el vencimiento de los
diferentes tipos forward, de manera similar a la que se describe a continuacion, se
obtenia una curva anémala, con un pico dificilmente explicable desde un punto de vista
tedrico y nada acorde con lo descrito en la literatura, que se refiere a una forma “de
joroba”, creciente hasta el aflo o afio y medio y decreciente, auque tendente a un valor
positivo, en los vencimientos posteriores. La curva andmala a la que nos venimos
refiriendo es la siguiente:

volatilidad Black (caplets)

volatilidad %
o
N

G K S S R TSR

tipo forward (vencimiento)

El rotulo del grafico es explicito. La volatilidad de Black de un caplet se corresponde, al
menos desde un punto de vista teorico, con la volatilidad lo largo de toda su vida del
tipo forward con el mismo vencimiento.

Resulta conveniente precisar que la periodicidad de esta curva original se corresponde
con un tenor de 7=0.5 afos, a diferencia de las que veremos a continuacion.
Asimismo, la estructura de las splines empleadas para ajustar los valores para todos los
vencimientos forward sigue una estructura con dos nudos fijos en t=0.5 y 5 afios,
quedando como sigue

f@&.T)=B,+ Bt + Bt +Bt +af(t 05T +a,[(r 5)'T
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Esta estructura spline, sin dejar de resultar satisfactoria, también ha sido mejorada en
esta version definitiva. Sin més preambulos, pasemos a describir, paso a paso, el trabajo
realizado en esta version definitiva.

Asi pues, para poder estimar las volatilidades de los distintos tipos forward a lo largo de
toda su vida, es necesario remontarse hasta el aflo 1993, para contar con la longitud de
observaciones diarias necesaria. Concretamente, se dispone de 2502 estructuras forward
que se corresponden con datos de estructuras forward entre el dia 5-1-93 y el 30-12-
2002.

La periodicidad de los datos disponibles en las ETTIs no se corresponde con la deseada
ya que, como veremos, resulta ideal disponer de datos con periodicidad diaria. La salida
natural en este caso consiste en la obtencion de los tipos forward disponibles f (0.5,1),
f£(1,2), ..., f(10, 11) para, a partir de ellos, aproximar las curvas de tipos forward
completas a partir de funciones splines.

En concreto, se han empleado funciones spline de tercer orden, con un solo nudo N
variable, que se sitlia para cada una de ellas, en el lugar mas adecuado siguiendo el
criterio de MCO

S@D)= B +Bi+Br +Br +al -N)'T
El ajuste obtenido es bueno. El siguiente grafico resume las 2502 curvas spline, cada

una de las cuales contiene datos para forwards f(7,7 +1)para cada uno de los dias
entre 1 dia y diez afios.

media splines
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Las curvas spline habilitan al investigador para poder estudiar la evolucion de un tipo
forward a medida que se acerca su vencimiento. En efecto, el concepto de difusion es un
concepto dinamico y, por tanto, si se quiere valorar un caplet por medio de la férmula
de Black de una manera ortodoxa, entonces resulta necesario disponer de la volatilidad
de Black, para asi resolver analiticamente la consabida férmula

PV, =NP[f(t,T,T +T)N(h) —KN(h)|P(t,T +T)r

I (7.7 +7)/ K1+ 07 (T =1
hl B UBlack \/(T - t)

I (7.7 +7)/ K]~ 0% (T 1)

h =
i UBlack \/(T - t)

Cuando, como en este caso, no se dispone de datos reales de mercado, no se dispone de
la volatilidad de Black, por lo que resulta necesario recurrir a una estimacion. La
estimacion supone emplear ya el esquema del LMM, puesto que es necesario suponer
alguna forma concreta para las funciones de volatilidad instantanea del proceso
lognormal de los tipos forward

% = u(f,tydt +o(t)dw(t)

donde
];
Tt (T)T, = [ 07 ()du

Podemos apreciar como la volatilidad instantdnea o, (¢) es un una funciéon determinista

del tiempo, por lo que el dato representado por la formula de Black contiene, en
principio, informacion acerca de la volatilidad del tipo forward desde su nacimiento
hasta su vencimiento.

Para nuestros propositos, disponiendo de tipos forward, sin el apoyo empirico de
volatilidades de Black, y con el propdsito de obtener volatilidades de Black para la
valoracion de caplets virtuales, no existe una salida mas fécil y satisfactoria que realizar
lo que luego definiremos como calibraciéon exacta sin reversidn y que consiste en
considerar una constante como la volatilidad instantanea de los tipos forward para cada
uno de los vencimientos.

En nuestro caso, esa constante puede calcularse como la volatilidad media de cada uno
de los tipos forward a lo largo de los afios considerados o hasta su vencimiento si éste es
anterior al final del afio. Por ejemplo, para calcular la volatilidad de Black para el

forward f (1,2) se calculara la volatilidad de la serie f, (1, 2), f, (1, 2), ..., f55,(1,2), en
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la que el subindice se refiere al nimero de dias transcurridos hasta el vencimiento, que
se produce en el primer aflo, 250 dias. Los datos anteriores se corresponden, el primero
con el tipo f(250,500) de la primera spline, el segundo con el tipo [ (249,499) de la

segunda spline, y asi sucesivamente, el ultimo se corresponde con el tipo f (0,250) en

la spline 250. Las cifras de éstos ultimos forward expresan dias y no afios, como cabe
suponer.

De esta manera puede obtenerse una volatilidad de Black para cada uno de los tipos
forward f (1, 2), (2, 3), ..., £ (10, 11) con base en las splines obtenidas. Dichas

volatilidades quedan como sigue

volatilidad de Black

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

vencimiento ainos

Puede apreciarse como la volatilidad de los tipos forward no es en absoluto creciente
con el tiempo. La anterior figura no presenta la tipica forma de joroba que se describen
autores como Rebonato(2002) o de Jong et al. (2000) porque la ctspide de la “joroba”
se encuentra entre el afo y el afio y medio hasta el vencimiento. Por tanto, tal cispide se
corresponde con las primeras observaciones del grafico y desde ella, la curva s6lo puede
ser decreciente. La forma de joroba es una realidad empirica que debe tenerse muy en
cuenta a la hora de modelizar la volatilidad de los tipos forward por medio de funciones
de volatilidad instantanea, que es la clave de la calibracion del modelo.

Apréciese la diferencia entre el grafico anterior y el que se obtuvo en la version
preliminar del trabajo. El apuntamiento que aparece hacia la mitad de la curva
preliminar, que no se corresponde con las regularidades empiricas observadas en la
literatura, probablemente se deba al hecho de que, para un calculo tedéricamente correcto
de las volatilidades de Black, habria que considerar la evolucion de las volatilidades
instantaneas hasta el vencimiento del ultimo tipo forward
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s (DT, = [ 07 ()

En ese caso la serie empezaba y acababa en el 2002 vy, por ello, sélo se dispone de una
afio completo de datos, por lo que la expresion anterior se ha aproximado como

min[7;,1

]
T DT = [ 07 ()

0

Hecha esta salvedad, podemos emplear la formula de Black y, a partir de las
volatilidades de Black anteriores, obtener los precios que el mercado deberia haber dado
a principios del afio 1993 para caplets de un afio de duraciéon y con vencimiento en 1,
2,..., 10 anos. Estos precios, para un strike de 0.15 son

Vencimiento caplet Precio

1 0,001156333
2 0,001622645
3 0,002067445
4 0,00077947
5 0,00023675
6 7,23913E-06
7 9,06748E-07
8 6,32706E-10
9 0
10 0

Apréciese como los caplets mas caros son aquellos que presentan un vencimiento mas
inminente. Ello se debe, como cabe suponer, al hecho de que las curvas de tipos en el
afio 93 ya auguraban una bajada futura de los mismos, por lo que la probabilidad de que
los tipos en 9 o 10 afios rebasasen el 15% ya en el 93 aparece como despreciable y el
correspondiente caplet presenta valor nulo.

Un cap es una suma de caplets

c=) Pl

i=1
Por lo que, agregando los datos anteriores, podemos llegar a la conclusion de que
asegurar una hipoteca a 10 afos a principios del afio 1993 —Referenciada al tipo variable

sin margen adicional, éste puede afiadirse ficilmente de manera aditiva- deberia haber
costado 0,00587079 veces el nominal de la misma.

Un esquema similar puede aplicarse a la hora de valorar swaptions por medio de la
formula de Black. Asi, la formula de Black aplicable a swaptions queda como sigue

PV, = NP[/ (6.7, T,,, )N(h) ~KN(h)IA(., T, . T,,.)
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Donde, en este caso

ln[f(t exp? 7—;nat ) / K] + USR Black( exp t)

O-SR Black ( exp _t)

h =

ln[f(t exp? mat)/K] - SR Black( exp _t)

h, =

USR Black ( exp )

Por supuesto, esta formula toma como variable de estado el tipo swap, SR
SR(t’ exp 7—;nat) = z W[f(t’ T; s T; + T)

con
P, T +1)r P(t T

> PE.T +0)T 4

Es por ello que para que resulte correcta, dicho tipo swap debe resultar lognormal con
volatilidad Oy 4. - De ello se deduce un problema de inconsistencia con respecto al

procedimiento anterior para la valoracion de caplets por medio de la formula de Black,
que suponia lognormalidad para los tipos forward.

Un tipo swap es una combinacion lineal de tipos forward, como se aprecia en la anterior
relacion. Por tanto, si los tipos forward tienen una dindmica lognormal, entonces resulta
imposible una dindmica lognormal para los tipos swap. Se trata de una evidencia
sobradamente conocida pero habitualmente ignorada, como resulta natural, ya que con
el paradigma lognormal no se pretende describir con exactitud la dindmica de un tipo u
otro, sino realizar una aproximacion razonable y que permita una solucion analitica
inmediata.

Con ese razonamiento en mente, pueden construirse swaptions sintéticos a partir de las
curvas de tipos forward disponibles. La expresion anterior permite obtener la media de

los tipos swap para los distintos vencimientos £, hasta un final fijo a los 10 afios. Por su

parte, la volatilidad puede deducirse como una media ponderada de las volatilidades de
los tipos forward

gy =D Ww,0,0,p,,

i,j
w, =TP(t,1,)/ Y TP(1,1,)

En esta expresion puede observarse como para la valoraciéon de swaptions, como para la
valoracién de derivados sobre tipos de interés en general, no s6lo es relevante una
adecuada modelizacion de las volatilidades de los tipos forward, sino también de las
correlaciones entre los mismos.
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Teniendo en cuenta las anteriores consideraciones, y con base en las volatilidades de
Black obtenidas anteriormente a partir de tipos tipos forward, se han construido
swaptions sintéticos por medio de las férmulas anteriores. La media de los tipos swap

obtenida queda recogida en el siguiente grafico

tipo swap

0,16
0,14
0,12

0,1
0,08
0,06
0,04
0,02

La obtencion de las volatilidades de Black para los swaptions respectivos pasa por la
obtencion previa de la matriz de varianzas y covarianzas de los tipos forward. Una vez
obtenidos ,y segin la relacion anteriormente descrita, se obtiene una curva de
volatilidades como la que sigue, que se basa en los supuestos de calibracion exacta sin
reversion equivalentes a los empleados para calcular las volatilidades de Black para los

caplets.

volatilidad de Black (swaptions)

0,3
0,25
0,2
0,15
0,1
0,05

anos
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Con estas volatilidades, ya resulta inmediata la aplicacion de la formula de Black, que
proporciona los siguientes precios para los swaptions con distintas fechas de inicio

Vencimiento swaption Precio

1 0,006865
2 0,005419
3 0,001769
4 4,12E-05
5 7,55E-08
6 1,54E-12
7 1,22E-17
8 0
9 0
10 0

Es decir, a principios del 1993 convertir una hipoteca a tipo variable sin margenes
comerciales y a 10 afios a un tipo fijo del 15% deberia haber costado 0,006865 veces su
valor nominal. La misma operacion el afio 1993 pero con efectos a partir del tercer afio
contaria 0,001769. Nétese como el swaption mds caro es aquel que vence el primer afio
y su precio es algo superior al del cap. Tal relacion de precios carece de sentido, ya que
en un mercado financiero, si ambos precios son equivalentes, se diria que existe una
oportunidad de arbitraje porque el cap domina al swaption. Esta inconsistencia de
precios corrobora la inconsistencia teodrica existente al aplicar la férmula de Black tanto
para valorar caplets como para valorar swaptions.

La clave para la valoracion de derivados por medio del LMM consiste en emplear
derivados liquidos y simples, vanilla —caplets o swaptions-, junto con datos relativos a
la estructura de tipos forward que complementen el hecho de que la evolucién de su
volatilidad en el tiempo no hasta el vencimiento no es observable, para calibrar los
pardmetros de las funciones de volatilidad y correlacion instantaneas que caracterizan a
las dinamicas de los tipos forward subyacentes, y emplear esta calibracion en la
valoracion de derivados complejos.

Qué forma dar a dichas funciones es un tema complejo y muy debatido. Una de las
pocas aplicaciones empiricas existentes del LMM es la de de Jong et al.(2000). En
dicho trabajo se afronta la calibracion de cuatro posibles funciones de volatilidad
instantanea. En el presente trabajo se han empleado las mismas formulaciones que en el
articulo, seis en total.

Es preciso hacer notar que todas las estructuras empleadas son temporalmente no
homogéneas. La calibracion exacta de una estructura de volatilidades (/V (7)) ), como,

en este caso, la observada en el mercado de caplets, requiere que IV"(Tn)\/F sea

n

estrictamente creciente con el vencimiento del caplet 7, . El autor ha comprobado que

no es éste el caso. Por tanto, se han empleado estructuras no homogéneas para obtener
una réplica exacta de la curva de volatilidades. Asimismo también se han empleado
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estructuras que no permiten una calibracion exacta y que se justifican por su simplicidad
a la vez que por el hecho de que la calibracion exacta tiende a ser excesivamente
sensible al ruido en las curvas de volatilidad observadas.

Asi pues, describiré brevemente las diferentes estructuras de volatilidad instantanea, que
se calibran por medio de la siguiente igualdad

(T, =01V (T,)" = | y,(0)dt

En ella /V°(T) representa la volatilidad de Black implicita en el mercado de caplets y
Yy, (¢) representa la funcion de volatilidad instantanea. En este caso, todos los caplets se
consideran desde su inicio, t=0, y la anterior expresion puede simplificarse como

T,
V(L) = [y, () dt
0
Pues bien, a la hora de especificar diferentes formas para y (¢), se ha optado por lo

siguiente:
a. Calibracion exacta sin reversion
v, =y,
La calibracion resulta inmediata y se realiza con base en la siguiente igualdad

v, =1IV(T))

Como puede apreciarse, existe una volatilidad instantanea distinta para cada uno de los
vencimientos de los caplets. Puesto que la funcidon de volatilidad no es mas que una
constante igual a la volatilidad empirica observada en el mercado de caplets, y dicha
volatilidad empirica cambia cada dia, si en la negociacion se han empleado datos
provenientes de mas de un dia de negociacion, como es habitual, entonces las funciones
de volatilidad instantdnea cambiaran cada dia.

Como es de esperar, la calibracion exacta devuelve exactamente las volatilidades —y por
tanto los precios- de mercado.
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calibracion exacta

20
15
€ 10 —— calibracion
° —— volatilidad
5 _
0 I I I I I I I I I

12 3 45 6 7 8 910

vencimiento anos

No deja de resultar paradojico el hecho de calibrar de manera exacta unas volatilidades
implicitas de Black que en realidad ya se han obtenido por ese método. Obviando este
detalle, los resultados habrian sido idénticos en otro caso.

b. Calibracion exacta con reversion.

—K(T, 1)

v,(t)=e Y,

Se trata de una version mas sofisticada de la especificacion anterior, que ya no supone
que la volatilidad de un caplet es la misma a lo largo de su evolucion hasta el
vencimiento, sino que existe una reversion a la media representada por el parametro «,
que hace que los tipos forward disminuyan con su vencimiento.

Para un « dado, al estimacion se realiza como

2kT
v, =1VA(T,) " y

24T,
—-e

A la hora de replicar las volatilidades y, por tanto, los precios del mercado esta
especificacion no puede superar a la anterior
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calibracion exacta con reversion

< 10 T~ — calibracion

-~ — | —volatilidad

12 3 45 6 7 8 910

vencimiento anos

No obstante, la informacion adicional proporcionada por el pardmetro de reversion hace
que la esta especificacion supere a la anterior a la hora de valorar otros activos
derivados.

c. Calibracién no exacta sin reversion.
Es la més simple de las especificaciones posibles, ya que supone que la volatilidad de

los distintos tipos forward es constante hasta su vencimiento e igual para todos los
vencimientos posibles.

.=y

Como hemos podido ver, las volatilidades de los tipos forward no son idénticas
independientemente de su vencimiento, por lo que esta especificacion no es susceptible
de calibrar exactamente la estructura de volatilidades.

calibracion no exacta

20
15 1
< 10 | — calibracion
° — volatilidad
5 n
0 I I I I I I I I I

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

vencimiento anos
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d. Calibracidn no exacta con reversion

= KT,
v,(t)=e y
Resulta una extension en el sentido ya visto de incorporar el hecho empirico de
reversion a la media de los tipos forward. Se trata de una aproximacion temporalmente
homogénea y no exacta, como la anterior.
Su calibracién, como se puede suponer, se realiza como

2KT
y=Ivi ) uss

24T,
—-e

En este caso si puede apreciarse graficamente cémo el pardmetro de reversion
contribuye a un mejora ajuste de las volatilidades calibradas.

calibracion no exacta con reversion

25
20
o 15 — calibracion
° 10 - — volatilidad
5 |

0 T T T T T T T T T
12 3 45 6 7 8 910

vencimiento anos

e. Calibracion con dos factores.

Las propuestas anteriores pueden combinarse para dar lugar a estructuras mas completas
y, en principio, susceptibles de permitir valoraciones de activos complejos de mayor
calidad.

Pueden permitir una calibracion exacta o no, seglin se desee.

V()= X

—  -Kk(T,-
Vo, ()= "y,

O bien, para devolver exactamente los precios que se observan en el mercado
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Via) =X,
yz,n (t) - e—K(T,, 1) ¥

Valorar hasta qué punto una u otra especificacion para la funcion de volatilidad
instantanea es mas adecuada requiere, ademds de su calibracion, su posterior uso para
valorar activos derivados distintos de los empleados para la misma.

En este caso, los ajustes quedan como sigue

calibracion exacta dos factores

20
15 4
< 10 —— calibracién
° —— volatilidad
5 _
0

12 3 45 6 7 8 910

vencimiento anos

calibracion no exacta dos factores

15 calibracion
—cali i
X 10 -
—— volatilidad

1.2 3 4 5 6 7 8 9 10

vencimiento anos

Si dispusiésemos de datos de mercado reales, entonces tendria sentido emplear las
anteriores volatilidades instantaneas calibradas en el mercado de caplets para valorar
swaptions con base en la siguiente aproximacion de Brace el al. (1997):

Si A es la matriz de covarianzas de los tipos forward, entonces
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Swptn(t,T,,m,k)=i5j P (OIL,(ON(=s—d, +T ;) —kN(-s =d )]

A=TT",rgRr™
Zf: o,L, (t)
1+5l;a)

donde s resuelve

m+1 k'l -1
> GI[]A+8.L,Oexp(T (s+d,)-0.5T)] =1
k=2 =l

¢;=ko, ,j=2,...,m
=1+ko,

m+l

Precisamente la posterior labor investigadora del autor, enmarcada en su tesis doctoral,
pasa presumiblemente por comparar la adecuacion de las diferentes estructuras de
modelizacion de la volatilidad instantdnea, de las anteriormente descritas y de otras no
incluidas en este trabajo, para la valoracion de derivados sobre tipos de interés en el
mercado doméstico.

De manera previa a lo anterior parece recomendable un estudio acerca de la coherencia
de las estructuras temporales de volatilidad de los mercados de bonos y de activos
derivados para el mismo mercado. En efecto, dado que los derivados sencillos no son
activos plenamente negociables y, por tanto, no es posible observar la evolucion de su
volatilidad hasta el vencimiento, a la hora de calibrar funciones de volatilidad
instantanea, se emplean tanto datos procedentes del mercado de derivados,
concretamente volatilidades de Black, como datos extraidos de la estructura temporal de
tipos de interés, de manera similar a como se ha hecho en este trabajo. Asi, para la
correcta valoracion de derivados por medio del Libor Market Model, resulta
conveniente que ambas estructuras temporales de volatilidad sean coherentes al menos
en su forma, ya no tanto en su nivel. El autor se encuentra ya trabajando en este ultimo
tema.
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