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1.1.- Introduccion a la Termodinamica Estadistica
1.1.1. Origen de la Termodinamica Estadistica

La mecdnica estadistica proporciona el nexo de unidn entre la descripcion mecdnica
(cuantica o clasica) y termodindmica de un sistema macroscopico. Su objetivo es predecir y
explicar las propiedades macroscopicas de un sistema (entropia, capacidad calorifica, tension
superficial, viscosidad, ...) a partir de las propiedades microscopicas (geometria molecular,
interacciones intermoleculares, masas moleculares, ...). La mecanica estadistica se asienta
sobre tres pilares: el punto de partida (la mecanica), el punto de llegada (la termodinamica) y
el camino entre ambos (la estadistica). Originariamente la mecanica estadistica surge del
trabajo de Maxwell y Boltzmann sobre los gases (Teoria Cinética de Gases, que se estudiara en
otro tema), aunque tomd un enfoque distinto a partir del trabajo de Gibbs (que publicé en
1902 su libro ‘Elementary Principles in Statistical Mechanics’). Habitualmente la mecanica
estadistica se divide en dos partes:

- La mecanica estadistica de equilibrio (o termodindmica estadistica) que se ocupa de
sistemas en equilibrio termodinamico)

- La mecanica estadistica de no equilibrio dedicada al estudio de los fendmenos de
transporte (de calor, materia, ...) y de las reacciones quimicas.

1.1.2.- Estados de un Sistema. Relacion entre las propiedades macroscopicas y
microscopicas de un Sistema.

El problema que surge en la termodinamica estadistica es el de conectar dos
descripciones de un sistema macroscopico, es decir, el formado por un gran numero (N) de
particulas o moléculas. El estado de un sistema (cada una de las formas en que puede
presentarse) se puede especificar de dos maneras distintas, distinguiendo entonces entre:

e Estado Macroscopico o Macroestado: El estado del sistema se define por los valores de
algunas variables macroscépicas denominadas funciones de estado (no dependen de la
historia del sistema) relacionadas entre si por una ecuacion de estado. Asi, para una sustancia
pura en equilibrio el estado de un sistema monofasico queda definido por tres variables; por
ejemplo la Presion (P), la Temperatura (T) y el numero de moles (n). Otras variables
macroscopicas (el Volumen, V, por ejemplo) pueden obtenerse mediante la ecuaciéon de

. . . . nRT .
estado correspondiente. Si nuestro sistema es un gas ideal V:T, si es un gas real

2
‘ : : an
podriamos usar otro tipo de ecuaciones como la de van der Waals: | P +—— |(V —nb)=nRT,

|4
donde a y b son constantes propias de cada gas. El macroestado, pues, en este caso queda
completamente especificado usando tres variables o funciones de estado, ya que cualquier
otra magnitud puede obtenerse a partir de ellas. Asi la energia interna podria obtenerse como
una funcion: U=U(P,T,n)=U(V, T,n)=U(...).
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e Estado microscopico o Microestado: La forma de especificar el estado microscopico de
un sistema depende de si se utiliza en su descripciéon la mecanica clasica o la cuantica.

En mecanica clasica el estado microscopico de un sistema de N particulas queda
especificado cuando se conocen las coordenadas y velocidades de todas ellas en un instante t
dado:

X1, Y1, Z1, X2, ..., XN, YN, ZN =F1,T5,..., Ty

Vx1, Vy1, Vz1, ..., VxN, VyN, VzN 5\71 ,\72,...,\71\/

Se necesitan por tanto 6N variables, a partir de las cuales se pueden calcular las propiedades
del sistema, tales como la energia total, suma de la cinética (K) y potencial (V;)

N
1 2 - -
E:K+Vp:§EmiVi +Vp(r1,...,rN) (11)
i=

La energia del sistema dependera del numero de particulas y el volumen disponible
E=E(N,V).

En mecanica cuantica el estado queda definido por la funcién de onda del sistema. Si hay
N particulas seran necesarios 4N numeros cuanticos para especificar la funcién de onda (por
ejemplo para un electron se necesitan cuatro nimeros cuanticos: n, I, m y el de espin, ms).
Conocida la funcién de onda se puede calcular la energia del sistema:

HY; =E¥; (1.2)
siendo la energia, como en el caso anterior, funciéon de Ny V.

Por supuesto, las descripciones micro y macroscdpicas no son independientes entre si,
ya que se refieren a un mismo sistema. ;Cual es la relaciéon entre ambas? Al pasar de una
descripcion microscopica a una macroscdpica se produce una drastica seleccion de la
informacion ya que pasamos de necesitar 4N (6 6N) variables a s6lo unas pocas (3 para una
sustancia pura). ;Como se produce esta reduccién? Supongamos que tenemos un sistema en
un recipiente cerrado de paredes rigidas y conductoras en contacto con un bafio termostatico.
En este sistema el macroestado se puede especificar facilmente mediante los valores del
numero de particulas, volumen y temperatura (por ejemplo 1 mol de gas a 298 Ky ocupando
un volumen de 20 L). Si se observa el sistema en distintos momentos su estado macroscdpico
no cambiara (estd en equilibrio). Sin embargo, las moléculas que lo componen estan en
continuo movimiento cambiando rapidamente sus coordenadas y velocidades. Es decir, se
tiene un Unico macroestado pero muchos microestados diferentes compatibles con él. ;Qué
ocurre cuando se mide cualquier propiedad macroscopica? Si se intenta medir una propiedad
como la presion introduciendo un barémetro, se necesita un tiempo finito para realizar la
medicion (por ejemplo 1 segundo), tiempo durante el cual el sistema pasara por un gran
numero de microestados (las velocidades con que se mueven las moléculas de un gas son del
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orden de cientos de m/s). Cada una de las variables macroscopicas corresponde realmente a
un promedio temporal sobre todos los microestados visitados durante la medida. Esta
relacidn entre estado macroscopico y microscopico queda recogido en el grafico mostrado en
la Figura 1.1, en el que el sistema pasa por infinidad de estados microscopicos mientras
permanece en el mismo estado macroscépico.

Macroestado Tiempo Microestado Clasico Cuantico
{r}3,{V}3,E3 _—— e — — \P3, E3
{r}sa{V}S,ES —_—— — — \PS’ES
Solo hay uno 5433 .
y {hAV} By ¢ ———— ¥s, E,
{I‘}7,{V}7, E7 T * \P7’ E7

Figura 1.1.- Relacién entre estado macroscépico y microestados
1.2.- ;Como se calculan las propiedades termodinamicas? El concepto de colectivo

¢;Cual es la relacion que existe entonces entre las propiedades macroscépicas del sistema
y las microscépicas? Como se ha sefialado, durante el proceso de medida de una variable
macroscopica se visitan un gran numero de estados microscopicos, por lo que el valor
obtenido sera el resultado de un promedio sobre los microestados visitados. Por ejemplo, la
energia interna (magnitud termodinamica) es el promedio de las energias de todos los
estados microscopicos visitados durante la evolucion temporal del sistema:

U=(E), (1.3)

Recordemos que nuestro objetivo es el de ser capaces de calcular las propiedades
macroscopicas a partir de las microscopicas. De acuerdo con la ecuaciéon anterior para
conocer la energia interna de nuestro sistema no s6lo necesitamos conocer la energia de los
diferentes microestados del sistema sino que ademas necesitamos conocer la evolucion
temporal del mismo, sabiendo qué microestados visita y durante cuanto tiempo.
Evidentemente esto entrafia una dificultad enorme.
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Afortunadamente, se puede tomar un atajo. Supongamos que en lugar de tener la
evolucion temporal de un Unico sistema a lo largo de una secuencia enorme de microestados
disponemos de un gran numero (M) de réplicas idénticas del sistema, todas en el mismo
estado macroscopico pero congeladas en los distintos estados microscopicos que aparecerian
en su evolucion temporal. Podemos visualizar este procedimiento como el equivalente a
cortar los fotogramas de una pelicula (la evolucion temporal) y disponerlos todos juntos
sobre una mesa. A este conjunto se le conoce como colectivo. Las M réplicas que forman el
colectivo estan distribuidas entre todos los microestados accesibles al sistema de forma que
hay m1 réplicas en el microestado 1 (con energia E1), m2 réplicas en el microestado 2 (con
energia E2), en general mj réplicas en el microestado i (con energia E;j), como se ilustra en la
Figura 1.2. Cuando hablamos de sistemas macroscopicos el nimero de microestados
compatibles con el estado macroscépico es enorme (véase el apéndice 1), por lo que tanto M
como mj seran numeros muy grandes.

Colectivo

(

Microestado Microestado Microestado Microestado

3 5 19 e 3

M Microestado Microestado
Réplicas 7 e
del sistema
. .
- L J
i L
Microestado Microestado
5 e o0 4

\

Figura 1.2.- Esquema mostrando las M réplicas de un sistema, un colectivo

Es importante resaltar el hecho de que en el colectivo todos los sistemas que aparecen
en él son macroscopicamente idénticos, aunque puedan estar en estados microscdpicos
diferentes. El estado macroscépico se determinara especificando una serie de variables
termodinamicas (3 para un sistema puro en una sola fase).

La energia del colectivo puede obtenerse sumando las energias de todas las réplicas que
lo forman:
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sistemas  microest
E= X2 Ei= YmjE;
i=1 j

La energia promedio de cada una de las réplicas del sistema se puede obtener
simplemente dividiendo la energia del colectivo por el nimero de réplicas que lo forman:

E.o1  microestm .E
J~]
By == X —p = 2PiEj (1.4)
] ]

siendo pj la probabilidad de que aparezca un determinado microestado en el colectivo. Pues
bien, la hipdtesis ergddica, piedra angular de la mecanica estadistica, establece la igualdad
entre un gran numero de medidas realizadas en distintos instantes sobre un unico sistema y la
medicion en un instante dado sobre un gran nimero de sistemas idénticos. Este conjunto de
sistemas idénticos sobre los que podemos efectuar una medida en un mismo instante es
justamente el colectivo. Aceptando esta hipdtesis, el promedio temporal de una propiedad de
interés en el sistema es igual al valor medio de dicha propiedad en el colectivo. Asi, la energia
interna podremos calcularla como:

microest

U=(E), = ijEj (1.5)
]

La hipotesis ergddica es un punto de partida no demostrable y se acepta en cuanto que
conduce a resultados correctos. Sin embargo, se puede intentar racionalizarla considerando
que si el tiempo empleado en el proceso de medida de una propiedad macroscépica, tal como
la energia interna, es grandisimo comparado con el tiempo que tarda nuestro sistema en
pasar de un microestado a otro, se puede suponer que durante la medicion el sistema ha
podido transitar por todos los microestados compatibles con el estado macroscopico,
permaneciendo en cada uno de ellos un tiempo proporcional a la probabilidad de ocupacién
de ese microestado. Este procedimiento puede extenderse al calculo de cualquier propiedad
mecanica del sistema (aquellas que estan definidas en los microestados):

]

La aceptacion de la hipotesis ergodica permite pues conocer algunas propiedades
macroscopicas de un sistema a partir de las microscopicas si se conoce la probabilidad de
ocupacion de los microestados. Piénsese en el ejemplo del lanzamiento de un dado. Conocer el
valor medio obtenido en un nimero pequefio de lanzamientos es una tarea muy complicada
pues exigiria resolver las ecuaciones del movimiento del dado para las diferentes condiciones
iniciales de cada lanzamiento. Ahora bien, el problema se simplifica enormemente si lo que se
quiere saber es el resultado medio obtenido tras un gran numero de lanzamientos. En ese
caso podemos estar seguros de que cada uno de los posibles resultados de cada lanzamiento
habra salido un niimero de veces proporcional a su probabilidad (1/6 en este caso). El calculo
del valor medio puede obtenerse entonces utilizando la expresidn anterior. Sin embargo, no
todas las propiedades pueden calcularse de esta forma. Pensemos en la entropia. No existe un
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valor de la entropia definido para cada microestado. Cuando se resuelve la ecuacion de
Schrodinger (o de Newton) no se encuentran valores de la entropia para cada una de las
soluciones posibles. De hecho la entropia no es un concepto que dependa del microestado en
que se encuentre nuestro sistema en un instante dado sino de como se desordena nuestro
sistema entre todos los microestados que puede visitar en el estado macroscopico en que se
encuentre. En general, cuantos mas microestados puedan visitarse, mayor sera el desorden de
nuestro sistema y mayor la entropia. No obstante, para encontrar una expresion para la
entropia también se puede hacer uso del colectivo, ya que la entropia (S) de un sistema esta
relacionada con el desorden que presenta (W), siendo la relaciéon entre ambas magnitudes
otro de los puntos de partida basicos de la Termodinamica Estadistica, el Postulado de
Boltzmann:

S=k InW (1.6)
donde k es la constante de Boltzmann (que mas adelante se vera cémo puede determinarse,
aunque aqui se adelante que su valor es k=R/Na=1,38065x10-23 ] K'1). Una justificacién, que
no una demostracion, de esta ecuacién se proporciona en el apéndice 2 del tema.

Apliquemos esta ecuacidn para calcular la entropia de nuestro colectivo formado por M
réplicas de manera que el microestado 1 aparezca mi veces, m2 el microestado 2 ..mp el
microestado n. El desorden se puede cuantificar a través del nimero de formas en que se
pueden repartir las M réplicas conservando dicha distribucion. Teniendo en cuenta que las
réplicas son distinguibles unas de otras porque representan sistemas macroscdpicos, este
peso lo podemos obtener como:

/ /
W M M 17

_m1!m2!...mn! o
[Im;!
J
Jj=1

Para ilustrar el empleo de esta expresion piénsese, por ejemplo, en el nimero de formas
de repartir cuatro letras diferentes (distinguibles) a, b, ¢, d en dos grupos (microestados) con

distintas distribuciones:
* Distribucion {3,1}. Sera la que contenga 3 letras en el primer grupo y 1 en el otro,

/
habiendo % = 4 formas de conseguirlo, que son (abc-d); (abd-c); (acd-b) y (bcd-a)

4!
=6
212!

* Distribucion {2,2}. Sera aquella en que haya 2 en un grupo y 2 en otro, con

posibles formas, que son (ab-cd); (ac-bd); (ad-bc); (bc-ad); (bd-ac) y (cd-ab)

Pues bien, existen mas formas de repartir las letras en la distribucion {2,2} que en la
{3,1}, pudiendo decirse que la distribucion {2,2} es mas desordenada. Un mayor peso para una
distribucidén indica que en ella es mayor el nimero de formas de repartir las M réplicas que
forman el colectivo, por eso se usara W como una medida del desorden.

Combinando las ecuaciones anteriores ((1.6) y (1.7)) se puede obtener ahora la entropia
de nuestro colectivo formado por M réplicas:
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M!

Scol =kln

Hmj!
J

~ _=kIinM!-klIn

J

]

HmjlzkInM!—kZInmj!

Para simplificar el empleo de esta ecuacidn se va a utilizar una relacion matematica que
facilita el calculo de logaritmos de factoriales de nimeros muy grandes. Esta relacion se
conoce como la aproximacioén de Stirling:

InN!=NInN—-N

(para N grande)

(1.8)

Se puede comprobar la validez de esta aproximacién comparando, el valor exacto del
logaritmo con el proporcionado por la féormula de Stirling para diferentes valores de N. La
Tabla 1.1 muestra como, para numeros suficientemente grandes, la aproximacion funciona de

forma excelente.

Tabla 1.1.- Comprobacién de la validez de la aproximacion de Stirling

para valores grandes del factorial

N InN! NInN - N Error (%)

10 15,104 13,026 13,76

50 148,48 145,60 1,94
100 363,74 360,52 0,89
1000 5912,1 5907,7 0,07

Solucion.-

=[xlnx]i( —[X]i( =[xlnx—ln1]—[x—1]lenx—x

Ejercicio 1.1.- La aproximacion de Stirling (In x! = x Inx - x) permite evaluar el logaritmo de
factoriales de nimeros grandes con un error pequefio. Calcula y representa el error relativo (en
%) obtenido al utilizar la férmula de Stirling para calcular In x! cuando 1<x<100.

X X
Inx!=In[x(x = 1)(x —2)..1]=Inx +In(x =) +In(x =2)+...+Inl= Y Inx ~ [Inxdx =

x=1 x=1
X Inx! xInx-x Error(%)
5 4,78749174 | 3,04718956 | 36,35
10 15,1044126 | 13,0258509 13,76
15 27,8992714 | 25,620753 8,17
20 42,3356165 | 39,9146455 5,72
25 58,0036052 | 55,4718956 4,36
30 74,6582363 | 72,0359214 3,51
35 92,1361756 | 89,4371822 2,93
40 110,32064 | 107,555178 | 2,51
45 129,123934 | 126,299812 2,19
50 148,477767 | 145,60115 1,94
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55 168,327445 | 165,403325 1,74
60 188,628173 | 185,660674 1,57
65 209,342587 | 206,335173 1,44
70 230,439044 | 227,394667 1,32
75 251,890402 | 248,811609 1,22
80 273,673124 | 270,562131 1,14
85 295,766601 | 292,625357 1,06
90 318,15264 | 314,98287 1,00
95 340,815059 | 337,618305 0,94
100 363,739376 | 360,517019 0,89
40
35 ‘
30 ‘

X 25 ‘

5 20 ‘

TRT |
10 ‘
5
’ 0 20 40 60 80 100 120

Aplicando la aproximacion de Stirling en nuestra ecuacion para la entropia, queda:

Scol =kMInM —kM —kY m;Inm; +k) m;

J

J

y, asimismo, como la suma de todos los posibles mjes igual al nimero total de réplicas (M):

Scol =kMInM—~kM~kY mjInm;+kM=kMInM~k) m;Inm;
J J
Esta sera la entropia del colectivo de réplicas, pero, como la entropia es una magnitud
extensiva, la entropia de cada réplica, S, se puede obtener como:

S m;
§="9L—kInM-kY L Inm;
M - M

Introduciendo ahora la probabilidad de que se dé un determinado microestado, p; = %

)

queda:

S=kInM—k) p;In(Mp;)=kiInM—k} p;inp;—k) p;InM=
J J J
=kInM-k) p;lnp;—kinM) p;
J J
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que teniendo en cuenta que la suma de las probabilidades de todos los microestados posibles
debe ser la unidad: ij =1, se simplifica a:
]
S=kinM—k) pjInp;~kinM=~k) p;Inp;
] J

Este resultado nos indica que la entropia depende unicamente de las probabilidades de
ocupacion, de como se ocupan los diferentes microestados posibles (el desorden). Un
macroestado perfectamente ordenado corresponde a aquél en que la probabilidad de un
microestado es la unidad y la del resto cero. En ese caso se obtiene que su entropia es nula.

Ejercicio 1.2.- Suponga un sistema que dispone de tres posibles estados. Calcule la entropia del
mismo (en unidades de k) suponiendo que las probabilidades de ocupacion de los estados sean:
a) pi=1, p2=0, p3=0

b) p1=1/2, p,=1/2, ps=0

c)  p1=1/2, p2=1/4, ps=1/4

d) p1=1/3, p2=1/3, ps=1/3

(Cual de las anteriores distribuciones corresponde a una maxima entropia?

Solucién.- La entropia viene dada por la expresion S = —kz pirinp,

1

a) S=-k> pilnp; =—k[1In1+0+0]=0
i

b) S=-k> p;-Inp; =—k[0,5In0,5+0,5In0,5+0]=0,69 k
i

o) S=-k> p;np; =—k[0,5In0.5+0,25In0,25+0,25In0,25]=1,0 k
i

d S=—k>p;jinp;=—k|(1/3)in(1/3)+(1/3)in(1/3)+(1/3)In(1/3)]=11k

Se tienen ya, por tanto, las dos ecuaciones que permiten conectar el mundo
microscdpico con el macroscopico:

J J

Una vez solucionada la ecuacion de Newton (clasica) o la de Schrodinger (cuantica)
tendremos el conjunto de microestados de nuestro sistema y por lo tanto los posibles valores
de la energia E;. Las ecuaciones (1.9) permiten hacer el transito al mundo macroscépico, pues
conociendo U y S podemos obtener cualquier propiedad termodinamica de nuestro sistema.
Lo unico que falta para completar el viaje desde la visién microscépica a la macroscopica es
conocer las probabilidades pj de cada uno de los microestados. Se ilustra este viaje en el
esquema de la Figura 1.3.
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El problema, por lo tanto, es el calculo de la probabilidad de que el sistema se encuentre
en un determinado microestado. El calculo hay que hacerlo para todos los microestados que
sean compatibles con la descripcion macroscépica del sistema y eso dependera de la forma
que se elija para describir nuestro sistema. Por ejemplo, si se tiene un sistema aislado, esta

Microestados Macroestado
Clasico {r} v} E, U= pE
D j
- j
Cuantico ¥, E; S= —kz p;Inp,;
j

Otras propiedades termodinamicas
Figura 1.3.- Evaluacion de las propiedades de un sistema desde sus microestados

claro que mantendra la energia interna U constante y, por lo tanto, el sistema sdlo podra
visitar aquellos microestados que tengan un determinado valor de la energia E. S6lo aquellos
microestados cuya energia E; tenga ese determinado valor seran compatibles con el sistema.
En ese caso, cuando se tiene un colectivo de sistemas en diferentes microestados, todos con la
misma energia E, se habla de colectivo microcanénico. Si se quiere describir un sistema en un
bafio térmico con paredes rigidas, impermeables y conductoras, entonces se tiene un sistema
de niimero de particulas (N), volumen (V) y temperatura (T) constante. En ese caso seran
compatibles todos los microestados que correspondan a ese valor de N y V, sin restriccién en
el valor de la energia, la cual, a nivel microscépico, podria variar. Se tendra entonces un
colectivo candnico. Este colectivo es mucho mas practico en Quimica que el microcanénico y
por lo tanto es el que se va a emplear para el calculo de las probabilidades p;. Para una
discusion sobre los diferentes tipos de colectivos y su utilidad (por ejemplo, para discutir
sobre el concepto de temperatura) se pueden consultar los apéndices 3 y 4 del tema.

1.2.1.- Probabilidad de un Microestado en el Colectivo Candnico

En el colectivo candnico, el estado macroscdpico queda fijado al conocer N, Vy T, por lo
que la energia interna se obtendra macroscopicamente como funcién de estas tres variables,
U(N,V,T). Sin embargo, como ya se ha indicado antes, la energia de los microestados es funcion
unicamente de N y V (E(N,V)). Si se piensa en un conjunto de N particulas independientes de
masa m en una caja monodimensional de longitud a, la energia sera:

N h2
2
E= Z 2 nxl,-
i=18ma

De acuerdo con la siguiente igualdad las probabilidades de ocupacion de los
microestados deben de ser funcion de la temperatura:

U(N,V,T)=YpE;(N,V) (1.10)
j
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Por otra parte, parece l6gico suponer que la relacion entre el nimero de sistemas del
colectivo que se encuentren en el microestado j y en el microestado i debe depender de las
energias de ambos (E;, E;). Se puede escribir, por tanto:

i f(E{E})
pi

(Como deben de combinarse las energias en esta funcién f? La energia de un
microestado depende de la eleccion arbitraria del cero de energias potenciales, sin embargo,
la relacion entre las probabilidades de dos microestados no puede depender de esta eleccion.
En consecuencia, la relacion de probabilidades debe ser funcion de la diferencia de energias:

Pj

—=f(Ei.E;)=f(Ei-E})

1

Si se consideran ahora tres microestados distintos (i, j, k), con energias E;j, Ej y Ek,
respectivamente, por lo anteriormente dicho, se podran escribir las siguientes tres relaciones
de probabilidades:

p Pj
Pk _fe;-E)  L=fEi-E;)  Ph-fE B (1.11)
pj i bi

Pk _Pj Pk
Pi Di Dj

Ahora bien, también se debe cumplir la relacién matematica: , por lo que de

acuerdo con las relaciones (1.11):

fE-EW= f(Er-E;) f(E;-EW)

Como se observa, el término que aparece dentro de la primera funcién es la suma de lo
que aparece dentro de las otras dos:

(E-Ev)= (E-E)+(Ej-Ex)
y la Uinica funciéon matematica que cumple esta relacion (el producto de dos funciones es igual

a la funcién de la suma) es la exponencial e*-e” =e**Y . Por lo tanto, la relacién entre las
probabilidades de dos microestados vendra dada por:

Pj_ eﬂ(Ei—E j)
pi
lo que implica que las probabilidades vienen dadas por:

p; =Ce /¥

Para determinar completamente las probabilidades, se necesita pues conocer Cy 3. B se
obtendrda en el apartado siguiente al comparar los resultados obtenidos con Ila
Termodinamica, mientras que C se puede determinar por la condicion de normalizacion.
Efectivamente la suma de las probabilidades de todos los microestados debe ser la unidad:
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—PE ; 1
1=ij=CZe ﬁ J —)C:W
j j e
J

quedando entonces la probabilidad de ocupacion de un determinado microestado como:

e PE

= 1.12
5 o7 (112)
J

pi

Al denominador de esta expresion se le conoce como funcién de particion canénica (Q) y
es funcion de B y de las energias de los microestados, es decir,de Ny V:

ANV, B)=Ye ¥ (1.13)
j

Queda por determinar 3 que, por lo dicho anteriormente, debe ser funcion de la
temperatura. Para obtener [, se va a establecer la relaciéon entre las funciones termodinamicas
obtenidas a partir del colectivo candnico y las expresiones proporcionadas por la
Termodinamica.

1.2.2.- Funciones Termodinamicas en el Colectivo candnico.

Utilizando las probabilidades obtenidas en el colectivo candnico, la energia interna
puede escribirse como:

—fE i
—ﬂE] ZEJB J

U=Sp; ._ZEJ'e _J (1.14)
; J17] ; Q 0Q

Esta expresion puede simplificarse teniendo en cuenta que:

—BE ;
e " .
. ae_ﬂE]

[6Q(N,V,ﬁ]] | _y
B Iyy | 0B ;
N,V

con lo que sustituyendo en la ecuacion (1.14), queda que la energia interna puede expresarse

como funcion de Q:

1.15
0 o5 (1.15)

( } 1%
8ﬂ N, (aan]
N,V

Para la entropia, sustituyendo (1.12) en la expresion (1.9) queda:
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—BEj —PEj —PEj

S==kY.p;lnp;=—k¥ S——In®— k¥ & | pE;-Inql-
j ;e Q ;7 @
(1.16)
E-e_ﬁEj kl -PE;
ey S Kl Y gy king
j

= Q Q

Comparando esta expresion con la que proporciona la Termodinamica para un sistema a

N, Vy T constante: S = % - %, siendo A la energia libre de Helmholtz, se llega a la conclusion

de que para que ambas expresiones sean compatibles tienen que cumplirse que:

1
p=r (1.17)
A=—kTInQ (1.18)

Conocido el valor de 3, se pueden reescribir las expresiones (1.15) y (1.16), para la
energia interna y la entropia, respectivamente:

-1
Uz_(aanj =—[61"QJ a_T:_(aanJ (%j :sz(aanj (1.19)
B Iy oT Jyy OB oT )yy\oT o Iny

aanj +kInQ (1.20)
N,V

S=ﬂkU+kan=%+kan=kT(

A partir de estas dos expresiones, que conectan los estados microscépicos con el
macroscopico a través de la funcion de particion candnica, se puede obtener cualquier
magnitud termodinamica, como se muestra seguidamente para algunos ejemplos, como la
presion, la entalpia, la energia libre de Gibbs o el potencial quimico:

P:—(a—A] :kT(aanj (1.21)

H:U+PV:kT2[aan) +kTV(aanj (1.22)
T Iny NT

G:H—TS:A+PV:—kT1nQ+kTV(aILQj (1.23)
aV N,T

,uz[a—Aj =NA(8—AJ :—NAkT[aanj (1.24)

habiéndose tenido en cuenta en la ultima expresion que el nimero de moles n es igual al
numero de moléculas (N) dividido por el nimero de Avogadro (Na).
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1.2.3.- Propiedades e interpretacion de la Funcion de particion candnica

Se acaba de ver que las propiedades termodinamicas de un sistema pueden expresarse
en funciéon de Q(N,V,T) y de sus derivadas (con respecto a T, a V o a N). Analicemos esta
funcion de particion y sus caracteristicas. Supongamos, para ello, un sistema con niveles de
energia no degenerados (es decir, donde no haya dos con la misma energia) y equiespaciados
con valores de energia (en unidades arbitrarias) de 0, 1, 2, 3 ..., como se muestra abajo

A

E
La funcidn de particion Q(N,V,T) se puede escribir como:
) ) (), 8
. microest | ~ -
7 - kT
| . Q= > e et K1) Lo\ KT Lo\ KT =
5 J
' — ), L))o, L)
0: =g\ KT o\ KT) Lo\ KT) I+es KT/ 4o\ KTy
;Qué valor toma Q(N,V,T) a diferentes temperaturas?

SiT—0,Q=1+e “ +e * +...=1

0 +...=1+1+1+...=n2total microestados

Si T, Q=1+¢’ +e

Tomando como origen de energias el nivel mas bajo, Q proporciona una estimacion del
numero medio de microestados que son térmicamente accesibles al sistema. A cero kelvin
so6lo el microestado mas bajo es accesible mientras que a temperatura infinita todos los
microestados posibles son accesibles para el sistema. A medida que aumenta la temperatura
el sistema accede a microestados de mayor energia. Para visualizar qué ocurre a temperaturas
intermedias en la Tabla 1.2 se muestran los valores obtenidos para Q(N,V,T) a dos temperaturas
diferentes, kT=1 y kT=4 en las mismas unidades que la energia.

El valor de la funcién de particion nos da una estimacion del numero medio de
microestados accesibles para el sistema. Si la energia térmica es tal que kT~1, entonces el
sistema podra acceder hasta aquellos microestados en que Ex1, en este caso a los dos
primeros (Q =1,5). Si aumenta la temperatura de forma que kT=4, entonces el sistema puede
acceder hasta microestados de energia Ex4, es decir, a los cinco primeros (Qx4,5). De todas
formas, se puede notar que la probabilidad de que el sistema se encuentre en un determinado

)
microestado j siempre disminuye con la energia p; =e kKT /Q, como se puede, asimismo

visualizar con los valores también incluidos en la Tabla anterior, o con la representacion
mostrada en la Figura 1.4, que muestra la evolucion de la probabilidad frente a la energia a las
dos temperaturas antes consideradas.
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Tabla 1.2.- Valores de Q(N, V, T) y pjpara las temperaturas kT=1 y kT=4

exp(-Ei/KT) pj
E; kT=1 kT=4 kT=1 kT=4
0 1,0 1,0 0,632 0,221
1 0,368 0,779 0,233 0,172
2 0,135 0,607 0,085 0,134
3 0,050 0,472 0,032 0,104
4 0,018 0,368 0,011 0,081
20 2,06:10° 6,73:103
E
Q=>e kK 1,582 4,521
i
5
| e kT 0,06
Pj Q 0,05 !
0,04 1 KT=1
0,03 L1
0,02 b,
0,01 - kT=4
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
E.
J

Figura 1.4.- Evolucién de la probabilidad de ocupacién con la

energia para dos temperaturas

Como muestra la figura, la probabilidad de ocupaciéon de un microestado disminuye con
la temperatura. Siempre que se esté en una situacion de equilibrio, el microestado mas
poblado sera el de menor energia, disminuyendo la probabilidad de ocupacién del
microestado a medida que aumenta la energia. Cuando aumenta la temperatura, aumenta la
probabilidad de ocupaciéon de los microestados mas altos en energia y disminuye la de los
microestados mas bajos, pero siempre mantienen una mayor probabilidad los microestados

de menor energia.

La relacion entre las probabilidades de ocupacién de dos microestados (k y 1) de

diferente energia es:
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kT kT

_Ex _Ex _(Ek_Elj AE
e =e KT (1.25)

Esta expresion, conocida como Distribucién de Boltzmann, establece que, en situacion de
equilibrio, siempre que la diferencia de energia entre dos microestados (AE=Ek-Ei) sea
positiva, la relacion entre probabilidades pk/p1 sera menor que la unidad. Siempre sera mas

probable el microestado de menor energia.

Supongamos ahora un sistema cuyos microestados pueden estar degenerados (existen
mas de uno con la misma energia). Ademas tomaremos como cero de energias el microestado
con menor energia, como se esquematiza en la Figura 1.5.

E, — e o o == g, Mmicroestados
E, —— e e e e — g, microestados
E»] ——— 0 © © mmm g4 microestados
E,=0 —— 0 © O mmm g, microestados

Figura 1.5.- Esquema de un sistema con microestados degenerados

La funcion de particion es la suma sobre todos los microestados de la exponencial de
menos la energia dividida por kT. Ahora bien, en esta suma todos los microestados
degenerados contribuyen igual por lo que se pueden agrupar los términos a sumar por niveles
de energia:

microest _Ei _Ei _Ei _ﬂ E1
Q= > e kT =g kKT 4+ e KT e KT 4 e kT 4
J 9o g1
E; Eg Eg Eq E;
+e KT . e kKT +  =gye kKT 1+ g;e kT +g,e kT 4+ =
92

Es decir, la funcién de particion puede expresarse también como una suma por niveles
teniendo en cuenta la degeneracion de cada nivel:
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microest _E, niveles _E"

Q= D, e k= > gie kT (1.26)

i i

;Qué valor toma en este caso Q(N,V,T) a diferentes temperaturas? Usando la expresion
que depende de los niveles y teniendo en cuenta que la energia del nivel fundamental es cero:
E1 E2
Q0=gpel? +ge kKT 1 g,e kT 4+ . =
E1 E2
=gp+gse KT +gye KT + ..

SiT—0, Q=gp+ g7l +g,e™*) +.. =g,

SiT—w,Q=g¢ +gle(0) +gze(0) +...=9p +91 + 92 +...=n? total microestados.

Es decir, como se concluydé anteriormente, tomando como origen de energias el nivel
mas bajo, Q proporciona una estimacién del nimero medio de microestados que son
térmicamente accesibles al sistema. A cero kelvin sélo el nivel fundamental es accesible
mientras que a temperatura infinita todos los microestados posibles son accesibles para el
sistema.

Antes se habia concluido que los microestados son tanto mas probables cuanto menor es
su energia. Esta afirmacion no se mantiene cuando se habla de niveles. Para saber la
probabilidad de que el sistema se encuentre en un determinado nivel de energia se tienen que
sumar las probabilidades de todos los microestados que pertenecen a ese nivel, y al ser todas
iguales (tienen la misma energia) la probabilidad de ocupacion del nivel i viene dada por la
expresion:

_Ei
kT
gie
pi =2 (1.27)
y la ley de distribuciéon de Boltzmann se escribe:
AE
Pk _9k o kT pE=E, -E, (1.28)
Pr 91

Para saber cual es el nivel de energia mas probable se necesitan conocer las
degeneraciones de todos los niveles. Piénsese, en este contexto, en un sistema formado por
dos particulas distinguibles e independientes en una caja cubica de lado a. La energia del
sistema es la suma de las energias de las dos particulas:

hZ

E=81+82= > 2 2
8ma

2
2 2 ] h [ 2 2
nX,] +ny’1 +I’1Z,1 + > nX,Z +I’ly,2 +HZ’2
8ma

El nivel fundamental sélo se tiene si todos los valores de los nimeros cuanticos son
iguales a la unidad (particula 1 (1,1,1), particula 2(1,1,1)). El nivel fundamental es no
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degenerado y contiene un solo microestado. En cambio el primer nivel no fundamental se

puede conseguir con varias combinaciones de nimeros cuanticos:

Microestado | Microestado | Microestado | Microestado
1 2 3 4
Particula 1 (2,1,1) (1,2,1) (1,1,2) (1,1,1)
Particula 2 (1,1,1) (1,1,1) (1,1,1) (2,1,1)

El primer nivel excitado estd mucho mas degenerado que el fundamental, de forma que
aunque el microestado mas probable sea el (1,1,1)(1,1,1), puede ocurrir que el nivel
fundamental no sea el mas probable. Por ejemplo, la probabilidad del microestado
fundamental puede ser del 10 % y la de los que aparecen en el primer nivel excitado sea del
2%, pero como resulta que hay 6 posibles microestados la probabilidad del primer nivel
excitado (12%) resulta ser mayor que la del nivel fundamental.

En los sistemas macroscdpicos (con un numero de particulas de ~1023) la degeneracion
aumenta muy rapidamente con la energia (al aumentar la energia aumenta también el nimero
de formas de distribuirla entre las particulas). En concreto, se puede demostrar que la
degeneracion aumenta como E3N/2, VN m3N/2 siendo N el ntimero de particulas (ver apéndice
1). Por lo tanto, la probabilidad de ocupacién de un nivel ya no es una funcidén que decrece con
la energia (como en la figura anterior) sino la combinacién de una funcién decreciente (eE/kT)
y otra creciente (g), con el resultado que se muestra en forma esquematica en la Figura 1.6.

Se ha comentado anteriormente que el origen de energias (potenciales) es arbitrario por
lo que, en principio, podremos escoger uno u otro, cambiando el valor de las energias de los
microestados. Por otra parte, se acaba de ver que, tomando como cero el microestado de
energia mas baja, se puede interpretar la funcién de particibn como el numero de
microestados accesible. ;CoOmo afecta la eleccion del origen de energias a la funcion de
particion? Y lo que es mas importante ;afecta a las propiedades termodinamicas calculadas
para el sistema? Supongamos que tenemos un sistema cuyos microestados tienen como ener

gi pi

E. E,

i i
Figura 1.6.- Evolucién de la probabilidad de ocupacién con la

energia en sistemas macroscopicos
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gia (en un determinado origen): E’o, E’1, E’, ...Si decidimos cambiar el origen y situarlo en el
microestado de menor energia, ahora tendremos los valores: 0, Ei= E'1-E’o, E2= E’2-E'o, ...;,
como se ilustra en el esquema de la Figura 1.7. E¢ es la energia que tendria el sistema en la

[ ]

. [ ]

. [ ]
...... ’2 )

S E ,=E,-E;
By ik
= B E ,=E}-E,

~~~~~~~~~~~ 0

Figura 1.7.- Cambio del origen de energias

escala de la izquierda cuando estuviese siempre en el estado fundamental, es decir, cuando
T=0. Por lo tanto, la magnitud que puede determinarse sera siempre la energia respecto al
nivel fundamental, es decir, con respecto al que ocuparia el sistema a T=0. Esa energia es
justamente la energia interna a 0 K, U(0). Asi, es mas correcto expresar la ecuacién (1.19)
como:

U-U(0)=kT? (aéLTQj (1.29)
N,V

Lo mismo tendremos para cualquier magnitud que dependa de U, por ejemplo, las
energias libres y la entalpia:

A—A(0)=—KkT InQ (1.30)
G—G(O]:—kTInQ+kTV(aIan (1.31)
v Jyr
H—H(O):kTZ[aILQj +kTV[aI”Qj (1.32)
o Jny Vo InT

Como conclusion, habitualmente tomaremos el microestado mas bajo como origen de
energias, ya que es lo mas practico. Si tenemos que comparar dos conjuntos diferentes de
microestados (por ejemplo, al comparar dos especies quimicas que den lugar a un equilibrio)
el origen sdlo se podra definir l6gicamente una vez, por lo que, como veremos, sera necesario
tener en cuenta el desplazamiento de un conjunto respecto al otro.

1.3.-Funcion de Particion en Sistemas de Particulas no Interactuantes

La termodinamica estadistica que se ha presentado hasta ahora es aplicable a cualquier
sistema que se encuentre en equilibrio. En este apartado se van a particularizar las
expresiones anteriores para un sistema concreto: el formado por particulas no interactuantes.

En un sistema de particulas no interactuantes el hamiltoniano del sistema puede

escribirse como la suma de términos independientes, correspondientes a cada una de las
particulas:
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A A

H=h, +ﬁb +...+er

como seria el caso de un gas ideal, donde no existen fuerzas intermoleculares. Asi pues, para
cada una de las particulas se podria plantear su propia ecuacion de Schrédinger, encontrando
sus estados cuanticos (funciones de onda y valores de la energia):

A

hg Vai=¢€aiVa,

La energia del sistema, cuando éste se encuentre en un determinado microestado k,
vendra dada por la suma de las energias de las particulas:

Eg =¢éqi+épj+...tenw

Asi pues, para calcular la funcién de particiéon del sistema, la suma sobre todos los
microestados se puede transformar en una suma sobre los estados de las particulas:

EK (ga,i+gb,j+"-+gN,W)

Q:ze kT _— ze kT

Si las particulas son distinguibles, ademas de no interactuantes, el microestado del
sistema queda definido conociendo el estado de cada una de las particulas que lo forman: la
particula a se encuentra en su estado i, la particula b en el j y asi sucesivamente. En este caso
no existen restricciones acerca de los estados que pueden ocupar las particulas y en el
sumatorio de la ecuacion anterior se tendran todas las combinaciones posibles entre estados
de las particulas. De esa forma, se podra separar la suma en un producto de términos para
cada una de las particulas:

_fa,i €h,j EN,w

QN,V,T)=Se KT Se kT . Se K —q.(V,T)qy(V.T)...qu(V,T) (1.33)
i j

w

Es decir, la funciéon de particion de un sistema de N particulas distinguibles no
interactuantes se puede escribir como el producto de N términos denominados funcién de
particiéon de la particula (funcion de particion molecular si las particulas que consideramos son
moléculas).

Veamoslo para un caso particular, el sistema formado por dos particulas diferentes X e
Y, la primera de ellas con dos posible estados (i=1,2) y la segunda con 3 (J=1,2,3). El conjunto
de microestados que podemos tener en nuestro sistema aparece representado en la Figura
1.8, teniendo un total de 6 microestados (nimero de microestados = numero de estados de la
particula Y x el nimero de estados de la particula X), con las energias que se ven en la figura.
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K=1, E,=0 K=2, E,~1 K=3, E,=2 E
&=2 & =2 Y _
2 fc,-;’ ~1 4HK=6
vo-0 oo o2 |e — | L=

2 K=3 K=4

K=4, E,=2 K=5, E=3 K=6, E,=4 o
o ®— i 1
- —(:)— 0 K=1

Figura 1.8.- Microestados posibles en un sistema de dos particulas X e Y y niveles energéticos resultantes

De acuerdo con la definicidn de funcion de particion, podemos calcularla sumando sobre
los microestados:

¢ _EI Eq Ez E3 E4 Es Eg
K=1

Ahora bien, para cada microestado la energia se puede calcular como la suma de las
energias de las particulas E =&, +¢&, conlo que la funcion de particion queda:

ex,1 éy1 ex,1 ¢y,2 &x,1 £y,3 &x,2 €yl &x,2 fy2 &x,2 £y3

€x,1 ey.1 ¢y,2 €y,3 €x,2 €y,1 ¢y.2 ¢y,3
—e kT|g kT Lo KT 1o kT |ig kT |g kT 4o kT Lo kT |=

€x,1 €x,2 €y,1 €y,2 €y,3 _Exji _Ey,j
i J

En general si las particulas que forman el sistema son iguales (pero distinguibles, por
ejemplo por ocupar posiciones fijas en un cristal) se puede escribir la funcién de particion del

sistema como:
NV, T)=[q(v, 7)1
q(V,T):Ze_ﬁgj (134’)

Si las particulas no fuesen todas iguales, sino que hubiera Ng de la especie B, N¢ de la
especie C:
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Q(N,V,T)=qg(V,T)"B qc(v,T)NC

_ N, PeB,i
qg(V,T) —;e (1.35)

qc(V,T)=Y e Feci
i

Sin embargo, ;qué ocurre cuando las particulas son indistinguibles? En este caso existen
restricciones sobre los estados cuanticos que pueden ocupar las particulas. Esas restricciones
provienen del Principio de Exclusion de Pauli. De acuerdo con este principio: 'la funcién de
onda de un conjunto de fermiones (particulas con espin semientero) debe ser antisimétrica
respecto al intercambio de dos particulas y la funcién de onda de un conjunto de bosones
(particulas con espin entero) debe ser simétrica respecto al intercambio de dos particulas’.
Veamos las consecuencias practicas de este principio. Supongamos dos particulas iguales
cuyos posibles estados son ¢1 y ¢z. Si estas particulas son indistinguibles no podemos afirmar
que la particula 1 esté en el estado ¢1 y 1a 2 en el ¢2 porque la funcién de onda resultante no es
valida.

intercambio 1—2

¥1=01(1)92(2) »¥1'=91(2)82(1)

la funcion resultante de intercambiar las dos particulas no es ni igual a la original (simétrica)
ni igual pero de signo contrario (antisimétrica). Podemos escribir funciones de onda
simétricas y antisimétricas pero perdiendo el concepto de ‘una particula en un estado’:

Wy = $1(1)43(2)+¢1(2)y (1) —2ELAMOIDZ oyt 41 (2)py (1)+1(1)d5(2) =¥,
Wy =gy (1)65(2) - $1(2) 5 (1) —LWPOIDZ 4 (2)65(1) - $1(1)d2(2) =5

La funcion 2 es apropiada para describir bosones (es simétrica respecto al intercambio
de dos particulas) y la funcién 3 es apropiada para describir fermiones (por ejemplo los
electrones, ya que tienen espin=1/2). En ninguno de los dos casos podemos afirmar que la
particula 1 estd en el estado 1 y la 2 en el 2 o al contrario. Las dos particulas se encuentran en
los dos estados.

En el caso de los fermiones el principio de exclusion de Pauli tiene otra consecuencia
adicional: no podemos situar dos fermiones en el mismo estado cuantico, ya que entonces la
funcion de onda se anula. Efectivamente, tomando una funcién antisimétrica (la adecuada
para fermiones) del tipo 3 y haciendo ¢z = ¢1

Y =¢1(1)p1(2)—$1(2)$1(1) =0

;Cual es la consecuencia practica de este principio a la hora de calcular la funcién de
particion?. Supongamos un sistema formado por dos particulas idénticas con dos estados
cuanticos (de energias €1 y €2) que puedan ser discernibles o indiscernibles (y en este ultimo
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caso puedan ser bosones o fermiones). Veamos cuantos microestados (esquematizados en la
Figura 1.9) podemos obtener para el sistema y cuanto valdria su funcién de particion.

Distinquibles Indistinguibles
Bosones Fermiones
—O—|—0— —O0— —O0—
—O0—|—0— —O0— —O0—
-O-O— — |00
OO0—|— 00—
Microestados 4 3 1

Figura 1.9.- Microestados de dos particulas con energias €1y €2

La funcion de particién se obtiene sumando para todos los microestados posibles en
cada caso. Si las particulas son distinguibles:
s _Ej £1+&2 E+é7 £1+é1 Ex+E2 &1 &2 1 €2
Quis=De Kl =e kKT e KT 1o KT 4o K[ _|g kT 4o kT | kT 1 KT =q?
j=1

Si las particulas son indistinguibles ahora sumaremos tres términos o un término en vez
de cuatro y la funcién de particion no se puede escribir como gN:
E; £1+e £1+eq £x+E7
Qpos =€ KT —=e KT 4o KT 4o KT £q°
]

_Ej £1+éz
T T 2
Qfer:ze KT —e KT #q
j

El problema surge debido a que cuando las particulas son indistinguibles el nimero de
microestados posibles es mucho menor que cuando son distinguibles. Si intercambiamos dos
particulas distinguibles tenemos un microestado diferente pero si intercambiamos particulas
indistinguibles el microestado sigue siendo unico. Como la funcién de particiéon nos da el
numero de microestados accesibles, es de esperar que el valor de esta funcidn de particion sea
mucho menor en los sistemas de particulas indistinguibles que en los de distinguibles. ;C6mo
podemos evaluar ahora la funciéon de particion? Supongamos por un momento que las
particulas siempre estuviesen en estados diferentes (N particulas en N estados diferentes). En
ese caso si las particulas son distinguibles podemos tener N! situaciones (microestados)
diferentes permutando particulas entre si. Todas esas permutaciones no deberian contarse si
las particulas fuesen indistinguibles. Supongamos que tenemos 3 particulas en tres estados
diferentes, el nimero de microestados dependera de si son distinguibles o no. Si sélo
tuviésemos situaciones de este tipo, entonces la funcion de particion de un sistema de
particulas indistinguibles podria calcularse como:
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Q(NI V; T) - NI
El problema surge con aquellos microestados en que dos o mas particulas estan en el
mismo estado, cual es el caso esquematizado en la Figura 1.10. ;Qué error se introduce al ig-

(1.36)

Distinquibles Bosones Fermiones
e : :

@ O e e

020 eeoe _

Figura 1.10.- Microestados con varias particulas en el mismo estado

norar este tipo de situaciones? Si el nimero de estados accesibles (Nac) a las particulas es
mucho mas grande que el nimero de éstas, la probabilidad de que se den situaciones con dos
0 mas particulas en un mismo estado sera muy pequefia, y el error cometido al calcular la
funcion de particién en sistemas de particulas indistinguibles e independientes de acuerdo
con la ecuacion 36 sera despreciable. En general, el movimiento de traslacion proporciona un
numero enorme de estados accesibles incluso a muy bajas temperaturas (la separacién entre
estados de traslacion para cajas de tamafio macroscopico es tan pequefa que resulta
imposible la deteccion de las transiciones entre ellos, formando practicamente un continuo
energético). Por lo tanto, para particulas indistinguibles:

N
Q(N,V,T)=w si Nace>>N (1.37)

Ejercicio 1.3.- Se tiene un sistema formado por 2 particulas iguales, con 10° niveles
energéticos no degenerados. a) Calcular el nimero exacto de microestados (M) en los tres casos
siguientes: particulas distinguibles, fermiones indistinguibles, bosones indistinguibles.

b)Repetir el céalculo, para los dos ultimos casos haciendo uso de la expresion aproximada
M=n"/N!.

Solucion.-
a) Y A
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Distinguibles (1) Fermiones (2) Bosones (3)

1) M=10°x10% =1x10'?;
6.106 _ 106

@ M=20X0T =100 999995x101
6.106 _ 106

@) M= X107 06— 5 00000s5x10!"!

b) Célculo aproximado de microestados totales para INDISTINGUIBLES:
1106! 11
M= 5 =5x10 ; Error ==+0,00001%

La desigualdad Naicc >> N se cumple excepto en situaciones de i) temperaturas
extremadamente bajas; ii) densidades de particulas muy altas; iii) particulas de masa muy
pequefia. Cuando la desigualdad es valida se dice que las particulas obedecen la estadistica de
Maxwell-Boltzmann. En caso contrario se han de usar estadisticas especiales: de Fermi-Dirac
para los fermiones y de Bose-Einstein para los bosones. Como ejemplos de sistemas donde no
se puede utilizar la relacién (1.37) se puede citar el gas de electrones (masa muy pequeiia), el
helio liquido (temperatura baja), estrellas de neutrones (densidades muy altas). Una
discusion mas detallada sobre el cumplimiento de la desigualdad Nacc>> N se puede encontrar
en el libro ‘Physical Chemistry’ de McQuarrie & Simon (p 710 y ss.) y en el apéndice 1.

Finalmente, se puede generalizar la expresion (1.37) para una mezcla de N particulas
de clase B indistinguibles e independientes con N¢ particulas de clase C indistinguibles e
independientes. Se debe tener en cuenta que es posible distinguir las particulas de tipo B de
las de tipo C, pero se han de descontar las permutaciones de particulas de clase B entre si y las
de clase C entre si:
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lap(v. )18 [qc (v, )1V
Np! N¢!

Q(N,V,T)= (1.38)

Se puede extraer mas informacion de la funcién de particiéon de la particula haciendo un
paralelismo con la funcion de particion del sistema. Efectivamente, habiamos visto que la
probabilidad de que el sistema se encuentre en un determinado microestado viene dada por:

e P

Pi=n,T)

De igual forma se puede calcular la probabilidad de que una molécula se encuentre en
un determinado estado molecular w. Esta probabilidad sera igual a la fracciéon de moléculas
que en promedio se encuentran en ese estado molecular w:

<Ny, > e Few
"IN Tty

(1.39)

siendo N el namero total de moléculas y <Nw> el nimero medio de moléculas en el estado
molecular w. La relacién entre el nimero medio de moléculas que se encuentran en dos
estados moleculares cualesquiera es una extension de la ley de distribucion de Bolztmann:

e‘ﬁgw
<N, >=N e, As
av.T)L <Ny > _ eV g (1.40)
e Pev <N, > o Fev
<N, >=N
q(v.,T)

Si estamos interesados en la probabilidad de ocupacion de un nivel molecular, lo que
tenemos que hacer es sumar las poblaciones de todos los estados que pertenezcan a ese nivel

<Nb>_<Nv>+<NW>+<NX>

c| — — N N N N

v w X N —Pey -Bew —Pey
o ShEo gt (1.41)
al| — N q(V.,T) q(V,T) q(V,T)

<Ny > gpe Feb
N q(V,T)

De igual forma que para la funciéon de particion candnica, la funcién de particion
molecular puede expresarse como suma sobre los estados o sobre los niveles moleculares:
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estados Be niveles

qv,T)= > e/ =3 gie P (1.42)
j i

En el apéndice 5 se muestra una aplicacion de la ley de distribuciéon de Boltzmann al
estudio de la intensidad de las sefiales espectroscoépicas, en concreto en RMN. La intensidad
de estas sefiales depende de la diferencia de poblacion entre los niveles de partida y de
llegada en la transicion.

1.4.- Funcion de Particion Molecular

Supongamos que tenemos una muestra de N moléculas de un gas ideal puro. Tenemos
entonces un sistema de particulas (moléculas) no interactuantes (es un gas ideal) e
indistinguibles (son iguales y pueden intercambiar posiciones). De acuerdo con lo que
acabamos de ver la funcion de particion se obtendra como:

_fatv )"
Q(N;V;T)—T

donde q(V,T) es la funcién de particiéon molecular y se calcula sumando sobre todos los estados
moleculares posibles:

a(v.T)=Ye "
J

En el caso de moléculas, en general la energia se puede escribir en buena aproximacion
como la suma de sus diferentes componentes: traslacional, rotacional, vibracional y
electronica (también la nuclear, pero los quimicos trabajamos en procesos en los que los
nucleos se mantienen por lo que habitualmente no hace falta considerar sus niveles de
energia):

€j =Etras,s T €rot,t TEviby t€eleu (1.43)

donde s, t, v, u indican los estados traslacional, rotacional, vibracional y electronico de la
molécula. Asi, el estado molecular j queda definido por el conjunto de niimeros cuanticos s, t,
v, u. La suma extendida a todos los microestados implica sumar para todas las combinaciones
posibles de los numeros cuanticos traslacional, rotacional, vibracional y electrénico:

—pe i -ple +& +&yipy +E
q[V, T) — ze J — z e ( tras,s T¢rot,t Tévib,v T¢ele,u )
J

s,tv,u

= Z Z Z Z e_ﬁé'tras,s e_,BSrot,tj e_ﬁgvib,v e_ﬁgele,uj

st v u
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Los estados traslacionales, rotacionales, vibracionales y electronicos son, en principio,
independientes, lo que implica que no existe ninguna restriccion entre ellos. O lo que es lo
mismo, en el sumatorio que aparece en la ecuacién anterior estaran presentes todas las
combinaciones posibles de niimeros cuanticos, lo que implica que podremos separarlo en
factores:

C[(V,T) — ze_ﬁb"tras,s Ze_ﬂé'rot,t Ze_'gg‘”'b"’ ze_ﬂgele'uj _
S t v u (1.44)

=Atras(V,T )qrot (T )vin (T )qele(T)

Este resultado es general, cuando la energia se puede escribir como suma de diferentes
contribuciones (ecuacidn 43), la funcion de particion se puede escribir como el producto de
distintos factores (ecuacion 44), correspondiendo cada uno a las distintas contribuciones. Por
supuesto, para ello es necesario que no existan restricciones entre los estados que se pueden
ocupar. Otro hecho a resaltar es que, de las diferentes contribuciones a la funcién de particion
molecular, sélo la traslacional depende del volumen, mientras que todas dependen de la
temperatura. El motivo es que sélo los niveles de energia traslacionales son funcién de las
dimensiones del recipiente. Ni en el rotor rigido, ni en el oscilador armdénico aparecen estas
dimensiones.

Para ser capaces de calcular las propiedades termodinamicas de un gas ideal
necesitamos la funcién de particion del sistema. Esta se puede escribir a partir de la funcion
de particion molecular y ésta a su vez como producto de las contribuciones traslacional,
rotacional, vibracional y electrénica. Para poder pasar a la obtencion de las propiedades
termodinamicas necesitamos calcular cada una de estas funciones de particion.

1.4.1.-Calculo de la funcion de particion traslacional

El calculo de la funcién de particidn traslacional requiere de la evaluacién del sumatorio
sobre los estados traslacionales. Para una particula encerrada en un paralepipedo de
dimensiones a, b, y c en los ejes X, y, z respectivamente la energia viene expresada en funcion
de tres numeros cuanticos:

2
h? ni n ng h?n
& = — — _— _— =
745 gm a? b ¢ 8ma

hznf, hzng
- Etras,x T €tras,y T €tras,z

2
X
2 8mb® 8mc

donde ny, ny, y n; toman valores enteros positivos desde 1 hasta infinito. Asi pues, el calculo de
la funcién de particion traslacional sera:
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qth(VIT):Ze_ﬂgtras,s - i i ie_ﬂ(gth,X+gtras,y+gtras,z):

s ny=In,=In,=1
o o oo 00 o0 00
~Betras,x ,~Pétras y —Pétras,z —PEtras,x —Petras y —Pétras,z
=3 3 S S Soms 2§ o oy §o s _q,q,q
yYz
ny=Iny,=In,=1 ny =1 n,=1 n,=1

(1.45)

Es decir, al ser la energia de traslacion suma de las energias debidas a las componentes
X, y, Z del movimiento, la funcion de particion se puede expresar como producto de las tres
funciones de particidon. Evaluaremos unicamente una de ellas (qx) ya que todas se calculan de
forma idéntica. Lo primero que vamos a hacer es tomar como origen de energias el estado
traslacional mas bajo, como se muestra esquematicamente en la Figura 1.11.

Escalas
Absoluta Relativa
€ = h’n%/8ma’ € = h’(n%1)/8ma’

n=3| —— & =(3°) hZBmaZ.

£ = (3%) h2/8ma? - h2/8ma’
n=2 €= h218ma2_

2 9 & =(2%) h%8ma? - h%/8ma>

n=1 € = (1) h“/8ma*

T g=0

Figura 1.11.- Energias de los niveles traslacionales respecto al de menor energia
Utilizando la escala de energias de la derecha, la energia de los estados traslacionales
asociados al movimiento a lo largo del eje x se expresa como:

h? 2
Etras,x = 2 (nx _1)
8ma

con lo que la funcion de particion queda:

o P
gy = ».e 8ma“kT (1.46)
n,=1

El término h?/8ma?k es una constante que depende de la masa de la molécula
considerada y las dimensiones del recipiente. Esta constante tiene unidades de temperatura y
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se suele denominar temperatura caracteristica traslacional: Ouasx, quedando la funcién de
particion:

17
0o _ tras,x(ni_l)

gx= e T (1.47)

n,=1

Esta temperatura caracteristica da una estimacion de a qué valor de la temperatura
empiezan a ocuparse estados traslacionales distintos del fundamental. Efectivamente, de
acuerdo con la ecuacion 47 la funcion de particion es:

_etras,x (22_1) _etras,x (32_1)
qy=1+e T +e T +...

A T=0, la funcion de particion vale gx=1 (s6lo esta accesible para las moléculas el estado
fundamental) y si T=0o—qx=0 (estan accesibles todos los estados traslacionales, que son
infinitos). Cuando T=0uasx , qx=1+0,0498+0,00034+ ..~ 1,0501, es decir, empiezan a ser
accesibles estados por encima del fundamental y la funcién de particion empieza a diferir de
la unidad. La pregunta es ;cuanto vale habitualmente esta temperatura caracteristica?
Depende de la molécula y de las dimensiones del recipiente, pero si estamos trabajando con
recipientes macroscépicos toma un valor muy pequefio. Asi, para el hidrégeno (m=1 uma) en
una caja con a=1 cm, la temperatura caracteristica es de ~10'14 K, lo que quiere decir que
incluso a temperaturas muy cercanas al cero absoluto tendremos un gran nimero de estados
traslacionales accesibles. Esta caracteristica resulta fundamental para poder estimar la
funcion de particion traslacional sin necesidad de tener que sumar un nimero enorme de
términos en el sumatorio. Asi, de acuerdo con (1.47) podemos escribir:

o, o, o,
0o _ tr;s,x nf—l) tr;s,x 0 tr;s,x (nf)
Gy= D€ =e e

n,=1 n, =1

Ahora bien, por lo que acabamos de decir, excepto en las cercanias del cero absoluto
Otrasx << T, 0 lo que es lo mismo Orasx/T << 1. Esto nos permite realizar dos simplificaciones en
la expresion anterior. La primera implica al término que hay fuera del sumatorio, si

Otras x
Owasx/T<<1, entonces e T =1,lo que viene a indicar que la energia del estado fundamental
traslacional es despreciable en las condiciones mas habituales en quimica, quedando la

o,
© tras,x (ni
funcidén de particién como = e T . La segunda es considerar ue en el
X
ny=1

sumatorio vamos a realizar la suma de muchos términos, cada uno muy parecido al siguiente
2

% X ; . . Lo . ;
=1-x+ N +.... Asi por ejemplo los dos primeros términos del sumatorio serian:

yaquee
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_ Ytrans,x 12

o 1 g Gmansx 2 .
T ya que trans,x <<1
_gtrans,x 22 0 T
e T u-%zz ~1

Este hecho nos permite transformar el sumatorio de la ecuacién 47 en una integral.
Ademas, puesto que sumamos muchos términos podemos afiadir uno mas sin efectuar un
error muy grande, por lo que la integral se puede extender desde 0 hasta co:

o, o, o,
o tr;s,x (nf) ©  _ tr;s,x (nﬁ) 0 _ tr;s,x (ng)
dx = Y.e == e = _[e dn,
ny =1 Ny =0 0

Los detalles matematicos que permiten la transformacion del sumatorio en una integral
se pueden encontrar en el libro Fisicoquimica de 1. N. Levine , pp. 1035y 1036 (52 Ed.). Desde
un punto de vista fisico, podemos interpretar este cambio teniendo en cuenta que a las
temperaturas habituales de trabajo el nimero de estados traslacionales accesibles es tan alto
que practicamente tenemos un continuo de energia, y asi la suma sobre ellos puede
transformarse en una integral. Dicho de otra forma, pasamos de estados cuantizados a
continuos de energia, de la mecanica cuantica al tratamiento clasico. La resolucién de esta
integral es facil con la ayuda de tablas:

(7
T _$(nf) xl/? xl/? 2zmkr\/?
qy = J-e an = = = a (148)
1/2 P 1/2 ¥
0 2( etras,x ] P h
T 8ma’kT
. , . - 2amkr )/?
De igual forma se calcularian las funciones de particion qy y gz : q,, = — by
h
1/2
7= (M) ¢, quedando para la funcién de particion traslacional total:
h2
3/2 3/2
2mmkT 2mmkT
Qeras(V.T)=0qxq,4, = [h—zj abc = (h—ZJ 4 (1.49)

siendo V el volumen (V=abc). Esta expresion de la funcidén de particion traslacional es valida
para cualquier molécula siempre que estemos a una temperatura muy por encima de la
temperatura caracteristica traslacional. Esta condicién se cumple ya desde temperaturas
extraordinariamente bajas (siempre que T >> Oras).

Como ejemplo, si tomamos la molécula 35Clz (m=71 uma) a 300 K y un volumen de 1 L,
la funcién de particién traslacional nos da 5,71 102%, lo que nos da una idea del gran nimero
de estados traslacionales accesibles en condiciones normales de trabajo, permitiendo que se
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cumpla la condicién de que el numero de estados accesibles sea mucho mayor que el de
moléculas.

Ejercicio 1.4.- Un 4&tomo de argdén se encuentra atrapado en una caja cubica de volumen V.
(Cual es su funcion de particion traslacional a: a)100 K; b) 298 K; ¢) 10000 K; d) 0 K, si el lado
de la cajaes 1 cm?.

3/2 3/2
5 2wmkT 2nmkT
Solucién.- 4 (V,T)= Ax9ydz = ( h2 j abe = [ h2 j ¥

Dado que:

m = 39,95x10/Na Kg ; k = 1,38066x102* J K ; h = 6,62618:10%* I 5 ;

V=1cm’=109m?,q,s =4,745x1022T3/2 resultan los siguientes valores:

a) qiras (100K) = 4,745x10%

b) qiras (298K) = 2,441x10%6

¢) qtras (1000K) = 4,.745x10°

d) quas (0K)=0!?? — T noes >> Oas por lo que no es aplicable la aproximacion
de alta temperatura. A 0K sélo esta ocupado el nivel fundamental (nx=1; ny=1; n,=1)
por lo que quas=1.

1.4.2.-Funcioén de particion rotacional

Para calcular la funcion de particion rotacional tenemos que realizar el sumatorio sobre
todos los estados rotacionales:

_Crott

Qroc(T) =2 e KT (1.50)
t

La expresion que nos da la energia rotacional depende del tipo de molécula que estemos
considerando. Empezaremos por la mas sencilla, la molécula diatémica, que presenta rotacion
alrededor de dos ejes, siendo los momentos de inercia iguales. Suponiendo que se trata de un
rotor rigido, el estado cuantico rotacional de una molécula diatomica esta definido por los
numeros J(0, 1, 2, 3...) y Mj (0, £1, £2, ..,, 4]). La energia es funciéon unicamente del nimero
cuantico ] por lo que cada nivel esta 2J+1 veces degenerado (los diferentes valores de M;
definen estados distintos pero con la misma energia):

g7 =hBJ(]+1)

La escala de energias, tal y como aparece representada en la Figura 1.12, tiene como
cero el valor del nivel fundamental:
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My=-1 M;=0 M=+1
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€

0

€=2hB

Figura 1.12.- Energia de los primeros niveles del rotor rigido

siendo B la constante rotacional, con dimensiones de s}, y valor:

B= hz
8rx°I

e=6hB

(1.51)

con | = momento de inercia. Asi pues, para una molécula diatémica, la funcién de particion

rotacional, de acuerdo con la ecuacion 50, se calculara como:

Grot(T)= Z

hB
i]e_ﬁj(ﬁrl)

J=0M;=-]

=2>.(2]
J=0

+1)e kT

hB e

_bBrot

+1) ©
=>(2]+1)e T
J=0

J+1)

(1.52)

donde se ha definido la temperatura caracteristica rotacional 6,,; =hB/k = h? / 8% ki. Esta

constante (propia de cada molécula, pues depende de B, es decir del momento de inercia) nos

da una idea de la temperatura necesaria para que se pueblen estados rotacionales distintos
del fundamental. Si Oro: << T, entonces nos ocurre lo mismo que en el calculo de la funcién de

particion traslacional. La separacion entre estados es muy pequefia comparada con KT,

tendremos muchos estados accesibles y el sumatorio se podra sustituir por una integral. En la
Tabla 1.3 se muestran las temperaturas caracteristicas rotacionales de algunas moléculas

diatoémicas.

Tabla 1.3.-Temperaturas caracteristicas rotacionales, Orot, de algunas moléculas diatdmicas

Moléculas

H>

H35Cl

N2

35(:12

I

Orot (K)

85,35

15,02

2,862

0,350

0,054

Evidentemente cuanto mayor es el momento de inercia, menor es la constante rotacional

y menor la temperatura caracteristica. Podemos observar que a temperatura ambiente para la

mayor parte de moléculas T >> 6ot por lo que podremos calcular la funcién de particion
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asumiendo un continuo de energia rotacional (ignorando la cuantizacion). Sin embargo, esta
aproximacion no sera valida a temperaturas bajas.

Orot Orot
© —=J(J+1) % — —J(J+1) T kT
Arot(T) =Y, (2]+1)e T ~[(2]+1)e T dj=—=— (1.53)

Se ha de hacer notar que la integral se resuelve de forma inmediata haciendo el cambio de
variable x=](]J+1)).

La expresion anterior da la funcion de particién rotacional para moléculas diatémicas,
sin embargo no es valida para aquellas moléculas diatdémicas que tienen los dos atomos
iguales (moléculas diatdbmicas homonuclerares), sino inicamente para las heteronucleares. El
problema que surge en las diatomicas homonucleares es que los dos nucleos son
indistinguibles por rotacion, con lo que se ha de tener en cuenta que no se pueden contar
todos los posibles estados rotacionales. Desde un punto de vista clasico, se podria decir que el
estado que se obtiene al girar 180 grados alrededor de un eje de simetria es idéntico al de
partida por lo que sélo se pueden contar la mitad de estados, como se ilustra en la Figura 1.13.

Heteronuclear ‘—O O—‘ Dos posiciones distinguibles.
Homonuclear H H Dos posiciones indistinguibles.

Figura 1.13.- Diferencias en la rotacion entre moléculas diatdmicas homo- y hetronucleares

Asi pues, para una molécula diatdmica homonuclear como el hidrégeno la funcién de
particion rotacional seria la mitad de la antes calculada:

kT

Arot,H, (T )= 2hB

Desde un punto de vista cuantico el problema tiene que ver con el principio de Pauli. La
funcion de onda tiene que ser antisimétrica respecto al intercambio de las coordenadas de los
nucleos si éstos son fermiones (tienen espin semientero) y simétrica sin son bosones (si los
nucleos tienen espin entero). La funcién de onda total de la molécula se puede escribir como
el producto de varios factores (espin nuclear, traslacion, rotacion, vibracién y electrénica):
¥ =W nWtras¥ rotVvibWele- De todos estos factores sélo el de espin nuclear y el de rotaciéon
implican un intercambio en la posicion de los ntcleos. Analicemos la funcion de onda de espin
nuclear para un caso concreto, el hidrogeno molecular. Los nucleos de hidrégeno tienen espin
% por lo que en principio son posibles dos orientaciones +1/2(a) y  -1/2(B), dos tipos de

hidrégenos molecular el ortohidrégeno, H y el parahidrogeno, H , segun
los espines de los dos nucleos estén paralelos o antiparalelos.
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La funciéon de espin nuclear valida para el parahidréogeno (con espin total nulo) es
antisimétrica (el espin del nucleo 1 en a y el del 2 en 3 o viceversa: a(1)B(2)-o(2)B(1)). En el
ortohidrogeno el espin total es 1 y tenemos tres posibles funciones de onda de espin nuclear
correspondientes a las tres posibles orientaciones del espin +1, 0, -1. Estas funciones son
simétricas y corresponden a los dos nucleos en a (a(1)a(2)), los dos en B (B(1)B(2)) o la
combinacién simétrica de uno en o y otro en 8 (a(1)B(2)+a(2)B(1)). Como la funciéon de onda
total debe ser siempre antisimétrica (los nucleos de hidrogenos son fermiones) esto obliga a
que la funcion de rotacién del parahidréogeno sea simétrica y la funcion rotacional del orto-
hidrégeno sea antisimétrica. Dicho de otro modo, para el ortohidrégeno sélo son posibles los
valores de ] impares y para el para-hidrogenos sdlo son posibles los ] pares, como se resume
en la Tabla 1.4. Asi pues al calcular sus funciones de particién cuando se suman los niveles

Tabla 1.4.- Funciones de onda en el para- y orto-hidrégeno

Wiotal spin-nuclear Wrotacién
. e e Simétrica
Parahidrégeno Antisimétrica Antisimétrica
(J par)
. o ) ) . Antisimétrica
Ortohidrégeno Antisimétrica Simétrica )
(J impar)

rotacionales, en el caso del para-hidrégenos sélo se podran sumar los de | par, mientras que
en el caso del orto-hidrogeno sélo los de | impar, lo que equivale a dividir por dos el resultado
de la integral:

Orot Brot
—J(J+1) 1% —ToL j(]+1) kT
ot = 2(2)+De T ~ 21+ e T =
J=0,2/4,. 0
ot yepen) g oty ey
abi® = Y(2)+1)e T ~=[(2]+1)e T G-
J=01,3,5,.. 2 2hB

El hidrégeno natural es una mezcla de ambas formas por lo que su funcién de particion
es la media ponderada de ambos valores. Como son iguales, la funcion de particion del

hidrogeno seria:

Arot,H, (T)= Zkh_TB
que es la misma féormula que ya se habia visto anteriormente. De forma general, pues, se
puede decir que la funciéon de particion rotacional de una molécula diatémica viene expresada
por:

T kT
0ot ~ ohB

droc(T) = (1.54)
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donde c es el numero de simetria y vale 1 para moléculas heteronucleares y 2 para
homonucleares. En la Tabla 1.5 se muestran valores de la funcién de particidn rotacional de
algunas moléculas diatémicas.

Tabla 1.5.-Funciéon de particion rotacional de algunas moléculas diatdmicas

H, | H%Cl | N, 0, | »Cl, | Na, I,

0,./K 8535 | 1502 | 2,862 | 2069 | 035 |0,2220 | 0,05369
q,,,(300K) 1,76 200 52 72 429 676 2794
q,,.(1000K) 5,86 66,6 175 242 1429 2252 9313

Como se puede observar a las temperaturas habituales de trabajo, excepto para el Hz, la

aproximacion de alta temperatura parece funcionar ya que existe un nimero alto de estados
rotacionales accesibles.

Ejercicio 1.5.- La constante rotacional de la molécula de HCl es 3,13x10!! s°!
a) Calcular la temperatura caracteristica rotacional.

b) Utilizando la aproximacion de alta temperatura obtener la funcién de particion rotacional a

298 K. ;Podria usarse esta expresion para calcular la funcion de particion rotacional a 10 K?

c¢) Calcular la probabilidad de ocupacion de los niveles rotacionales J=0, 1, 2, 3, ...10 a 298 K.

Haz una representacion de la probabilidad frente a J y deduce cual es el nivel mas probable.
Solucion.-

a) La temperatura caracteristica rotacional se define como:

1n—34 11 -1
Oror :h_B: 6.626068-10 °" |s3,13x10 " s _1502K

k 1,38023-107%3 Jk !

b) La function de particion a alta temperatura es
kT: T _ 298 19,94
ohB o0, 15,02

Qrot =

A 10 K no puede utilizarse esta expresion porque no se cumple la condicion de que
T>>erot

¢) La probabilidad de un nivel se calcula como:

4] hB Orot
KT ——J(J+1) ——J(]+1)
gje (2] +1)e kT (2]+1)e T
p] = = =
rot Arot Arot

Para la molécula de HC1 a 298 K tendremos:
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- 19,84

Con esta expresion se puede construir una tabla de probabilidades frente a J y dibujar la funcion
resultante:

0,25
0,20

0,15 A

p(J)

0,10 -

0,05
0,00

Como puede comprobarse el nivel mas probable no es el fundamental si no el J=3. Esto es
debido a que aunque la probabilidad de cada estado disminuye con la energia (y por tanto con
J) la degeneracion aumenta con J. La compensacion entre ambos efectos hace que la
probabilidad primero aumente y luego disminuya.

Respecto a las moléculas poliatdmicas, si son lineales, es valida la ecuacion (1.54), ya que
al igual que las diatomicas tienen dos momentos de inercia idénticos. Para las moléculas
poliatémicas no lineales, la funcién de particidn rotacional en el limite de temperatura alta (T
>> Orot) €S:

Jr T3/2
Qrote(T) =" —— (1.55)
o \/0,0,0,

donde 6. Op y Oc son las temperaturas caracteristicas correspondientes a las rotaciones
alrededor de los tres ejes principales de inercia (a, b, c). A cada eje de inercia le corresponde
un momento de inercia (que son iguales en las moléculas trompo-simétricas):

h2

g =——
: 872'2](11'

(1.56)

El nimero de simetria para moléculas poliatdmicas se obtiene como el nimero de
configuraciones indistinguibles obtenidas por rotacidn de la molécula. Asi 6=2 para el agua y
=3 para la molécula de amoniaco, como se ilustra en la Figura 1.14.
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H1 H2 H2 H1 H1 H2 H3 H1 H2 H3

o=2 o=3

Figura 1.14.- Nimeros de simetria para H20 y NHs

Para moléculas mas complicadas este nimero de simetria puede obtenerse de forma
mas sistematica contando el nimero de elementos en el subgrupo rotacional de simetria. El
subgrupo esta formado por la operaciéon identidad y los giros alrededor de los ejes de
simetria. Hay que tener en cuenta que por cada eje Ch podemos hacer (n-1) giros distintos. Por
ejemplos, alrededor de un eje ternario podemos hacer un giro de 120 y de 240 grados. El giro
de 360 grados equivale a la operacion identidad. Asi para la molécula de CH4 que tiene 4 ejes
C3y 3 ejes C2 el numero de elementos en el subgrupo rotacional es:

Identidad = 1
4 ejes C3 x 2 operaciones = 8
3 ejes C2 x 1 operacion = 3

y el nimero de simetria es, por tanto, 12. En la Tabla 1.6 se incluyen otros ejemplos.

Tabla 1.6.- Evaluacion del nimero de simetria de algunas moléculas

Moléecula Grupo Puntual o]
J

H,0 C, [E: Cy.0,, 0, ] 2

NH, G, [E 2C;, 30,] 3

CH, | T IE 8C,,3C,,604,6S,] [ 12

1.4.3.- Funcion de particion vibracional
Para el calculo de la funcién de particién vibracional comenzaremos también por la
molécula mas simple, la diatdmica. Dentro de la aproximacion del oscilador armonico, se

obtienen una serie de estados vibracionales caracterizados por un nimero cuantico v (0, 1, 2,
..., 00) cuya energia es:

1
&y =(V+E]hve

donde ve es la frecuencia de vibracién fundamental del oscilador arménico (en s'1). Esta escala
de energias no tiene como origen el estado fundamental (para v=0, la energia es 1/2hv,
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conocida como energia de punto cero), asi que antes de sustituir esta expresion para el calculo
de la funcidén de particion haremos un cambio de escala, como se muestra en la Figura 1.15,

€,=(5/2)hv,-(1/2)hv =2hv,
g,=(3/2)hv,-(1/2)hv =hv,
go=(1/2)hv,-(1/2)hv,=0

Figura 1.15.- Cambio de escala de los primeros niveles vibracionales del oscilador arménico

expresandose la energia en la nueva escala como &=vhv.. Asi pues, la funciéon de particion
vibracional de la molécula diatémica usando el modelo de oscilador arménico sera:

B vhv, v 6vip

(e 0] o0 —
Qip(T)=2e ¥ =%e T (1.57)
v=0 v=0

. . P . . v
donde se ha introducido la temperatura caracteristica vibracional 6,;, =—F%, con un

significado equivalente al de las temperaturas caracteristicas de traslaciéon y rotaciéon. La
pregunta ahora es si se puede sustituir el sumatorio por una integral como se hizo en el caso
de la traslacién y la rotacién. En la Tabla 1.7 se incluyen valores de la temperatura
caracteristica vibracional de algunas moléculas diatémicas.

Tabla 1.7.- Temperaturas caracteristicas vibracionales de algunas moléculas diatémicas

Molécula

H>

HCI

N2

Cl;

I

4151

3352

798

307

Buvib(K) 5990

De los valores de la tabla se puede deducir que a temperatura ambiente no se cumple la
condicion de que T >> Oy, por lo que no se puede asumir que existan muchos estados
vibracionales accesibles para suponer que se tiene un continuo de energias. Por lo tanto, para
calcular la funcion de particion vibracional se debe realizar el sumatorio:

o B B 0w gt

Quip(T)=Ye T =1+e T +e T +e T 4.

v=0

Afortunadamente, la expresion anterior es la suma de una progresion geométrica cuya
; —6vip /T . ; . ./
razén e(~%ib/T)es menor que la unidad. La suma de n términos de una progresion

n
a(l-r );si

geométrica de razonr (a + ar + ar? + ...) puede obtenerse como S = 7
-r
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se suman n=co términos, sabiendo que r<1 entonces:

_n f—
limS:Iima(l r ):a[l 0)= a

n—o nosow 1-r 1-r 1-r

que aplicada a la formula de la funcion de particion vibracional da finalmente para esta
ultima:

o0 Ovib
W(T)=e T o1 1 (1.58)
Avip ~ By Thve .

1-e T 1-e KT

Para la mayoria de moléculas la funcion de particién vibracional toma un valor cercano a
la unidad (para el Clz a 298 K es 1,07) lo que puede interpretarse como que practicamente
solo esta accesible el estado vibracional fundamental (por eso los espectros vibracionales se
interpretan partiendo de la base de que la mayor parte de moléculas se encuentran en v=0y
desde ese estado se excitan).

La expresion (1.58) de la funcion de particién vibracional es valida mientras sea
aplicable la aproximacion del oscilador armdnico. A altas temperaturas se poblaran los niveles
vibracionales mas altos, que son en los que se ponen mas de manifiesto los efectos de
anarmonicidad. Tal y como se representa en la figura siguiente la curva parabdlica que da los
niveles energéticos de un oscilador armoénico se ajusta bien a la curva real de energia de la
molécula (en rojo) cerca del fondo del pozo. A medida que ascendemos en energia la curva se
desvia de la forma parabdlica reflejando la disociacién de la molécula. Entonces los niveles
vibracionales dejan de estar equiespaciados para ir juntandose, llegandose a un continuo
cuando el enlace se rompe. Ademas se debe tener en cuenta que la suma se ha realizado

Energia

Distancia Interatdmica

Figura 1.16.- Diferencia entre los niveles vibracionales reales (en rojo) de los del oscilador armdénico(en negro).
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Ejercicio 1.6.- Los niveles de energia vibracional de la molécula de I respecto al estado
fundamental tienen los siguientes numeros de ondas: 213,30, 425,39, 636,27, 845,39, 1054,38
cm’!. Obtener la funcion de particion vibracional calculando explicitamente la suma en la
expresion de la funcion de particion molecular, g, a 100 K y 298 K. Compararla con la funcion
de particién obtenida, suponiendo que la vibracion de la molécula de iodo se puede considerar
armonica, siendo v =214,6 cm’!

Solucion.-

€ € € hcva hcv,

1 2

ib, v _ 1 _S2
M =1+e “+e +..=1+e ¥ +e K +..

Vi

qvib (T) = Ze_

En el oscilador armoénico:

&y =(v+§)h Ve =(v+§)hc;e y tomando como cero el nivel fundamental se reduce a

&y =Vhcve

by € € _hevs _hevs 1

— A _ 1 _2
qw,b(T):Ze K =1+e M +e K +...=1+e K +e M 4+, . =—F—
1

hcve

1_e kT

© )
GZ'; situacioén real e aproximacion armaonica
g (3 |
5x 214,6
4x 2146
3x214,6
2x 2146
2146
Distancia Interatomica Distancia Interatémica
AT=100K
1 B hcv
v v(cm™) o KT
0 0 1
21 iéz’gg 8’832?3 —>  de donde se obtiene qv=1,04878,
3 63 6,27 0’0001 1 mientras que para la aproximacion del
4 8 45’39 0 ’000005 oscilador armoénico el valor obtenido es
5 1054,38 0’6000003 qv(osc. arm.) = 1,0473, se ha cometido un
error del 0,09%
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AT=298K

-1 B hev
v v(cm™) o KT
0 0 1
21 iéz’gg 8’?;;; > de donde se obtiene qv = 1,5547,
3 63 6,27 0’0 463 mientras que para la aproximacion del
4 845’39 0’01 69 oscilador armonico el valor obtenido es
5 1054{,38 0:0062 qv(osc. arm.) = 1,5498, se ha cometido un
error del 0,31%

sobre infinitos estados vibracionales, mientras que en realidad so6lo existe un nimero finito de
estados vibracionales antes de alcanzarse la disociacion. Por lo tanto, la expresion obtenida
sera tanto mas correcta cuanto menor sea la temperatura (al contrario de lo que ocurria en la
traslacion y en la rotacidn).

En una molécula poliatomica existen mas de una vibracién. En concreto, si la molécula
contiene N atomos, en principio, 3N grados de libertad (las 3 traslaciones de cada uno de los
atomos). Al tratar la molécula como un conjunto esos 3N grados de libertad se describen
como 3 traslaciones, 3 rotaciones (2 si la molécula es lineal) y el resto son los modos de
vibracion de la molécula: 3N-6 (no lineal) 6 3N-5 (lineal). En primera aproximacion se pueden
tratar estas vibraciones como independientes (modos normales de vibracién); describiendo
cada una de ellas como una vibracion armoénica. Si son independientes, entonces la energia
total de vibracidn se obtiene como suma de las energias correspondientes a cada una de las
vibraciones y la funcion de particidn vibracional total sera el producto de los términos de cada
una de las vibraciones. Asi para una molécula poliatémica no lineal (con 3N-6 vibraciones):

3N-6 3N-6 1 3N-6 1

Qib(T ) =Qyib,19vib,2 ---Qvib,3n-6 = [ Quini = 1 T hv, I1 — 6, @9
i=1 i=1 el g _2vibL

1-e KT 1-e T
1.4.4.- Funcion de particion electronica

Para los niveles de energia electronicos no se dispone de una expresion analitica general
que dé sus respectivas energias, asi que el calculo de la funcién de particion requiere sumar
cada uno de los términos que contribuyan de forma significativa. Asi, tomando como origen de
energia el nivel electronico fundamental, la funcion de particidn electroénica seria:

niveles _Cele, 1 _ele,1

—Be
Qele(T) = Z Yele,s€ Peele,s =Jele,0 T YGele,1€ kT tJele,2€ kT 4., (1.60)

N
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donde gele;s es la degeneracidn del nivel electrénico s. Para la mayor parte de casos, la energia

de los estados electronicos excitados es mucho mayor que kT por lo que se pueden despreciar
_Zele,s

todos los términos del tipo e kT quedando la funcién de particién igual a la degeneracién

del nivel electrénico fundamental:

Qele = Yele,0 (1.61)

Para obtener la degeneracion del nivel electronico fundamental se deben diferenciar los
casos de atomos y de moléculas:

- En los atomos, en ausencia de campos magnéticos la degeneracién viene dada por las
posibles orientaciones del momento angular electrénico total (combinacion del orbital y de
espin), que viene dado por el nimero cuantico J:

J=L+S J=|L+5|,....|L-5]

Asi, la degeneracion es gele=2/+1 (los posibles valores de Mj). Sin embargo, en atomos es

Jeeey

habitual encontrarse con estados electronicos excitados de baja energia, por lo que habria que
utilizar la expresion 60 para el calculo de la funcion de particion electronica. Por ejemplo, el
atomo de oxigeno tiene tres términos de baja energia, con las caracteristicas que se muestran
en la Figura 1.17. Para calcular su funcidn de particion electrénica se han de tener en cuenta

Po—— £,=0.03 ev, g,=1
Py — €,=0.02 ev, g,=3
P, €,=0, g,=5

Figura 1.17.- Términos del atomo de Oxigeno

estos tres niveles de baja energia. Asi, a T=298 K

& &

ele,1 ele,1

niveles
Qele (T ) = Z gele,ue_ﬂgde'" =5+3e kT +1e kT 6,688

u

- En el caso de moléculas, la degeneracion viene dada por la posible orientacion del
espin electronico total o multiplicidad (25+1). Como la mayor parte de moléculas tienen todos
los electrones apareados en el estado fundamental, el espin total es nulo y gele0=1. Por
supuesto existen excepciones. Un caso interesante es la molécula de NO. Esta molécula tiene
un electrén desapareado, por lo que S=1/2 y la degeneracidn del nivel fundamental es gele,0=2.
Pero, ademas, en esta molécula existe un nivel electronico excitado de baja energia, separado
del primero por 121 cml. La existencia de este nivel electrénico excitado se debe a que el
electron desapareado se encuentra en un orbital de tipo «, con lo que tiene momento angular
orbital. Este momento angular puede acoplarse con el de espin de dos formas: en paralelo o
antiparalelo a lo largo del eje molecular, dando lugar a dos niveles que se diferencian en poca
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energia (el acoplamiento entre momentos angulares es débil), como se ilustra en la Figura
1.18.

L
—_—
s
121.1 cm-1 = 2.406 1021 J
L

L
%. o—o
S

[
7 i
[

Figura 1.18.- Acoplamiento momento angular y de espin del electron desapareado de la molécula de NO.

La funcidn de particion electrénica en este caso sera:
&1 174,2

Gete(T)=Gele,o + Jele,1€ KT =24+2¢ T

Si T—0, gele=2 (s6lo esta accesible el nivel fundamental, es decir 2 estados). Si T—x,
gele=4 (estan accesibles todos los estados, en este caso los 4 que se han considerado). Si
T=298K, qgele=3,1 (a temperatura ambiente los estados excitados estdn accesibles de una
forma significativa).

Ejercicio 1.7.- La mayoria de las moléculas tienen estados electronicos que estdn muy
altos en energia respecto del fundamental, de manera que solo hay que considerar este ultimo
para calcular sus propiedades termodindmicas. Hay diversas excepciones. Un caso interesante es
la molécula de NO que tiene un estado electronico excitado solo 121,1 ¢cm™ por encima del
estado fundamental, siendo este estado excitado y el fundamental doblemente degenerados.
Calcular y dibujar la funcién de particion electronica desde cero a 1000 K. ;Cudl es la
distribucion de poblaciones a temperatura ambiente?

Solucion.-

L L
—0 o—o
s s
121,1 cm-'= 2,406 x102" J

L
e e —
S S

Q
Il
ro

& 1742
Qele(T]:gele,O + YGele,1€ kT =2+2¢ T ; Gele (298K )= 3,1
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T(K) (ele (T) 1
0 2

100 2,35 4

298 3,11

400 3,29 /
600 3,50 2

800 3,61

1000 3,68

Distribucion a T ambiente:

£ &

No)_goe M _ 21 c1r_ ga,z005; N1)_g1e KT _ 250,557

= =0,3578=35,78%
(N) q 3,11 (N) q 3,11

1.4.5.- Funcion de particion nuclear

Si es necesario considerar la funcidon de particion nuclear, se deben tener en cuenta
estados nucleares y su separacion energética. Normalmente esta separacién es mucho mayor
que kT por lo que la funcion de particion puede tomarse igual a la degeneracion del nivel
nuclear fundamental:

nuc = Ynuc,0
Aqui, la degeneracion viene dada por las posibles orientaciones del espin nuclear (I) y

por lo tanto sera 2I+1 para cada uno de los nucleos existentes. Asi para un atomo la funcion de
N

particién nuclear sera qp,, ~(2I1+1) y para una molécula con N atomos qp,. = [[(21; +1).
i=1

1.5.- Propiedades Termodinamicas del Gas Ideal.

Conocida ya la funcidon de particion molecular, conocemos la funcién de particion
candnica de un gas ideal y por tanto podemos calcular sus propiedades termodinamicas.
Supongamos que tenemos N moléculas de un gas ideal puro. Las propiedades termodinamicas
dependen de la funcidn de particion candnica, la cual se puede escribir en este caso a partir de
la funcién de particion molecular:

N
V,T
Q(N,V,T)= % (1.62)
y la funcion de particion molecular sera:
a(V.T) =qtras (V. T )rot (T )qvip (T )qele (T ) (1.63)
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A partir de las expresiones conocidas vamos a obtener diferentes propiedades
termodinamicas. Si no indicamos lo contrario supondremos que nuestras moléculas son
diatémicas y que no existen estados electronicos de baja energia.

1.5.1.-Presion

Tal y como habiamos visto la expresion se obtiene a partir de la derivada de InQ
respecto del volumen:

P :kT[aIan (1.64)
aV N,T

Sustituyendo la expresion (1.62) en (1.64) y teniendo en cuenta que derivamos a N
constante podemos obtener:

qN
oln—-— N ,
P kT N! kT Olnqg _kT(alnN.j :kT(ﬁNlnqj 0=
ov ov NT vV InT vV Inr
N, T
_ NkT[@lnqj
8V N,T

El subindice N constante lo podemos omitir pues q es s6lo funcién de Vy T, no de N. Si
ahora sustituimos la expresion (1.63) y tenemos en cuenta que sélo la funcion de particion
traslacional depende del volumen, nos quedara:

P= NkT(alnqj — NkT(aln[qtras (V/T)qrot (T)qvib(T)qele (T)]j —
T T

ov
= NkT(ﬁlnqth (V’T)j + NkT(@lnqmt(T]j + NkT[amq‘/ib(T)j + NkT[alanle(T)j _
ov T ov T ov T ov T
_ NkT(almhras(V,T)) 04040 NkT(@Inqtms(V,T])
T ov T

Si sustituimos ahora la expresion que hemos encontrado para la funcién de particion
traslacional (1.49):

3/2
oln (ngkTJ v (Zﬂkajg/Z
h 2
P = NKT —NkT " Ve _ NKT (1.65)
ov 2mkT ™" v
hZ
T
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Esta expresion (PV=NKT) es la que cabia esperar para un gas ideal. Fijémonos que en la
presion sélo contribuye el movimiento de traslacion, resultado légico ya que el origen fisico
son las colisiones de las moléculas con las paredes. Segundo, comparando con la expresion ya
conocida (PV=nRT, siendo n el nimero de moles), tenemos una forma de calcular la constante
de Boltzmann:

Nk=nR—=k= Ni' donde Na es el numero de Avogadro.
A

1.5.2.- Energia Interna

Habiamos encontrado para la energia interna la expresion:

B _.n2(0InQ
o

Sustituyendo la expresion (1.61) y operando como antes (derivamos respecto a T
manteniendo N y V constante):

N

q
oln— N
U-U(0)=kr?| —N _ 2| 2Ina” _ nkr2[ 9Inga
oT or )., oT ),

NV

Si ahora sustituimos la expresion (1.63) podemos ver que la energia interna es la suma
de diferentes contribuciones (traslacional, rotacional, vibracional y electroénica):

U—U(O):NkTZ(

0Mqas(V,T )qrot (T )qvip (T )qete (T) _
oT v

_ Nsz(alnqm (V,T)) 2 Ao (T) 2 dingyip(T) 2 dindeie(T) _
v dT dT dT

= Utras + Urot + Uvib + Uele

Calculemos cada una de estas contribuciones:
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e Traslacional:

2

ol V,T h

Utras :NkTZ Mdtras ( ) =NkT2 -
oT , oT
|74
3/2
LZﬂ?;kj ViTl/Z
_nkTZ LD e _Nkr2 2 23 Nkt =3 Rt
zamkr P72 2T 2 2
hZ

y si estamos interesados en la energia interna molar (de un mol), la contribucion traslacional
se obtiene tomando n=1 o N=Na:

3 3
Um,tras =ENAkT:§RT (166)

e Rotacional

dln—kT
dl T
Uyop = NkT2 H0rot (1) _ gz ohB _ yp2 1 yyer — gy
dT T
y la contribucién molar seria:
Unmrot =N4KT =RT (1.67)
e Vibracional
2
1
dIn “hve
dinq, (T _e kT
U, = NKTZ nQyip(T) _ppr2  1-e _
dT
hvg
hve —4r _hve hv, hv,
2 h kT
= NkT? KT = Nk—e_° —Nk—Kk  —np—k
hve k _hve hve hve
1-e KT 1-e KT e kT —1 e kT —1
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hve
donde en el udltimo paso hemos multiplicado numerador y denominador por ek' .
Introduciendo la temperatura caracteristica 6,,, =hv,/k y calculando la contribucién por

mol, nos queda:

_ ‘9vib _ Hvib
Umyvib =N ak o R (1.68)

el —1 e T —1

e Electrdnica

Si no hay estados electrénicos de baja energia, la funcién de particion electrénica es
igual a la degeneracion del nivel fundamental, con lo que la derivada con respecto a la
temperatura es cero y la contribucion electronica a la energia interna es nula:

Uypo = Ni72 4M9e1e(T) _ oz A Geten
dT dT
Este resultado es logico. Si los estados electronicos excitados estdn muy altos, todas las
moléculas estaran en el nivel fundamental. La contribucidn electrénica a la energia interna
(sobre el valor cero) sera nula.

(1.69)

En este punto es interesante realizar un analisis de los resultados obtenidos para las
contribuciones traslacionales, rotacionales y vibracionales. Podemos observar, como tanto
para la rotacién como para la traslacién el resultado molar es del tipo nimeroxRT, mientras
que la vibracion presenta un resultado distinto. De hecho, el resultado que hemos obtenido
para la traslaciéon y la rotacién es el que podia esperarse desde un punto de vista clasico.
Efectivamente, en la mecanica clasica existe un teorema denominado de la equiparticion de la
energia que afirma que cada término cuadratico de la energia contribuye con (1/2)RT a la
energia interna molar. ;Qué quiere decir esto? Pensemos primero en la traslacion. Desde el
punto de vista clasico la energia de traslacién se escribe como la suma de tres términos
cuadraticos de la velocidad o del momento:

2 p2 2

LowZ s lmyZ o LopyZ e Py Pz

2 2 2 2m 2m Zm

Asi la traslacion deberia contribuir con 3x(1/2)RT a la energia interna molar, justo el
resultado que hemos obtenido a partir de nuestras funciones de particion basadas en
expresiones cuanticas de los niveles de energia traslacionales. Para la rotacién, en una
molécula diatdmica tenemos dos momentos de inercia idénticos, por lo que la energia en
funcion de la velocidad angular o el momento angular es:

I0? 10?17 I?

2 2 21 2
Asi, desde el punto de vista clasico, la contribucién rotacional a la energia interna molar
deberia ser 2x(1/2)RT, que coincide con lo obtenido a partir de nuestra funcién de particion
obtenida con expresiones de energia del rotor rigido derivadas de un tratamiento cuantico.
¢Qué ocurre con la vibracion? La expresion clasica de la energia (para una masa m que vibra
en la direccion x, con una constante de fuerza kf) implica dos términos cuadraticos, uno

dependiente del desplazamiento y otro de la velocidad:
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Asi, clasicamente, la contribucion vibracional a la energia interna molar deberia ser
2x(1/2)RT, que no es lo que hemos obtenido usando la funcién de particion de origen
cuantico. ;Por qué la traslacion y la rotaciéon dan resultados coincidentes con lo esperado
clasicamente y la vibracion no? La diferencia fundamental que hemos introducido en el

calculo de las funciones de particion es que tanto en el caso de la traslacién como de la

rotacién hemos tomado el limite de alta temperatura (0,,, << Ty 0,, << T), suponiendo que

tras
habian tantos estados accesibles que podiamos ignorar la cuantizacién de la energia y tratarla
como un continuo. Sustituiamos el sumatorio por una integral. Esto equivale a pasar del
mundo cuantico al clasico, por lo que no es de extrafiar que las predicciones del teorema de

equiparticiéon coincidan con nuestro resultado. Sin embargo, en la vibracién vimos que a las
temperaturas a las que normalmente vamos a trabajar no se cumple que 6,,, << T por lo que

no podemos ignorar la cuantizacion de la energia.

Ejercicio 1.8.- Calcular la energia interna molar electronica del NO a 298 K. Obtener
primero una expresion para U a una temperatura cualquiera, T, (utilizando la funciéon de
particion del Ejercicio 1.7).

Solucion.-

£ qN
_ 1 2 aan P alnm 2 81nq
Qere(T)=99+91¢ kKT ; U-Uy=kT (j =kT*“| — = NkT ()

oT Inv oT oT Jyv
N,V
e,
NKT?d| gy +gse KT

2 _&
:NkT glgle kT _

U, — NkT2 dIngejec — NkT? 1 dqejec _
elec d

Qelec AT dT delec kT?
Nglgl _ 2N€1 _ N81
I TV I
goe KT +g;

ParaT=0 — U=0 yparaT=0K — U=N/2¢

Ne; 5 N=6,022x10% ;e1=121,2 cm™ =2,406x102' I con lo que

Uelec =
1+e% /KT

Uelec(298K) = 0,124 kcal mol™! = 518,8 J mol’!

QFIII-TEMA 1 52



1.5.3.- Capacidad calorifica

La capacidad calorifica a volumen constante se define como la variacién de la energia
interna con la temperatura, siendo constante el numero de moléculas y el volumen:

Cy =(8—Uj (1.70)
@T N,V

Como la energia interna se puede expresar como la suma de diferentes contribuciones,
lo mismo ocurrira para la capacidad calorifica:

ou ou oU.; ou
CV = (ﬂ] + [itj + (—ij + (_ele] = CV,tras + CV,rot + CV,vib + CV,eIe
oT VN oT VN oT VN oT VN

Calculemos cada una de las contribuciones
e Traslacional:

3
(avtmsj M a3
CV,tras il — =| —=——| =—Nk=—nR
T Jy N oT 2 2
N
La contribucidn traslacional a la capacidad calorifica molar es por tanto:
Cv mtras = %R (1.71)

e Rotacional

Co ot = OU ¢ _(ONKTY _ o
or ),y \ 0T Jy

y si queremos la magnitud molar:
CV,m,rot =R (1.72)

e Vibracional

Svib 0yi
vib
M o0 G 7 R
OUyip el -1 i T? Ovib e T
Cy vib = =| ————=| =Nk =Nk ~
oT Jyn or Evib T Bib
el -1 e T -1
N
y la contribucioén a la capacidad calorifica molar:
2 &ib
0. - T
Cy m,vib = R[ WbJ : 2 (1.73)
T b
el -1

e Electrdnica
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Asumiendo que no hay estados electronicos de baja energia, la contribucion electrénica
a la energia interna es cero y lo mismo sera la contribucidn electréonica a la capacidad
calorifica:

ou
CV,ele :( ele ] =0 (1.74)
N,V

oT

Logicamente, si no hay estados electronicos accesibles el sistema no puede variar su
energia interna cuando variemos la temperatura ya que so6lo puede acceder al nivel
electrénico fundamental.

A la hora de analizar las expresiones obtenidas hemos de tener en cuenta lo dicho
respecto a la energia interna. En el caso de la traslacion y la rotacién estan obtenidas
asumiendo que nos encontramos a una temperatura T tal que T>>0uas ¥ T>>0vipb. Por supuesto
estas expresiones de la capacidad calorifica traslacional y rotacional como un multiplo entero
o semientero de R, independiente de la temperatura, no seran validas si la temperatura se
acerca o baja por debajo del valor de la temperatura caracteristica. La expresion de la
capacidad calorifica vibracional es valida para cualquier temperatura (siempre que sea
aceptable la aproximacion del oscilador armonico).

Si cubriésemos todo el intervalo de temperaturas, la forma que tendria la capacidad
calorifica de una molécula diatémica en funciéon de la temperatura seria aproximadamente la
que aparece en la Figura 1.19. Notese que los valores de las temperaturas caracteristicas no
estan a escala ya que la de traslacion puede ser del orden de 10-14-10-1> Kelvin, la de rotacion
del orden de unidades o decenas de Kelvin y la de vibracion del orden de centenares o miles
de Kelvin.

Es importante destacar que un modo de movimiento se vuelve ‘activo’ cuando
superamos su temperatura caracteristica (empiezan a llenarse estados excitados) y en ese
momento su contribucién calorifica se aproxima rapidamente al valor predicho por el
teorema de equiparticion (términos cuadraticos por 1/2R). Para la mayor parte de moléculas,
en las temperaturas habituales de trabajo nos encontramos en la zona rayada en azul. Es
decir, que para la mayor parte de moléculas a las temperaturas habituales de trabajo podemos
tomar el valor clasico de las capacidades calorificas traslacionales y rotacionales, mientras
que la vibracion o no contribuye o lo hace en una cantidad menor de 2/2R. Por eso suele ser
una buena aproximacién tomar como capacidad calorifica molar a temperatura ambiente el
valor de 5/2R para gases formados por moléculas diatémicas (y lineales); 3/2R para gases
monoatdmicos (sélo contribuye la traslacion) y 6/2R (tres traslaciones mas tres rotaciones)
para gases formados por moléculas no lineales.
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712R

5/2R

3/2R

0 Orot Oib T

tras

Figura 1.19.- Variacion de la capacidad calorifica con la temperatura (cualitativa)

1.5.4.-Entropia

Para calcular la entropia de un gas ideal tenemos que utilizar la expresion:

S:kT(aanj +kiInQ
T Jny

Sustituyendo (1.62) en esta expresion y teniendo en cuenta que la derivadaesa Ny V
constante:

N

q
oln— N N
skl —NL | kT g 2 kg k=
T N! oT
N,V
N,V
:NkT(alnqj + NkIng—kInN!
N,V

Si ahora tenemos en cuenta que la funcién de particion molecular se expresa como el
producto de diversos factores:

0Inqtrasqrot QvinGele
oT

S= NkT(

— NKT 0Inqrgs
oT

j +NkInqrasqrotQip9ele —KINN!=
N,V

dl
Nk ING g, + NkT[M]Jr Nk Ing,p +

Ing,; !
n NkT(dz#j + NkiIng,;, + NkT(d';#j + NkiIngy, —kInN!
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En este caso nos aparece un factor (-kInN!) debido a la indistinguibilidad de las
moléculas. La indistinguibilidad no afecta para el calculo de la presion o de la energia interna
pero si para la entropia. Cuando las moléculas son indistinguibles existen muchos menos
microestados posibles por lo que también son menores las posibilidades de desordenar el
sistema. Asi pues la entropia disminuye en el factor kinN!. A la hora de separar la entropia en
distintas contribuciones (traslacional, rotacional, vibracional y electrénica), el término de
indistinguibilidad suele agruparse junto al de traslacion. Esta convencidon se toma debido a
que estos dos términos aparecen siempre mientras que los demas no (pensemos por ejemplo
en un gas monoatomico, donde no existen ni rotacién ni vibracién). Asi pues la expresion
anterior puede escribirse como:

ol dl
s =Nkr| C790as | Nk g, —kinN!+ NkT| S0t |y Nk ing, o, +
o ), dT

Stras Srot

dInq; dIngq,
+ NkT(T"'] +NklIng,,;, + NkT(Tee +NklIng,,

Svib Sele
Calculemos ahora cada una de las contribuciones:

e Traslacional

Sustituyendo la expresion de la funcion de particion traslacional y usando la
aproximacion de Stirling:

ol [
2
Stras :NkT(alna#j +NkInqpqs —kInN!=NKT h +
4

|4

3/2 3/2
ZmmkT V- kNInN+ KN = NKT > + Nk 1| | 2777KT V-

+Nkln(

—kNInN+kN:£kN+kNln
2 N

3/2
27zkaJ / 14
hZ
Teniendo en cuenta que Nk=nR y que en un gas ideal V/N=kT/P, la expresion anterior
queda:

3/2(kT)5/2
P

2mm

5
Stras :EnR+ann (—Zj (1.75)

h

Esta expresion se conoce como ecuacion de Sackur-Tetrode y proporciona la entropia de
un gas ideal monoatoémico en el que la contribucion electrénica sea nula.
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Ejercicio 1.9.- Calcular el valor de la entropia que proporciona la ecuacion de Sackur-

Tetrode para un mol de 4&tomos de nedén a 200 K y 1 atmosfera de presion.

Solucion.-
N
q
oln— N
S=kT(aanj +kinQ=kT| —NL | L rimd—-
Ny oT N!
N,V
dlnq
NkT + NkInq— Nk(InN -1)
V

l
Stras:NkT(ana#j + NkInqpqs — Nk(InN —1)
%4

3/2 3/2
Dado que qyrqs = 2mmkT V resulta para Syq6 :sz + Nk In 2t v
h? 2 12
3 g
2 2
y como L L y Nk =nRse tiene finalmente S;.,5 = EnR +nRIn Az |12 (K1)
NP 2 h? p
20,18x1073

Con los datos: n=1 ; m
Ny
S=20,79 + 117,13 =137,92 J K™ mol’!

+ Nk

kg ; T=200K ; p=1 atm=101325 Pa resulta finalmente:

e Rotacional

Para un gas diatémico o poliatémico lineal, la contribucién rotacional a la entropia es:

1
Srot = NkT[—d rot j+ NKInyor =

kT
dln% KT

=NkT +Nk1n—:NkTi+Nklnk—T:nR+annk—T
ohB T ohB ohB

Para un gas poliatémico no lineal:

3 Jr 1372
S :—nR+ann _——
rot 2 |: o (Haebgc

eVibracional
Para un gas diatémico, que s6lo tiene un modo de vibracion:
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1

dln »
d ln qvib 1 — eiT 1
S, = NkT| —= |+ Nklng , = NkT———+ Nkln———— =
dT dT ‘Th
l-e (1.78)
Hw‘h

LbeiT 0. Lb 7]

T’ 7 T 7
:NkT—&—Nkln[l—e T]:I’IR o —ann[l—e Tj

l—e T e’ —1

En un gas poliatdmico tendriamos un término como éste por cada uno de los modos
normales de vibracion.

eElectrénica
Si suponemos que no existen niveles electronicos excitados de baja energia qele=gele,0 por
lo que la contribucion a la entropia sera:

dl
Sele = NkT(%J +NkiIngqg, = Nklin Jelep = nRIn Jele,0 (1.79)

Es decir, la contribucidon electrénica s6lo sera nula si geleo=1. En ese caso no hay
posibilidad de desordenar el sistema entre estados electrdénicos y la entropia electrénica sera
cero. Pero si el nivel electronico fundamental es un doblete (gele=2) entonces el sistema puede
desordenarse entre dos estados y tendremos una contribucioén a la entropia (nRIn2).

Ejercicio 1.10.- Calcular la contribucion electronica a la entropia molar de la molécula de
NO a 298 K y 500 K. Véanse datos en problemas anteriores.

Solucion.-
& &

qele(T):Zgie_ﬂgi =Yele,o T YJele,1€ kT =2/ 1+e T
i

S:kT(mﬂj +kinQ
oT Jyy
dl d
Stz :NkT—nqele +NklInqgp = NiT M_'_Nklnqele -
ele
_ NkT2_82e‘k7+Nk1nqde _ NkTg £ M 4 NkIn2(l+e )=
qele kT 1+e_k7
,& s _£€
e e vkn2e )= L Nkn2(e )
l+e 47 e +1
=N 1 Mk T (i)
el +1
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SiN=Naye=121,1 cm™, la aplicacion de (i) queda como:

1744

&
Ne 1 1450,02 1 +RIn2(1+e T )

_ e KT y—_
Sele = T s +NkIn2(1+e %'') T 1744

obteniéndose los siguientes valores a las temperaturas que se indican:

Selec (298K) = 11,18 J K™ mol! y Selec (500K) = 11,40 J K™' mol’!

1.5.5.-Energia libre y Constante de Equilibrio

Para obtener la energia libre de Gibbs podemos usar la siguiente relacion con la energia
libre de Helmholtz:
G-G(0)=A—-A(0)+PV=-kTInQ+ PV (1.80)

Para un gas ideal Q=g"/N!'y PV=NkT con lo que tendremos:
N
G—G(0)=—kTIn%— + NKT =—KkT Ing™ + kT InN!+NKT =
N! (1.81)

=—NkT Inq+ NKkT InN — NkT + NKT =—NkT Inq + NkT InN =—-NkT In%

El término NkTInN proviene de nuevo de la indistinguibilidad de las particulas. Este
factor, como hemos discutido, disminuye la entropia, y por lo tanto aumenta la energia libre.
Si sustituimos ahora la expresion de la funcion de particion molecular e incluimos el factor de
indistinguibilidad junto a la traslacién (como hicimos en la entropia) podemos separar la
energia libre en distintas contribuciones:

G-G(0)=—NKTIn q”‘“q”’;’ vibele _ _ g Inqtr%—NkT Inqo; — NKT Ing,j —

—NKT Inqere =Girgs +Grot +Gyip +Gele

1.6.- La constante de equilibrio entre gases ideales.

Conocida la energia libre podemos encontrar también una expresion para la constante
de equilibrio de una reaccion entre gases ideales basada en las funciones de particion, es decir
en magnitudes microscopicas. Una reaccion quimica cualquiera (aA + bB + ... ->cC + dD + ...)
puede escribirse en general como ZV]]:O, donde ] son las especies implicadas y v los

J
coeficientes estequiométricos (positivos para productos y negativos para reactivos). Para este
proceso entre gases ideales la constante de equilibrio, en escala de presiones, se escribe como:

v
Kp :H[P]""q} (1.82)

donde Pj¢q son las presiones en el equilibrio y PY la presion estandar (1 bar). Esta constante de
equilibrio esta relacionada con la energia libre de reaccion estandar a través de la ecuacion:

AGY = —RT InK p (1.83)
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La energia libre de reaccion estandar se obtiene de las energias libres molares estandar
de las distintas especies quimicas implicadas en el equilibrio:

462 =Y v 69, (1.84)
J

Para calcular la energia libre molar estdndar de un gas ideal usaremos la expresion 81
tomando N=Nj y el volumen (necesario para obtener la funcién de particidn traslacional) lo

tomaremos también molar estandar (V,Z=RT/P0). De esta manera obtendremos la

funcioén de particion molar estandar q,on :

0 0
Am = 9tras,m9rotQvib9ele (1.85)
ya que la unica funcién de particion que depende del volumen es la traslacional que cuando es
molar estandar se obtiene como:

0 2mmkT 3/2 0o [ 2mmkT 3/2 RT
Qtras,m = h—z Vin = ¥ P_O

(en este caso la funcion de particidn, al ser molar, tiene unidades de mol1). De esta forma la
energia libre molar estandar de la especie ], calculada con la expresion 81 queda:

0
0 0 q
G]’m —G]’m(OJZ—NAkTIHN—m

A

(1.86)

(1.87)
0 0

GY =Gl 1y (0) =N 4kTIn I~ G9  (0)—-RT In -

Ny Ny

La energia libre a temperatura cero G(0)es lo mismo que la energia interna a cero ya que
G=H-TS=U+PV-TS. A cero kelvin el volumen de un gas ideal tiende a cero y por tanto
G(0)=H(0)=U(0). U(0) recordemos que es la energia del sistema cuando todas las moléculas se
encuentran en el nivel energético fundamental en todas sus contribuciones (traslacional,
rotacional, vibracional y electrénica). Hay que recordar que esta magnitud se puede tomar
arbitrariamente como cero para una especie, pero en una reaccion quimica existen varias
especies involucradas y no podemos hacerla cero para todas simultaneamente. El origen de

energias debe ser el mismo cuando comparamos la estabilidad de distintas especies quimicas.

0
GY =Y 1n(0)~RT Indm. (1.88)
Ny
Ahora podemos obtener la energia libre de reaccién molar estdndar de acuerdo con
(1.84):

0
qj,m

A2 =Y v 6] =3 v, UY n(0)-RTY v In o (1.89)
J J J

A

El primer término de la derecha (ZV]U?'m (0)) define la energia interna de reaccién a
J
cero kelvin AU,(0)y tiene en cuenta la diferencia de energias entre los estados

fundamentales de las especies implicadas en la reaccion. Asi nos queda:
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0 o \VJ
AGY = AU (0)-RTY.v In q]\/[,m = AU,(0)-RTY In % =

J A J A

(1.90)
O |
= AU,(0)-RT In] ]| 22
Ji A

y sustituyendo esta energia libre de reaccion estandar en la relacion (1.83):
V]

0
AU, (0)-RTIn[]| 2™ | = RTInkp

J\ Na

V]
k= AUr(0)

H

_AU.(0) 0 V]
Kp=e RT H (1.91)

Esta ultima expresién nos da la constante de equilibrio, a partir de las funciones de
particion moleculares de las especies implicadas y la energia interna de reaccion a cero kelvin,
que refleja las diferencias entre las energias de los estados fundamentales.

Para aclarar esta expresién veamos un ejemplo concreto. Supongamos que queremos
calcular la constante de equilibrio de una disociacion:

X2(9)622X(g)
2
0
qX,m
N, | _4u(0)
Kp=-—"Z_e KRT
qu,m
Ny

Necesitamos las funciones de particion de Xz y X. En el primer caso habra que tener en
cuenta las contribuciones traslacional, rotacional, vibracional y electronica. Para X, puesto que
se trata de atomos, sdlo tendremos las contribuciones traslacional y electronica. La energia de

reaccion a cero kelvin es: AU, (0)= 2U§)( m(0]—U§)(2 m(O), es decir la diferencia de energia

entre los atomos y la molécula cuando se encuentran en sus estados mas bajos de energia.
Esta cantidad es justamente la energia de disociacién de 1 mol de Xz, Dg(X2). Asi la constante
de equilibrio nos queda:
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g P
1 ax tras,m4X ele e RT

0
Na qu tras,m1X 2rotdX pvib4X yele

Kp=

En general, y tal y como se muestra en el esquema mostrado en la Figura 1.20, la energia
de reaccién a cero kelvin, que tiene en cuenta la diferencia de energia entre los estados
fundamentales de productos (P) y reactivos(R), puede obtenerse de las respectivas energias
de disociacion de P y R:

Atomos que forman Ry P

R o) [

I AU, (0) Dy(R) - Dy(P) = U, (0) - U(0)
AU, (0) = U, (0) - Up(0) = Dy(R) - Dy (P)

U (0)

U:(0)

Cero comun

Figura 1.20.- Diagrama energético de reactivos y productos

Ejercicio 1.11.- Calcular el valor termodindmico estadistico de la constante de equilibrio
K, de la reaccion I, <> 21 a 1000 K. Los datos espectroscopicos para la molécula de I> son:
B =0,0373 cm™ , v = 214,56 cm™, Dy = 1,5417 eV. Los atomos de iodo tienen un estado
fundamental 2Ps.

Solucion.-

2
0
(p JZ ar,m J
I AR
— N, -AU
bo e RT

Para el equilibrio I(g)” 21(g), K, = =
["’2] .
Po N4

AU
AU¢=Do=1,5417 eV=2,47x10"" J=148,75 kJ mol ™! , R—7?=17,89 kImol™ , qf m =q0as dete ¥-

en donde:

3/2 3/2
0 2mm kT o [ 2mm;kT RT
a Su vez, ql,tras:(h—zlj sz(h—zl o Y Qlele =90 =2] +1=4.
p

-3
126,90x10 . .
Con los valores: my = “E07TXT kg , T=10° K y p0=105 Pa sustituidos en la expresion de

A
q?,tms , resulta un valor q?,tms =7,0636x10%2
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3
L0 0 0 2mmp, kT /
En lo referente al I2 : g 15,m = tras Gele drot Qvib » donde q I tras = h—z
un valor q? =1,9979x10°> “1.¢% =K _9316x10°
qlz,tras_ D 2 qlz,ele_ ’qlz,rot_o.hCB_ D o
0 1
L, =——=3765.
qlz Vib _hcfv >
1-e kT
g N
[7,0636)(10 x4]
N
Resulta pues K, = 4 g 17,89 =3,22x1 03

1,9979x10%3 x9,316x10° x3.765
Ny

i |

2
L con
0
p

Debido a la importancia de la constante de equilibrio en Quimica, vamos a plantear una
derivacion alternativa de la misma, mostrando su relacion con la ley de distribucion de

Boltzmann. Consideremos un sistema R <> P. Podemos aplicar la ley de distribuciéon de

Boltzmann si consideramos conjuntamente los estados moleculares de R y P, como se ilustra

en la Figura 1.21.

P
R
L
H )
i Agyte'y
_| Agyte’,
- Aggte
Ae
— A 0
€3
AE,
€2
—
&1
0 PR SN

Figura 1.21.- Estados energéticos conjuntos de Ry P
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Noétese que en la figura hemos puesto el origen de energias en el estado fundamental
global, que en este caso resulta ser uno de los de R. Ahora ya no podemos por tanto dar el
valor cero al estado fundamental de P. La funcion de particidn para todos los estados (qrp) se
obtendra sumando sobre todos los estados moleculares que aparecen (los de Ry los de P):

qrp =1+e P11 e7Fe2 o o7 PA | omPlAS0rE1) | PN 2) |
R P
Si R y P estuvieran solos, calculariamos sus respectivas funciones de particion tomando

como cero su estado fundamental:
qr=1+e Pl e Pz 4
qp =1+e P12 4

La proporcidon de moléculas que en promedio se encuentran en un estado molecular j
(que supongamos que es de los de R) se obtendra usando la ley de distribucién de Boltzmann:

<Nj>_e—@ﬁ

N qrp
Podemos ahora calcular la proporcion de moléculas que seran de tipo R sumando las
proporciones de moléculas que estan en todos los estados moleculares que pertenecen a los
reactivos (R):

e

<NR> > <Nj> > e_ﬂgj _JeR _4r

N &g N iR 9rp qrp qrp

De la misma manera podemos calcular la proporcién de moléculas que seran de tipo P
sumando sobre todos los estados moleculares que pertenecen a los productos:
Ze—ﬂAEOe—ﬂg'i e—ﬂAgo Ze—ﬂe’i
_ieP ieP _4qr e_ﬂAgo

e_ﬂ(Ago +5'i)

<NP>:Z<Ni>:Z _
N N 3 agpp qRrp qRrp qRp
y podemos ahora obtener la constante de equilibrio como la relacién entre el nimero medio

de moléculas de tipo P y de tipo R, obteniendo:

<NP> qipe—ﬂﬂfo Ae
<NP> N drp qp _TTO
K= _ _ _4r, (1.92)
(Ng) (Nr)  4r ar
N qrp

que es el mismo resultado que hemos encontrado antes (a excepcion de los estados estandar
necesarios para el calculo de la constante expresada como Kp). Téngase en cuenta que Agy se
refiere a la diferencia de energia por molécula y AU,(0) por mol, por eso el primero aparece
dividido por kT y el segundo por RT:

Aé‘o _ NAA€0 _ AU,-(O)
kKT — N kT RT
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Por lo tanto, podemos ver que la constante de equilibrio es el resultado de distribuir las
moléculas entre todos los estados moleculares (de R y P) de acuerdo con la ley de distribucion
de Boltzmann. Esta distribucién puede obtenerse como el resultado de dos factores: el
numero de microestados accesibles a cada especie (qr/qr, calculada cada una de ellas para
cada especie por separado) y un factor que tiene en cuenta el diferente origen de energia y

por lo tanto cudl es el estado fundamental de menor energia (e_Ago /KT ).

Vamos a utilizar la ultima expresion (1.92) para analizar las diferentes contribuciones al
equilibrio quimico sobre un ejemplo genérico del tipo R <> P, suponiendo que el estado
fundamental de R es de menor energia que el de P (como en la figura anterior), pero vamos a
considerar dos situaciones limites respecto a las funciones de particiéon de Ry P.

i) Los estados moleculares de Ry P
estan igualmente espaciados, como se

muestra en la figura adjunta. En este caso
Agg =€9(P)—¢€9(R)>0,porlo que
49

e KT <1.Por otraparte, las funciones de
particion de P y R, calculadas por separado, J e
son iguales:

£ 2¢g 3¢
qr=1+e kT +e KT 1e kT 4+  =¢qp
] .
por lo tanto, la constante de equilibrio en este caso sera:
_As _As

qr
es decir, el equilibrio estara desplazado hacia los reactivos (<NR> > <NP>) debido a que tiene

estados moleculares de menor energia.

Termodinamicamente este ejemplo corresponderia a un proceso endotérmico (los
estados de P son mas energéticos que los de R) que estara desplazado hacia la izquierda.

ii) Los estados moleculares excitados son mas accesibles en P que en R (estan mas
juntos en P que en R), como se ilustra seguidamente:
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T

A
En este caso al igual que antes Agy =¢y(P)-&9(R)>0, por lo que e kT <1. Sin

embargo, si calculamos ahora las funciones de particion de P y R por separado, dado que los
estados excitados estan mas accesibles para P que para R gp>>qr. Ahora, la constante de

equilibrio es el producto de dos factores, uno mayor que la unidad y otro menor:
_Ae
K= CI_Pe kT

\_W_J
KL

>1

(Hacia ddonde estara desplazado el equilibrio en este caso?. Va a depender de la

temperatura. Si la temperatura es baja entonces el exponente del segundo factor crecera y al
)

ser negativo este factor (e KT ) se hara tanto mas pequefio, con lo que a bajas temperaturas
la constante de equilibrio sera menor que la unidad y el equilibrio se desplaza hacia reactivos.
Esto es 16gico si miramos el diagrama de estados moleculares que aparece en la Figura 1.22. A
temperatura suficientemente baja sélo estaria accesible el estado fundamental, que resulta ser
de R, con lo que todas las moléculas acabarian siendo de reactivos. ;Qué ocurre al aumentar la
temperatura? Ahora el exponente del segundo factor va decreciendo con lo que éste se acerca
a la unidad y como el primer factor (qr/qr) es mayor que la unidad la constante terminaria
siendo mayor que uno, el equilibrio se desplaza hacia productos al aumentar la temperatura.
Si miramos el diagrama de estados, al aumentar la temperatura empiezan a ser accesibles los
estados excitados, pero resulta que hay muchos mas estados excitados de baja energia que
pertenecen a productos que a reactivos por lo que acabaria habiendo mas moléculas de tipo P
que de tipo R.

Termodinamicamente tenemos un proceso endotérmico (los estados de P mas
energéticos que los de R) que al aumentar la temperatura se desplaza hacia la derecha. ;Por
qué ocurre esto? Se trata de un fendmeno gobernado por el aumento de entropia. En este
ejemplo podemos ver que al ir de R hacia P el numero de estados excitados accesibles es
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mucho mayor, por lo que aumentan las posibilidades de desordenar el sistema entre esos
estados. Dicho de otra manera, el equilibrio depende de consideraciones energéticas
(esencialmente de Ag) pero también de la entropia. En este ejemplo existen muchos mas
estados accesibles en P que en R, asi que las posibilidades de desorden son mayores cuando el
sistema se desplaza hacia P.

P P
R R —— |

P —
PE——
PE—
P—
—  S——
]
I

) ...I...A.So e ...I...A.go

T Bajas T Altas

NR > NP NP > NR

Figura 1.22.- Diagrama energético de reactivos y productos

(con mas estados accesibles para estos ultimos)

Ejercicio 1.12.- En la figura adjunta se muestran los estados
moleculares de dos sustancias en equilibrio. ;Hacia donde estara
desplazado el equilibrio a temperaturas muy altas y muy bajas?

a) A temperatura alta hacia B y a temperatura baja haciaC.

b) A temperatura alta hacia C y a temperatura baja hacia B.
¢) A temperatura alta hacia C y a temperatura baja hacia C.
d) A temperatura alta hacia B y a temperatura baja hacia B.

t

C

Solucion.-

En el limite de bajas temperaturas se ocuparia exclusivamente el nivel energético mas bajo,
por lo que el equilibrio se desplazaria a la formacién de B. A altas temperaturas se ocupan los
niveles excitados. En este caso los més accesibles son los de B, por lo que también el equilibrio se
desplazaria hacia B. La solucion correcta es por tanto la d).
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1.7.- Apéndices
Apéndice 1.1: Microestados accesibles y degeneracion en sistemas macroscopicos.

El nimero de microestados a los que puede acceder un sistema a temperatura ambiente
suele ser realmente enorme, como también lo es el numero de ellos que estan degenerados
(presentan una misma energia). Podemos hacernos una idea de esta magnitud pensando en el
caso de una particula de masa m en una caja cubica de lado a. Para este sistema, la solucion de
la correspondiente ecuacion de Schrédinger nos propociona los posibles estados cuanticos o
microestados, caracterizados por los numeros ny, ny, n, que toman valores enteros entre 1 e
infinito. La energia de esos microestados viene dada por la expresion:

2
o= (o2 n? n2)
8ma
Si la energia de la molécula es alta, entonces seran posibles muchas combinaciones de los
numeros cuanticos compatibles con esa energia. Para evaluar este numero de posibles
microestados podemos ver la expresion anterior como la ecuacion de una esfera en el espacio
dado por los ejes nx, ny, nz:

2
g8ma
Lo —RZ=[nZ +n2 +n2)

donde Re seria el radio de la esfera. En el espacio dado por estos ejes cada microestado vendria

representado por un cubo de lado unidad (ya que los nimero cuanticos varian de entero a
entero) y por lo tanto de volumen unidad. El nimero de microestados con energia igual o
menor que € (Nacc(&)) vendria entonces dado aproximadamente por el volumen ocupado por la

2N\1/2
. | €8ma . s p £
esfera de radio — entre los semiejes positivos (ya que los nimeros cuanticos n; no

h

pueden tomar valores negativos), es decir por un octavo del volumen total de la esfera:

Nacc(e):l[iﬂzzg’jzz goma? |"'* :z(B_é""f/zf
8\ 3 6| A2 6\ p?

Supongamos una molécula tipica de masa m=10-2°kg en un recipiente macroscépico
(2=0.1 m 6 V=a3= 10-3 m3). La energia media de traslaciéon de una molécula a 300 K es del orden
de 10-29] (tal y como veremos en el tema es 3kT/2). Sustituyendo esos valores en la expresion
anterior obtenemos que el numero de microestados con energia igual o menor al considerado

es del orden de ;1039!,

El nimero de estados es por tanto muy grande excepto en algunas situaciones no muy
comunes en los sistemas de interés quimico, tales como masas de la particula muy pequeiias,
volimenes muy pequefios o temperaturas muy bajas. Sistemas densos a bajas temperaturas
(como el helio liquido) o de masa muy pequena (como los electrones) serian ejemplos tipicos
donde el numero de estados accesibles disminuye drasticamente.
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Para estimar la degeneracion de los microestados con energia igual a ¢ (g(¢)) podemos

calcular cuantos microestados estarian comprendidos entre una esfera de radio
1/2 1/2

2 2
m y otra de radio £8ma’. (siendo 4de<<g). Calculando la diferencia de

h2 h2
volimenes entre los octantes de ambas esferas podemos estimar el nimero de estados con
energias comprendidas entre g y e+Ae:

3/2 3/2
1|4 (5+A5)8ma2 4 [ 8ma?
ge)=glzn| 7| 37 -
8|3 h? 3 h?
NPT sma? )2/% 3 AN
_ x| 8ma [(5+Ag)3/2—e3/2]z£ ma S.1/2,,  _FlSma | 1/2,.
6\ n? 6 n? 2 4 n?

donde hemos tenido en cuenta que f(x+4x)— f(x)=df(x)- Ax.Sirepetimos los calculos para

nuestra molécula tipica, suponiendo que la imprecision en el valor de la energia del nivel
considerado es del orden de 1% de su valor, podemos estimar que la degeneracion es en ese
caso del orden de 1028!.

Para sistemas macroscépicos, formados por un gran numero de moléculas la
degeneracion es aun muchisimo mayor. Consideremos el caso de N particulas de masa m
independientes en una caja. La energia del sistema E viene dada en este caso por la suma de las
energias de las particulas:

N N hZ
2 2 2
E:Zgl =Z 2 (nxlil+nylil+nzlil)
i=1 i=18ma

Podemos observar como la energia del sistema depende efectivamente del nimero de
particulas (N) y del volumen (V), ya que a2=V2/3, tal y como argumentado a lo largo del capitulo.
En este caso es posible estimar la degeneracién con un procedimiento similar al anterior,
considerando el volumen comprendido entre dos esferas definidas ahora en un espacio de 3N
dimensiones. El resultado muestra que la degeneracion crece muy rapidamente con el niimero
de moléculas:

g(&) e VNm3N/ 253N /2
El orden de magnitud resultante para g(e) es astronémico.
Apéndice 1.2.- La ecuacion de Boltzmann
Una vez obtenido el desorden de un colectivo de sistemas, necesitamos una relacién de

esta magnitud con la entropia. Para conocer cual es la relacién podemos pensar en 1 sistema
formado por dos partes (B y C) independientes:
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La entropia del sistema total sera la suma de la entropia de las partes:

Spc=Sp+Sc

Por otra parte, el niimero total de formas de desordenar el sistema sera el producto del
numero de formas de desordenar cada una de sus partes

Wec=Wg Wc

La operacidon matematica capaz de relacionar un producto con una suma es el logaritmo,
por lo que la relacion entre desorden (W) y entropia (S) debe ser de la forma:

S=k:InW

donde k es una constante de proporcionalidad conocida como constante de Boltzmann.
Efectivamente podemos comprobar como para nuestro sistema BC la ecuacién propuesta
permite obtener la entropia total como suma de las partes:

Spc=k:InWpsc=k InWp W,

Recordando las propiedades del logaritmo:

Ssc =k [[nWp+InW¢]=k InWp + k InW¢=Sp+Sc

Apéndice 1.3: Tipos de Colectivos

Tal y como hemos discutido con anterioridad, para especificar el estado macroscopico
de un sistema en equilibrio es suficiente con dar el valor de unas pocas variables
termodinamicas. Si el sistema estd formado por un Unico componente y una unica fase, sera
necesario especificar el valor de tres cualesquiera de las variables termodinamicas. Al estar
formado por una unica fase y encontrarse en una situacion de equilibrio todas las variables
macroscopicas permanecen constantes en el tiempo y en el espacio (valen lo mismo en
diferentes partes del sistema y en distintos momentos) y es una cuestion de eleccion por parte
del observador la seleccion de las variables a especificar. Desde el punto de vista experimental
algunas variables son mas faciles de especificar que otras. Asi, en los sistemas de interés
quimico o bioquimico, normalmente podremos acceder a determinar facilmente la presion de
nuestro sistema, pero es mas dificil conocer directamente cual es el valor de la energia interna
del mismo.

Desde el punto de vista microscépico el hecho de que las variables macroscopicas
permanezcan constantes puede lograrse de dos formas diferentes: bien porque tinicamente se
visiten microestados con un determinado valor de la variable o bien porque se visiten
microestados con diferentes valores y el promedio permanezca constante. Esta distincién es
clave para comprender que, dependiendo de como especifiquemos el estado de equilibrio de
nuestro sistema, podremos construir un tipo u otro de colectivo a partir del cual estudiar su
comportamiento mediante la termodindmica estadistica. Asi, podemos elegir, por ejemplo,
especificar el estado macroscopico de nuestro sistema dando los valores del numero de
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particulas que lo forman (N) el volumen que ocupa (V) y el valor de la energia total (E). En ese
caso construiremos un colectivo, denominado colectivo microcandnico o NVE, en el que todos
los microestados presenten los mismos valores de N, V y E. Es decir, de las soluciones del
hamiltoniamo planteado para nuestro sistema de N particulas en un volumen V (H(N,V)),
Unicamente consideraremos las soluciones que correspondan a un nivel de energia igual a E: la
energia de los microestados sera siempre E;=E. Como la degeneraciéon, o numero de
microestados con igual valor de la energia, aumenta muy rapidamente con el nimero de
particulas, el nimero de microestados posibles sera muy grande para sistemas macroscépicos.

En Quimica no suele resultar muy practico especificar el estado del sistema dando el valor
de su energia por lo que el colectivo microcandnico resulta de dificil aplicacion en la mayoria de
problemas quimicos. Suele ser mas facil especificar el estado termodinamico dando el valor de
otro conjunto de variables: el nimero de particulas (N), el volumen (V) y la temperatura (T).
Esta situacion corresponderia a un sistema encerrado en un recipiente de volumen fijo en
contacto con un bafio térmico. En este caso la energia ya no debe valer necesariamente lo
mismo en todos los microestados visitados. Macroscopicamente debe seguir siendo constante,
ya que estamos en una situacién de equilibrio, pero como resultado del promedio de los
microestados visitados. Por tanto para construir nuestro colectivo, podemos ahora considerar
todas las soluciones del hamiltoniano, H(N,V), independientemente del valor de la energia de
cada una de ellas. El colectivo asi formado se denomina candnico o NVT. Logicamente la
probabilidad de ocupacion de los microestados ya no sera igual, puesto que tienen diferente
energia.

Es posible construir colectivos diferentes segin el conjunto de microestados
considerados para representar el sistema. Cada uno de estos colectivos puede resultar mas
adecuado para tratar diferentes problemas. Como el conjunto de microestados usados para
representar el sistema cambia de un colectivo a otro también cambiaran las probabilidades de
los mismos. Por ejemplo, se puede especificar el estado mediante el potencial quimico (), el
volumen (V) y la temperatura (T). El colectivo asi formado se denomina gran canénico o pVT y
se obtendria considerando los microestados o soluciones de los hamiltonianos
correspondientes a un mismo volumen V pero diferente numero de particulas. Este colectivo es
apropiado para el estudio de problemas donde no se conoce a priori el nimero de particulas
del sistema, como puede ocurrir en el estudio de un equilibrio de cambio de fase. La figura 1.1.
intenta representar esquematicamente el conjunto de microestados considerados en el caso de
describir un mismo sistema mediante el colectivo microcanénico, canénico o gran candnico.
Una variante también muy empleada seria la de especificar el valor del numero de particulas,
presion y temperatura o colectivo NPT. En este ultimo caso considerariamos microestados
correspondientes a hamiltonianos con el mismo numero de particulas pero diferentes
volumenes.

Es importante tener en cuenta que, si estamos representando un mismo sistema en

equilibrio de diferentes formas, las descripciones obtenidas con los diferentes colectivos deben
de ser equivalentes. Asi los resultados obtenidos mediante el colectivo candnico seran
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equivalentes a los obtenidos con el microcandénico, si el nimero de particulas y el volumen son
idénticos en ambos casos y, ademas, la energia media obtenida en el primer caso coincide con el
valor de la energia especificado en el segundo caso. La eleccion de uno u otro colectivo
dependera de la facilidad de aplicacion en cada caso pero, como ya hemos sefialado, en Quimica
la elecciéon de las variables NVT suele ser la mas natural y por tanto emplearemos
fundamentalmente el colectivo canénico.

—

H(N-1, V) H(N, V)
7

H(N+1,V)

. .
. .
. .

AE" "o _ L — R —

E r —_— “ e —1:": ..._::>_

I

E-AEF |[—— oo —— ||| —m—ee —— | ——eee——

_j

- Colectivo macrocanénico

= Colectivo microcanénico

Apéndice 1.4: Colectivo Microcanonico. Probabilidades y concepto de temperatura

En el colectivo canénico, el estado macroscopico queda fijado al conocer N, V' y E. Por lo
tanto, en nuestro colectivo sélo deberemos considerar aquellas soluciones del hamiltoniano
H(N,V)cuya energia sea precisamente E. Para calcular la probabilidad de cada una de estas

soluciones o microestados podemos hacer uso de uno de los principios fundamentales de la
Mecanica Estadistica, el principio de igualdad a priori, segun el cual, las soluciones de un mismo
hamiltoniano con una misma energia deben de tener la misma probabilidad. Este principio nos
lleva al siguiente conjunto de probabilidades para las soluciones del hamiltoniano:

pi=C Vv E;=E

pi=0 VYV E;#E }

La constante C puede obtenerse de la condicién de normalizacion de las probabilidades. Si
suponemos que existen g microestados en el nivel energético E, entonces:
1
Ypi=1=>gC=1=C==
i g
Quedando por lo tanto que las probabilidades de los microestados en el colectivo

microcanodnico son:

pi=— Y E=E
g

pi:0 \v EiiE
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Con estas probabilidades podemos ya calcular propiedades termodindamicas. En concreto
podemos obtener la energia interna y la entropia pues el resto de propiedades pueden
obtenerse a partir de éstas. Para la energia interna tendremos:

U=2.piE; =g'[lE}=E

i 9

Logicamente este es el resultado esperado. Si su energia esta fijada, el valor medio
macroscopico coincidira con este valor. Para la entropia podremos escribir:

S=-k> p;Inp; :—kzllnl:—kg{llnl}:—klnizklng

i i9 9 g 49 g

La entropia en un colectivo microcanénico aumenta conforme aumentan el nimero de
microestados disponibles. Logicamente, cuanto mayor sea el nimero de microestados, mayor
sera el nimero de formas en las que podremos encontrar a nuestro sistema y mayor por tanto
el desorden.

A partir de U y S podemos obtener otras propiedades. De particular interés resulta
analizar la temperatura. Normalmente, como asi ocurrira en el colectivo canodnico, la
temperatura es una variable que podemos controlar facilmente desde el punto de vista
experimental y por tanto sera una de las variables elegidas para describir nuestro sistema. La
temperatura vendra impuesta en la descripcion macroscopica del sistema. Sin embargo, eso no
ocurre en el colectivo microcandnico, por lo que este ofrece una oportunidad Unica para
analizar esta magnitud a partir de la aproximacién microscopica. En termodinamica, la
temperatura absoluta de un sistema se puede definir a partir de la energia interna y la entropia
como:

1 (a8
T \oU)yy
Sustituyendo los resultados encontrados para el colectivo microcanénico:
vl (), 0, )
Por lo que:
-1
r-9(%

La temperatura esta por tanto relacionada con la accesibilidad de microestados, tanto a la
energia a la que se encuentra el sistema (g) como a energias ligeramente mayores o menores (

(6g /OE ) N,V)' Una temperatura alta implica que son accesibles un gran niumero de microestados
(g grande) y/o que este nimero no cambia significativamente aumentando o disminuyendo la
energia ((c’ig/@E)N'V pequeiia). Una temperatura baja indica que hay disponibles pocos
microestados y/o que aumentando la energia del sistema podriamos acceder a un nimero
mucho mayor.

La relacién que acabamos de obtener nos informa también sobre como cambia el nimero
de microestados que hay en un determinado nivel en los sistemas macroscépicos (aquellos
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para los que se puede definir una temperatura). Efectivamente, si tenemos en cuenta que la
temperatura absoluta es un nimero positivo, esto implica necesariamente que:

T>0== (8_9} >0
aE N,V

Es decir, que la degeneracion o numero de microestados con una misma energia crece con
la misma: a mayor energia mas microestados degenerados. Este numero de microestados es
astronémicamente grande en los sistemas macroscdpicos. Podemos hacer una estimacion
utilizando la relacién entre entropia y nimero de microestados. Efectivamente, la entropia de
un sistema formado por un mol de moléculas en estado gaseoso es del orden de R (S=n R=8,3
cal/K). Asi pues:

R:klng::>1ng:§

Aunque aun no hemos proporcionado un valor para la constante de Boltzmann podemos
adelantar que el cociente R/k es justamente el nimero de Avogadro, con lo que nos queda para
g:

Ing=Ng4 — g=el'4 :gz101023

Es decir, que la estimacion que podemos hacer para g es que es un nimero muchisimos
ordenes de magnitud mayor que el numero total de atomos que hay en el Universo!

Apéndice 1.5: Aplicacion de la ley de Boltzmann a la intensidad de las sefiales de
RMN

La intensidad de la sefial en resonancia magnética nuclear (RMN) esta directamente
relacionada con la poblacién de los niveles involucrados en la transicion. En ausencia de campo
magnético externo las diferentes orientaciones del dipolo magnético nuclear son
energéticamente equivalentes, y, por tanto, se tiene un conjunto de estados degenerados. En
presencia del campo magnético exterior estos diferentes estados (orientaciones) adquieren
energias diferentes. Por ejemplo, para el 1H (protén) el numero cuantico de spin [ vale 1/2 y
por tanto se tienen dos estados de diferente energia correspondientes a las dos posibles
orientaciones del dipolo magnético nuclear correspondientes a mi=1/2 (o) y mi=-1/2 (B). La
energia de interaccidon del campo magnético exterior By el dipolo nuclear (u) vendra dada por:

E, =-wB=-uBcosO=-u,B=-yl,B=-ymhB

donde 7y es la relacion giromagnética, que para el nacleo 1H vale 26,7522-107 T-1-s'1. Como la
intensidad del campo magnético es siempre positiva y, en el caso del proton, y tiene un valor
positivo, el estado de menor energia correspondera a la orientacién del momento dipolar con
m; = Y%,. La diferencia de energia entre los dos niveles vendra dada por la expresion siguiente y
aparece representada en la figura A.5.1.

1 1
AE =—hyB-|-—hyB|=hyB
> 14 (2 J’) 14
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Sin campo Con campo

B 1
m _( : 1) f"/’ * § "= 5
7)o
" AE =hyB
\\\\\ (0 * Vo o—i

Figura A.5.1.- Diferencia de energia entre dos niveles con espin 1/2 (1H), en presencia de un campo

magnético

Segun la ley de distribucion de Boltzman (1.40), para un sistema de dos niveles no
degenerados, como el proton en presencia de un campo magnético, el cociente de la poblaciéon
del nivel superior, Ng, y la poblacion del nivel inferior N, viene dado por:

AE y/B
N = e
B —e k,T —e kT
N

o

Ejercicio 1.13. Evaluar la relacion de poblaciones entre los estados de espin del 'H
(No/Np) suponiendo que se trabaja en un aparato de RMN con campo magnético de 10 T a la
temperatura de 252C.

Solucion.-
2 ) 26.7522-10°T"'s'-1.05457-10 ™ |-s:10.0T
Th g kT _g KT _, 1.38065-10* |-K '-298.15K
NC(
AE }

T, 6.78910"
Np _, kT =e —~0.999932
N(Z

El resultado anterior nos indica que la diferencia de poblacién entre los dos niveles es
muy pequefia, como cabria esperar viendo que la agitacion térmica kgT es mucho mayor que la
diferencia de energia entre los dos niveles. Por ello la sefial espectroscépica va a ser muy débil
ya que depende del balance entre absorciones y emisiones, es decir de la diferencia de
poblacion entre los estados energéticos de salida (o) y llegada (B). Para aumentar la intensidad
de la sefial lo mejor es aumentar la intensidad del campo magnético, con lo que se aumenta la
diferencia de energia entre los niveles y, obviamente, aumentando también la diferencia de
poblacién entre ellos y la intensidad de la sefial. Sin embargo, aun asi, en RMN se trabaja con
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sefales de baja intensidad y esto explica el porqué la RMN del H es la mas generalizada ya que
la relacién giromagnética del protén es muy elevada, lo que hace que su AE sea mas alta que
para otros nucleos, siendo, por tanto, mayor la intensidad de la sefial.

1.8.- Ejercicios adicionales

Ejercicio 1.14.- Establece para qué sistemas se puede calcular la funcién de particion
canonica, Q haciendo uso de g/N! : a) Una muestra de helio gas; b) Una muestra de gas monoxido
de carbono; c¢) La misma muestra de CO, pero en estado sélido; d) Vapor de agua; e) Hielo; f) Gas
electronico en un metal.

Solucion.- a); b); d).

Ejercicio 1.15.- La forma de la funcién de particion traslacional, tal como se utiliza
normalmente, es valida cuando son accesibles un gran nimero de niveles de energia: a) ;Cuando
resulta incorrecta la expresion normal y hemos de utilizar el sumatorio de forma explicita?; b)
Calcula la temperatura del argén en el problema 1.3. para que la funciéon de particion disminuya
hasta 10; c) (Cual es el valor exacto de la funcion de particion a esta temperatura?

Solucidn.- b) 3,5E-15. ¢) Si Ei=0 q=7,52; Si Eo#0 q=4.,42

Ejercicio 1.16.-La molécula de metano (nimero de simetria = 12) es un rotor esférico cuyo
momento de inercia es I, = 5,302 107 kg m?.

Calcular la funcién de particion rotacional a 298 K y 500 K, utilizando en ambos casos la
aproximacion de alta temperatura y compararla con la funcion de particion rotacional calculada por
suma directa de los niveles de energia rotacional. Nota: la degeneracion de los niveles rotacionales
del rotor esférico es (2J+1)%.

Solucién.- Rotor rigido= 36,29 y 78,87; Suma directa= 36,52y 79,17

Ejercicio 1.17.- Utilizando la funcién de particion obtenida en el problema 1.6 ;Qué
proporcion de moléculas de iodo se encuentra en el estado fundamental y en los dos estados
excitados vibracionales inferiores a la temperatura de a) 100 K y b) 298 K?

Solucion.- a) 95,36%, 4,42%, 0,21%. b) 64,33%, 22,92%, 8,23%

Ejercicio 1.18.- Calcula la entropia molar rotacional del benceno a 362 K. Datos:
LL.=2,93 1038 g cm?; I1=1.=1,46 1078 g cm?
Solucion.- 89,00 JK-'mol!

Ejercicio 1.19.- Calcular la contribucion vibracional a 300 K y 500 K a la energia interna,
entropia y capacidad calorifica molares para la molécula de CO,, cuyos modos normales de
vibracion tienen los siguientes numeros de onda: 1340 (1), 667 (2) y 2349 (1) cm™.

Solucién.- 705,15 y 3122,38 J mol'!

Ejercicio 1.20.- Calcular U°yn-U°n(0), G°m-G°n(0) v S°m a 300 K para la molécula de CO..
Utiliza los de las frecuencias de vibracion del ejercicio anterior. La constante rotacional es B =
0,390 cm’!.

Solucién.- U=6940,65 Jmol!; G=-54,73Kjmol"!; S=213,89 JK 'mol!

Ejercicio 1.21.- Los atomos de sodio (M=22,99 gmol!), tienen términos electronicos
fundamentales doblete.
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a) Calcular la funcion de particion molecular molar estdndar para los dtomos de sodio a
T=1000K. ;Cuénto valdria la funcion de particion molecular a T=0 K?.
b) La molécula Na> tiene una energia de disociacion D¢=70,4 kJmol' , una constante

rotacional de 0,1547 cm™ y una vibracion con v =1 59,2cm_1 . Calcula la constante de equilibrio a

T=1000K para la reaccion Nax(g) < 2Na(g).
Solucién.- a) 1,09-10%2a 1000 Ky 2 a 0K. b) 2,45
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