Modelo de regresion lineal simple

1 Introduccion

Con frecuencia, nos encontramos en economia con modelos en los que el
comportamiento de una variable, Y, se puede explicar a través de una variable X;
lo que representamos mediante

Y = f(X) (1)

Si consideramos que la relacion f, que liga Y con X, es lineal, entonces (1)
se puede escribir asi:

Y, =B+ pBX, )

Como quiera que las relaciones del tipo anterior raramente son exactas,
sino que mas bien son aproximaciones en las que se han omitido muchas variables
de importancia secundaria, debemos incluir un término de perturbacion aleatoria,
u,, que refleja todos los factores — distintos de X -que influyen sobre la variable

endogena, pero que ninguno de ellos es relevante individualmente. Con ello, la
relacion quedaria de la siguiente forma:

Modelo de regresion simple

Y =B+ BX, +u, G)

La expresion anterior refleja una relacion lineal, y en ella sélo figura una
unica variable explicativa, recibiendo el nombre de relacion lineal simple. El
calificativo de simple se debe a que solamente hay una variable explicativa.
Supongamos ahora que disponemos de T observaciones de la variable Y
(Y, Y,,....Y;) y de las correspondientes observaciones de X (X, X,,...,X;). Si

hacemos extensiva (3) a la relacion entre observaciones, tendremos el siguiente
conjunto de T ecuaciones:

Y =B +pBX +y

Y, :ﬂl +182X2 tu,
’ @

Y, =6+ B,X; +u;

El sistema de ecuaciones (4) se puede escribir abreviadamente de la forma
siguiente:

Y =4+pX, +u, t=1, 2,....,T (%)
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El objetivo principal de la regresion es la determinacion o estimacion de
B,y [, a partir de la informacion contenida en las observaciones de que
disponemos. Esta estimacion se puede llevar a cabo mediante diversos
procedimientos. A continuacion se analizan en detalle algunos de los métodos
posibles.

Interesa, en primer lugar, realizar una aproximacion intuitiva a diferentes
criterios de ajuste. Para ello se utiliza la representacion grafica de las
observaciones (X,, Y), con ¢t = 1, 2,..., 7. Si la relacion lineal de dependencia
entre ¥y X fuera exacta, las observaciones se situarian a lo largo de una recta
(véase la figura 1). En ese caso, las estimaciones mas adecuadas de g, y £, —de
hecho, los verdaderos valores — serian, respectivamente, la ordenada en el origen
y la pendiente de dicha recta.

Y

Figura 1

Pero si la dependencia entre Yy X es estocastica, entonces, en general, las
observaciones no se alinearan a lo largo de una recta, sino que formaran una nube
de puntos, como aparece en la figura 2. En ese caso, podemos contemplar las
estimaciones de S, y [, como la ordenada en el origen y la pendiente de una

recta proxima a los puntos. Asi, si designamos mediante S, y S, las estimaciones

de p, y p,, respectivamente, la ordenada de la recta para el valor X, vendra

dada por

Y= P+ B, (©6)
El problema que tenemos planteado es, pues, hallar unos estimadores ,31 y
,32 tales que la recta que pasa por los puntos ( X, ﬁ) se ajuste lo mejor posible a

los puntos (X,, ¥;). Se denomina error o residuo a la diferencia entre el valor
observado de la variable endégena y el valor ajustado, es decir,
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A

ut:Yt_Yt:Yt_lBI_ﬂZXt (7)
Teniendo en cuenta el concepto de residuo se analizan a continuacion
diversos criterios de ajuste.

¥

w

Figura 2

Un primer criterio consistiria en tomar como estimadores S, y /S,

aquellos valores que hagan la suma de todos los residuos tan proxima a cero como
sea posible. Con este criterio la expresion a minimizar seria la siguiente:

®)

T
2.,
t=1

El problema fundamental de este método de estimacion radica en que los
residuos de distinto signo pueden compensarse. Tal situacion puede observarse
graficamente en la figura 3, en la que se representan tres observaciones alineadas,
(X, Y, (X,, )y (X5, X)), tales que

-y _Y-Y
XZ_XI X3_X1'

Si se ajusta una recta que pase por los tres puntos, cada uno de los residuos
tomara el valor cero, de forma que

T
>, =0
t=1

Dicho ajuste se podria considerar 6ptimo. Pero también es posible que

‘Z; u, = 0‘ haciendo girar en cualquier sentido la recta si dejamos fijo (X,, Y,),

como muestra la figura 2, debido a que u, =—u,. Este sencillo ejemplo nos

muestra que este criterio no es apropiado para la estimacion de S, y f,, debido a
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que, para cualquier conjunto de observaciones, existen infinitas rectas que lo
satisfacen. Otra forma de evitar la compensacion de residuos positivos con
negativos consiste en tomar los valores absolutos de los residuos. En este caso se
minimizaria la siguiente expresion:

>

t=1

u,

©)

}r

1
I T

X, X X x

Figura 3

Desgraciadamente, aunque los estimadores asi obtenidos tienen algunas
propiedades interesantes, su calculo es complicado, requiriendo la resolucion de
un problema de programacion lineal o la aplicacion de un procedimiento de
calculo iterativo. Un tercer método consiste en minimizar la suma de los
cuadrados de los residuos, es decir,

T
S=2i (10)

t=1
Los estimadores obtenidos con arreglo al criterio expresado en (10) se
denominan minimo-cuadraticos, y gozan de ciertas propiedades estadisticas
deseables, que se estudian posteriormente. Por otra parte, frente al primero de los
criterios examinados, al tomar los cuadrados de los residuos se evita la
compensacion de éstos, mientras que, a diferencia del segundo de los criterios, los
estimadores minimo-cuadraticos son sencillos de obtener. Es importante sefialar
que, desde el momento en que tomamos los cuadrados de los residuos, estamos
penalizando mas que proporcionalmente a los residuos grandes frente a los
pequenios (si un residuo es el doble que otro, su cuadrado serd cuatro veces
mayor), lo que caracteriza también a la estimacion minimo-cuadratica frente a

otros posibles métodos.
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2. Obtencion de los estimadores minimo-cuadraticos

A continuacion se expone el proceso para la obtencion por minimos
cuadrados de los estimadores S, y f,. El objetivo es minimizar la suma de los
cuadrados de los residuos (). Para ello, en primer lugar expresamos S en funcion
de los estimadores £,y f,:

S=) (Y- Al_ﬁth)z (11)

T
t=1

Para minimizar S, derivamos parcialmente respectoa £,y f,:

oS L A

—=-2 Y- -0X

aﬁ] ;(1‘ ﬂl :Bz t)

oS r o A

—=-2 Y - B - 5,X,)X,

7 Zl(t B —BX,) (12)

Los estimadores minimo-cuadraticos se obtienen igualando las anteriores
derivadas a cero:

T

2Y (Y, - B - pX,)=0

_ZZ(K_BI_ﬁZXt)Xt =0 (13)

T T T
DYX, =B X+ X] (14)

Las ecuaciones (14) se denominan ecuaciones normales de la recta de
regresion. Resolviendo este sistema, segun puede verse en el recuadro adjunto, a

partir de (21) se obtiene de forma inmediata el estimador de ,32 :

T

Y- -5
P =7 (15)
Z(Xt_)?)z



Resolucion del sistema de ecuaciones (14)

Dividiendo la primera ecuacion normal en (14) por T se obtiene:

donde

De acuerdo con la anterior expresion se obtiene

ﬂ] :?_ﬂz)_(

(16)

(17

Sustituyendo ﬁ’l en la segunda ecuacion normal (14) se tienen que

Por otra parte,

Z(Y V)X, -X)= Z(YX ~ XY -YX, +YX)

t=1

:ZT: VX, - YZX XZY+TYX_
=1

t t=1

i(Xt _)?)2 :i(th _Z)ZXt +)?2)

t=1 t=l1

ZT:Xf—Z)?ZT:X +TX* = ZXZ ZXZX +XZX
t=1 t=1 t=1
T

Y ai-FYX,

Teniendo en cuenta (19) y (20), entonces (18) se puede expresar asi:

D -V)X,-X)= ﬂ{Z(X X)}

t=1

(18)

(19)

(20)
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A suvez ,31 se obtiene a través de la relacion (17). Es decir,

p=Y-pX 22)

Dividiendo numerador y denominador (15) por 7 se tiene que

Z(K—Y)(Xt—)_()
Ao i T _cov(X,Y)
S ST TIeE !
- T

De acuerdo con (23), la estimacion de ﬁ’z se obtiene dividiendo la
covarianza muestral de X e Y por la varianza muestral de X. Dado que la varianza
de X no puede ser negativa, el signo de ,32 sera el mismo que el de la covarianza
muestral de Xe Y.

3. Propiedades descriptivas en la regresion lineal simple

Las propiedades que se exponen a continuacion son propiedades derivadas
exclusivamente de la aplicacion del método de estimacion por minimos cuadrados
al modelo de regresion lineal simple, en el que se incluye como primer regresor el
término independiente.

1. La suma de los residuos minimo-cuadraticos es igual a cero:

T

2, =0 (24)
t=1
Demostracion.
Por definicion de residuo
uAt:Yt_YAt:Yt_lél_ﬂAZXt t=L2,--,T (25)

Si sumamos para las T observaciones, se obtiene:

T ~ ~
Y, = Y;_IBIT_IBZZXI (26)

1 t=1

t

T T T T
u,=) Y -
1 =1 =1 =

t= t t

Por otra parte, la primera ecuacion del sistema de ecuaciones normales
(14) es igual a



T

n T
Y, =TB+p) X, 27)
=1 t=1

t

Al comparar (26) y (27), se concluye que necesariamente debe cumplirse
(24). Obsérvese que, al cumplirse (24), se cumplird también que

T T .
2.Y=27 (28)
t=1 t=1
y, al dividir por 7, tenemos
Y=Y (29)
2. La recta de regresion pasa necesariamente por el punto (Y, X ).
Demostracion.
En efecto, dividiendo por 7' la ecuacion (27) se obtiene:
Y=p5+pX (30)

3. La suma de los productos cruzados entre la variable explicativa y los residuos
es igual a 0, es decir,

T
2 iX, =0 31)
t=1
Demostracion.

En efecto,
T T n n
ZutXt = Z(Yz _ﬁl _ﬂ2Xt)Xt =0
t=1 t=1
Para llegar a (31) se ha tenido en cuenta la segunda ecuacion normal de

(13).

4. La suma de los productos cruzados entre los valores ajustados y los residuos es
igual a 0, es decir,

T

24

t=1

b

=0 (32)

Demostracion.

En efecto, si se tiene en cuenta (17) resulta que



T T R T T
iy, =3 0B+ /X)) =B Y i+ b i X, =0
1 r=1

t= t=1 =1

Para llegar a (32) se ha tenido en cuenta las propiedades descriptivas 1 y 3.

4 Medidas de la bondad del ajuste. Coeficiente de
determinacion

Una vez que se ha realizado el ajuste por minimos cuadrados, conviene
disponer de algin indicador que permita medir el grado de ajuste entre el modelo
y los datos. En el caso de que se haya estimado varios modelos alternativos podria
utilizarse medidas de este tipo, a las que se denomina medidas de la bondad del
ajuste, para seleccionar el modelo mas adecuado.

Existen en la literatura econométrica numerosas medidas de la bondad del
ajuste. La mas conocida es el coeficiente de determinacion, al que se designa por
R? 0 R cuadrado. Como se vera en otro momento, esta medida tienen algunas
limitaciones, aunque es valida para comparar modelos de regresion lineal simple.

El coeficiente de determinacion se basa en la descomposicion de la
varianza de la variable endogena, a la que denominaremos varianza total. Vamos
a ver a continuacion como se obtiene esta descomposicion.

De acuerdo con (7)

=

Y=Y +u, (33)

Restando a ambos miembros Y , se tiene que

Y,-Y=Y-Y+i, (34)

Si elevamos al cuadrado ambos miembros se obtiene que

(K—?)z{(ﬁ—f)w,]z (35)

es decir,

—\2 A —\2 n R A —
(%, -7) =(Y,-7) +a’-24,(¥,-7) (36)
Sumando ambos miembros de la expresion anterior de 1 a 7, se tiene

S -FP =3 (7 -F) + S 25, (7 -7) -

t=1 =1

Ahora bien, puede verse que el tercer término del segundo miembro de
(37) es
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T n _ T n _.r
20, (Y, -7)=2) 4, -2V Y i, =0 (38)

(1 -F) =X (7 -F) + Y (39)

Debe recalcarse que para se cumpla que (38) es igual a 0 es necesario
utilizar la relacion (24), que a su vez estd asociada a la primera ecuacion normal
de la recta, es decir, a la ecuacion correspondiente al término independiente. Si en
modelo no hay término independiente, entonces en general no se cumplira la
descomposicion obtenida en (39).

Si en la expresion (39) dividimos ambos miembros por 7, se obtiene que

X7 X(i-T) 3
R (40)

b

Por lo tanto, la varianza total de la variable enddgena se descompone en
dos partes: varianza explicada por la regresion o varianza de los valores
ajustados' y varianza residual. Es decir,

Varianza total = varianza "explicada" + varianza residual

A partir de la descomposicion anterior, el coeficiente de determinacion se
define como la proporcion de la varianza total explicada por la regresion. Su
expresion es la siguiente:

R = — (41)

Alternativamente, y de forma equivalente, de acuerdo con (39) el
coeficiente de determinacion se puede definir como 1 menos la proporciéon no
explicada por la regresion, es decir, como

' El primer término del segundo miembro de (40) es la varianza de I;[, ya que, de acuerdo con

(29), se verifica que Y=Y
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RP=1-—t— (42)

Los valores extremos del coeficiente de determinacion son: 0, cuando la
varianza explicada es nula, y 1,cuando la varianza residual es nula, es decir,
cuando el ajuste es perfecto

5 Hipotesis estadisticas del modelo

I Hipotesis sobre la forma funcional

Los elementos del modelo tienen la siguiente relacion entre si:

Y, =0+ 5,X, +u, (43)

La relacion entre el regresando, los regresores y la perturbacion aleatoria
es lineal. El regresando y los regresores pueden ser cualquier funciéon de la
variable endogena o de las variables predeterminadas, respectivamente, siempre
que entre regresando y regresores se mantenga una relacion lineal, es decir, el
modelo sea lineal en los parametros. El caracter aditivo de la perturbacion
aleatoria garantiza su relacion lineal con el resto de los elementos.

II Hipotesis sobre la perturbacion aleatoria

La perturbacion aleatoria i, es una variable aleatoria no observable con las
siguientes propiedades:

a) La esperanza matemdtica de la perturbacion aleatoria u, es cero.

E(u,)=0 t=1, 2,....,T (44)

Se adopta aqui el supuesto de que los efectos individuales de las variables
incluidas en el término de perturbacion tienden a compensarse por término medio.
En cualquier caso, aun suponiendo que los efectos individuales no se
compensasen exactamente y, por tanto, su valor esperado fuese distinto de cero,
dicho valor podria ser acumulado en el término constante del modelo de
regresion, con lo cual se podria mantener esta hipdtesis sin ningiin problema. Por
esta razon, si el modelo tiene término constante, es imposible deslindar a
posteriori la parte estrictamente correspondiente al coeficiente independiente del
modelo, de la parte proveniente de la media de la perturbacion aleatoria del
modelo. Asi, pues, ésta seria una hipdtesis no contrastable empiricamente.

b) Las perturbaciones aleatorias son homoscedasticas

Ew))=0’ t=1, 2,....,T (45)



Esta hipodtesis indica que todas las perturbaciones aleatorias tienen la
misma varianza. Es decir, la varianza de las perturbaciones aleatorias del modelo
es constante y, por tanto, independiente del tiempo o de los valores de las
variables predeterminadas. Dicha hipotesis es contrastable empiricamente
mediante diversos contrastes estadisticos basados en los residuos minimo-
cuadraticos. Asimismo, hay que sefialar que, en determinadas situaciones, esta
hipétesis resulta poco plausible, sobre todo cuando se trabaja con datos de corte
transversal, es decir, con observaciones sobre diferentes unidades muestrales
referidas a un mismo momento del tiempo. Si no se cumple esta hipotesis, se dice
que las perturbaciones son heteroscedasticas.

c¢) Las perturbaciones aleatorias con distintos subindices son independientes
entre si.

E(uu,)=0 t#s (46)

Es decir, las perturbaciones correspondientes a distintos momentos del
tiempo o a distintas unidades muestrales no estan correlacionadas entre si. Este
supuesto, al igual que el anterior, es contrastable a posteriori. La transgresion del
mismo se produce con bastante frecuencia en los modelos en los que se utilizan
datos de series temporales, es decir, observaciones realizadas a intervalos
regulares de tiempo.

d) La perturbacion aleatoria tiene una distribucion normal multivariante

Dado que la perturbacion aleatoria recoge un conjunto amplio de
variables, omitidas del modelo de regresion, que son independientes entre si y
también del conjunto de regresores, por el teorema central del limite se puede
suponer que el vector de perturbaciones aleatorias tiene una distribucién normal
multivariante.

Las cuatro hipdtesis formuladas sobre las perturbaciones aleatorias se
pueden expresar de forma conjunta como
u, ~ NID(0,0?) (47)

donde NID indica que son normales e independientes.

I1I Hipotesis sobre el regresor X
a) Las observaciones de X son fijas en repetidas muestras

De acuerdo con esta hipdtesis, los distintos regresores del modelo toman
los mismos valores para diversas muestras del regresando. Este es un supuesto
fuerte en el caso de las ciencias sociales, en el que es poco viable experimentar.
Los datos se obtienen por observacion, y no por experimentacion. Para que dicho
supuesto se cumpliera, los regresores deberian ser susceptibles de ser controlados
por parte del investigador. Es importante sefialar que los resultados que se
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obtienen utilizando este supuesto se mantendrian practicamente idénticos si
supusiéramos que los regresores son estocasticos, siempre que introdujéramos el
supuesto adicional de independencia entre los regresores y la perturbacion
aleatoria. Este supuesto alternativo se puede formular asi:

a*) La variable X se distribuye independientemente de la perturbacion aleatoria

En desarrollos posteriores se adoptara el supuesto de que se cumple la
hipotesis a).

b) El regresor X no contiene errores de observacion o de medida

Esta es una hipotesis que raramente se cumple en la practica, ya que los
instrumentos de medicion en economia son escasamente fiables (piénsese en la
multitud de errores que es posible cometer en una recogida de informacion,
mediante encuesta, sobre los presupuestos familiares). Aunque es dificil encontrar
instrumentos para contrastar esta hipotesis, la naturaleza del problema y, sobre
todo, la procedencia de los datos utilizados pueden ofrecer evidencia favorable o
desfavorable a la hipotesis enunciada.

IV Hipdtesis sobre los parametros
By [ son constantes

Si no se adopta esta hipotesis el modelo de regresion seria muy
complicado de manejar. En todo caso, puede ser aceptable postular que los
parametros del modelo se mantienen estables en el tiempo (si no se trata de
periodos muy extensos) o en el espacio (si esta relativamente acotado).

6 Propiedades probabilisticas del modelo

Aleatoriedad del modelo

Dado que u, es aleatoria, también la variable endoégena Y, serd una

variable aleatoria por ser una funcion lineal de la perturbacion aleatoria, como se
deduce del modelo de regresion lineal (43).

Cuando realizamos una estimacién por minimos cuadrados con datos
reales, estamos suponiendo que existe un mecanismo de generacion de datos - el
modelo de regresion - que ha determinado los valores observados de la variable
endogena. Asi, cuando realizamos una estimacion en un modelo de regresion
lineal simple, tal como el modelo (43), estamos suponiendo que los valores
observados por el investigador de la variable endogena (Y},Y,....,Y; ) han sido
generados por dicha relacion que contiene unos parametros (S y f,)

desconocidos para el investigador, una variable explicativa (X) con valores
conocidos y una perturbacion aleatoria u cuyos valores son desconocidos. El
investigador supone que los valores de la perturbacion aleatoria han sido
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generados por una distribucion normal con media 0 y varianza o, también
desconocida.

Asi pues, el investigador no observa directamente el proceso de
generacion de datos, sino los resultados finales de este proceso, es decir, los
valores observados de Y: Y,,Y.,....Y;. Precisamente, aplicando el método de
minimos cuadrados (a estos datos y a los datos de la variable explicativa), lo que
se persigue es realizar estimaciones de los parametros del modelo (3., B,y &),

que son desconocidos para el investigador.

Con objeto de comprender mejor el proceso que acabamos de describir, es
conveniente invertir los papeles, generando el propio investigador los valores que
toma la variable endogena. Cuando se generan los datos de forma artificial, se
dice que se esta realizando un experimento de Montecarlo. Este nombre proviene
del famoso casino de la Costa Azul debido a que en estos experimentos se
realizan extracciones de numeros aleatorios, lo que en definitiva es analogo al
resultado del lanzamiento de una bola en la ruleta de un casino.

En la realizacion de un experimento de Montecarlo se parte del supuesto

de que es conocido tanto el mecanismo de generacion de datos, como los valores
. 2
de los parametros”.

Aleatoriedad de los estimadores

Los estimadores f, y f, son también variables aleatorias puesto que son
funcidn de las variables aleatorias Y,. En efecto,

S =X =) S - DY =YX, - DF

32 - T T
Z(Xz_)?y Z(X[—)?)Z
(X, - XY,
i a—— (48)
> (X, -X)

t=1

En el desarrollo anterior se ha tenido en cuenta que

2 En Econometria Aplicada (paginas 60 a 66) puede verse como se generan nimeros aleatorios
uniformes y normales mediante rutinas informaticas. Por otra parte, en las paginas 149 a 153 (caso
3.11) se realiza un experimento de Montecarlo con una hipotética funcién de consumo.
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i(X, —X)Y = Yi(Xt -X)=Y

T
> X, —T)_(}: Y[TX —-TX]=0
t=l1

Denominando

(Xz _)?)

2. (X, -X)’

entonces el estimador S, se puede expresar de la siguiente forma:

B, =>cy, (49)

Si se adopta el supuesto III a), que implica que la variable X,es no

aleatoria, entonces de la expresion anterior se deduce que £, es una combinacion
lineal de la variable Y.

Los coeficientes ¢, tienen las siguientes propiedades:

2.6,=0 (50)

=1

~

T
2.cX, =1 (51)
En efecto,
T _ T _
X -X X -TX _
= -

! ‘th_)?)2 Z(Xt_)?)z Z_:(Xt_)?)z

~

~

~

, DX XX, DX XX -X) (X, -X)
thXz _ =1 _ 1=l _ =1 =1

D YO A oSN We A o HEND WO AP &

Vamos a expresar a ahora el estimador 3, en funcién de las
perturbaciones aleatorias. Teniendo en cuenta (49) y (43) resulta que

ﬁz = th(ﬂl +ﬂ2Xt +ut)
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T T T T
=B, +BY X+ cu =B+ cu, (52)
t=1 t=1 t=1 t=1

Para llegar al resultado final se ha tenido en cuenta (50) y (51).
Andalogamente,

B] :Y_ﬂA2y:ﬂ] +/82)_(+L7_ﬁ2)?:/81 +ﬁ_i(ﬁz_ﬂz)

=ﬂ1+%zut_)_(zctut (53)

EJEMPLO 1 Estimacion de la funcion de consumo con series simuladas

Con el mismo modelo que el caso 3.11 de Econometria Aplicada, en un
experimento de Montecarlo al que denominaremos Exp. 1, hemos generado 10 series de
consumo (CONS) a partir de la relacién:

CONS, =2+0,85x RENDIS, +u, (54)

donde RENDIS es la renta disponible y la perturbacion u se distribuye con media 0 y
desviacion tipica 1. (La tUnica variacidén con respecto al caso 3.11 es que en dicho caso la
desviacion tipica de la perturbacion es 1,2.)

Aplicando minimos cuadrados utilizando cada una de las muestras
generadas de consumo y de la muestra dada de la variable RENDIS (Véase cuadro 3.11

de Econometria Aplicada ), se han estimado (véase cuadro 1) los parametros S, y /3, del

modelo:

CONS, = f3,+ 3, x RENDIS, +u, (55)
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CUADRO 1 Resultados Exp. 1
Desviacion tipica de las perturbaciones: Constante (o = 1)
Desviacion tipica de la muestra de RENDIS: Constante ( Sgenpis = 2.905)

Nam. Desviaciones Desviaciones
muestra tipicas tedricas tipicas estimadas
B JiA %% | % o % | % K

1 2.993 0.803 | 2.3509( 0.1019( 0.6285| 1.4774( 0.0684 0.945
2 -0.408 0.977| 23509 0.1019( 0.7238| 1.7014( 0.0788 0.951
3 0.759 0.941 23509 0.1019( 1.1150( 2.6210( 0.1214 0.883
4 4.077 0.766| 23509 0.1019( 1.0440( 24541 0.1136 0.853
5 1.062 0.887| 2.3509( 0.1019( 0.6496( 1.5271( 0.0707 0.951
6 2.197 0.832| 23509 0.1019( 1.3934( 3.2755( 0.1517 0.790
7 -1.359 0.973| 23509 0.1019( 1.1117| 2.6134( 0.1210 0.890
8 1.594 0.853| 2.3509( 0.1019| 1.1466( 2.6954( 0.1248 0.854
9 2.917 0.807| 2.3509( 0.1019| 0.9516( 2.2369( 0.1036 0.884
10 4.194 0.741| 2.3509( 0.1019( 0.9270( 2.1790( 0.1009 0.871

Media 1.803 0.858
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Figura 4. Recta de regresion teérica (trazo continuo) y estimada en la muestra 1 del Exp. 1
(trazo discontinuo)

En la figura 4, ademas de la nube de puntos, se han representado la recta de
regresion teodrica (en trazo continuo) y la recta de regresion estimada con los datos de la
muestra 1. Como puede verse, la recta ajustada estd muy proxima a la recta teorica.

Insesgadez de los coeficientes

Una propiedad deseable en un estimador es que sea insesgado, es decir,
que su media tedrica coincida con el parametro que trata de estimar. Veamos
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concretamente, y de forma analitica, si se verifica esta propiedad en los
estimadores ﬁl y ﬁ’z . Tomando esperanza matematica en (52) y (53), y teniendo
en cuenta la hipdtesis 2a), se obtiene que

E(ﬁZ):E|:ﬂ2+Z_:ctut:|:E(ﬂ2)+ZCtE(ut):ﬂ2 (56)

E(B)= E{ﬂ] +%Zuf —)?Zc,u,} = E(@)%ZE(u,)—)?Zc,E(u,) =B,(57)

Por lo tanto, ﬁl y ﬁz son estimadores insesgados de los parametros
B,y B, respectivamente.

Cuando se esta trabajando con series reales no se conocen los valores de
los parametros; por ello, no se puede calcular la diferencia entre estimacion y
parametro correspondiente a una muestra en concreto. Sin embargo, si el
estimador es insesgado sabemos que si estimaramos el modelo con un gran
numero de muestras, entonces la media de las estimaciones obtenidas estaria muy
proxima a los parametros que se trata de estimar.

Si un estimador no cumple esta propiedad, se dice que es un estimador
sesgado. La diferencia entre el valor esperado del estimador y el estimador se
denomina sesgo.

EJEMPLO 1 (continuacion) Estimacion de la funcién de consumo con series
simuladas

Como en un experimento de Montecarlo se conocen los parametros, se pueden
calcular los sesgos que se han cometido en la estimacion. Asi, los sesgos cometidos en la
estimacion con la muestra 1, segin muestra el cuadro 1, son los siguientes:

Sesgo ordenada: 3, — 3, = 2,000 —2,993 = —0,993
Sesgo pendiente: 3, — 3, = 0,850—0,803 = 0,047

Los resultados anteriores estan determinados en parte por el azar, es decir, por la
extraccion concreta de las perturbaciones aleatorias. Ahora bien, si hacemos varias
extracciones y obtenemos la media de todas las estimaciones obtenidas, entonces los
sesgos seran en general menores que en una muestra en concreto. Asi, la media de las 10
estimaciones realizadas, segiin puede verse en el cuadro 1 son las siguientes:

_ XA

B = f=110 =1,803
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_ XAy

B, = j:llo = 0,858

Los sesgos que se obtienen para estos valores medios son los siguientes:

Sesgo ordenada: /4, — /3, = 2,000 1,803 = 0,197
Sesgo pendiente: S, — ,32 =0,850-0,858 =—0,008

Examinando los resultados del cuadro 2, en relacion a estos sesgos medios, puede
observarse que unicamente en la muestra 8 se obtiene un sesgo menor para la pendiente
(0,003), mientras que en la muestra 6 el sesgo de la estimacion de la ordenada es igual en

valor absoluto al correspondiente sesgo medio.

Precision de los coeficientes

Otra propiedad deseable de un estimador es que sea preciso, es decir, que
la funcioén de densidad se encuentre lo mas concentrada posible en torno al valor
medio. Una medida de esta precision la suministra la varianza (o la desviacion

tipica) del estimador.

La varianza del estimador £, es la siguiente

2
O

Ty R S . —
Z(Xt _X)2

t=1

La demostracion de (58) puede verse en el recuadro adjunto.

Denominando Sf a la varianza muestral de X, es decir,

T pR—
2 (X, —X)*
SZ — t=1
* T
la varianza de ,[;’2 se puede expresar del siguiente modo

2

P 2 2 O
E(ﬂz_ﬁz) _O-’@Z_TS)?
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Demostracion de (58)

De acuerdo con (52) se tiene que
n T
ﬂz - ﬂz = zctut
t=l1

Elevando al cuadrado ambos miembros de la expresion anterior, y aplicando el
operador esperanza se obtiene

E(ﬁz _132)2 = E|:thut:|

=E {ZT: cul + 3> ctct,utut} = ZT: GCEW)+Y. > e, E(uu,)
t=1 =1

t#t' t#t'

Teniendo en cuenta las hipdtesis Il b) y II ¢) se obtiene
C v\2
. >, - X) 2
= GZZcf o
t=l1

{i(){t—)‘()z} 2 (X~ Xy’

t=1

De forma analoga se obtiene la varianza del estimador £, :

V2 2 V2
EB-BY =07, =07 | =+ :"—{HX—Z} 61)
> (X, - X >
t=1
Por otra parte, puede demostrarse que los estimadores minimo cuadraticos,
son estimadores Optimos, es decir, son los que tiene menor varianza dentro de la
clase de estimadores lineales e insesgados. Por ello, suele decirse de los
estimadores minimo-cuadraticos que son ELIO (Estimadores Lineales Insesgados
y Optimos).

De acuerdo con (60) y (61) las desviaciones tipicas de los estimadores
vendran dadas por

o o
~o TS,

(62)
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1 X?
O'ﬁl =0 ? 1+F (63)

Como puede verse en (62), la desviacion tipica de ,82 es directamente

proporcional a la desviacion tipica de las perturbaciones e inversamente
proporcional a la raiz cuadrada del tamafio de la muestra y a la desviacion tipica
muestral de la variable explicativa. En la expresion (63), depende la desviacion

tipica de ﬁl depende de esos mismos factores y, ademas, de la media de la
variable explicativa.

Al ser desconocida la varianza de las perturbaciones (o), las varianzas de los
estimadores de los coeficientes de regresion son también desconocidas. Por ello es
necesario estimarla. El estimador insesgado de la varianza de las perturbaciones
en el modelo de regresion lineal simple viene dado por

T
2.
A2 t=1
O =
7o (64)

A la desviacion tipica estimada de la perturbacion (&) se le suele conocer
también con la denominacion de error tipico de regresion.

Si en las varianzas teoricas de los estimadores (expresiones (60) y (61)) se
sustituye la varianza de las perturbaciones por el estimador (64), se obtienen las
varianzas estimadas de los estimadores:

. 6

B _TS2 (65)
L, 67 X?
O'ﬁ~,1 :7 1+? (66)

Andlogamente, las desviaciones tipicas estimadas de los estimadores
vendran dadas por

~ O
o, = 67
N (67)
- _s |14 X’
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EJEMPLO (continuacion) Estimacion de la funcion de consumo con series simuladas

En el cuadro 1 se recogen también los resultados obtenidos en las 10 muestras
del Exp. 1 para &, oA'[} y o .
1 2

Con objeto de ver la influencia que tienen o y Sgenpis €n las desviaciones de los
estimadores, hemos realizado los experimentos 2 y 3.

En el experimento 2 se utiliza el mismo modelo que en el experimento 1 pero la
varianza de la perturbaciones utilizada ha sido distinta en cada una de las muestras. En
concreto, en las 5 muestras generadas, segiin puede verse en el cuadro 2, se han asignado
a o de forma sucesiva los valores 1, 2 3, 4 y 5. Como puede observarse, excepto en el
caso de que o =1, los estimadores obtenidos estan muy alejados de los valores de los
parametros. Se comprueba también que segun va creciendo o , lo va haciendo también su
estimador, aunque, como es previsible, de una forma menos uniforme que el pardmetro.

En la figura 5 se ha representado la recta de regresion verdadera y la
correspondiente a estimacion con la muestra 5, donde o =5. Como puede comprobarse
estan muy alejadas entre si ambas rectas.

En el experimento 3 se utiliza el mismo modelo que en el experimento 1 y
también la misma la varianza de la perturbaciones. Sin embargo hemos utilizado 5
muestras distintas de la variable X. Las 5 muestras se caracterizan por tener la misma
media (21,4), pero una desviacion tipica muestral de X variable, con valores que oscilan,
segin puede verse en el cuadro 3, entre 2,905 de la muestra 1 (igual que en el
experimento 1) y 0,290 de la muestra 5. Como puede observarse, las desviaciones tipicas
de los estimadores crecen de forma drastica a medida que disminuye la desviacion tipica
muestral de la variable explicativa.

CUADRO 2 Resultados Exp. 2
Desviacion tipica de las perturbaciones: Variable
Desviacion tipica de la muestra de RENDIS: Constante ( Sgevpis = 2.905)

Desviaciones Desviaciones
i tipicas tedricas tipicas estimadas
Num ~ p 2
muestra ﬂl ﬂZ i o o, o, o K
B B ~ b ;)
o
1 -0.037 0.931 1 2.3509| 0.1019| 1.4352| 3.3738| 0.1562 0.816
2 6.749 0.660 2| 4.7018| 0.2177| 1.3755| 3.2335| 0.1497 0.708
3 -4.152 1.200 3 7.0527| 0.3266| 2.3284| 5.4735| 0.2534 0.737
4 -19.640 1.828 4] 9.4036| 0.4354| 4.2124| 9.9022| 0.4585 0.665
5 8.654 0.674 50 11.7545| 0.5443| 6.3668| 14.9667| 0.6930 0.106
Media -1.685 1.059
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Figura 5. Recta de regresion tedrica (trazo continuo) y estimada en la muestra 5 del
Exp. 2 (trazo discontinuo)

En la figura 6 se ha representado la recta de regresion verdadera y la
correspondiente a estimacion con la muestra 5, donde Srenpis =0,290. Como puede
comprobarse en este caso también estan muy alejadas entre si ambas rectas.

CUADRO 3 Renta disponible (RENDIS) utilizada en el Exp. 3

t RENDIS1 | RENDIS2 | RENDIS3 | RENDIS4 | RENDISS
1 17.00 19.20 20.52 20.85 20.96
2 18.00 19.70 20.72 20.97 21.06
3 19.00 20.20 20.92 21.10 21.16
4 20.00 20.70 21.12 21.22 21.26
5 20.00 20.70 21.12 21.22 21.26
6 22.00 21.70 21.52 21.47 21.46
7 23.00 22.20 21.72 21.60 21.56
8 24.00 22.70 21.92 21.72 21.66
9 25.00 23.20 22.12 21.85 21.76
10 26.00 23.70 22.32 21.97 21.86
Media 21.400 21.400 21.400 21.400 21.400
Desviacidn tipica 2.905 1.452 0.581 0.363 0.290
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CUADRO 4 Resultados Exp. 3

Desviacion tipica de las perturbaciones: Constante (o = 1)

Desviacion tipica de la muestra de RENDIS: Variable

Desviaciones Desviaciones
tipicas tedricas tipicas tedricas
mll\i:sr?ra ﬂl ﬂz S RENDIS O-ﬁu o'ﬁ2 6—51 &ﬁz R?
O
1 2.213 0.867| 2.905| 23509| 0.1019| 0.8966| 2.1077| 0.0996| 0.9080
2 4.077 0.768 1.452| 4.6714| 0.2178| 1.2788| 5.9714| 0.2784| 0.4874
3 -1.499 1.014| 0.581| 11.6519| 0.5443| 0.8597| 10.0170| 0.4679| 0.3700
4 -25.180 2.141| 0.363| 18.6453| 0.8712| 0.9092| 16.9454| 0.7917| 0.4780
5 -19.886 1.849| 0.290| 23.3376| 1.0904| 1.1782| 27.4482| 1.2825| 0.2060
Media -8.055 1.328

CONS5
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24

26

Figura 6. Recta de regresion teorica (trazo continuo) y estimada en la
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7 Principios generales del Contraste de hipotesis

El contraste de hipotesis permite realizar inferencias acerca de pardmetros
poblacionales utilizando datos provenientes de una muestra. Para realizar
contrastes de hipotesis en estadistica, en general, hay que realizar los siguientes
pasos:

1) Establecer una hipoétesis nula y una hipoétesis alternativa relativas a los
parametros de la poblacion.

2) Construir un estadistico para contrastar las hipotesis formuladas.

3) Definir una regla de decision para determinar si la hipdtesis nula debe
ser, 0 no, rechazada en funcion del valor que tome el estadistico construido.
Formulacion de la hipdtesis nula y de la hipotesis alternativa

En la regresion lineal simple vamos a realizar contrates individuales sobre
los coeficientes del modelo de regresion. La formulacion de la hipdtesis nula se
realiza mediante una igualdad, que reviste la siguiente forma:

Hy:f=p (69)
donde S es un valor prefijado por el investigador.

Para formular la hipotesis alternativa se utilizan, segin los casos, los
operadores "desigualdad", "mayor que" o "menor que". Por tanto, las tres
alternativas de hipdtesis alternativas que consideraremos son las siguientes:

a)H,: B # 5 b)H,:B.> B OH,: B <p (70)
El caso a) dara lugar a un contraste de 2 colas, mientras que en los casos
b) y ¢) el contraste correspondiente sera de una sola cola.

Construccion del estadistico de contraste

Para realizar el contraste se trata de buscar un estadistico que tenga una
distribucidon conocida. La distribucion del estadistico dependera en buena medida
de los supuestos que se establezcan en el modelo.

De acuerdo con la hipdtesis del modelo de regresion lineal simple II d), la
perturbacion u,sigue una distribucion normal. Dado que S, y f, se obtienen
como combinacion lineal de u,, seguirdn a su vez una distribucion normal, es

decir,

Jia %N{ﬂz,ﬁ—s} (71)
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B —>N| .o %{H%} (72)

X

o alternativamente, si tipificamos, tendremos que

Lob N(0,1) (73)
o
JTS,

—LZh v (74)
1 X’
o, |- 1+—
T S:
Supongamos que deseamos realizar un contraste sobre el coeficiente f,.

En concreto, supongamos que deseamos contrastar la siguiente hipotesis nula
((69) frente a la hipdtesis alternativa a) de (70)).

Si es cierta la H ), se verificara que

Lh N(0,1) (75)
O

JTS,

El problema que se nos plantea es que no se puede calcular el estadistico
anterior porque o no se conoce cuando trabajamos con datos reales. Cuando se
sustituye o por su estimador &, entonces el estadistico anterior se distribuye
como una ¢ con 7-k grados de libertad, es decir,

Bz — 132*
5 Pl (76)
JTS,
La dispersion de una ¢ de Student es mayor que en una N(0,1), aunque la

dispersion va disminuyendo a medida que aumentan los grados de libertad,
verificandose que:

t,—=5—N(0,1) (77)

Asi pues, cuando el nimero de grados de libertad de una ¢ de Student
tiende hacia infinito converge hacia una distribucion N(0,1). En el contexto del
contraste de hipodtesis, si crece el tamafno de la muestra, también lo haran los
grados de libertad. Esto implica que para tamafios grandes (por ejemplo, para
muestras con un tamafo superior a 60) se puede utilizar, de forma practicamente
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equivalente, la distribuciéon normal para contrastar hipdtesis, ain cuando no se
conozca la varianza poblacional.

Conviene recordar que una ¢ con n grados de libertad tiene la siguiente
relacion con una F de 1 grado de libertad en el numerador y » grados de libertad

en el denominador:
tn = iv E,n (78)

Una variable F toma siempre valores positivos, mientras que una variable
¢, que tiene una funcion de densidad simétrica, puede tomar valores positivos y
negativos. Obsérvese que a cada valor de una F' le corresponden dos valores (uno
positivo y otro negativo) en una ¢. La distribucion del estadistico utilizado en el
contraste incorpora la H,, es decir, se construye bajo el cumplimiento de la
hipdtesis nula.

Regla de decision para el contraste’

3 Véase pagina 157 y siguientes de Econometria Aplicada
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