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1. INTRODUCCION.

Modelizacion numérica de la degradacién de
la informacion espacial: planteamiento
general y resultados.

El inconveniente fundamental que presenta el estudio de la
vision desde el punto de vista fisico, es el escaso conocimiento
que se tiene, de los procesos concretos de transmision e
intercambio de informacioén entre los elementos del soporte
biolégico, donde tienen lugar. Para nosotros este inconveniente
no es frustrante, en el sentido de que lo que se pretende no es
llegar a comprender como funciona un sistema en particular,
como por ejemplo el cerebro, sino establecer cuales son los
mecanismos que permiten la extraccion eficiente de la
informaciéon contenida en las imdgenes naturales. El
desconocimiento esencial de los procesos cerebrales relacionados
con la visién, representa un problema porque implica que
nuestro trabajo estara limitado exclusivamente por la
fenomenologia del problema, lo cual propicia la aparicion de
muchos modelos diferentes, dificilmente contrastables, para la
explicacion de los resultados psicofisicos.

El resultado es que en vision, tan licito es discutir sobre los
detalles de un modelo como sobre su misma base, planteando
caracterizaciones alternativas esencialmente distintas. En este
trabajo desarrollamos la idea clasica del filtrado lineal utilizando
el reciente formalismo de las representaciones segun bases de
funciones localizadas, dando por sentada la ejecucion de una
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cierta transformacion de las imdgenes, la eleccion de una base,
el funcionamiento del sistema como filtro, etc.

La amplitud del problema y el hecho de que la solucion
permanezca esencialmente abierta, hacen necesaria una
justificacion adecuada de las hipoétesis de las que se parte. Por
ello, los tres primeros capitulos estdin pensados como una
introduccioén general que describa el problema, y justifique el
planteamiento mediante el que lo hemos abordado.

El primer capitulo estard dedicado a delimitar cudl es el
problema que pretendemos abordar y los diferentes aspectos
sobre los que cabe discutir, sefialando las hipétesis que
asumimos, situando asi nuestra contribucién en el punto del
problema que le corresponde.

En el segundo capitulo analizamos las propiedades de la
herramienta matematica que vamos a utilizar: /as funciones de
Gabor y la Transformacion de Gabor.

Basandonos en las propiedades de dichas funciones, en el tercer
capitulo repasaremos algunos de los argumentos a favor de la
utilizacidon de funciones localizadas en el analisis de imagenes v
en el modelizado del sistema visual.

1.1 PLANTEAMIENTO GENERAL DEL PROBLEMA.

1.1.1 Algunas ideas sobre el sistema visual.

En contra de lo que sucede en el resto de las ciencias, donde el
objeto de estudio determina el método de trabajo, en fisica, es
habitual que el enfoque utilizado, defina el objeto a estudiar.
Asi ocurre en el caso del andlisis fisico del problema de la
vision. Considerando la vision como la adquisicion de
informacion respecto de un entorno, a partir de las imagenes que
del mismo genera un sistema Optico, es evidente que al hablar
del sistema visual no nos referiremos exclusivamente al sistema
optico formador de imagenes, sino que podremos incluir también
el sistema de fotodeteccion y procesado posterior que permite la
extraccion y el andlisis de la informacién, necesaria para la
formacion de conceptos acerca del entorno. Asumiendo esta
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definicion, determinar a qué llamamos sistema visual es una
cuestion de convenio.

En general, se considera que el sistema visual es el que se
encarga de la formacion, adquisicion y codificacion de las
imagenes. De esta manera, la informacién que pueda extraerse
de la sefial codificada estara limitada por la degradacion que
haya sufrido en los procesos previos efectuados por el sistema
visual.

En el caso concreto de los mamiferos superiores, el concepto de
sistema visual incluiria tanto al sistema Optico del ojo como a
laretinay los canales neuronales que trasladan y transforman la
sefial procedente de los fotodetectores a través del nicleo lateral
geniculado (LGN) hasta el cortex visual; mientras que, si se trata
de un sistema de vision artificial. incluiria la cimara, el sistema
de codificacion de las seiiales RGB y los primeros algoritmos
efectuados por el hardware de la tarjeta digitalizadora y el
programa de tratamiento de imagenes.

1.1.2 Enfoque utilizado y problema a tratar.

De acuerdo con el modo en ¢l que hemos establecido el concepto
de sistema visual, el enfoque empleado sera formal, y centrado
en el planteamiento de algoritmos que permitan reproducir
cuantitativamente el preprocesado de la informacién visual
realizado por el sistema.

Aunque se acudird a ciertos resultados fisiologicos para
argumentar a favor o en contra de alguna herramienta
matematica, o fijar alguno de sus pardmetros libres, en ningun
momento pretenderemos  identificar las  transformaciones
matematicas que se utilicen con las trayectorias neuronales del
proceso visual y sus propiedades fisioldgicas.

En definitiva, algunos resultados fisiologicos pueden servir de
base a los algoritmos presentados, pero nuestro objetivo es que el
modelo obtenido sea eficiente y explique la psicofisica, y no que
sirva para explicar la funcion desempefiada por el LGN o el drea
V17 del cortex, por poner un ejemplo.

En este trabajo analizaremos exclusivamente la actuacion del
sistema respecto de imdgenes acromdticas estaticas, obviando
por tanto los efectos cromdticos y de movimiento, asi como los
efectos estereoscopicos y de interaccion binocular.
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Aqui consideraremos el sistema visual humano como un
codificador eficiente de bajo nivel, que transforma la sefial de
entrada (una funcién i(x) donde los puntos x pertenecen al
dominio bidimensional de posiciones que constituye el campo
visual y, i(x) es la distribucion de intensidades objeto en dicho
campo), en una sefial codificada f(p). Los diferentes valores del
pardmetro p representan caracteristicas disjuntas que pueden
estar presentes en la imagen, de forma, que el valor de f(p) en
cada punto p indica en qué medida estd presente la caracteristica
representada por p en la imagen i(x).

Las operaciones realizadas por el SV sobre las imdgenes
incidentes se denominan preprocesado o codificacién de bajo
nivel porque las caracteristicas respecto de las que se codifica.
son caracteristicas matematicas sencillas de las funciones base
segun la que. como veremos, se descompone el estimulo i(x).
Después de este tipo de codificacion, mas alla de los limites de lo
que hemos acordado llamar sistema visual, se sita el procesado
de alto nivel, encargado de extraer informacion a partir de la
sefial codificada y realizar tareas de clasificacion y
reconocimiento elaborando descriptores complejos con contenido
semantico.

Asumiendo el tratamiento del sistema visual como un
codificador de bajo nivel, nuestro proposito es caracterizarlo
cuantitativamente planteando una transformacion T tal que :

fp)=T [ix)] (1.1

La transformacion T representa el efecto conjunto de todos los
procesos que realiza el sistema visual. En general, T incluird una
transformacion 7 sobre el dominio P y una operacion de
reduccion de informacion R en dicho dominio; es decir:

T=R°T (1.2)
Con una caracterizacion de este tipo, dada cualquier seiial de
entrada i(x), podremos obtener una representacion topografica de
la sefial codificada:

f@)=R(T[ix)])

i')=T [ f(p)] (1.3)
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que permita comprobar qué aspectos de la sefial, se han perdido
en el procesado. Logicamente, la manipulacion de T [i(x)]
mediante R implica que la imagen reconstruida a partir de la
codificacidn diferira de la inicial, es decir: i’ (x) = i (x)

Antes de analizar con detalle las funciones de un codificador de
bajo nivel, diremos unas palabras acerca del sentido en que
utilizaremos los conceptos de: informacion, volumen de una
sefial, reduccion de la informacion. etc., conceptos todos ellos de
interés al definir la mision del sistema con el que tratamos.

1.1.3 Observaciones acerca del concepto de informacion.

Al hablar de sistemas caracterizados por funciones filtro.
definidas en un dominio P, suele utilizarse el concepto de
informacion en un sentido muy amplio que en ocasiones lleva a
resultados  contradictorios con lo obtenido aplicando
estrictamente los conceptos de la teoria de la comunicacion.

Por ejemplo, al estudiar un sistema como filtro, en ¢l dominio de
Fourier, si su funcidén de transferencia es uniforme e igual a la
unidad, se dice que la sefial de salida, definida en el dominio
frecuencial', contiene la misma informacién que la sefial de
entrada. en el sentido de que es posible recuperar la sefial de
entrada de forma perfecta. Si por el contrario, el sistema actia
lcomo un filtro pasa baja, se dice que la sefial de salida contiene
menor informacién sobre las altas frecuencias y que, por tanto,
aporta menor informacion que la imagen original.

Desde este punto de vista, la pérdida o el mantenimiento de la
informacion se asocia con la distorsién sufrida por la imagen
reconstruida, i'(x), a partir de la sefial codificada , f(p), respecto
de la imagen original. i(x). Sin embargo, como veremos a
continuacion, aplicando las definiciones de la teoria de la
comunicacion. la informacion contenida en la transformada de
Fourier de la imagen filtrada, es en general la misma que en la
transformada de Fourier sin filtrar; v en cualquier caso, muy
superior a la contenida en la imagen original.

1 Recuérdese que consideramos que la salida del sistema es f(p)=R(T[i(x)]](p) y no
‘=T [fip)]
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Esta contradiccion surge del hecho de que una pérdida de
informacion, en el sentido estricto de los términos, efectivamente
provoca la imposibilidad de obtener una reconstruccidn perfecta
de la sefial original, pero lo contrario no es siempre cierto.
Digamos que el concepto de sistema que degrada la seiial
incluye el concepto de sistema que elimina informacién, pero es
mas amplio que éste.

A continuacion recordaremos, sin intencion sistematica. los
conceptos basicos sobre la medida de la informacioén contenida
en una sefial, para clarificar las afirmaciones anteriores. En
primer lugar, definiremos los conceptos de fuente de sefiales v
entropia de la fuente para introducir el concepto de informacioén
de una sefial como medida de la reduccion de entropia de la
fuente.

Fuente de senales.

Fendmeno fisico que toma valores (continuos o discretos) en un
determinado rango segin una cierta distribucion de
probabilidad.

Cada punto de una escena 2D es una fuente de sefiales, ya que la
intensidad / en cada punto x toma valores i(x) segun una
densidad de probabilidad P(x,i).

En el caso mas general, las diferentes fuentes puntuales no son
independientes.

Entropia de una fuente (H).

La entropia H de una fuente, es una medida de su aleatoriedad,
de la incertidumbre existente respecto de la posibilidad de que
tome uno u otro valor dentro de su rango de variacion.

La formulaciéon matematica de entropia debe satisfacer ciertas
propiedades intuitivas:

- La entropia (aleatoriedad o indeterminacion en el
resultado) debe crecer con el incremento de posibilidades
de eleccion, con lo cual, debe depender de:
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. El nimero de valores posibles en el rango de
variacion de la fuente: A mayor niimero de valores
posibles, mayor indeterminacion y mayor A.

. La forma de la densidad de probabilidad del valor i
en su rango de variacion: A crecerd cuanto mas
uniforme sea la funciéon densidad de probabilidad.
La mdxima indeterminacion se tiene cuando todos
los valores sean equiprobables.

- Si dos fuentes independientes se consideran como una sola
fuente. la entropia de la fuente compuesta debe ser igual a
la suma de las entropias fuentes simples.

- En los afios cuarenta Shannon[1] propuso una expresion
para H que cumple las propiedades citadas. Definio la
entropia de una fuente F que puede tener N valores i; con
I= 1...., N segun una distribucién de probabilidad P(i)
dada por:

N
H(F)=~3 P(i)-log. P(ir) (1.5)
I=1
En esta definicion se toma un logaritmo de base 2 por convenio,
porque asi, la definicion de la unidad de entropia resulta mds
intuitiva.

Unidades de medida de la entropia.

Tomando el logaritmo en base 2, conseguimos que la entropia
sea la unidad para una fuente que posea dos estados
equiparables: (P(i} )=P(iy)=1/2):

H(F)——%P(i)-lo Pliyy=-+1o (1)——1--10 (‘)—l+i—1
I=] { g2 i 2 gl 2 2 gl 2 2 2

Asi, definimos la unidad de entropia, el bit, como la entropia de
una fuente con dos estados equiprobables. Una fuente con una
entropia de m bits es, por extension, aquella que puede tomar 2™
valores, con igual probabilidad.
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Informacion contenida en una seiial S sobre la fuente F.

Una sefial indica algunos o todos los valores que la fuente ha
tomado, reduciendo asi la indeterminacion de la fuente.

La informacién contenida en una seiial se define como Ia
reduccion de la indeterminacion que provoca su conocimiento.

La informacién que contiene la sefial se define como la
diferencia entre la indeterminacion inicial H, , previa al
conocimiento de la sefial, y la indeterminacion final Hf, que
permanece una vez conocida la sefial:

I(s)=H, (F)-H,(F) (1.6)

Si la seiial indica el valor de todos las variables de la fuente, la
indeterminacion final es nula, con lo cual :

[(s)=H, (F)=H(F) (1.7

Esta definicion implica que la informacion tiene dimensiones de
entropia, y por lo tanto también se mide en bits.

Una sefial de m bits, es aquella que puede contener toda la
informacion procedente de una fuente cuya entropia es de m bits.

Una vez introducidos los conceptos de entropia e informacion
veamos como la degradacion o no degradacion de la sefial, no
coincide exactamente con el concepto matematico de pérdida o
mantenimiento de la informacion.

Lo primero que hay que hacer notar es que la entropia de la
fuente cambia al pasar de una representacion a otra[2].
Efectivamente, si consideramos una escena como fuente de
sefiales en el dominio espacial, formada por N x N fuentes
puntuales (pixels) con una entropia de m bits/pixel' , al pasar a
otra representacion mediante una transformacion lineal de la
forma:

f(p)=Zg(fc,p)~i(f) (1.8)

sy entropia global sera N%'m bits s6lo si los pixels son independientes entre si.
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el valor en cada punto depende de varios, o en general de todos
los puntos de la imagen inicial, con lo cual, si cada pixel puede
tomar 2™ valores diferentes. cada coeficiente f(p) podra tomar
(2my"=N yalores diferentes. de forma que la entropia de la fuente
en esta nueva representacion sera de: jj m-NxN bits/coeficiente!!

Al efectuar un filtrado en el nuevo dominio multiplicando cada
coeficiente f(p) por un peso diferente, no se reducen las
posibilidades de variacion de la fuente, s6lo se comprime o dilata
el rango de variacion de cada coeficiente f(p); no se reduce el
numero de valores diferentes que puede tomar en dicho rango.
con lo cual, no se modifica la entropia respecto de la sefial sin
filtrar, manteniéndose los m-N? bits/coeficiente.

Este aumento espectacular en la entropia de la fuente al cambiar
de representacion, es estrictamente cierta cuando en la seral
inicial i(x) el valor de i en cada pixel no depende de su entorno.
Si. por el contrario, la fuente no genera la intensidad
aleatoriamente punto a punto, como es el caso de las escenas
naturales con las que se enfrenta el sistema visual. la densidad
de probabilidad de los valores f(p) no sara uniforme en su rango
de variacion, de forma que, aunque se incremente el nimero de
valores posibles, pueda mantenerse o incluso reducirse la
entropia de la fuente en dicha representacion. Lo que si es cierto,
es que en general, la entropia varia al cambiar de representacion
y que esta variacion depende de la interaccion entre los
coeficientes al efectuar la transformacion y de como se
modifique la densidad de probabilidad de los valores f(p) en su
rango de variacion.

El objetivo de todas estas matizaciones es poner de manifiesto la
ambigiiedad que supone hablar de reduccién de informacion al
tratar con caracterizaciones del sistema como un filtro, si no se
tiene en cuenta la estadistica del tipo de imagenes a tratar en el
dominio considerado.

De todos modos, el concepto intuitivo de reduccion de la
informacion, entendido como degradacion de la imagen, tiene
cierta relacién con el concepto estricto de reduccion de entropia
cuando el proceso de degradacion tiende a simplificar la
descripcion de la sefal, de forma que, ésta puede quedar
definida, por ejemplo, por un menor numero de coeficientes.
Desde este punto de vista, un filtrado pasa-baja puede
considerarse como una reduccion de informacion de la imagen
en el sentido de que disminuye la importancia de ciertos
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coeficientes, de forma que podrian obviarse, pudiéndose obtener
asi una reduccion estricta del volumen de la sefial.

1.1.4 Sistemas de codificacién de bajo nivel.

El objetivo de la codificacién de bajo nivel es facilitar las tareas
de extraccion de conceptos y clasificacion que deben realizarse a
posteriori, por ello, los criterios para valorar la eficiencia de un
determinado sistema codificador serdn basicamente dos:

- Lacapacidad que tenga de reducir el volumen de la sefial
codificada respecto del volumen de la seial incidente de
forma que se facilite la transmision y el almacenamiento
de la sefial codificada y se reduzca el coste computacional
de las operaciones posteriores.

- La utilidad de la codificacion para la extraccion de
determinada informacion a partir de la sefial codificada.
Asi. por ejemplo, la clasificacion de objetos en
determinadas clases sera mas sencilla cuando, con la
codificacién utilizada, los objetos de la misma clase. se
situen en regiones linealmente separables del espacio de
coeficientes p. de forma que la condicion matemadtica que
diferencie las clases sea sencilla.

De acuerdo con lo dicho, Gonzélez[2] sefiala que los procesos
basicos que debe llevar a cabo un codificador de bajo nivel son:

- Transformar la funcién i(x) descomponiéndola respecto
de una base de funciones dependientes del parametro p,
obteniendo una representacion f(p) de la sefial en el
dominio de valores de p.

- Modificar la sefial en el nuevo dominio para eliminar
parte de la informacién superflua o resaltar los aspectos de
interés.

Esquemadticamente:
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CODIFICADOR DE BAJO NIVEL

f7 (p} -
S S SENAL

CODIFICADA

SENAL
INCIDENTE

CAMBIO DE REDUCCION DE
DOMINIO INFORMACION

figura 1-.

Es conveniente representar la sefial en otro dominio porque en el
dominio espacial, la redundancia de las imdgenes naturales es
muy alta, en el sentido de que el valor de la funcidn i(x) en un
punto x,, estd muy relacionado con el valor de la intensidad en su
entorno, con lo cual, la informacion real que aporta cada pixel
(la incertidumbre que elimina) es pequefia[3]. Esto es negativo,
por dos razones: primero, almacenar la sefial de esta manera es
ineficiente debido a que cada pixel aporta poca informacion
utilizandose muchos coeficientes para describir escenas de baja
entropia. v segundo. porque en el dominio espacial es dificil
establecer criterios fijos para la eliminacion de la informacion
superflua.

Sera preferible representar la sefial en un dominio donde la
redundancia sea menor, cada coeficiente f(p) contenga mas
informacion (permitiendo conservar lo substancial con una sefial
de menor volumen) y ésta tenga un significado que nos permita
establecer un criterio fijo, para asi centrar nuestra atencion en
unas regiones del dominio p en detrimento de otras menos
interesantes. Ambas cuestiones: reducir el volumen de la sefial y
poder establecer criterios fijos para la eliminacion de
informacion tienen que ver con la estadistica de las imagenes
naturales en el dominio considerado. En el apartado anterior,
hemos visto que el volumen de la sefial que necesitamos para
contener la informacion de una escena, depende de la
representacion utilizada ya que, la entropia depende de la
uniformidad de la funcién de densidad de probabilidad de los
valores de los coeficientes en cada representacion

Por otra parte, si la estadistica de las imégenes en el dominio
considerado es muy asimétrica, serd mas sencillo decidir qué
zonas debemos considerar fundamentalmente, y cuales
despreciar o codificar con menor precision.
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El proceso de eliminacion de informacién, en su sentido amplio
ya comentado en el apartado anterior, puede iniciarse en la
transformacion misma: si la base de funciones sobre la que se
proyecta i(x) es incompleta, serd imposible obtener una
reconstruccion perfecta de la sefial inicial a partir de f(p), con la
consiguiente pérdida de informacién. Sin embargo, si la
transformacion es completa f(p) contiene toda la informacion
presente en i(x).

Los procesos de reduccion de informacion efectuados sobre la
sefial en el dominio de los pardmetros p pueden consistir en
filtrados lineaies, como por ejemplo, el efectuado por un sistema
dOptico en el dominio frecuencial; filtrados no lineales, como por
gjemplo los que tienen lugar al implementar una cuantizacién
vectorial' o en un sistema adaptativo de ganancia variable; o
procesos en los que intervenga no solo cada coeficiente f(p) sino
también su entorno, como por ejemplo. en las sumaciones y
promediados de f(p) sobre areas del dominio P.

Asi al tratar el sistema visual como un codificador de bajo nivel
de imagenes acromaticas, el problema a resolver es determinar e
implementar numéricamente la transformacion 7 de la sefial
incidente y las operaciones R sobre la sefial en el dominio P, lo
cual es equivalente a proponer cudl debe ser la salida, fjp), del
sistema, de manera que se cumplan en lo posible los criterios de
eficiencia y los resultados psicofisicos.

1.2 AMBITO DE NUESTRO ESTUDIO.

1.2.1 Discusiones posibles asumiendo la caracterizacion del
sistema visual como un codificador de bajo nivel. Ambito de
nuestro estudio.

Habiendo centrado el problema en la determinacién de la
transformacion T (transformacion de dominio 7 y posterior
transformacion R ) varias son las cuestiones basicas que pueden
plantearse; cuestiones sobre las que alin se discute y que, como
ya hemos dicho, no pretendemos resolver aqui.

! Una cuantizacion vectorial[4] representa una reduccién de informacién en el
sentido estricto de los términos, porque implica reducir el numero de niveles
posibles de la sefial, reduciendo asi su aleatoriedad y su contenido informativo.
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_El debate central acerca del modelo a utilizar, tiene dos aspectos
fundamentales:

. Plantear de que tipo es la transformacién 7, es decir,
discutir sobre cudl es el dominio P sobre el que debe
proyectarse i(x). En este punto se incluye ademas
discutir acerca de si debe utilizarse una
transformacién completa o no, y en el caso de que
existan varias bases de funciones posibles, elegir cual
es la que debe utilizarse.

. Decidir como se caracteriza la accion del codificador
para reproducir la distorsion que introduce en la seiial
original. Si la transformacion 7 es completa, esta
cuestion se reduce a discutir sobre la naturaleza de R.
Antes se han nombrado varias posibilidades para
implementar los algoritmos de reducciéon de la
informacion sobre la seiial transformada. Si se acepta
la opcion del filtrado lineal habra que definir los
coeficientes de la funcién filtro en el dominio P. Si se
opta por un modelo no lineal, como una cuantizacion
vectorial o un filtro de ganancia variable, habra que
definir cudles son los intervalos de cuantificacion
[4.5], o el mecanismo de ajuste de ganancia
respectivamente.

Todas estas cuestiones, pueden abordarse desde dos puntos de
vista: por una parte, puede analizarse la eficiencia objetiva de
cada modelo decidiendo cudl debe ser la transformacién o las
operaciones posteriores para que, segin la estadistica de las
imagenes tratadas, la codificacion sea Optima segun algun
criterio de reduccion de entropia sin eliminacion de informacion
esencial. Por otro lado, puede investigarse en las bases
fisioldgicas de los diferentes modelos relacionando por ejemplo,
las funciones base respecto de las cuales se realiza la
transformacion, con los campos receptivos de las células del
cortex y seleccionando la base empleada de acuerdo con la
distribucion en el dominio P de los campos receptivos.

1.2.2 Hipotesis de partida.

Cualquiera de las opciones planteadas representa, con sus
ventajas y sus inconvenientes, una forma diferente de abordar el
problema desde su misma raiz. Nuestro objetivo aqui no es
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plantear un modelo alternativo, ni demostrar rigurosamente que
el modelo elegido es el mds eficiente o al que efectivamente
responde nuestro sistema visual.

Recopilando las ventajas expuestas en la bibliografia a favor de
una transformacion cuyas funciones base estén simultineamente
localizadas en el dominio espacial y frecuencial (véase el apdo.
3.2), partiremos de la hipotesis de que la transformacion 7 es
una descomposicién de la imagen original respecto de una base
completa de funciones de Gabor.

Para implementar la transformacion empleamos ad hoc una base
de funciones inspirada en un modelo ya utilizado adaptiandola
convenientemente a nuestras necesidades[6].

Nuestra contribuciéon se centra en proponer que el proceso
posterior de reduccidén de informacion en el dominio espacio-
frecuencial asumido, puede caracterizarse mediante un filtrado
lineal andlogo al que se plantea en otros modelos que asumen
otra transformacion (la de Fourier, por ejemplo), y calcular la
funcion filtro correspondiente.

Hemos aceptado las limitaciones esenciales que implica un
modelo de filtro lineal (véase el apartado 4.2), porque la relacion
de la funcion filtro en este dominio, con las funciones analogas
en otros dominios es sencilla (véase el apartado 4.3) y
disponemos del material experimental para la determinacion de
la funcién filtro en el dominio de Fourier, con lo cual, su
obtencion sera mas o menos directa.

Para centrar ideas, podemos esquematizar todo lo dicho hasta
ahora en tres hipotesis basicas, que asumimos como punto de
partida para nuestro estudio:

. El preprocesado de las imdgenes acromdticas estdticas
que efectiia el sistema visual, puede modelizarse como un
codificador de bajo nivel; es decir, su comportamiento
quedard totalmente descrito por la transformacion T que
aplica sobre la sefial de entrada. La transformacion T se
compone de un cambio de dominio 7 y unas operaciones
R de distorsion (y simplificacion) de la sefial en el nuevo
dominio.

. La transformacion 7 aplicada es una descomposicién de
la sefial respecto de una base completa de funciones de
Gabor; es decir, el dominio P donde queda definida la
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sefial de salida, es un dominio espacio-frecuencial de
dimension 4 (véase el apartado 4.1.1) donde cada punto p
estd definido por dos coordenadas espaciales y dos
frecuenciales.

. El proceso R de reduccion de informacion en el dominio
p es un filtrado lineal de los coeficientes de la
transformacion T.

1.2.3 Aportaciones originales.

Sobre la base de estas hipétesis, nuestro trabajo ha tenido dos
tipos de resultados:

Aportaciones teoricas:

. Caracterizacion del sistema visual como un filtro lineal
en un dominio de Gabor, introduciendo el concepto de
Funcion de Sensibilidad a estimulos de Gabor (GSF),
poniendo de manifiesto las ventajas de tal representacion
en la caracterizacion de sistemas espacialmente
inhomogéneos.

. Establecimiento de la relacion matemadtica entre la
funcidn filtro en un dominio de Gabor (GSF), y la funcién
filtro en el dominio de Fourier (Funcion de Sensibilidad
al Contraste: CSF).

. Estudio de las limitaciones de la relacion entre la GSF'y
la CSF con propuestas para superar dichas limitaciones.

Resultados experimentales y simulaciones:
. Establecimiento de la caracterizacion de Fourier.

- Medida experimental de la funcién filtro (CSF), en
todo su dominio bidimensional para obtener una
modelizacion cuantitativa del funcionamiento del
sistema.

- Simulacién de la respuesta impulsional y del
procesado de imagenes complejas mediante las CSFs
experimentales.

. Establecimiento de la caracterizacion de Gabor.
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- Determinacion de la funcién filtro en el dominio 4D
de Gabor a partir de la CSF 2D experimental y de la
base de funciones elegida.

- Demostracion de la equivalencia de ambas
caracterizaciones para sistemas espacialmente
invariantes (zona foveal).

- Introduccion de inhomogeneidades espaciales en la
GSF.

Como se ve, lejos de plantear una alternativa radical, o tratar de
justificar rigurosamente un modelo concreto de distribucion de
campos receptivos, nuestro objetivo ha sido simplemente
destacar las potencialidades de las representaciones espacio-
frecuenciales para caracterizar el comportamiento del sistema
visual. En este sentido, nuestra contribucién se ha centrado en la
modelizacion simple (como filtro lineal) del proceso de
reduccion de informacién R, asumiendo que la transformacion
de codificacion es una 7G.

En este trabajo se han dado unos primeros pasos en el manejo de
los dominios conjuntos estudiando una transformada conjunta
general, y estableciendo una relacion, también general, entre
funciones filtro defidas en dominios diferentes.

El trabajo futuro (previo al inicio de experiencias psicofisicas
con este tipo de funciones) debe estar orientado a refinar la
formulacién matematica para superar las dificultades (apdo. 6.2)
asociadas a la base que hemos utilizado en nuestro caso
particular (apdo. 5.2).

Una vez resueltos estos problemas (encontrada una base mds
estable), podremos aplicar las idas aqui expuestas y plantearnos
modelizaciones de R que vayan mas alld del simple filtrado
lineal.



2. HERRAMIENTA MATEMATICA.

Funciones y Transformada de Gabor.

Segiin lo dicho en el capitulo anterior, el objetivo de una
caracterizacion numérica del comportamiento del sistema visual,
es la determinacion de las transformaciones 7 y R de
codificacion y reduccién de informacion respectivamente. Como
también se ha dicho antes, asumimos que la transformacion 7 es
una descomposicion de la imagen incidente respecto de un
conjunto de funciones g(x,p) de Gabor, es decir, se trata de una
transformada de Gabor.

En este capitulo, estudiaremos las propiedades matematicas de
este tipo de funciones y analizaremos el problema del calculo de
esta transformacién 7. En el siguiente capitulo utilizaremos
dichas propiedades para justificar la eleccién de este tipo de
trasformada.

2.1 FUNCIONES DE GABOR.

2.1.1 Un poco de historia.

En el ambito del procesado de sefial. las funciones armonicas
moduladas por gaussianas se conocen como funciones de Gabor
en honor a D. Gabor que en su Teoria de la Comunicacion{7]
(1945) propuso este tipo de funciones como base optima para la
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representacion de cualquier sefial en lo que él llamo diagrama
de informacion: un domino conjunto tiempo-frecuencia.

Gabor introdujo la descripecion de las sefiales en un dominio
tiempo-frecuencia porque, hacia poco que Nyquist|8] habia
justificado matematicamente la limitacién en la transmisiéon de
datos mediante una sefial de ancho de banda y duracién
limitadas: efectivamente, como, dada una sefial s(t) periodica
con periodo At (véase la figura 2.a)
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s s L L I L L i 1 . L L . L L

g1 0z 02 04 05 08 07 08 09 ¢ 0 2 4 5 8 10 12 14 16
tiemgo (s) fracuencia (Hz)

Fig 2.a: Sefal s(t) con periodo T Fig 2.b: Espectro de s(t)

su espectro sera discreto (fig. 2.b) con separacion entre lineas
igual a 1/At y cada coeficiente de S(f) da dos datos
independientes (mddulo y fase) no contenidos en el resto del
espectro, la cantidad de datos independientes que se pueden
enviar mediante la sefial s(t) en cada intervalo At serd
proporcional al drea que la sefial ocupa en el dominio conjunto:

N=2 lei = 2 AfAt « Af At

At @2.1)

ya que el numero de coeficientes por unidad de frecuencia es de

/At
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La limitacion del nimero de datos independientes que puede
aportar una sefial en funcion de su ancho de banda y duracion
temporal sugirié a Gabor que el drea que una seiflal ocupa en un
dominio conjunto tiempo-frecuencia podria considerarse una
medida de la cantidad de informacion! que contiene la sefial.

Por otra parte, apoyandose explicitamente en la formulacion de
la mecdnica cudntica, Gabor recuerda la imposibilidad de
conseguir seflales con un drea arbitrariamente pequefia en el
dominio conjunto debido a la relacion de incertidumbre:

AfAt2cte 2.2)

con lo cual, deduce que la base apropiada respecto de la cual
descomponer las sefiales para su andlisis en este tipo de
dominios conjuntos debia estar formada por funciones que
minimizasen su drea AfAt y permitiesen recubrir todo el
dominio con minimo solapamiento. constituyendo asi una base
completa y minimamente redundante. Como. segiin Gabor, el
drea que ocupa una funcion en el dominio tiempo-frecuencia es
proporcional a informacion que puede contener, llama, un tanto
grandilocuentemente, sefiales elementales o Logones (cuantos
de informacién o unidades indivisibles del diagrama de
informacion), a aquellas funciones con drea A fA t minima.

Gabor recoje de nuevo ideas de la mecanica cudntica al recordar
que las funciones que satisfacen la igualdad para en la relacion
(2.2) son los estados de minima incertidumbre o paquetes
gaussianos: ondas planas moduladas por una envovente
gaussiana:
=t
gt foa) = € 7( p ) ei( 2n/,t+0 )

En 1988, en pleno renacimiento del interés por el procesado de
sefial en dominios conjuntos, Daugman[9] demuestra que esta
propiedad es generalizable al caso bidimensional y esgrime este
hecho como argumento a favor del andlisis de imdgenes
mediante una base de funciones de Gabor 2D.

1 Gabor no estaba utilizando el concepto estricto de informacién definido por
Shannon poco después.

2.3)
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Fig. 3: Parte real (a) e imaginaria (b) de una funcion de Gabor

tiempo (s)

0.5s.

2Hz, y a

0.35s, f,

unidimensional. El pardmetro t  conirola la posicidn central, f, la

[frecuencia de oscilacion, y a la anchura de la gaussiana. En este caso,

ta
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2.1.2 Funciones de Gabor bidimensionales: definicion.

En el analisis de imdgenes tratamos con sefiales definidas en el
dominio bidimensional de posiciones espaciales formado por los
puntos x=(x, ¥). De la misma manera que en el caso 1D, una
funcién de Gabor general definida en este dominio vendra dada
por el producto de dos funciones:

-Una funcién armoénica bidimensional cuya oscilacion se
extiende perpendicularmente al vector f= (f,.f,) con
frecuencia |f,|, con origen en un determinado x,= (x,),) ¥
fase ¢.

- Una gaussiana de base eliptica centrada en el punto x, y cuyo
eje mayor forma un dngulo o con el gje x.
|2 O2
x Y
i + -5

n |
g(x.xy. fp.ab,a,¢)= € (‘” b )e’(z”fo (x-x9)+ ) (2.4)

donde x' = (x', y') resulta de una traslacion y un giro de ejes:

x = G_a[T_x” (x)] 2.5)

explicitamente:
[x']z{ cos(—a) sen(—a)]‘[x—xg] 2.6)
A -sen(—a) cos(—-a)||y—Yo

Para describir el dominio espacial utilizaremos las unidades en
las que se mide el campo visual. La posicion de un punto se da
en grados respecto del eje optico que subtiende dicho punto. La
medida de longitudes en grados implica que las frecuencias
espaciales (ciclos por unidad de longitud) se expresen en ciclos
por grado. En la figura 4.a se muestran los valores de la parte
real de la funcién para unos valores concretos de los parametros,
y en 4.b, el patréon de luminancias que corresponde a dicha
funcion.
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an o
o _,O0 ,o

g(x,xo0,fo)
s
(=]

X (grados)

(4.a)

0 0.5 1
X (grad)

(4.b)

Fig. 4: Parte real de una funcion de Gabor bidimensional centrada en x,=(0.5,0.4)deg, con una
Jrecuencia f)=(3,2)cl/deg, anchuras a=0.5deg y b=0.3deg, fase $=0°, e inclinacion a=25°
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2.1.3 Espectro de una funcién de Gabor 2D.

Para calcular la descomposicion frecuencial de una funcion de
Gabor aplicaremos las propiedades de la transformada de
Fourier 2D [10]. Si una funcioén f(x) tiene como transformada de
Fourier la funcion F(f). se cumple que:

1.La introduccién de una oscilaciéon de frecuencia f, en el
dominio espacial provoca un desplazamiento f, en el
dominio frecuencial:

27,
e T x) crros F(f-1)

2.Un giro de la funcion entorno al origen un dngulo o« en el
dominio espacial induce un giro analogo en el espectro:

f(G,(x)) «TF—> F(G,(f)

3. Un desplazamiento x, en ¢l dominio espacial induce una
oscilaciéon armonica en el dominio frecuencial con maximos
separados una distancia 1/}x,|.

f(x-x,) «TF— €12%% gy
Como nuestra funcion problema puede expresarse como:

g(x,x4, fp,a.b,a,0)= f(G.a (x‘xa)) ei (Z”fo (x-x5)+9)

donde:
{55)
) Tt T
fx)= € \@ 0 2.8)

si aplicamos las propiedades [1 - 3] se cumplira que:

, 7
TF{ £(G. (x-x,)) € (270 (""‘“*"’)J(f>=

Prop. 1 = =€ TF[ (G, (x-x,)) | (f-£»)

Prop.2 = =€ TF[ f(x-x,) ] (G, (/) f») (2.9)
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PI'Op.3 — =e—i (27[)6'0 (G~a(f)-f0)~¢) TF[ f(x) ] (G-a(f)'f0)
y como la transformada de f(x) es[10]:
_ 22442502
TF[ f(x) ] (H=€ ”(a S0, )

(2.10)

resulta que el espectro de g(x.x,.fj.a,b,o,¢) serd otra funcion de
Gabor definida en el dominio frecuencial:

TF] g(x.xpfp.a.b.0.0) 1= G(f.fy-xp,1/a,1/b,0,0)

.11

En la figura 5.a podemos observar la parte imaginaria de la

funcion de Gabor definida en la figura 4 y la parte imaginaria de
su espectro.

fy (cl/grad)

0 05 1 -5 0 5 10
X (grad) fx (clfgrad)
S.a)

(5.)
Fig.5: Patrén de intensidades -parte imaginaria- (a) y espectro (b) de la funcion de Gabor con los
parametros especificados en la figura 4. Notese que el espectro es también una funcion de Gabor:

una oscilacién con vector de ondas -x, modulada por una gaussiana centada en f,, inclinada un
dangulo &, y con anchuras 1/a 'y 1/b.

En el apartado 2.1.5 se analizan con detalle las implicaciones de
la relacion (2.11).
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2.1.4 Las funciones de Gabor como funciones de Area minima en o
el dominio conjunto espacio-frecuencia espacial. K/ g B

En los apartados anteriores hemos visto que una funcion de

Gabor esta simultaneamente localizada en el dominio espacial y

en ¢l dominio frecuencial, debido a las envolventes gaussianas

presentes en ambos dominios, como queda de manifiesto en el

ejemplo de la figura 5. En los apartados sucesivos veremos que |
esta propiedad es importante porque permite la utilizacién de las
funciones de Gabor como filtros pasa-banda adaptables, capaces P
de detectar la presencia de cierta informacion espectral en una

zona concreta del espacio.

En este apartado definiremos cuantitativamente lo que
entendemos por localizacion de una sefial y analizaremos las
propiedades de localizacion de las funciones de Gabor,
propiedades que tienen gran trascendencia a la hora de
considerar su utilidad como filtros o detectores.

Anchura de una funcion en los dominios espacial y frecuencial:
Relacion de incertidumbre([9].

La forma standard de cuantificar la dispersion de una funcion
f(x) respecto de un determinado punto x, consiste en calcular
los momentos de orden 2 de la distribucién de energia f(x)f(x)*
respecto de dicho punto.

Para sefiales 2D existen tres posibles momentos de orden 2:
respecto del eje x, respecto del eje y, y el momento conjunto xy.
Refiriendo la distribucion respecto de sus ejes principales, el
momento cruzado se anula, y los otros dos dan las anchuras
efectivas de la distribucion en sus ejes de simetria. Teniendo esto
en cuenta, definimos las anchuras de una funcion f(x), referida a P
sus ejes principales, respecto de un punto x, = (X, ¥,) cOmo: roTes

) , T B
j(x—xo)‘|f(x)| dx-] (NS
= 7 (2.12) ~

JIrof ax

. . N o
L, 7 Ty 8 T
Vo x=oy ven ) talvdt oL -

) T QU @ . b
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la definicion de Ay es analoga. De la misma manera podemos
definir las anchuras de F(f) en el dominio frecuencial respecto de

una f:

2

iV
j (fe= Lo P IRCOFaf
j R df

Af, (2.13)

la definicidon de Ay es también analoga. Con estas definiciones se
puede demostrar[11] que el producto de estas anchuras
unidimensionales satisface la relacion de incertidumbre usual:

Af. Ax>1/4n; AfyAyzlmn (2.14)

con lo cual, como al girar la funciéon respecto de sus ejes
principales crecen los productos de las anchuras efectivas, puede
asegurarse que en todo caso el area de cualquier sefial en el
dominio conjunto espacio-frecuencia siempre cumplird:

AxAyxAf Ag 2 1/16m2 (2.15)

Area de una funcién de Gabor en el dominio conjunto.

Para utilizar las expresiones 2.12 y 2.13 la funcién debe estar
definida respecto de sus ejes principales: «=0 en las expresiones
2.4 y 2.11. Aplicando las definiciones de las anchuras a la
funcion g y a su espectro G, se obtiene de forma inmediata:

a b
Ax = H Ay = —
21/; 2{7; 2.17)

N, =—F— 5 &, =—F
v 2an Yy 261

con lo que el drea de una funcién de Gabor en el dominio
conjunto minimiza la expresion 2.15.

El hecho de que las funciones de Gabor tengan drea minima en
el dominio conjunto tiene varias consecuencias:
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- Atendiendo al concepto de informacién definido por Gabor! |
estas funciones son las que contienen una cantidad de
informaciéon minima%2. Como para analizar una sefial
compleja, portadora de gran cantidad de informacion, es
deseable descomponerla respecto de una base de funciones
elementales, portadoras de una cantidad de informacién
minima, las funciones de Gabor constituyen una base
adecuada (Optima) para representar las seiiales complejas.

La relacién de incertidumbre implica que para un grado de
localizacién dado en uno de los dominios (espacio o
frecuencia), la deslocalizacion en el otro dominio serd tanto
mayor cuanto mas lejos se esté la igualdad en 2.15. Como las
funciones de Gabor satisfacen la igualdad, la deslocalizacion
en el dominio reciproco es minima, por lo tanto. si
utilizamos dichas funciones como filtros o detectores.
tenemos la maxima resolucion simultanea posible en ambos
dominios.

A pesar de lo atractivo del concepto de dominio conjunto como
diagrama de informacion divisible en cuantos elementales o
Logones, lo cierto es que esta formulacion de la idea de
informacion resulta poco practica y rdpidamente fue eclipsada
por las ideas de Shannon[l] expuestas anteriormente. El interés
de las funciones de Gabor en el analisis de sefiales reside en el
segundo de los aspectos citados: el hecho de tener la maxima
resoluciéon en ambos dominios implica que la aplicacion de un
filtro de Gabor sobre una sefial nos da informacion precisa sobre
la misma en ambos dominios, con lo cual, un conjunto de este
tipo de filtros constituye un potente método de analisis de las
sefiales.

Como curiosidad citaremos que existen opiniones aisladas
contrarias a considerar que los momentos de orden dos sean una
medida adecuada del drea de una funcién en aplicaciones de
modelizado de sistemas bioldgicos, asi como contra la
utilizacion de funciones complejas en dichos ambitos{12].
Wilson argumenta que planteando otras métricas (por ejemplo
momentos pares de mayor orden), otras formas de computar la

1 para Gabor la informacién contenida en una sefial es proporcional al nimero de
datos independientes que facilita.

2 El nimero de datos independientes contenidos en una sefial es proporcional al
producto de su drea especial por su ancho de banda (ec. 2.1)
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indeterminacion o exigiendo que las funciones sean reales, las
funciones de Gabor (o sus partes reales o imaginarias aisladas),
no satisfarian la igualdad en la relacién de incertidumbre.

De todos modos, segin los cdlculos del propio Wilson, la
loaclizaciéon simultdnea de la funciones de Gabor es, si no
maxima, si muy alta, independientemente del criterio utilizado
en la medida de las anchuras.

Lo cualitativamente importante en nuestro caso es tener una alta
localizacion simultdnea, para tener una alta resolucion espacial y
frecuencial, pudiéndose tolerar formulaciones sub-Optimas a
cambio de obtener ventajas matemdticas. Este mismo
razonamiento puede aducirse a favor de otros tipos de funciones
localizadas en dominios conjuntos (wavelets o bases de soporte
compacto[13]) ya que también presentan las mismas ventajas
cualitativas. La discusion no debe plantearse pues, entorno a si
unas u otras funciones minimizan unos u otros criterios de
localizacion, sino en ver que modelo resulta mas manejable y
potente.

En cuanto a la exigencia de que las funciones sean reales, hay
que decir que estd demostrada la posibilidad de una
representacion bioldgica de cantidades complejas mediante
canales sensibles a estimulos desfasados n/2 [14]. En cualquier
caso, debido a la fragmentariedad de los datos fisiologicos, es
complicado decidir entre diferentes modelos que coincidan
cualitativamente (funciones de Gabor o spline wavelets?). Asi
pues, no parece razonable rechazar una determinada
formulaciéon mientras no exista una imposibilidad fisioldgica
manifiesta.

2.1.5 Las funciones de Gabor como filtros pasa-banda: control
de las caracteristicas del filtro mediante los parimetros
variables en el dominio espacial.

Las funciones de Gabor pueden utilizarse como analizadores
espectrales locales. En efecto, su localizacion espectral y la
facilidad para controlar su posicién y anchura en el dominio
frecuencial, permiten su utilizacién como filtro pasa-banda
facilmente sintonizable. Por otro lado, su localizacion espacial
hace que el producto escalar de una imagen con una
determinada funcion de Gabor, de idea de la magnitud de la
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contribuciéon de la banda frecuencial considerada en la zona
espacial definida por la ventana gaussiana.

Para elegir las funciones adecuadas para un determinado tipo de
analisis hay que conocer como influye en el espectro de g(x.p) la
eleccion un determinado conjunto de los parametros p. Aunque
esta cuestion queda resuelta por la expresion 2.11, en este
apartado estudiaremos con ejemplos concretos cuales son los
grados de libertad que podemos fijar en una funcion de Gabor y
como influyen en su espectro, obteniendo asi un conocimiento
intuitivo de sus caracteristicas como filtro (banda de paso,
selectividad a orientaciones, desfase introducido...) que nos
permitird establecer criterios para seleccionar un conjunto de
estas funciones como base.

En una funcién de Gabor 2D tenemos 8 grados de libertad:

X, = (X 5 V) e Posicion central en el dominio
espacial.

S = Uox > foy) .......................... F_recue.ncxa de oscilacion de la
sinusoide.

A D Pardmetros que controlan la

anchura de la envolvente
gaussiana (longitudes de los ejes
principales de la elipse).

QL et Angulo que forma el eje mayor
de la elipse con el eje x.

@ et Fase de la oscilacion en el punto
X0

La modificacién de la forma de la funcion en el dominio espacial
provoca los efectos usuales[9-11] sobre su espectro. Las
propiedades fundamentales son las siguientes:

DOMINIO ESPACIAL DOMINIO FRECUENCIAL

Oscilacion de frecuencia fj, ... Filtro sintonizado entorno a f,,

Posicion central X .. rcreree Oscilacién en el dominio de la
espectral con frecuencia -x,,

Incremento del area ................. Disminucion de la banda de
paso

Inclinacion de la elipse un Inclinacion de la envolvente

ANGUIO Clu.eeeviiiieiicie i espectral un angulo o
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DOMINIO ESPACIAL ESPECTROS

5

fy (cl/grad)
(93]

0 0.5 1 - 5 10 15
X (grad) (6.a) fx (cl/grad) (6.)

[3;)
o

fy (cl/grad)

05 1 0 5 10 15
X (grad)

(6.c) fx (cl/grad) (6.d)

fy (cl/grad)

0 0.5 1 -5 0 5 10 15
x (grad) (6.¢) fx (cl/grad) 69

Fig. 6: La oscilacion espacial determina la posicion en el dominio frecuencial (determina el centro de la banda
de paso). En las figuras 6.a-6.f se muestra como la frecuencia de la oscilacién determina la distancia al
origen del dominio de Fourier.
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DOMINIO ESPACIAL ESPECTROS

fy (clfgrad)

0 0.5 1
x (grad) (6.2 fx (cl/grad) (6.5
2
0
2
b=
S 4
=
26
=
8
10
12 ®
0 5 10
(6.1) fx (cl/grad) (6
=
Il
&
s
el
1 1
0 05 1 2 a 5 10
x (grad) (6k) fx {cl/grad) 6.1

Fig. 6: La oscilacion espacial determina la posicion en el dominio frecuencial (determina el centro de la banda

de'paso). En las figuras 6.g-6.1 se muestra como la orientacion de la oscilacion determina la direccion a
la que es sensible el filtro.
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DOMINIO ESPACIAL ESPECTROS

fy (clfgrad)

5 0 5 10 15
fx (cl/grad)

(7.b)
5
0
%5
2
=
=10
15
20
-5 0 5 10 15
fx (cl/grad) (7.d)
=
@
2
=
el
0 0.5d 1 5 0 5 10 15
X (gra
(grad) e fx (cl/grad) p

Fig. 7: La posicion espacial determina la oscilacion en el dominio frecuencial. En las figuras 7.a-7.f se muestra

como el incremento de la distancia al origen en el dominio espacial provoca un aumento de la frecuencia
de oscilacion en el dominio frecuencial.
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DOMINIO ESPACIAL ESPECTROS

y (grad)
fy (cl/grad)

05 1 "0 5 10 15 20

x (grad) 02 fx (cl/grad) 7

fy (clfgrad)

(7.4)
0
5
°
g
k)
z10
el
15
20
0 0.5 1 o 5 10 15 20
X (grad) 7k fx (cl/grad) 0
Fi

8. 7: La posicidn espacial determina la oscilacién en el dominio frecuencial. En las figuras 7.g-7.1 se muestra
como la variacion en la orientacion del vector de posicién de la envolvente gaussiana provoca una
reorientacion del vector de onda de la oscilacion en el dominio [frecuencial.
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DOMINIO ESPACIAL ESPECTROS

y (grad)
fy (cl/grad)

05 1 0 5 10 15 20

x (grad) S.a fx (cl/grad) (8.b)

fy (cl/grad)

0 a5 i 0 5 10

. 15 20
x (grad)

(8.d)

8.c) fx (cl/grad)

fy (clgrad)

0 05 1 0 5
x (grad)

10 15 20
@8.e) fx (cl/grad)

(/)
Fig. 8: Una expansion o compresion en uno de los dominos provoca el efecto contrario en el otro dominio. Esto

implica que la anchura frecuencial y la selectividad a orientaciones pueden controlarse facilmente
mediante las anchuras espaciales de la envolvente gaussiana.
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DOMINIO ESPACIAL ESPECTROS

fy (cl/grad)

15
. 0 5 10 15
x (grad) ©.a) fx (cl/grad) (9.5}
=
d
2
kA
Fal
15
0 0.5 1 1] 5 10 15
x {grad) 9.0 fx (cl/grad) (9.d)
=
jid
>
c
=
1 15
0 05 1 1] 5 10 15
x (gra
(grad) ©.) fx (clfgrad) 9

Fig. 9: La banda de paso y la selectividad a orientaciones puede variarse independientemente. En las figuras
9.a-9.f se muestra como es posible aumentar la selectividad a una orienlacion sin variar la anchura de la
banda de paso.
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DOMINIO ESPACIAL

ESPECTROS

—_
E3)
I
i
>
=
=)
L
[F=al

X -rad
(grad) 92
=
hy
2
L
=
0 0.5 1 0 5 10 15
x {grad) ©.1) fx (cl/grad) ©))

fy (cl/grad)

05 8] 5
x (grad)

10 15
©k) fx (cl/grad)

©.4)
Fig. 9: La banda de paso y la selectividad a orientacion pueden variarse independientemente. En las figuras
9.g-9.1 se muestra la variacion de la banda de paso dejando fija la selectividad a orientaciones.
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DOMINIO ESPACIAL ESPECTROS

fy (cl/grad)

0 5 10 15
fx (cl/grad)

(10.a) (10.b)
=)
jid
2
L
=
. 0 5 10 15
X (grad) (10.c) fx (cl/grad) (10.d)
)
i
3
=
1 15
0 05 1 0 5 10 15
x (grad) (10.e) fx (cl/grad) (109

Fig. 10: Un giro de la envolvente en el espacio de posiciones provoca un giro andlogo de la envolvente en el
dominio frecuencial. :
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2.2 TRANSFORMADA DE GABOR.

La transformada de Gabor es la proyeccion de una funcion
cualquiera, i(x) definida en el dominio de posiciones, respecto de
una base de funciones {g(x,p)} donde las funciones g son
funciones de Gabor. Los razonamientos que utilizaremos para el
célculo de los coeficientes de la proyecciéon son validos para
cualquier base de funciones, con lo cual, en lo sucesivo no
haremos referencia explicita a la forma de las funciones base, y
todas las expresiones que se obtengan serdn vdlidas para
cualquier otro tipo de funciones de soporte compacto.

2.2.1 Descomposicion de una funcién respecto de una base no
ortogonal e incompleta.

La codificacion de la sefial i(x) en un dominio de pardmetros p
supone una descomposicion de la misma respecto de una base
{g(x,p)}p € p de manera que conocidos los coeficientes f(p) de la
transformada respecto de dicha base, sea posible reconstruir la
sefial original sumando las funciones base pesadas por el
coeficiente correspondiente!. Como deciamos en el apartado
1.1.2, cada coeficiente f(p) indica en que medida estan presentes
las caracteristicas de cada g(x.p) en la imagen considerada.

Si la base no es completa, la sefial reconstruida diferird en
general de la seiial original, es decir, conocida la transformada

fip) = T [i®)]p@) (2.18)

podemos reconstruir:

h(x)=jf(p)g(x,p) dp 2.19)
P

LEnel problema que nos ocupa, lo realmente importante es que el sistema mantenga
toda la informacion esencial (aquella que es util para el reconocimiento de
formas), y no tanto que, a partir de la codificacion generada, se pueda obtener una
buena reconstruccion de la sefial original. De hecho, las transformaciones optimas
para conseguir codificaciones con minima distorsion o maxima discriminacion son
en general diferentes{15]. A pesar de esta matizacion, en lo sucesivo utilizaremos
como criterio la sefial reconstruida a partir del codigo generado.
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pero en general se tendra que s(x)=i(x). Asi pues, elegida una
cierta base {g(x.p)},€p, el cdlculo de la transformacion T se
reduce al cdlculo ({é los coeficientes f(p) tales que la sefial
reconstruida se parezca al maximo a la original, en el sentido de
minimizar, por ejemplo, el error cuadratico medio. Esto implica
que el problema de la proyeccion de una imagen respecto de
una base general se trata de un problema de minimos
cuadrados.

En los siguientes apartados abodrdaremos dos soluciones
diferentes del problema: una general propuesta por
Daugman[16], y otra particular propuesta por Ebrahimi & Kunt
[6]. Hemos tratado en detalle ambos algoritmos por dos razones:

- Para hacer mads explicitas ciertas cuestiones que no quedaban
claras en la bibliografia. como por ejemplo la
implementacion concreta de la red neuronal de Daugman o el
significado espacio-frecuencial de los coeficientes de la
transformada de Ebrahimi & Kunt.

- Para demostrar que la transformada mds geneal puede
resolverse mediante procesos de sumacion pesados, que son
los procesos neurofisioldgicos tipicos, de forma que puede
establecerse una relacion directa entre las caracteristicas
fisiologicas, campos receptivos de las células del cortex, y la
transformacion aplicada (apdo. 3.1.1)

2.2.2 Solucién general del problema: cilculo iterativo de los

coeficientes de la proyeccion sobre cualquier base
(g}, Ep

Sin pérdida de generalidad podemos considerar un dominio de
caracteristicas P discreto y finito, de forma que el niimero N de
funciones base sea tambien finito (e igual al numero de
parametros diferentes p de P).

El calculo de la transformacion sobre esa base consistird en
hallar los coeficientes fp=f(p) tales que el error cuadratico
medio:

lecol = |- prgp(x) (2.20)
P
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sea minimo.

Los coeficientes vendrdn definidos por el conjunto de
condiciones:

olel>
ar %

4

VpeP (2.21)

Estas igualdades permiten obtener un sistema de ecuaciones de
donde pueden obtenerse los f . Efectivamente, asumiendo un
dominio espacial discreto, lo cual tampoco resta generalidad a
los razonamientos y permite una implementacién numérica
directa, se tiene:

0 h(x)
of,

o lell’
of

4

= 2Z(h(x) -i(x)) = 25(h(x)-i(x) g(x.p) = 0

(2.22)

con fo cual, aplicando la expresion discreta equivalente a 2.19:

2 i(x) glx.p) + 2D £, ) g(x.pg(x.p) = 0
x ) x
(2.23)

y por lo tanto, sustituyendo el sumatorio del producto sobre el
dominio de definicion por el producto escalar, la condicién 2.21
para hallar los coeficientes queda como:

(i(x),g(x,p)) =Zf# (g(x,p").g(x,p)) ;VpeP
~

(2.24)

El conjunto de ecuaciones 2.24 es un sitema de N ecuaciones
(una expresion para cada p), y N incognitas (en cada ecuacion
intervienen todos los coeficientes fp), con lo cual es compatible y
determinado.

Notese que si la base empleada es ortonormal
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(g(x,p"),g(x,p)) =6, (2.25)

en cada ecuacion de 2.24 nos quedamos con un solo término, y
entonces la obtencion de cada coeficiente es directa:

£, =(i(x),g(x,p)) VpeP (2.26)

que es la manera habitual de calcular los coeficientes de una
transformada respecto de una base ortogonal, como por ejemplo
en el caso de una transformada de Fourier. Como en general la
base puede no ser ortogonal, habrd que resolver el sistema, lo
cual es computacionalmente muy costoso.

Descartada la resolucion directa del sistema de ecuaciones, es
posible plantear una solucion iterativa del problema porque la

., e . 2 ., o
funcién a minimizar (|e|”) es una funcion cuadrética de los

coeficientes fp, con lo cual existe un Unico minimo y en ese caso,
un método de bisqueda de descenso por gradiente alcanza con
seguridad el minimo absoluto.

Los métodos de descenso por gradiente parten de unos f,
iniciales que posteriormente se van modificando en caso de que
dichos coeficientes no satisfagan la condicion 2.21:

£ =f +Af con  Af =-Ea“8“-l 2.27)
Pivl ~ TP pPi Pj 2 .

donde i indica la iteracion y S es el parametro que controla la
velocidad de convergencia del algoritmo (en general puede
plantearse un B que dependa del coeficiente, facilitando la
convergencia de los coeficientes para los cuales se tenga menos
gradiente, y de la iteracion, propiciando una rapida modificacion
al principio, y modificaciones mas precisas cuando se estd cerca
de la solucion).

Tomando como valores iniciales del algoritmo los dados por los
productos escalares 2.26 (que serdn una buena aproximacion
cuando las funciones base no se solapen mucho) y teniendo en
cuenta que el factor corrector de 2.27 queda reducido al calculo
de productos escalares:
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A, =B |(i(x),g(x.p) - D £y (2(x.p).2(x.p)) | (228)

il

p

podemos implementar el algoritmo en un sistema de procesado
masivamente paralelo como el de la figura 11 (Véase nota al
pie)l.

En esta figura se muestra un ejemplo explicito de la red neuronal
empleada por Daugman para el cédlculo de la transformada de
Gabor 2D[16]. Esta red calcula los coeficientes de la
transformada de una imagen i(x) definida en un dominio
discreto de cuatro puntos (x=1, 2, 3, 4) proyectdndola sobre un
dominio P discreto de tres puntos (p=1, 2, 3).

2.2.3 Solucién particular del problema: cdlculo de Ia
transformada respecto de una base de funciones separables

En primer lugar demostraremos que la combinacion lineal
utilizada en la reconstruccion de s(x)

h(x) = pr 2, (2.29)
p

puede expresarse, como un producto de matrices:
H=G,FQG, (2.30)

si la base de funciones es separable. En la expresion 2.30 los
elementos de la matriz / son los valores de /(x) definida en un
dominio espacial discreto, G, y G, estdn relacionadas con los
valores de las funciones base gp(x), y los elementos de la matriz
F son los coeficientes fp.

Fig. 11: Red neuronal de Daugman para la resolucion del sistema (2.24). El
algoritmo comienza a partir del estimulo representado en el dominio de
posiciones: I(x) es la intensidad captada por el fotodetector situado en la
posicion . Los simbolos g (x)=g,.=ij representan la funcion campo receptivo
del detector i (Véase el apdo. 3.1). <I.g,> es la respuesta de cada detector i
al estimulo I(x). Las diferentes soluciones aproximadas que da de proceso
iterativo se van obteniendo en la capa de las f. En la primera iteracion f,
coincide con <1.g > pero posteriormente este valor va modificandose segin
(2.27).
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La ventaja de la expresion 2.30 es que puede demostrarse[17-18]
que en tal situacion, la solucién que minimiza el error cuadratico
medio viene dada por el producto matricial:

F=(GG)! G I G, (G, Gy 2.31)

Donde / es la matriz que contiene los valores i(x), con lo que el
calculo de la solucién Optima se obtiene de forma directa. no
iterativa.

Expresion de la reconstrucciéon discreta como producto
matricial: significado de los elementos de la matriz F.

En el caso particular de que las funciones base sean separables.
podemos expresarlas como:

8,(X) = 8u(X) = 8,(X) &¥) (2.32)

donde k es el vector de parimetros que controla las propiedades
(posicion y frecuencia) de la funcion en el eje x y [ es el vector
analogo correspondiente al eje y.

Sik=1... A,y l=1...B, es decir, a partir de un niimero A de
funciones 1D g,(x) y de un numero B de funciones 1D g,(»)
construimos AB funciones 2D g,,(x). De esta manera, las AB
funciones bidimensionales definidas en un dominio discreto de
N*N puntos (x=1....N, y=1.....N), pueden ponerse como producto
exterior de las funciones base 1D (vectores fila 1*N y columna
N*1):

GMa) . agM] [2mn)]E® £x(M)]
gu(x) = . . R =

Mg, ) - . . gN)g () &)
(2.33)

la relacion de los indices del dominio espacial discreto con los
indices de la matriz g, ,(x) serd:

[gkz(x)] ij=gk(i)g1(N+ 1-)) (2.34)

El truco que nos permite llegar a obtener la relacion 2.30
consiste en expresar cada funcién base 2.33 como producto de
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tres matrices G, F'y G,. Por ejemplo, tomando N=3, A=4, B=5,
k=2y I=4, la funcién g, ,(x) puede expresarse como:

o000 o
20(13) g4(23) g433)] [0 0 0 g(3) 0]jo 0 00
1 3
[gu(]l) 24 (2.2) g,d(3.2)] = [o 00 g2 o} 0000 g*o() g*éz) g*é)
gu(LD) gu(21) g3 0 00 g() 0jjo 1 00 o o 0
0000
donde:
G, Matriz de dimensiones N*B que contiene al vector
g,(») en la columna /
F Matriz de dimensiones B*A cuyo tnico elemento
no nulo es £, =1
G, Matriz de dimensiones A*N que contiene al vector

g,(x) en la fila k

Esto quiere decir que el coeficiente Fcontrola el peso de la
funcién base g,,(x).

Si construimos la matriz G, de manera que cada una de las B
columnas esté formada por una de las funciones base
unidimensionales g,(y) con /=1....B, y andlogamente construimos
las A filas de G, a partir de las funciones 1D g, (x) (k=1....A) :

G=llagW| |20 - . | g&W)
-( g1(x) )-
( g,(x) )
G, = . (2.35)

( gA.(x) )
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tendremos que la combinacion lineal aniloga a 1a 2.29:

hx) = ) f () (2.36)
kl

puede ponerse como H =G, F'G,. Donde los coeficientes f,, de
2.36 que controlan la contribucion de cada g, (x) son ahora los
elementos de la matriz F, es decir:

£ = Fy 2.37)

Con esto, hemos demostrado que si las funciones base son
separables, es posible poner la combinacién lineal 2.29 (o la
2.36) como un producto matricial de la forma 2.30 (de manera
que es posible aplicar la solucion 2.31). Ademds, hemos
analizado el sentido de cada uno de los elementos de F : cada
elemento Fy, determina cual es la contribucion de la funcion que
resulta del producto exterior de la columna / de G, y la fila k de
G, pero cual sea esa g, (x) depende de como se hayan ordenado
las funciones unidimensionales en las matrices G , ¥ G, Enel
apartado 5.3 describiremos la ordenacion concreta utilizada en
nuestro caso, y el correspondiente significado espacio-
frecuencial de los elementos de F.

Proyeccién sobre una base separable: obtencion de la matriz
de coeficientes.

La no ortogonalidad de las funciones base 1D provoca un
inconveniente computacional a la hora de calcular la
transformada mediante 2.31.

La redundancia en las columnas (o filas) de las matrices G, hace
que estas sean matrices aproximadamente singulares, con lo que
no es posible efectuar directamente las inversiones que se
precisan en la expresion 2.31. Para evitar estas singularidades
utilizamos la descomposicion en valores singulares (SVD.
singular value decomposition)[18].

Mediante la SVD, cuaquier matriz G, (aunque no sea cuadrada)
puede expresarse como producto de otras tres: U, Sy V, siendo
Uy V unitarias (con traspuesta igual a la inversa), v S diagonal.
De esta manera:
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1 =0, S Vi d
(N*B) (N*N)  “(N*B) (B*B)
G, =U, &, v,T (2.38)
W) NN SNt T Ak
Los valores presentes en las diagonales de S; son los llamados
valores singulares de G,. Las redundancias dan lugar a valores
singulares muy pequefios[17], de forma que al calcular la inversa

de S, existe el peligro de obtener valores divergentes:

(1/s, O o . . 0
. 0 Us 0
P“ o 00 0 1012 Y
0 s, 0 o
_ 0 0 s )
Sz 1_ 3 _ 0
' 0 0 0 1/syy
0
0 . . .0 5, 0.0
0 0

(2.39)

La solucién a este problema consiste en asignar cero a la inversa
de los valores singulares muy pequeiios[18] (del orden de la
precision con la que se esté trabajando).

Con todo esto, aplicando las descomposxclones 2. 4‘3 sdbre la
igualdad 2.31, llegamos a la expresion: \

F=v,sy'u"1 v,sh)"'u," (240

mediante la cual, asumida cierta una base de funciones, podemos
calcular la matriz de pesos F (los coeficientes de la
transformada), para cualquier imagen discreta /.

Aunque tanto el algoritmo de Daugman como el de Ebrahimi &
Kunt se han desarrollado de manera que a partir de los
coeficientes de la transformada se obtiene una reconstruccion
optima, el hecho de que se pueda obtener una reconstruccion
perfecta depende de la base que se elija. Como hemos anticipado
antes (apartado 1.1.4), y comprobaremos después con ejemplos
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concretos (apartado 5.2.2), una incorrecta eleccion de la base
puede implicar perdidas importantes de informacion.



3. DISCUSION ACERCADE LA
TRANSFORMACION EFECTUADA POR
EL SISTEMA.

Aceptada la caracterizacion del sistema visual como un
codificador que efecta las transformaciones 7'y R, y conocidas
las propiedades de las funciones de Gabor, en este apartado
expondremos las razones que apoyan la idea de que la
transformacion 7 es una representacion de la sefial en un
dominio conjunto espacio-frecuencial.

En primer lugar introduciremos el concepto de detector lineal y
describiremos matematicamente su funcionamiento. Veremos
que la respuesta de un detector de este tipo ante cualquier
estimulo queda caracterizada por su funcion de campo receptivo,
con lo cual, la discusién entorno a la transformacion T se reduce
a la discusion entorno a la forma de los campos receptivos de los
detectores empleados.

A continuacién analizaremos las ventajas que supone la
utilizacion de detectores con campos receptivos localizados
espacial y frecuencialmente, y por lo tanto, la oportunidad de
plantear una transformacién T’ como descomposicidn de la sefial
incidente respecto de una base de funciones localizadas como
por ejemplo una base de Gabor.

49
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3.1 DETECTORES, CAMPOS RECEPTIVOS Y
TRANSFORMACIONES.

3.1.1 Implementacion fisiologica de la transformacion T:
Concepto de detector y campo receptivo.

La modelizacion de la parte del procesado visual que sigue a la
adquisicion de los datos por parte de los fotorreceptores. suele
hacerse suponiendo un conjunto de sensores o detectores
independientes cuya respuesta es una combinacion lineal de las
sefiales dadas por los fotodetectores[19-21].

Estos detectores abstractos son sensibles a una determinada
caracteristica p de la sefial de entrada, de manera que la imagen
incidente no queda codificada mediante sefiales proporcionales a
la intensidad luminosa en cada punto i(x), sino por el conjunto
de respuestas r(p) dadas por estos detectores lineales; lo que
Watson llama vector de caracteristicas[19].

Como dijimos en el apartado 1.1.2, el valor de f(p) (#(p) en el
caso de las respuestas de los detectores citados) indicard en que
medida estd presente la caracteristica p en la imagen dada. De
esta forma, el procesado de alto nivel se realiza ya sobre estos
vectores de caracteristicas.

Matematicamente, un detector p queda definido por la funcion
que da cual es la influencia en el detector de la intensidad
luminosa en cada punto. Esta es la funcion peso o campo
receptivo del detector p. En general el campo receptivo se
expresa como una funcion definida en el dominio de posiciones
y que depende del vector de parametros p: g(x,p).

De esta manera, la respuesta que da un detector p ante un
estimulo i(x) es el resultado de sumar todas las contribuciones
del estimulo en el drea sensible del detector, pesando cada valor
de la intensidad por el factor de influencia g(x,p)
correspondiente:

r(p)=ji<x) glx.p) de = (i(x),g(xp)) 3.1)

es decir, el producto escalar de la sefial incidente por la funcién
campo receptivo.
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El sistema de detectores { g(x,p) } descrito constituye una
implementacion posible de la transformacion T postulada en la
introduccién. Como dijimos en el apartado 2.2.1, la
transformacion T (proyeccion de i(x) sobre el dominio P respecto
de una base { g(x,p) }) consiste en hallar los coeficientes f(p)
tales que la diferencia entre la seiial reconstruida s(x):

h(x) =jf(p) g(x, p) dp (3.2)
P

y la original i(x) sea minima. En el apartado 2.2.2, vimos que el
computo de los productos escalares <i(x), g(x,p)> es requisito
imprescindible para el calculo de los coeficientes f(p), y en
ocasiones (cuando la base es ortogonal), los coeficientes f(p)
coinciden con dichos productos escalares.

Por lo tanto, segun lo expuesto en 2.2.2, a partir de las
respuestas de un sistema de detectores lineales definidos por las
funciones de peso {g(x,p)} pueden obtenerse los coeficientes f(p)
de la transformacion 7 postulada.

En resumen: la discusion acerca de la transformacion 7 se
reduce a proponer las funciones campo receptivo apropiadas.
Estas funciones determinan la transformacion realizada y las
caracteristicas de la sefial incidente que son tenidas en cuenta.

Enunciar el problema de la transformacién T en términos de
detectores 'y campos receptivos tiene sentido fisiologico porque
este planteamiento coincide con la modelizacién matamética de
la respuesta de las células del cortex visual[22]. En efecto, la
investigacion neurofisiologica en ese drea estd orientada a la
determinacién de las funciones campo receptivo mediante la
medida directa de la respuesta de las células corticales a
diferentes estimulos i(x) [23-25].

3.1.2 Codificacién en el dominio espacial o el frecuencial en
funcién de la forma de los campos receptivos del sistema de
detectores planteado.

Para comprobar la gama de transformaciones que puede
englobar la formulacién propuesta, estudiaremos dos casos
concretos extremos:
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- Un sistema de detectores cuyos campos receptivos estan
perfectamente localizados en el espacio, con lo cual cada
detector estd caracterizado por la posicidon espacial a la que
es sensible (p = x):

gx,p) = o(x-x,) (3.3)

- Un sistema de detectores cuyos campos receptivos estin
perfectamente localizados en el dominio frecuencial, con lo
cual quedan caracterizados por la frecuencia a la que estin
sintonizados (p = f)):

gxp) = e'i‘?"rfox =5(f- f,) (3.4)

En dichos casos, la respuesta de cada detector serd
respectivamente:

r(xo)=ji(x) S(x-x,)de =i(x,) 3.5)

r(fy)zji(x) e 2Yox 4 = TF[irx)](f,)  (.6)

Como se ve, la eleccion de un determinado conjunto de
detectores es realmente la eleccion de una determinada base
respecto de la que proyectar, y por lo tanto, la eleccion de una
determinada transformacion. Asi, si elegimos una base de
funciones localizadas en el dominio espacial, tendremos una
codificaciéon de la imagen en funciéon de los valores de la
luminancia en cada punto, mientras que si elegimos una base de
funciones armonicas, estaremos codificando la sefial segin los
coeficientes de su transformada de Fourier. Una formulacién que
utilice funciones base localizadas en ambos dominios constituye
un puente entre estos dos planteamientos extremos. Variando los
parametros a y b (expresién 2.11) que controlan la anchura de
las funciones de Gabor en los dominios espacial y frecuencial
conseguimos una transicion gradual entre &(x-x)) y Kf-f).

De estos ejemplos se deduce también que la eleccion de uno u
otro tipo de campo receptivo facilita la extraccion de uno u otro
tipo de informacion: campos receptivos muy localizados
espacialmente dan lugar a transformaciones cuyos coeficientes
tienen un fuerte significado espacial (3.5), por el contrario.
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campos receptivos de frecuencia muy bien definida implican que
los coeficientes de la transformacion una informacion
frecuencial muy precisa, pero muy poca informacién espacial
(3.6). Si la base que utilicemos contiene a la vez funciones con
diferente grado de localizacion en ambos dominios, tendremos
informacion espacial o frecuencial en el grado que se desee. Esto
puede conseguirse facilmente proponiendo una base de funciones
de Gabor con un amplio rango de valoresde a y b.

3.2 VENTAJAS DE LA UTILIZACION DE DETECTORES
LOCALIZADOS ESPACIAL Y FRECUENCIALMENTE.

Desde la publicacién de los trabajos clasicos de Campbell, Green
y Robson [26,27] sobre la sensibilidad del sistema visual a redes
sinusoidales, la caracterizacion habitual de la vision
espacial[28,29] asume que la transformacién de codificacion T
es una transformada de Fourier y que los procesos de reduccion
de informacién R pueden modelizarse, al menos a nivel umbral,
como un filtrado lineal en el dominio frecuencial, aplicando una
funcion de pesos, la Funcion de Sensibilidad al Contraste (CSF),
sobre la transformada de Fourier de la imagen.

Sin embargo, desde hace ya bastantes afios, es conocido el hecho
de que los mecanismos de deteccion de sinusoides tienen banda
ancha[30], v por lo tanto, no es estrictamente correcta la
suposicion de una codificacion de las imdgenes en el dominio de
Fourier. Desde los afios 80, numerosos datos fisiologicos y
psicofisicos, asi como andlisis puramente matematicos, han
propiciado el planteamiento de modelos alternativos basados en
conjuntos de detectores cuyos campos receptivos estén
localizados espacial y frecuencialmente. Las razones para apoyar
este tipo de andlisis son, pues, de dos tipos: experimentales y
tedricas.

3.2.1 Argumentos tedricos.

Los argumentos tedricos mas utilizados a favor del analisis
espacio-frecuencial pueden resumirse en estos cinco puntos:
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1.- El andlisis espacio-frecuencial facilita el procesado de alto
nivel, entendido como extraccion de caracteristicas complejas,
reconocimiento de objetos y establecimiento de relaciones entre
ellos. Como se ha dicho previamente, los coeficientes de una
transformada respecto de una base de funciones localizadas en
los dominios frecuencial 'y  espacial,  contienen
simultineamente ambas informaciones. Esto significa que un
sistema adecuado de detectores de este tipo permite la
extraccion local de las caracteristicas frecuenciales de la
imagen incidente, lo cual es una ventaja frente a los esquemas
extremos analizados en 3.1.2.

Los modelos que utilizan un sistema de detectores localizados
en el dominio espacial no son eficientes a la hora de extraer
caracteristicas globales de la imagen, requiriéndose
complicados mecanismos de interaccion entre las sedales de
detectores muy alejados espacialmente para poder dar cuenta
de las relaciones de largo alcance presentes en la escena.

Por otro lado, los modelos que utilizan detectores con una
anchura de banda muy limitada, de forma que la escena es
analizada en base a sus componentes de Fourier, consiguen
extraer de forma sencilla las relaciones de largo alcance,
porque las funciones base de la representacion estan extendidas
en todo el espacio, pero no son eficientes en la extraccion de
informacion muy localizada espacialmente. Los detalles
aislados, provocan la excitacion de un gran numero de
detectores frecuenciales, de forma que se requiere un complejo
esquema de interaccion entre dichos canales para identificar la
posicion espacial de los estimulos aislados que generan las
contribuciones sobre los canales frecuenciales.

La formulacién espacio-frecuencial permite la extraccion
simultanea de caracteristicas locales y de largo alcance, con lo
cual, es adecuada cuando, para extraer informaciéon de Ias
imdgenes problema, se requieren ambos tipos de
caracteristicas.

[38)

.- La representacion espacio-frecuencial es adecuada para
codificar imdgenes naturales. Como acabamos de decir. la
capacidad para extraer simultaneaménte informacion local y
global, es una ventaja cuando se requiere de ambas
informaciones para la clasificacién y el reconocimiento. Esto
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es asi en el caso de las imdgenes naturales. Efectivamente, los
analisis de la estadistica de las imagenes naturales[31-33]
revelan que la energia y la varianza se distribuyen segun 1/f en
el dominio frecuencial. Esto implica que para plantear un
sistema Optimo de detectores, en el que todos ellos estén
igualmente utilizados (un sistema minimamente redundante),
habrda que distribuir no uniformemente los mdximos de
sensibilidad (y las anchuras de banda) en el dominio
frecuencial{31], acumulando mas detectores (con anchura de
banda estrecha) en la zona de bajas frecuencias, y utilizando
una densidad de detectores menor (y con mayor banda
sensible) en la zona de alta frecuencia. Esa distribucion de
detectores solo es posible mediante unas funciones campo
receptivo a medio camino entre los detectores puntuales y los
detectores frecuenciales. En la figura 12 se muestran unos
ejemplos muy intuitivos acerca del tipo de detectores a utilizar
en funcion del tipo de imdgenes problema con las que nos
enfrentemos.

La adecuacion a la estadistica de las imdgenes naturales ya ha
sido utilizada para obtener fuertes tasas de compresion en
algoritmos de codificacion de imdgenes ordinarias mediante
diferentes transformaciones espacio-frecuenciales[6,16,34-36].
Ademas de eso, hay que notar que la localidad de los
coeficientes de las transformadas espacio-frecuenciales implica
que la entropia de la sefial transformada no crece tanto como
en el caso de las transformaciones respecto de bases extendidas
en todo el dominio espacial, recuérdese como la entropia de la
transformada depende del namero de pixels que influyen en
cada coeficiente (apdo. 1.1.3).

Una transformacion local y piramidal de este tipo permite la
uniformizacion de las propiedades estadisticas en cada zona,
propiedades que en principio son espacialmente variantes (las
imdgenes naturales son no estacionarias). Conseguida la
estacionacionariedad local, ya son aplicables los razonamientos
que conducen a transformaciones Optimas como la KLT
(Karhunen Loeve Transform) y la DCT (Discrete Cosine
Transform) [36].

.- La representacion espacio-frecuencial es adecuada para
modelizar sistemas espacialmente variantes. Efectivamente,
como los coeficientes de las transformaciones respecto de bases
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Fig. 12: En cualquier sistema de andlisis de imagenes el dominio de codlificacion y la organizacion del conjunto de
detectores en dicho dominio deben estar adaptados a las caracteristicas de las sefiales con las que se
enfrenta. En esta figura presentamos tres ejemplos extremos que inducirian diferentes organizaciones de los
detectores: si las imdgenes a tratar estdn formadas por ruido impulsional de espectro plano (fig. 12.a, 12.b),
lo mas eficiente es codificar las sehales en el dominio espacial, recubriéndolo mediante detectores
uniformemente espaciados cuyo campo receptivo sea una deita de dirac. Si las sefiales a analizar son

fuertemente periddicas, formadas por muy pocas componentes del dominio de Fourier (figs. 12.c, 12.d), lo
mds eficiente serd codificarlas en funcion de su espectro, utilizando campos receptivos sinusoidales. En el
caso de las imdgenes naturales, cuyo espectro es de la forma 1/f (fig. 12.e y 12.f) no es apropiada ninguna de
estas aproximaciones. En este caso habra que utilizar un sistema de detectores con campos receptivos

simuitaneamente localizados en ambos dominios y que recubran no uniformemente el dominio frecuencial,
(segun una densidad 1/f).
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tipo wavelet, contienen informacion local, es sencillo plantear
una modelizaciéon de la reduccién de informacién
espacialmente variante[37-39], tratando de forma diferente a
los coeficientes con igual significado frecuencial pero diferente
localizacion espacial. (Véase el apartado 4.1.2). Esto es una
ventaja respecto del analisis de Fourier, donde cada coeficiente
contiene informacion de todos los puntos de la imagen, y por
o tanto es complicado plantear procesos R espacialmente
variantes. La formulacion de Fourier solo serd valida en zonas
donde el sistema sea homogéneo, como es la févea en el caso
del sistema visual. Para conseguir una descripccion correcta
del comportamiento extrafoveal, es necesario una modelo no
homogéneo, modelo facilmente formulable en un dominio
conjunto espacio-frecuencia espacial.

4.- No es posible una deteccion independiente de frecuencias y
orientaciones mediante unos campos receptivos centro-
periferia. Una propiedad deseable en los detectores encargados
de realizar el analisis de las sefiales visuales (y presente en el
caso del sistema visual[9,23-25,40-42]) es la sintonizacion
simultinea de frecuencias y orientaciones, es decir, detectores
que sean sensibles exclusivamente a ciertas frecuencias con
ciertas orientaciones. En un contundente trabajo de 1983,
Daugman([43] demuestra que los detectores centro periferia no
pueden presentar dicha propiedad aunque se deformen o se
dispongan repetitivamente. Eso implica que la mision del
filtrado pasa-banda representado por los campos receptivos
centro-periferia de las primeras etapas del procesado visual es
un realce de bordes y una eliminacion de ruido de alta
frecuencia, pero necesariamente debe ir seguido por una
reorganizacién de las sefiales, de forma que a un nivel
superior, tengamos una transformada cuyos defecfores estén
localizados tanto en frecuencia como en orientacion en el
dominio de Fourier, es decir, los campos receptivos de estos
detectores deben ser funciones oscilantes (cuya oscilacion tiene
una orientacion bien definida) y simultineamente localizadas
en el dominio espacial y el frecuencial.

5.- La implementacién directa de transformaciones espacio-
Jrecuenciales requiere, en principio, menos conexiones entre
pixels debido a que se minimiza la porcion de imagen
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empleada en el cdlculo de cada coeficiente[13]. Ademas de
simplificarse la red de conexiones fisicas entre los
fotorreceptores, este hecho robustece el sistema en su conjunto,
porque evita que un ruido localizado en la imagen, o un
defecto local en la red de conexiones perturbe todos los
coeficientes de la transformada.

3.2.2 Argumentos experimentales: datos fisiolégicos y
psicofisicos.

Los datos obtenidos electro-fisiologicamente acerca de la forma
de los campos receptivos de las células del cortex de gatos y
macacos|[23-25] muestran que dichas células presentan maximos
de sensibilidad frecuencial separados por octavas y que su
anchura de banda crece con la frecuencia, es decir, recubren mas
densamente la zona de bajas frecuencias, y menos densamente la
zona de altas frecuencias. Las oscilaciones detectadas en los
campos receptivos y sus propiedades en el dominio de Fourier
2D han sido ajustadas por varios autores[9,44] a funciones de
Gabor.

Ademds de estos estudios fisioldgicos y de las modelizaciones
correspondientes, tambien se han realizado estudios psicofisicos
en humanos para determinar la extension y caracteristicas de los
mecanismos de deteccién en el dominio frecuencial[40-42]. Las
mds modernas de estas experiencias[41.42] se basan en masking
de frecuencias: la determinacion de las diferencias en la
sensibilidad del sistema visual a diferentes sinusoides en
presencia de un estimulo sinusoidal enmascarador. En estos
casos, el estimulo enmascarador de alto contraste fija el
mecanismo de deteccion que es utilizado. Midiendo la
sensibilidad del sisttma a otras componentes frecuenciales
determinamos cuales son las caracteristicas del canal
seleccionado mediante el estimulo enmascarador. Los resultados
obtenidos son consistentes con las medidas fisiologicas. En
concreto se confirma la sintonizacioén simultanea en frecuencia y
orientacion, las anchuras de banda y anchura angular maxima de
los mecanismos de deteccion. Con todo esto, se reafirma la idea
de que la operacion bésica de codificacion se realiza en funcion
de unos detectores localizados espacial y frecuencialmente.
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Fig. 14: Datos psicofisicos respecto a la sensibilidad frecuencial de los mecanismos de deteccion obtenidos
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14.b y 14.d espectros de las funciones de Gabor correspondientes a dichos mecanismos. Fig. 14.e:
espectro ajustado por Daugman(41]
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Ademas, los experimentos de masking estaban orientados a
poner de manifiesto la separabilidad o no separabilidad polar-
radial de los mecanismos en el domino frecuencial. El resultado
del estudio sistematico de esta cuestion puso de manifiesto que
no existe tal separabilidad y que la banda de paso de los
mecanismos en el dominio frecuencial ajusta mejor a una
gaussiana bidimensional (no separable) que a otros filtros
localizados, como los Ilaplacianos[45] o los sectores
circulares[46,47].

3.3 UTILIZACION DE LA FORMULACION ESPACIO-
FRECUENCIAL EN LA ACTUAL INVESTIGACION EN
VISION.

3.3.1 Situacién general.

Con la contribucién de los avances en el campo de la matematica
aplicada y el tratamiento de sefial, se han establecido los
fundamentos matematicos de una representacion completa y
eficiente de las sefiales 1D y 2D en funcién de bases de soporte
compacto, y se han demostrado las ventajas, ya comentadas, de
dicha formulacién(7,25,48-53].

Estas ideas han sido rapidamente aplicadas en el dmbito de la
vision artificial, fundamentalmente para codificacion Optima,
compresion de imagenes y cancelacion de ruidos[34,35,54].

Por otro lado, en el ambito del estudio y la modelizacion del
sistema visual, la introduccidn de este tipo de analisis se ha
debido tanto al reconocimiento de sus ventajas respecto del
analisis de Fourier, como a su adecuaciéon a los datos
experimentales citados. Desde hace ya algunos afios, se
proponen modelos de vision espacial que incluyen en su primera
etapa una transformacion 7 diferente de la transformada de
Fourier, basada en una descomposicion respecto de funciones de
soporte compacto[9,15,19.32,46.47,55-58]. Esta formulacion
estd resultando muy popular en el andlisis y percepciéon de
texturas[58-60], y ademds, en los experimentos psicofisicos,
comienzan a utilizarse estimulos localizados espacial y
frecuencialmente para estudio de la interaccion entre los
diferentes mecanismos de deteccion en el reconocimiento de
patrones complejos[56], o los estudios de induccion y
enmascaramiento[61,62].
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3.3.2 ;Funciones de Gabor o wavelets spline de orden n?

Aceptado este tipo de andlisis, queda por resolver la cuestion de
elegir alguna de las diferentes formulaciones espacio-
frecuenciales posibles. Como explicaremos a continuacion, esta
es una cuestion menor desde el punto de vista de cual va a ser
nuestra aportacion.

Cualquiera de las diferentes aproximaciones al analisis espacio-
frecuencial: andlisis mediante wavelets[13, 51-53,63,64], Short
Time Fourier Transform (STFT) [65,66], andlisis de
Gabor([7,48,49], etc., posee la propiedad que esta detras de todas
las ventajas citadas en 3.2.1: todas ellas se fundamentan en
funciones que estdn simultineamente localizadas en ambos
dominios y pueden constituir una base completa integrada por
funciones con un amplio rango de anchuras espaciales y
anchuras de banda.

La diferencia entre las formulaciones posibles reside en la forma
de obtener las funciones base y la expresion analitica final de las
mismas:

- En el andlisis mediante wavelets el conjunto de funciones base
se obtiene a partir de dilataciones, compresiones, traslaciones y
rotaciones (todas ellas continuas o discretas) de una tnica
funcién generatriz[51,53]. La elegancia de este método tiene el
inconveniente de que no existe una expresion analitica
concreta para el cdlculo de esa funcion generatriz, sino que
puede ser cualquier funciéon que cumpla una serie de
teoremas[13].

En el andlisis mediante STFT la base esta formada por
funciones armoénicas de frecuencia f, que estin moduladas por
una funcién ventana w(x,x,), centrada entorno a x, que
restringe la extension espacial de la funcion:

g8(op) = glxpf) = wixx,) g ianx (3.7

En el caso del andlisis de Gabor, la ventana utilizada es una
funcién gaussiana. Eso permite un control intuitivo de la
extension espacial y frecuencial de la funcién (expresiones 2.4
y 2.11), ademas de un tratamiento paralelo de la transformada
en ambos dominios[67].
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También existen otras diferencias menores entre las diferentes
formulaciones, como por ejemplo la separabilidad del espectro
de las funciones base en frecuencia y orientacion, o el grado en
que minimizan la relaciéon de incertidumbre. Es cierto que
existen resultados psicofisicos y tedricos que restringen un poco
el tipo de funciones que podemos utilizar: por ejemplo, la no
separabilidad experimental en frecuencia y orientacion de las
funciones de sintonizado en el plano de Fourier[{41,42], excluiria
la posibilidad de utilizar algunas funciones de soporte compacto
como por ejemplo las de Watson[46,47] (que son si separables),
o como dijimos en 2.1.4, la exigencia estricta de drea espacio-
frecuencial minima, solo permitiria la utilizacién de funciones
de Gabor. Sin embargo, también dijimos en 1.1.2 y en 2.1.4 que
si las diferencias cuantitativas entre dos caracterizaciones
posibles son pequeiias (véanse las figuras 15 y 16), pueden
admitirse pequeifias inconsistencias con los datos experimentales,
0 comportamientos teoricos sub-Optimos, si las ventajas
matematicas de elegir esa caracterizacion son grandes. De
hecho, es dificil afirmar, por ejemplo, que un experimento
psicofisico hecho con estimulos como los de 15.a o los de 16.a
vaya a dar resultados sustancialmente diferentes.

En nuestro caso particular, la idea que proponemos, aunque
asume una transformacion espacio-frecuencial, se refiere
fundamentalmente a R, con lo cual la eleccion de uno u otro tipo
de funcién no es relevante! .

En resumen, nosotros hemos elegido la formulacion de Gabor
porque reunia las ventajas propias de cualquier funcion de
soporte compacto (apdos. 3.2.1 y 3.2.2), y se mostraba
matematicamente tratable. A la hora de decidir un algoritmo
concreto de transformada (apdos. 2.2.3 y 5.3), o una base
concreta respecto de la que transformar (apdo. 5.2), aplicaremos
el mismo razonamiento: alcanzar un compromiso entre la
comodidad matematica, la eficiencia tedrica y la adecuacion a
los resultados experimentales.

1 Recordemos que una transformacion T completa, centra en R el peso de todos los
procesos de reduccién de informacién. Ademas, como veremos en 4.1.2, los
métodos presentados son validos para cualquier T completa.
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fy (cVgrad)

02 04 06 08 1
X (grad)

0
fx (cl/grad)

Fig. 15: (a) Parte real de una funcion de Gabor centrada en x=(0.5,0.4) deg y con frecuencia f=(5.5,5.5)cl/deg.
(b) Modulo del espectro de la funcion de 15.a.

fy (clfgrad)

04 06
X (grad)

fx (cl/grad)

Fig. 16: (a) Parte real de una funcion base de la Cortex Transform de Watson [46,47]. Estas funciones estan definidas
por los parametros de su espectro.

(b) Médulo del espectro de la funcidn de 16.a. Banda de paso: entre 4 y 10 cl/deg, orientacion: 45° anchura
angular: 30°.



4. EL SISTEMA VISUAL COMO FILTRO
LINEAL EN UN DOMINIO CONJUNTO.

Funcion de Sensibilidad a estimulos de Gabor:
GSF.

Despues de reducir nuestro problema a la determinacion de 7'y
R (capitulo 1), estudiar las propiedades de las funciones y la
Transformada de Gabor (capitulo 2), y asumir, conocidos los
argumentos a su favor, que la transformacion 7 es una
transformacion espacio-frecuencial. y en particular una
Transformada de Gabor completa (capitulo 3), es en este
capitulo donde hacemos nuestra aportacion originali mas
importante: proponemos que los procesos de reduccion de
informacién R pueden modelizarse, al menos a nivel umbral,
através de un filtrado lineal en un dominio de Gabor 4D.
Llamamos Funcidn de Sensibilidad a estimulos de Gabor (GSF)
a la funcién de pesos definida en el dominio conjunto espacio-
frecuencial que da cual es la atenuacion relativa que el sistema
impone sobre cada una de las componentes de la Transformada
de Gabor (TG) de la imagen incidente.

En este capitulo deducimos las relaciones generales entre dos
funciones filtro lineal R, y R, que representan la actuacion de un
mismo sistema en los dominios de dos transformadas diferentes
T,y T, Aplicando estas relaciones generales, encontramos la
expresion que liga la GSF, filtro lineal en un dominio de Gabor,
con la Funcidn de Sensibilidad al Contraste (CSF), filtro lineal
en el dominio de Fourier. De este modo se hace posible el
calculo de la GSF a partir de las medidas experimentales
disponibles sobre CSFs.

65
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4.1 FILTRADO LINEAL EN UN DOMINIO DE GABOR.

Antes de lanzarnos al calculo de la funcién filtro que caracteriza
el comportamiento del sistema visual en un dominio de Gabor,
estudiaremos las posibilidades que aporta dicho dominio, y las
precauciones que hay que tomar a la hora de definir, en el
mismo, una funcidn filtro cualquiera.

4.1.1 Dominios espacio-frecuenciales de Gabor.

Como vimos en 2.2, la Transformada de Gabor de una sefial i(x)
consiste en hallar su proyeccion respecto del conjunto de
funciones de Gabor {g(x,p)}PE pes decir, obtener su

representacion en el dominio de parametros P. En el apartado
2.1.5 vimos que las funciones de Gabor bidimensionales
dependen de 8 parametros: P={x,y,/,./,,a.b,a @}, con lo cual.
en principio, el dominio de la transformada tendria que ser de
dimension 8, sin embargo, como ya anunciadbamos en 2.2, y
veremos en detalle en 5.2, debido a factores estadisticos y
fisioldgicos, conviene ligar las anchuras y la orientacion de la
envolvente gaussiana de las funciones base con la frecuencia de
su oscilaciéon. Si ademas fijamos en ¢=0 el valor de la fase
inicial de las oscilaciones, solo quedan cuatro grados de libertad:
dos valores fijan la posicion central de la funcidn y otros dos la
frecuencia de la oscilacion, es decir p=(x,f,). Esto implica que
al efectuar una transformada de Gabor pasamos de un dominio
espacial 2D a uno espacio-frecuencial de doble dimension.

Cada posicion p=(x,f,) en el dominio 4D de la transformada
tendra un significado espacial y frecuencial concreto: el valor f,
de la transformada en ese punto indicar que en un entorno de x,
la sefial i(x) tiene una contribucion de la banda f, proporcional a
f . La posicion, la frecuencia, el tamafio de ese entorno y la
anchura de la banda f, dependeran del conjunto de funciones de
Gabor que hayamos elegido como base. Por eso debe hablarse de
un dominio de Gabor y no de e/ dominio de Gabor.

Este significado espacio-frecuencial tan accesible es el que
facilita la caracterizacion de sistemas espacialmente variantes,
porque permite la actuacion diferenciada sobre contribuciones
frecuenciales en diferentes posiciones espaciales.



Capitulo 4: Funcién de Sensibilidad a estimulos de Gabor. 67

4.1.2 Filtrado lineal en un dominio de Gabor 4D: posibilidades y
limitaciones.

Un determinado dominio serd muy adecuado para efectuar
operaciones de tratamiento de sefiales si el resultado de la
actuaciéon sobre sus coeficientes es potente y facilmente
interpretable.

El mejor de los casos se presenta cuando la transformacién T es
una proyeccion sobre una base ortogonal. En ese caso, el
coeficiente de la transformada en cada punto del dominio P solo
depende de la relacion entre i(x) y g,(x), con lo cual, los efectos
de la modificacién de cada coeficiente solo involucran a la
funcion base correspondiente. En ese caso. la interpretacion de
la modificacion aplicada es sencilla.

La cosa se complica cuando la base es redundante. En ese caso.
el coeficiente en cada punto p también depende de la relacion de
la funcion gp(x) con el resto de funciones base gp.(x). Si esto es
asi, la interpretacién del efecto de la modificacion de un
coeficiente particular es mas compleja, porque el valor que posee
depende también del valor de los coeficientes de su entornol.

En el nuestro caso particular?, tenemos la ventaja de que se
duplica la dimensionalidad del dominio de la transformada, con
lo cual podemos realizar un filtrado mas selectivo que el filtrado
de Fourier, pero como veremos, existe el inconveniente de la no
ortogonalidad de la base. que hace mds delicado el disefio de
filtros en ese dominio.

Como es conocido, un procesado espacialmente variante no
puede ser formulado de forma sencilla en un dominio de Fourier
porque en el caso de que la respuesta impulsional del sistema
varie con la posicién, la integral de superposicion no puede
reducirse a una operacion de convolucion[68]. En estos casos, la
{inica posibilidad es definir multiples funciones filtro de validez
local. Esta dificultad es logica considerando que las funciones
base asociadas a la representacion de Fourier estdn extendidas en
todo el espacio, con lo cual, la modificacién de los coeficientes
de la transformada de Fourier tiene un efecto global.

1 Entorno formado por los puntos de P cuyas gp,(x) no sean ortogonales a gp(x).

2 Siendo T una TG completa respecto de una cierta base separable. Véase 2.2.3 para
el algoritmo general y 5.2 y 5.3 para los detalles a cerca de la base empleada.
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Las dificultades con los sistemas no homogéneos podrian
superarse operando en un dominio tal que las funciones base de
la representacion estén localizadas en el espacio ademds de
poseer cierto significado frecuencial. Esa es precisamente la
propiedad comun a todas las funciones de soporte compacto.
Apoyandonos en esa idea fundamental, el problema del
procesado espacialmente variante queda resuelto conociendo la
forma de relacionar un filtro en el dominio de Fourier con su
equivalente en el dominio espacio-frecuencial. La sintesis. o la
caracterizacion, de un sistema espacialmente variante podria
realizarse segun un proceso como este:

1. Partimos del conocimiento de las respuestas impulsionales (o
las funciones de transferencia en el dominio de Fourier R, , .
R,p), que deseamos aplicar localmente.

2. Calculamos los filtros R,y R,;, en el dominio conjunto
espacio-frecuencia, equivalentes a los filtros de Fourier
dados. (Véase el apartado 4.3)

3. Combinamos, en diferentes posiciones espaciales del dominio
conjunto, los valores de los filtros 4D calculados. R,y R,p,
para generar R, ..

La figura 17 muestra un ejemplo del proceso general descrito.
En el apartado 4.3 obtendremos las relaciones necesarias para
pasar de las funciones filtro R, a las funciones filtro R,

Cuando. como en nuestro caso, la base no sea ortogonal este
proceso estara sujeto a ciertas restricciones: al combinar en el
dominio conjunto los diferentes filtros R, habrd que evitar
grandes diferencias de atenuacion sobre coeficientes muy
proximos, es decir, sobre coeficientes cuyas funciones base
tengan un alto grado de solapamiento. Volveremos sobre este
tema al tratar ejemplos concretos con el algoritmo y la base
particular utilizada (Véanse los apartados 6.1 y 6.2).

Fig. 17 (Pag. sig.): Ejemplo de sintesis de un sistema espacialmente variante. Se desea
sintetizar un sistema que realice un promediado en el centro de la imagen (zona
B) y un realce de bordes en la periferia (zona A), es decir, han de aplicarse en
cada zona las respuestas impulsionales correspondientes. Para sintetizar el filtro,
se parte de los filtros de Fourier correspondientes a las respuestas impulsionales
deseadas (pasa baja y pasa banda) y se calculan los filtros equivalentes en el
dominio conjunto (que son espacialmente invariantes). Por iltimo se combinan
los valores de los filtros conjuntos en diferentes posiciones espaciales (el pasa
baja en la zona cercana al origen y el pasa banda en la zona mads externa)
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4.2 EL SISTEMA VISUAL COMO FILTRO LINEAL EN UN
DOMINIO DE GABOR.

4.2.1 El sistema visual como filtro lineal en el dominio de
Fourier: 1a CSF.

La caracterizacion habitual de los procesos de reduccidén de
informacion dados en las primeras etapas del procesado visual,
suelen modelizarse proponiendo un filtrado lineal en el dominio
de Fourier[26-29]. En ese caso, se supone que el sistema actua
como un banco de filtros pasa-banda. cuya banda de paso es una
funcién delta en el dominio frecuencial, de modo que cada
detector solo es sensible a la amplitud (o el contraste) de las
sinusoides de una frecuencia y orientacién determinadas. Asi
pues, la sefial queda descompuesta en sus componentes de
Fourier.

La actuacién conjunta del sistema estd determinada por la
sensibilidad individual de los citados detectores. Si los detectores
sensibles a frecuencias de una cierta banda son mads sensibles
que el resto, dicha banda resulta resaltada respecto del resto,
aumentandose la importancia relativa de ciertas caracteristicas
de la sefial. Generalmente se admite que estos detectores de
sinusoides, responden linealmente al contraste al menos a nivel
umbral[28,29,69]. De esa forma. en la zona de bajos contrastes,
la actuacioén del sistema estara totalmente determinada mediante
un conjunto de detectores de sinusoides y por una funcion de
pesos que atenue linealmente la salida de cada uno de los
detectores. Admitiendo, pues, que la transformacion 7 es una
transformada de Fourier, las modificaciones R que introduce el
sistema pueden caracterizarse a nivel umbral mediante un
filtrado lineal en el dominio de Fourier.

La Funcion de Sensibilidad al Contraste (CSF) es la funcion
filtro que define la importancia relativa concedida por el
sistema a cada uno de los coeficientes de la transformada de
Fourier.(fig. 18).

Segun esto, la codificacion y distorsion efectuada por el sistema
visual viene dada por:

fp) = Tlix)1(p) =R [ T [i(x)1(p) 1(p) = CSF(H)* TFi(x)1(/)
4.1
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Fig. 18: Caracterizacion de los procesos T y R en el dominio de Fourier. La transformacion T se produce
mediante la actuacion de un sistema de detectores sensibles a cada funcion base de la
representacién de Fourier. La eliminacion de informacion R se modeliza mediante una atenuacion
lineal de la sefial procedente de cada detector frecuencial.

4.2.2 El sistema visual como filtro lineal en un dominio de
Gabor: la Funcion de Sensibilidad a estimulos de Gabor.

Como hemos visto en el capitulo 3, numerosas razones tedricas y
algunas evidencias experimentales, sugieren que la
transformacion 7 no es una transformacion de Fourier sino
algin tipo de transformacion espacio-frecuencial como por
ejemplo una transformada de Gabor. Lo que proponemos en este
trabajo, es caracterizar el comportamiento del sistema en los
dominios espacio-frecuenciales de forma analoga a como se
venia haciendo en el dominio de Fourier: mediante una funcion
filtro lineal.

Asumimos que los campos receptivos del sistema de detectores
son funciones de soporte compacto tipo Gabor. de forma que ¢l
resultado de su aplicacion es una transformada de Gabor.
Proponemos que la importancia concedida por el sistema visual
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Fig. 19: Caracterizacion de los procesos T y R en el dominio de Gabor. La transformacion T se produce
mediante la actuacion de un sistema de detectores sensibles a cada funcion base de la representacion de
Gabor. La eliminacion de informacién R se modeliza mediante una atenuacion lineal de la sehal
procedente de cada detector espacio-frecuencial.

a la sefial procedente de los diferentes detectores de Gabor es
lineal a nivel umbral, y dependiente de la frecuencia y posicion
espacial a la que esté sintonizado cada detector. De esta forma,
el comportamiento global del sistema estara determinado por la
funciéon que dé cual es la importancia relativa concedida por el
sistema a los diferentes coeficientes de la transformada de
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Gabor. En resumen, tras aceptar que 7 es una transformada de
Gabor, proponemos que R es un proceso de filtrado lineal en el
dominio de Gabor correspondiente.

Definimos Funcion de Sensibilidad a estimulos de Gabor (GSF)
a la funcién de pesos que indica cual es la atenuacion relativa
que el sistema impone sobre cada una de las componentes de la
Transformada de Gabor (TG) de la imagen incidente.(fig. 19)

Lo que proponemos, pues, es que la codificacion y distorsion
efectuada por el sistema visual viene dada por:

f(p) = TliC1(p) = R [ T [i9)(p) 1(p) = GSF(x.0* TGlitw))x.f)
(4.2)

4.2.3 Determinacién experimental de la Funcién de Sensibilidad
a estimulos de Gabor.

Atendiendo exclusivamente a la definicion de la GSF, la funcion
filtro en el dominio de Gabor de cualquier sistema lineal puede
hallarse a partir del cociente de las amplitudes de entrada y de
salida de las funciones base:

GSF(xf)=A"(xfp/A(x.f) 4.3)

SISTEMA

0 LINEAL 60

Fig. 20: Medida intuitiva de la GSF: medida de la relacion entre las amplitudes de
entrada y salida de las funciones base.

Esta medida trivial de los coeficientes de la GSF no es aplicable
en sistemas en los que no se tiene acceso directo a la sefial de
salida como es el caso del sistema visual. Este problema en la
determinaciéon experimental de la funcidn filtro se presenta
también en el caso de plantear la modelizacion en el dominio de
Fourier. En nuestro caso podemos adoptar una solucién andloga
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a la utilizada en el caso de la CSF[28]: si suponemos que la
minima amplitud (de la sefial que sale del sistema de
adquisicion) necesaria para la deteccion es independiente de la
frecuencia y la posicion espacial, la amplitud minima del
estimulo necesaria para la deteccion tiene que ver con la
atenuacion introducida por el sistema sobre esa componente. Es
decir, suponemos que para amplitudes umbrales se cumple:

GSF(x.f)*4 (x)=6 (4.4)

donde 4 (x,/) es la minima amplitud para que estimulo de Gabor
g(x'x.f) sea perceptible, y & es el umbral minimo de deteccion
para las sefiales que salen del sistema de adquisicion. En ese
caso, la GSF en cada punto p del espacio conjunto serd
inversamente proporcional a la amplitud umbral de la funcién
base correspondiente g(x,p):

GSF(p) « I/A,(p) (4.5)

Segun esto, la determinacion experimental de la GSF involucra
la medida de las amplitudes! minimas necesarias para la
deteccidn de las funciones de Gabor de la base elegida.

4.3 RELACIONES MATEMATICAS ENTRE LA CSFY LA
GSF.

La CSFy la GSF son dos caracterizaciones del comportamiento
de un mismo sistema en dos dominios de representacion
diferentes. Si el comportamiento global del sistema esta
andlogamente caracterizado mediante la aplicacion de
cualquiera de esos filtros en sus dominios correspondientes,
ambos filtros deben estar relacionados. En este apartado
obtenemos cual debe ser esa relacion para cualesquiera funciones

g trabajamos con funciones normalizadas en energia y con extension espacial
dependiente de la frecuencia, las amplitudes pueden ser diferentes en funcion de la
frecuencia: para las funciones de alta frecuencia, y pequefia extensi6n espacial, la
amplitud serd grande, mientras que para las funciones de baja frecuencia, y gran
extension espacial, la amplitud serd mucho menor. Esta dependencia de la
amplitud con la frecuencia obliga a definir una amplitud normalizada para cada
frecuencia, refiriendo las amplitudes de una determinada funcién a la amplitud
maxima para esa frecuencia. Se entiende que las amplitudes a las que se hace
referencia en las expresiones 4.4 y 4.5 estin normalizadas en este sentido.
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fillo R, y R, definidas en los dominios de representacion
inducidos por las transformadas 7, y 7, Aplicando estas
relaciones generales al caso que nos ocupa podremos obtener
tedricamente, sin determinar los umbrales de deteccion de las
funciones de Gabor, los coeficientes de la GSF a partir de los
datos de las CSFs disponibles.

1.3.1 Relaciones entre dos funciones filtro R, y R, definidas en
los dominios inducidos por las transformadas T,y T,.

Consideremos un  sistema lineal S  caracterizado,
equivalentemente, por las funciones filtro R (p) y R,(¢) definidas
en los dominios de parametros peP y q€Q inducidos por las
transformaciones lineales 7, y T,. El efecto de .S sobre una sefial
i(x) vendra dado por cualquiera de estas expresiones:

i (=T, "'[R,(p)*T [i(x)] (p)] () (4.6)
' (=T, [Ry(@)*T,[i(x)] ()] (x) “.7
iw T (ig)] - RfTper i)
— T > R — - R —
CARACTERIZACION EN EI. DOMINIO DE T,
ix) T.ito)] R} j )
——>——~—— Tz > R, > R’ —

CARACTERIZACION EN EL DOMINIO DE 7,

Fig. 21: Caracterizacion del proceso T en dominios diferentes.

Para que efectivamente se cumpla la equivalencia entre ambas
caracterizaciones debera cumplirse que la sefial reconstruida a
partir de las dos sefiales codificadas sea la misma, es decir:

T, [R,@)*T,[i)] @] @) = T, [RA@*T,[i)] (@] %) (4.8)
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La expresion 4.8 es la relacion fundamental que liga las
funciones filtro que caracterizan a un sistema en cualquier
dominio de representacion. A partir de ella podemos obtener la
expresion explicita de R, (g) en funcion de R,(p).

Aplicando 7', a ambos lados de 4.8, tenemos:
R,@)*T,[i)](p)=T, [T, [Ry@)*T,[ix)] (@] )] () (4.9)

donde, para una imagen cualquiera T,/i(x)/(p) tiene valores
distintos de cero para un conjunto importante de puntos p, de
forma que no podemos despejar directamente ningin R, (p).

Sin embargo, si consideramos que i(x) es una de las funciones
base de la transformacion 7, no existirdn interacciones
complejas entre los coeficientes de la transformada y tendremos:

ix)=gxp) = T,[gxp)]p)=5p-p") (4.10)

con lo cual, la funcidn definida en el dominio P por ambos
miembros de 4.9 solo tiene un valor significativo en p’, y
entonces podemos despejar R, (p):

R,p)=T, [T," [R,y(@)*T>[gx.p)] ()] x)] (") (4.11)

Como vemos, mediante la expresion 4.11 podemos calcular el
filtro R, equivalente al filtro R,, en todos los puntos del
dominio P sin mas que ir filtrando mediante R, las funciones
base de 7, e ir aplicando las transformadas correspondientes.

4.3.2 Relaciones entre la GSF y la CSF.

Como hemos dicho, la CSF'y la GSF son dos caracterizaciones.
como filtro lineal, del comportamiento de un mismo sistema en
dos dominios de representacion diferentes, con lo que la
expresion 4.11 puede servir para establecer una relacion entre
ambas funciones.

En este caso, tenemos:
DOMINIO CONJUNTO DOMINIO FRECUENCIAL

T J@) =TG[ .. J'"f)  Tof ... J(@) =TF[ ... )
R,(p)  =GSFx'p Ry  =CSF(p
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g(x.p) = gxx"f) g(x.q) = exp(i2nfx)

Teniendo todo esto en cuenta pueden plantearse un par de
ecuaciones analogas a 4.11:

GSF(x'f)=TG[TF' [CSFO*TF[gx.x"£)]DI)]'f)  (4.12)
CSF()=TF[TG [GSF(x' f)*TG[exp(i2pf)] (x"£)] )] () (4.13)

4.3.3 Limitaciones de la relacion entre la GSF y la CSF.

La principal restriccién de las ecuaciones 4.12 y 4.13 procede
del hecho de que relacionan objetos definidos en dominios de
diferente dimension, con lo cual, cierta informacion se pierde al
efectuar el transito en cualquier sentido.

Obtencion de la GSF a partir de la CSF

En efecto, el célculo de la GSF equivalente a una determinada
CSF mediante la ecuacion 4.12 nos dara una GSF espacialmente
invariante. Esto era de esperar ya que la formulacion de Fourier
no puede dar cuenta de las no homogeneidades de un sistema
espacialmente variante, con lo cual, estas no pueden ser
obtenidas al aplicar 4.12 porque, simplemente. no estan
presentes en la CSF.

En realidad las CSFs que se utilizan habitualmente solo tienen
validez local: una determinada CSF solo es valida en la zona
donde la respuesta impulsional del sistema variante se mantiene
proxima a TF! [CSF(f)](x). De esta manera, resulta que la GSF
espacialmente invariante salida de una CSF mediante 4.12 tiene
tan solo validez local, siendo exclusivamente aplicable a la zona
en la que es valida la CSF inicial.

Esto no quiere decir que no podamos aprovechar las ventajas de
la formulacion espacio-frecuencial, en cuanto su capacidad para
dar cuenta de las no homogeneidades de un sistema. La solucion
a este problema esta en introducir una atenuacion diferenciada
en funcion de la posicion para los coeficientes de un mismo
significado frecuencial, y asi obtener una respuesta impulsional
espacialmente variante. Ya hemos dicho que el comportamiento
espacialmente variante no puede extraerse de una tunica CSF,
pero si de varias CSFs, validas en diferentes zonas del espacio.
siguiendo el proceso descrito en el apartado 4.1.2 (fig 17). Las
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no homogeneidades pueden incluirse en una tunica GSF
calculando los valores de las GSFs espacialmente invariantes
equivalentes a las diferentes CSFs locales, y combinando estos
valores en las posiciones del dominio conjunto que les
correspondan.

Obtencion de la CSF a partir de la GSF

Si empleamos una GSF general (que incluya inhomogeneidades
espaciales) para el célculo de su CSF equivalente mediante la
ecuacion 4.13, estas inhomogeneidades serdn promediadas al
proyectar el dominio conjunto 4D (espacio 2D y frecuencia 2D)
sobre el dominio frecuencial 2D. De esta forma se tendrd una
CSF promedio que subestima la sensibilidad en la fovea y
sobreestima la sensibilidad del sistema en las zonas
extrafoveales.

Para evitar la eliminacion de las inhomogeneidades por
promediado, lo mejor es calcular CSFs locales a partir de la
respuesta impulsional del sistema para una cierta area:

CSF, =TF[TG" [GSF(x' f)*TG[d(x-xy)] (x'f)] (%)] 4.14)

Comentarios finales
Resumiendo el conjunto de relaciones y matizaciones
posteriores, podemos decir que con las expresiones 4.12 y 4.14
podemos calcular la GSF (espacialmente invariante) y la CSF
(valida en la proximidad de un cierto x,) a partir del
conocimiento de la CSF'y la GSF respectivamente.

Como vemos, las relaciones 4.12 y 4.14 no estan limitadas por la
eleccion de una base {g(x,x'f)} concreta. Este hecho permite
pues, una cierta libertad en la eleccion de las funciones base,
porque las relaciones 4.12 y 4.14 indican que siempre vamos a
poder hallar la caracterizacion adecuada de nuestro sistema
independientemente de la base utilizada!. El hecho de que la
base concreta no sea un factor critico en la modelizacion del
sistema nos ayudara en el capitulo siguiente: al definir nuestra
representacion, no tendremos que preocuparnos por ajustarnos
con precision absoluta a un determinado tipo de base, sino que

1 Siempre que sea completa.
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bastard con reproducir a grandes rasgos las caracteristicas de
sintonizado en frecuencia y anchuras espaciales y de banda.
Aunque no va a hacerse aqui, seria muy interesante contrastar el
resultado de la GSF obtenida indirectamente a partir de la CSF
mediante la expresion 4.12, con lo lo que se obtuviese en una
medida experimental directa de la GSF. En la expresion 4.12 se
supone implicitamente que la respuesta del sistema visual a un
estimulo complejo (de Gabor) viene determinada totalmente por
la forma en que el sistema responde a los estimulos simples
(sinusoides) que lo constituyen, lo cual no tiene porque ser
cierto.



5. DETERMINACION DE LA GSF4D A
PARTIR DE LA CSF 2D DE LA ZONA
FOVEAL

Después de describir con detalle cual es la caracterizacion
propuesta, definir la funcién filtro en cualquier dominio de
Gabor y analizar sus relaciones con la CSF, en este capitulo
obtendremos la GSF 4D (correspondiente a la zona foveal y por
lo tanto espacialmente invariante) de dos observadores concretos
en un dominio de Gabor concreto.

Ese dominio de Gabor concreto es el inducido por una base
separable inspirada en los datos fisiologicos sobre las
caracteristicas espectrales de los campos receptivos de los
detectores corticales. La separabilidad de la base permitira
utilizar el algoritmo descrito en 2.2.3. Veremos como la eleccién
de una base poco densa, incompleta, da lugar a transformaciones
con pérdida de informacion y analizaremos el significado de los
coeficientes obtenidos al aplicar el citado algoritmo con la base
propuesta definitivamente.

No efectuamos una medida directa de la GSF debido a que el
equipo experimental para la generacion de los estimulos
adecuados no estd aun puesto a punto. Asi pues, hemos obtenido
las GSFs a partir de medidas de la CSF 2D, determinando sus
valores através de la relacion 4.12. El computo numérico de la
expresion 4.12 implica tener valores de la CSF 2D en todo el
dominio frecuencial. En este capitulo se describe una técnica
experimental sencilla para obtener de forma bastante fiable la
CSF 2D en cualquier punto del dominio de Fourier.

De los algoritmos y los datos sobre las CSFs 2D de dos
observadores obtenemos las GSF 4D correspondientes. La
bondad de los resultados se pone de manifiesto comprobando,
mediante diferentes simulaciones, la equivalencia entre las
caracterizaciones en ambos dominios.

80
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5.1 REQUISITOS PARA LA DETERMINACION DE LA GSF
4D.

El objetivo de este trabajo es, ademds de proponer la
caracterizacién del sistema visual como un filtro lineal en un
dominio de Gabor, determinar cuantitativamente los valores de
dicho filtro.

Un requisito previo a la determinacion de la GSF es decidir el
modelo de canales de Gabor que va a utilizarse. Recuérdese que
el dominio conjunto y el algoritmo de la 7G dependen de la base
elegida. Los valores concretos de la GSF dependerdn también de
dicho modelo porque la atenuacion ejercida por un sistema sobre
cada componente de la sefial en dos dominios conjuntos difrentes
sera en general diferente. Asi pues, unos determinados valores
de la GSF de un sistema estan ligados a una base concreta (y a
un algoritmo de cilculo de la transformada), con lo cual, al
plantearse la medida o dar los valores del filtro hay que
especificar cual es la base respecto de la que se estd haciendo la
transformada.

Una vez elegida la base, lo ideal seria determinar de forma
experimental los valores del filtro en los puntos del dominio
elegido. Esto implica, como vimos, la medida de las amplitudes
umbrales de deteccion de las funciones de la base. Esa medida
requiere la generacion de los estimulos de Gabor con cualquier
frecuencia, orientacion y posicion espacial y su presentacion en
un monitor calibrado. Lo tedioso de las medidas experimentales!
y el hecho de que no se disponia de todo el equipo experimental
para la presentacion de los estimulos hizo aconsejable que en
primera instancia se abordase tan solo el cdlculo de la GSF a
partir de las medidas de la CSF segun la expresion 4.12.

En esta situacion, los elementos necesarios para el cdlculo de
GSFs son tres:

- Modelo de canales de Gabor: conjunto de funciones base
sobre el que realizar la descomposicion de la seiial.

- Algoritmo para el calculo de los coeficientes de la
transformada sobre la base elegida.

! para conseguir una caracterizacion que nos permitiese la utilizacion numérica de
la funcién de transferencia en principio habria que muestrear mds o menos
exhaustivamente dos dominios bidimensionales.
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- Datos experimentales de los filtros de Fourier, y no solo
curvas mas o menos cualitativas, sino un muestreo
exhaustivo del dominio frecuencial.

5.2 SELECCION DE LA BASE: MODELO DE CANALES DE
GABOR.

El problema de la definicién de una base de funciones de Gabor
consiste en fijar un conjunto de valores de los parametros p eP
tales que el conjunto de funciones de Gabor {g(x,p)} sea una
base de base completa de R?e incluya las propiedades basicas de
los canales de deteccion del sistema visual.

Para que la base sea completa algun detector debe dar sefial con
independencia de la posicion espacial o la composicion
frecuencial del estimulo, por eso el sistema de detectores a
plantear debe recubrir completamente tanto el dominio
frecuencial como el espacial.

Como las funciones de Gabor estdn espacialmente localizadas,
sera necesaria la presencia de varias funciones, con una
determinada selectividad frecuencial, para recubrir todo el
dominio espacial.

Por tanto, la eleccion de una base implica:

- La eleccion de un sistema de detectores cuyas bandas de paso
induzcan un cierto recubrimiento del dominio frecuencial.

- La eleccién de la posicion y el grado de solapamiento de las
funciones campo receptivo en el dominio espacial para cada
una de las bandas frecuenciales consideradas.

5.2.1 Recubrimiento del dominio frecuencial.

Los clementos de nuestra base deben reproducir las
caracteristicas fundamentales de los mecanismos frecuenciales
de deteccion[9,23,41]:

-.Existencia de cuatro o cinco picos frecuenciales de
sintonizacién (cuatro o cinco mecanismos) separados en
octavas (de forma que la frecuencias de sintonizado sigan
esta relacion: £, = 2f).
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-.Anchura de banda del orden de una octava.

- Anchura en orientacion constante (independiente de la
frecuencia de sintonizado), y situada en torno a 30°.

Ya han sido planteados varios modelos de recubrimiento del
dominio frecuencial que reproducen estas propiedades[6,16,46-
47,67]:

fs/2
fa/2 fs/2
Watson Daugman
fs/2 fs/2
(
fs/2 - fs/2
N
Navarro Ebrahimi & Kunt

Fig. 22: Modelos de recubrimiento del dominio frecuencial con los espectros de los
mecanismos de deteccion.

Algunos de ellos incluyen caracteristicas adicionales presentes
en el sistema visual como la no separabilidad polar[16,67],
mientras que otros[6,46,47] se permiten simplificaciones como
la separabilidad polar o la cartesiana para facilitar la
formulacion del problema.

Mis alld de su mayor o menor adecuacion a los datos
fisiologicos, todos estos cumplen las propiedades esenciales de
de los canales visuales, ajustdndose a la distribucion energética y
de varianza de las imdgenes naturales: la densidad de detectores
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es mayor en el centro del dominio frecuencial (zona de bajas
frecuencias), v la separacion entre mecanismos y su anchura
crecen con la frecuencia.

Nosotros hemos elegido un recubrimiento mediante funciones
separables (analogo al de Ebrahimi & Kunt[6]) porque asi es
posible la aplicacion del algoritmo matricial descrito en 2.2.3.

En nuestro caso, el dominio de ha discretizado con una
frecuencia de muestreo f = 60 cl/deg, de forma que la frecuencia
maxima del dominio frecuencial discreto sea aproximadamente
la frecuencia de corte del sistema visual.

En el recubrimiento separable elegido, se han empleado siete
frecuencias centrales en cada direcciéon 1D (horizontal y
vertical): -3/8 f, -1/6 £, -1/18 £, 0, 1/18 £, 1/6 £, 3/8 f, es decir
49 bandas frecuenciales 2D en total. Las anchuras de las bandas
1D son: Af={/36 para las de baja recuencia (| f| < 1/18 f).
Af=f/12 para las de frecuencia | f| = 1/6 f,, y Af=f/4 para las de
mas alta frecuencia.

Dominio frecuencial

)
adr ¢ uw 3
03p
02t
o < o s 1%
= 01p
5 D P DO o} o} L}
S of o ©CoeoC e =
< ] . L) < [
S 91k
o < o
02k
03
4k (& [ C
-0
35 0 05

fx (fs*cldeg)

Fig. 23: Frecuencias centrales de las funciones base utilizadas. (Frecuencia de
muestreo fs=60cl/deg.)

5.2.2 Recubrimiento del dominio espacial.

Como ya hemos dicho, para conseguir una base completa es
necesario que, para cada banda frecuencial, existan diferentes
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detectores situados en diferentes posiciones espaciales de forma
que el dominio espacial quede totalmente cubierto.

Esto puede conseguirse distribuyendo las funciones campo
receptivo en una reticula cartesiana en el dominio de posiciones.
El problema es estabecer cual debe ser dicha reticula.

Las anchuras espaciales de las funciones de cada banda estardn
determinadas por la inversa de su anchura frecuencial: pequeiia
extensién para las funciones de alta frecuencia y gran extension
para las de baja, pero en principio no existe ninguna relacién
entre el tipo de funcion y la reticula de posiciones espaciales a
utilizar.

Para generar y controlar facilmente los recubimientos del
dominio espacial imponemos la condicién de solapamiento!
constante: en cada direccion se situaran, dentro del dominio
considerado, el nmumero de funciones necesario para que el
solapamiento entre funciones vecinas sea un determinado
porcentaje de la norma de la funcién?.

Manteniendo constante el solapamiento entre funciones vecinas
se consigue que el numero de funciones por unidad de 4rea
crezca con la frecuencia. Para alcanzar un determinado nivel de
solapamiento las funciones de alta frecuencia deben situarse muy
proximas (debido a su escasa extension espacial) mientras que
cuando baja la frecuencia (y crece la extension espacial), debe
haber mas distancia entre las funciones para que se siga
manteniendo la tasa de solapamiento impuesta. De esta manera,
con un solo parametro se controla el nimero de funciones
diferentes que hay que utilizar para cada frecuencia y su
colocacion en el dominio espacial.

Dado un determinado recubrimiento frecuencial, lo unico que
nos falta por hacer es fijar el nivel de solapamiento que debe
existir entre funciones base vecinas y de la misma banda.
Evidentemente el valor del solapamiento no puede ser
cualquiera: estamos limitados por la exigencia de que la base sea
completa. Si por ejemplo imponemos un solapamiento
demasiado pequefio las reticulas resultantes serdan muy poco

L g solapamiento entre las funciones se calcula mediante el producto escalar entre
ellas.

2 Las funciones base se toman de norma (energia) unidad.
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tupidas, con lo que habrd tan pocas funciones base que no
podran dar cuenta de toda la informacion contenida en la sefial.
Por otra parte, no conviene utilizar un solapamiento demasiado
grande para no generar una base muy redundante que implicaria
un namero excesivo de funciones base.

(24.a) ' (24.5)

(24.c) o i (24.d)

Fig. 24: Efecto de la variacion del solapamiento espacial entre las funciones base. Las figuras 24.b, 24.c y 24.d
son reconstrucciones de la original (24.a) a partir de los coeficientes de las transformadas de Gabor

con recubrimiento del dominio frecuencial andlogo al de la figura 23, pero diferentes solapamientos
espaciales: 70% (24.b), 75% (24.c) y 85%(24.d).
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El solapamiento 6ptimo dependerd en general del recubrimiento
planteado en el dominio frecuencial. Es posible que un
recubimiento del dominio frecuencial con un gran solapamiento
reduzca el solapamiento espacial necesario para hacer completa
la base propuesta.

En nuestro caso, el solapamiento utilizado definitivamente fue el
minimo necesario para tener una reconstrucciéon perfecta: un
85%. En la figura 24 se observan los resultados de sefiales
reconstruidas a partir de las transformadas respecto de bases con
el recubrimiento  frecuencial planteado y  diferentes
solapamientos en el espacio.

Trabajando con imdgenes de 128*128 (dominio de 2 grados de
lado), el solapamiento del 85% impone que el dominio espacial
se recubra uniformemente en cada direcciéon con: 7 funciones
para las bandas 1D con frecuencias f < 1/18 £, 19 funciones para
las bandas 1D con f = 1/6 f y 51 funciones para las bandas 1D
con f=3/8 f. En total se usan 161 funciones 1D en cada
direccion del dominio frecuencial, es decir 161*161 funciones
separables 2D.

Como se ya se dijo al analizar las posibles modelizaciones del
procesado de bajo nivel, lo mas seguro es que los procesos de
reduccion de informacion tengan ya lugar al cambiar de dominio
(mediante una transformaciéon incompleta). La figura 24
constituye un ejemplo de como la variacion de un unico
parametro de la base controla el grado de informacion perdido
en la transformacion. Como se puede intuir, aunque introducir la
posibilidad de una base incompleta es mucho mas realista, la
complejidad aumenta porque en ese caso la definicion de la base
resulta muy critica, pudiéndose conseguir similares distorsiones
mediante bases con parametros diferentes.

5.3 TRANSFORMADA DE GABOR RESPECTO DE NUESTRA

BASE.

Como se ha dicho antes, la eleccion de la base ha estado
determinada por la voluntad de utilizar el algoritmo matricial
expuesto en 2.2.3.

Recordemos que en ese algoritmo la transformada viene dada
por una matriz de coeficientes F cuyas dimensiones coinciden
con el namero de funciones base 1D utilizadas en la direccién y
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y la x respectivamente (en nuestro caso 161 en cada eje). En
aquel momento cuando no se especificaba ninguna base en
particular, se dedujo que cada elemento F, controla la
contribucién de la funcién 2D &) que se obtiene del producto
exterior de la columna 1 de la matriz G, (que contiene las
funciones base en la direccién y) y la fila k de la matriz G, (que
contiene las funciones base en la direccién x). Por tanto, como se
dijo entonces, el significado espacio-frecuencial de los
coeficientes de la transformada F depende de la ordenacién
concreta de las funciones base en las matrices G,

En nuestro caso, las funciones base 1D se han ordenado como
sigue: la matriz G, (128*161) est4 formada por 7 submatrices de
columnas. Cada una de dichas submatrices corresponde a una de
las frecuencias centrales consideradas en la direccion y (es decir
la frecuencia central de todas las funciones base 1D que estan
contenidas en una determinada submatriz es la misma). Estas
submatrices frecuenciales estin ordenadas en funcidn de la
frecuencia: la de menor frecuencia (f=-3/8 f) ocupa las primeras
columnas de G, y la de mayor frecuencia (f= 3/8 f) las dltimas.
Dentro de cada submatriz, cada columna contiene los valores de
una funcién base 1D centrada en una posicion v, diferente. Las
diferentes funciones de la misma frecuencia se han ordenado en
funcién de su posicion central: las centradas en los valores mas
bajos del dominio espacial ocupan las primeras columnas de la
submatriz, y conforme se avanza en las columnas de la
submatriz, las funciones consideradas ocupan posiciones mds
avanzadas.

En la matriz G, (161*128) el criterio de ordenacién ha sido
similar solo que en este caso funciones base se situan en las filas
de G,. Asi pues, la matriz G, esta formada por 7 submatrices de
filas. Cada una de dichas submatrices corresponde a una de las
frecuencias centrales consideradas en la direccién x (es decir la
frecuencia central de todas las funciones base 1D que estan
contenidas en una determinada submatriz es la misma). Estas
submatrices frecuenciales estdn ordenadas en funcién de la
frecuencia: la de menor frecuencia (f=-3/8 f) ocupa las primeras
filas de G, y la de mayor frecuencia (f= 3/8 f) las dltimas.
Dentro de cada submatriz, cada fila contiene los valores de una
funcién base 1D centrada en una posicion x, diferente. Las
diferentes funciones de la misma frecuencia se han ordenado en
funcion de su posicion central: las centradas en los valores m4s
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bajos del dominio espacial ocupan las primeras columnas de la
submatriz, y conforme se avanza en las columnas de la
submatriz, las funciones consideradas ocupan posiciones mads
avanzadas.

En la matriz G, (161*128) el criterio de ordenacion ha sido
similar solo que en este caso funciones base se situan en las filas
de G,. Asi pues, la matriz G, estd formada por 7 submatrices de
filas. Cada una de dichas submatrices corresponde a una de las
frecuencias centrales consideradas en la direccién x (es decir la
frecuencia central de todas las funciones base 1D que estin
contenidas en una determinada submatriz es la misma). Estas
submatrices frecuenciales estin ordenadas en funcion de la
frecuencia: la de menor frecuencia (f=-3/8 f) ocupa las primeras
filas de G, y la de mayor frecuencia (f= 3/8 f) las ultimas.
Dentro de cada submatriz, cada fila contiene los valores de una
funcion base 1D centrada en una posicion x, diferente. Las
diferentes funciones de la misma frecuencia se han ordenado en
funcidn de su posicion central: las centradas en los valores mas
bajos del dominio espacial ocupan las primeras columnas de la
submatriz, y conforme se avanza en las columnas de la
submatriz, las funciones consideradas ocupan posiciones mas
avanzadas.

La figura 25 muestra un clarificador (?) esquema de la situacion
de las funciones base 1D en las matrices G, y G,.

Ahora que ya conocemos el criterio de ordenacion de las
funciones base 1D en las matrices G, ya podemos analizar el
significado espacio-frecuencial de los coeficientes de F (y el de
los coeficientes de la GSF que actuaran sobre los elementos de la
transformada de Gabor). Recuérdese que el significado de cada
elemento F, estid dado por la posicién y la frecuencia de la
funcion 2D que surge del producto de la columna 1 de G, y la
fila k de G, Véanse unos ejemplos del significado de cada
coeficiente (a que funcion da lugar) en la figura 26.

En resumen: en la matriz F (de 161*161) coeficientes. se
tendran 49 submatrices de diferente significado frecuencial 2D.
El significado frecuencial de cada submatriz est recogido en la
figura 27.a. Los elementos de cada submatriz controlan Ila
contribuciéon de las funciones de esa frecuencia en diferentes
posiciones espaciales. Las posiciones espaciales concretas
dependen de cada submatriz ya que como hemos visto, para cada
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Matriz G1 (Parte Real)

Eje Y

140

160 N L L A . L L
20 40 60 80 100 120 140 160

Coeficiente | (Controla las caracteristicas en la direccion Y)

Matriz G2 (Parte Real)

8B 8

5

Coeficiente k (Controla las caracteristicas en la direccién X)

g

20 40 60 80 100 120 140 160
Eje X

Fig. 25: Parte real de los elementos de las matrices G, y G, que participan en la TG y contienen los
elementos de la base. Obsévese como existen representantes de cada banda frecuencial
repartidos por todo el espacio.



100 120 140

G, Foos=1 G,

Fig. 26: Significado de los coeficientes de la transformada (matriz F): Cada elemento de F selecciona una columna de G1 y una fila de G2
para generar la funcién base que le corresponde. En estos ejemplos vemos como los coeficientes Fy o v Foo o (el resto de la
matriz es cero) dan lugar a las funciones g4 (X} ¥ 8g, . (X) respectivamente.
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(B/I8.-3/8)f5/2 (B3/8,-1/6)fs/2 (B/8.-1/18)/5/2 (-3/8,0)/5/2 (B3/81/18/5/2 (<3/8.1/6)f5/2 (-3/8,3/8)f5/2

(-1/6.-3/8)f5/2 (-U/6,-1/6)f5/2 (-U/6,-1/18)/s/2 (-1/6,0)/5/2 (<1/6,1/18)/3/2 (=1/6,1/6)f5/2 (~1/6,3/8)f5/2

(-1/18-3/8)f5/2 (-1/18-1/6)/3/2 (-1/18-1/18)/5/2 (-1/180)f5/2 (<1/181/18)/3/2 (-1/181/6)f5/2 (~1/183/8)f5/2

0-3/8)5/2  (0.-U/6)fs/2  (0.-/18)5/2  (0.0)5/2  (OVI8)/E/2  (0.1/6)f5/2  (0,3/8)//2

(V18-3/8)/5/2  (/1&8-V6)fs/2  (V/18-1/18)5/2 (1/180)f5/2 (I/1&1/187//2 (V181/6)/5/2  (1/183/8)5/2

(1/6.-3/8)fs/2  (1/6,-1/6)fs/2 (1/6.~1/18)5/2 (1/6,0)f5/2 (1/61/18)f5/2 (1/6,1/6)f5/2  (1/6,3/8)f5/2

_ (3/8,-3/8)f5/2 (3/8,)f5/2 (3/8-1/18 512 (3/8.0)f5/2  (3/8.1/18)f5/2  (3/8,1/6)f3/2  (3/8,3/8)f5/2

Fig. 27.a: Significado frecuencial (frecuencia central de las funciones base) de las submatrices de nuestro dominio de
Gabor

Fig. 27.b: Significado espacial (posicion central de las funciones base) de los elementos que constituyen cada
submatriz de nuestro dominio de Gabor.

x<0 x>0
y<0 y<0
x<0 x>0
y>0 y>0
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banda frecuencial se tendrd un muestreo espacial diferente.
Como regla general puede diremos que en cada submatriz de F
pueden establecerse cuatro cuadrantes que se corresponden con
los cuadrantes del dominio espacial y cuyos elementos siguen la
misma ordenacion que en aquel. Véase la figura 27.b

5.4 DETERMINACION EXPERIMENTAL DE LOS FILTROS
EN EL DOMINIO DE FOURIER.

5.4.1 Consideraciones generales.

Después de tener bien determinada la base y el algoritmo de
calculo de la transformada solo nos faltan los valores de los
filtros en el dominio de Fourier para poder presentar algun
ejemplo concreto de GSF.

Nuestro objetivo es plantear una caracterizacion que sea
cuantitativamente operativa. Por tanto, el resultado debe ser una
determinada funcion de transferencia que nos permita hallar
numéricamente la salida del sistema ante cualquier entrada
bidimensional:

i')=TG" [GSF(x" f)*TG[i(x)] (' f)] (%) (5.1

El computo numérico de la expresion 4.12 para el calculo de los
161*161 puntos de la GSF implica tener valores de la C'SF" en
todo el dominio frecuencial para filtrar las funciones base g,,(x).
Una ventaja interesante del tratamiento 2D de la CSF es que las
caracterizaciones obtenidas, tanto la de Fourier como la GSF
resultante, incluirdn el comportamiento no isotropo del sistema
en orientacion. Ademads, lo mas importante, es considerar la
bidimensionalidad intrinseca de una caracterizacion del sistema
visual en el dominio de Fourier: si hemos de filtrar
numéricamente sefiales 2D, lo légico, en principio, es intentar
determinar el filtro en todo el dominio en el que estd definido.
Para ello no basta la medida usual de la CSF mediante un
conjunto reducido de redes sinusoidales de orientacion fija[70],
sino que serd necesario determinar los contrastes umbrales de
sinusoides con diferentes orientaciones.

Tanto énfasis para algo que parace tan obvio viene a cuento de
que en cierta literatura[71,72] no es préctica habitual intentar
implementar numéricamente los modelos que se proponen. con
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lo cual, las argumentaciones resultan demasiado vagas. Uno se
da realmente cuenta de cual debe ser la practica experimental, o
cuales son los limites de la argumentacién abstracta, cuando
intenta implementar numéricamente un modelo con los datos
experimentales de que se dispone y ve que aun le faltan
demasiados datos.

Asi pues, la necesidad de datos de la CSF en todo el dominio
frecuencial impuesta por la voluntad de implementar
numéricamente el modelo, nos llevé a desarrollar una técnica
experimental sencilla para determinar de forma rapida la CSF
2D[73].

Como es conocido, la sensibilidad del sistema visual a cada
componente frecuencial ﬁ(fx,fy) en el dominio de Fourier viene
definida por la inversa del contraste minimamente perceptible de
un estimulo sinusoidal de esa frecuencia. Por ello, para
determinar la CSF' en el dominio frecuencial 2D hay, en
principio, que determinar el contraste umbral de un conjunto de
sinusoides cuyas frecuencias muestreen mds o menos
exhaustivamente dicho dominio. Como supimos después. ya se
habian efectuado medidas de la CSF 2D aplicando directamente
esa idea: median los contrastes umbrales de redes sinusoidales
situadas segin una reticula cartesiana en el dominio de
Fourier[41,42].
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Fig. 28: Reticula de muestreo del dominio frecuencial para la medida de la CSF
bidimensional (Harvey et al. [42])
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Sin embargo, este método no es Optimo porque no explota el
hecho de que la dependencia angular de la sensibilidad al
contraste es mucho mdas suave que la dependencia radial
(frecuencial). La idea bdsica de nuestro método experimental es
que si la superficie a determinar no presenta una fuerte
dependencia angular, su forma quedard bien definida a partir de
unos pocos cortes 1D en diferentes direcciones angulares, y una
posterior interpolacion lineal para los dngulos intermedios:

CSF(|f],6,)-CSF(|f1,6,)
(6,-6,)

CSE(1f1,6) = CSF(|f1,6,)+ (9-8,)

(3.2)

donde O es un angulo intermedio entre dos direcciones 6, y 0,
donde se han determinado sendos cortes de la CSF.
Evidentemente, si medimos los contrastes umbrales con un
conjunto de sinusoides de una sola orientaciéon, como es lo
habitual, no obtendremos informacion acerca de las asimetrias
angulares del sistema (estaremos realizando un estudio
exclusivamente 1D). Como es logico, cuanto mayor sea el
namero de cortes determinados, tanto mejor definida quedara la
superficie de la CSF, pero, para que el método sea practico, hay
que alcanzar una solucion de compromiso entre la fiabilidad de
los resultados y la comodidad del método.

Para estimar el namero de perfiles radiales de la CSF que son
necesarios para dar cuenta de las asimetrias angulares del
sistema visual, determinamos para los dos observadores (JM
emétrope: con comportamiento angular uniforme, y RZ
astigmatico -3dp a 0° con un comportamiento angular
fuertemente asimétrico), tres perfiles angulares de la CSF
mediante sinusoides orientadas a 0, 45, y 90 grados.

5.4.2 Prictica experimental.

Los diferentes puntos de la CSF de cada observador se
obtuvieron calculando el contraste umbral de redes cuadradas de
frecuencia y orientacion variable generadas en un monitor DM2
Joyce Display Oscilloscope con fésforo blanco WA y una
resolucion de 1024*1024 a 8 bits/pix. Los patrones estuvieron
controlados por un PC a través de un generador de redes VSG2
basado en un DSP TMS320C25.
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Una vez fijada la orientacion, el programa de control, presenta
aleatoriamente redes de distinta frecuencia. El contraste umbral
se determiné mediante el método de eleccion forzosa de dos
alternativas. Se utilizaron redes de frecuencias 0.5, 1.8, 3.7, 7.3
14.6 y 29.2 ciclos/grado, con una luminancia media del orden de
300cd/m?. No se utilizaron pupilas artificiales ni mecenismos de
control de los movimientos oculares. La excentricidad del test
era nula (vision foveal). La distancia de observacion se fijo en
1m. En esas condiciones el test presentado subtendia 8°.

5.4.3 Filtros en el dominio de Fourier, respuestas impulsionales y
simulaciones.

Con objeto de incrementar el nimero de puntos disponibles para
aplicar la expresion (5.2), ajustamos los valores de los cortes de
la CSF mediante una exponencial, para la caida en la zona de
altas frecuencias, y un polinomio del orden adecuado en la zona
de las bajas frecuencias. De esta manera. podemos disponer de
valores de la CSF para toda |f] en los planos 6 = (0°, 45° y 90°.
La figura 29 muestra, ya en el dominio frecuencial 2D, los
resultados experimentales correspondientes a los cortes radiales
de la CSF de los dos observadores asi como las curvas ajustadas.

A partir de dichos datos vamos a obtener las funciones filtro
(mediante 5.2) y las respuestas impulsionales (mediante la TF!
de las funciones filtro), utilizando uno, dos, o los tres cortes de la
CSF. Con ello conseguimos dos cosas:

- Poner de manifiesto las ventajas del tratamiento
bidimensional al ver como la utilizacion de mas de un corte
de la CSF proporciona informacion valiosa acerca de las
asimetrias del sistema en orientacion.

- Estimar el esfuerzo experimental minimo (nimero minimo
de cortes a determinar), para obtener una caracterizacion que
recoja adecuadamente dichas asimetrias.

Las figuras 30 y 31 muestran el resultado de aplicar la expresion
(5.2) considerando respectivamente: el corte de orientacion 0°, el
de 0° y el de 90° y los tres. La informacién aportada por cada
nuevo corte introducido y las diferencias entre ambos
observadores pueden analizarse con mayor claridad a partir de
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Fig. 29: Cortes radiales experimentales de las CSFs 2D de los observadores JM
(Emétrope) -29.a- y RZ (astigmdtico) -29.b-. Ambos ejes (los de
frecuencias y el de amplitud) estdn en escala logaritmica como es usual
en las representaciones 1D. En adelante representaremos los ejes
frecuenciales en escala lineal debido a que serd necesario incluir el

origen.
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Fig. 30: CSFs 2D de JM obtenidas a partir de los cortes de 0° (30.a), 0°y 90° (30.b) y 0°,45° y 90° (30.c).
Fig. 31: CSFs 2D de RZ obtenidas a partir de los cortes de 0° (31.a), 0°y 90°(31.b) y 0°,45°y 90° (31.c).
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Fig. 32: Respuestas impuisionales del observador JM obtenidas a partir de las funciones de transferencia
representadas en la fig. 30.

Fig. 33: Respuestas impulsionales del observador RZ obtenidas a partir de las funciones de transferencia
representadas en la fig. 31. Por motivos de claridad en la impresién se han decimado las sefales
representadas, de forma que son menos evidentes las diferencias entre las PSFs del observador emétrope y
el astigmadtico. Las PSFs definitivas (figuras 32.c y 33.c) se muestran también en las figuras 38 y 39.
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las respuestas impulsionales y las simulaciones de la distorsién
sufrida por un test complejo.

La escala del dominio espacial obtenido mediante la TF! estd
dada por el tamafio del dominio frecuencial y el numero de
puntos utilizado. Como en las DFTs el dominio frecuencial se
extiende entre -f/2 y f/2[74] (siendo f,= N/X . la frecuencia de
muestreo), y la CSF se determiné en un dominio discreto de
N=256 puntos entre -30cl/grad y 30cl/grad, la frecuencia de
muestreo serd 60cl/grad, el dngulo subtendido por el lado del
dominio espacial serd X, = N/f, = 4.250 grados. Como se ve, no
extendemos los resultados obtenidos del cilculo mas alla de lo
determinado por el experimento (test de 8°).

Las figuras 32 y 33 muestran las respuestas impulsionales (en la
zona foveal) de los observadores JM y RZ obtenidas a partir de
los filtros de 30 y 31. Las figuras 34 y 35 muestran el resultado
de filtrar un test circular con dichos filtros.

Los resultados para el observador emétrope tanto en la funcién
filtro (fig. 30) como en la respuesta impulsional (fig. 32) o en la
simulacion (fig. 34), revelan las limitaciones de la
caracterizacion 1D (mediante un tnico corte de la CSF): en las
figuras 30.a, 32.a y 34.a se tiene un comportamiento
independiente de la direccion que no responde totalmente a la
realidad. La introduccion de un nuevo perfil en Ia
caracterizacion corrige los resultados previos de forma
cualitativamente importante: mediante ese nuevo perfil se rompe
la simetria de revolucién poniéndose de manifiesto un suave
ensanchamiento de la respuesta impulsional en la direccién x
(fig. 32.b), mayor ancho de banda en la direccion y(fig. 30.b), y
una respuesta mas nitida al resolver los bordes horizontales (fig.
34.b). Con la introduccion de un tercer corte en la
caracterizacion, se tienen algunas modificaciones de los 16bulos
laterales de la respuesta impulsional, pero estas correcciones no
aportan informacion cualitativa adicional. Podemos concluir que
en el caso de observadores emétropes, la medida de la CSF en
dos direcciones perpendiculares basta para poner de manifiesto
las pequefias asimetrias que puedan estar presentes en el sistema.

Para el observador astigmdtico la insuficiencia de la
caracterizacion mediante un solo corte de la CSF es patente. Es
evidente que para un sistema con fuerte dependencia angular
como es el astigmatico, no es valida la caracterizacion dada por
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Fig. 34: Simulacion de la imagen de un test circular percibida por el observador JM asumiendo cada uno
de los filtros de la figura 30.

Fig. 35: Simulacion de la imagen de un test circular percibida por el observador RZ asumiendo cada uno
de los filtros de la figura 31.
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las figuras 31.a 0 33.a ni el comportamiento reflejado en 35.a. Si
introducimos las medidas en la direccién perpendicular (90°, la
direcciéon de madxima calidad para el observador RZ), la
asimetria de la CSF y la respuesta impulsional se ponen de
manifiesto de forma espectacular (figs. 31.b y 33.b), dando lugar
a un comportamiento en el que se observa una direccién en la
que la percepcion es muy deficiente (fig. 35.b). El uso de un
tercer perfil radial modifica los resultados previos de forma
importante. Al contrario que en el caso emétrope este nuevo
corte si introduce informacion adicional: se acentua el efecto de
la anisotropia (figs. 31.c y 33.c), confirmandose la existencia de
una direccion preferente muy definida, de forma que el rango
angular de nitidez del test percibido se reduce (fig 35.c). En el
caso de RZ, la introduccion de nuevos cortes en las direcciones
de 22.5° y 67.5° no afiade nueva informacion. Estos resultados
sugieren que la transicion entre las direcciones de mejor y peor
visibilidad en un observador astigmatico es en general no lineal.
En conclusion, para obtener una buena caracterizacion para este
tipo de observadores es necesario introducir al menos una tercera
medida en una orientacién intermedia entre las direcciones de
maxima sensibilidad y su perpendicular.

5.4.4 Comentarios acerca del método. CSFs definitivas.

Como resumen de este apartado dedicado a explicar la
determinacién experimental de los filtros en el dominio de
Fourier podemos concluir que:

- Es necesario poner énfasis en la bidimensionalidad de la
caracterizacion de Fourier para explotar toda la informacion
que pueden ofrecer los filtros en ese dominio.

- Los resultados muestran que para obtener una caracterizacion
adecuada de la variacion de la CSF con la frecuencia y la
orientacion basta, en el caso de observadores emétropes, con
medir la sensibilidad en wun par de direcciones
perpendiculares y luego interpolar mediante 5.2.

- En el caso de observadores astigmaticos (sistemas muy
asimétricos), es necesaria la determinacién de una seccidén
adicional de la CSF entre las direcciones de maxima (o
minima) sensibilidad y su perpendicular.
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Los filtros definitivos (los que se utilizaran en el calculo de las
GSFs) son los que incluyen todas las medidas experimentales: el
de la figura 30.c para M y el de la figura 31.c para RZ. Como,
por motivos de coste computacional, la base y el algoritmo
descritos en 5.2 y 5.3 estan definidos para operar con dominios
espaciales de 128*128 puntos, se aplicard un proceso de
decimacion standard[74] a las funciones de transferencia (ya que
se calcularon en un dominio de 256*256 puntos).

Estos filtros de Fourier representan el comportamiento de ambos
observadores en la region foveal, donde si es valida la suposicion
de homogeneidad del sistema.

5.5 CALCULO DE LAS GSFs EQUIVALENTES A LAS CSFs
FOVEALES.

Una vez elegida la base, concretado el algoritmo y determinadas
experimentalmente unas funciones filtro particulares en el
dominio de Fourier, ya podemos obtener las GSFs equvalentes a
dichas CSFs.

5.5.1 Resultados.

El resultado de aplicar la ecuacion 4.12 filtrando mediante la
CSF de M cada una de las funciones g (x), se muestra en la
figura 36.

El esquema de la figura 27 da el significado espacio-frecuencial
de cada coeficiente. Recordando que las submatrices internas
corresponden a las bajas frecuencias y las externas a las altas
frecuencias, podemos ver que los pesos estin organizados de
forma que el filtro resultante es un pasa-banda: se tiene un
méximo de sensibilidad para las funciones con un a frecuencia
central |ff=1.67cl/grad, y menor sensibilidad para las funciones
de frecuencia inferior o superior. La resolucion frecuencial en el
dominio de Gabor es menor que en el dominio de Fourier,
debido a que las funciones de Gabor son de banda ancha. En las
funciones de una cierta banda se mezclan los efectos de las
asimetrias de la CSF en esa banda. Como veremos en 5.5.2, esto
no implica que se haya perdido la informaciéon sobre las
asimetrias del sistema en orientacion, sino que, dichas asimetrias
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Fig. 36: GSF del observador JM calculada en todos los puntos del dominio de Gabor a partir del filtro de
la figura 30.c.

de la funcién filtro en el dominio de Fourier se perciben con
menor claridad en este nuevo dominio.

Dentro de cada submatriz, el valor de los coeficientes es
aproximadamente constante. Esto quiere decir que la atenuacion
sufrida por las funciones de cada frecuencia espacial es
independiente su localizacién en el espacio. Este es el
comportamiento que se esperaba al obtener el filtro de Gabor a
partir de un filtro de Fourier: como dijimos en 4.3.3, si partimos
de una caracterizacion espacialmente invariante como la de
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Fourier, la transformacion 4.12 que calcula la caracterizacion
equivalente, nos proporcionara un filtro espacialmente
invariante.

Existen pequefias discrepancias respecto de la invariancia
espacial de la atenuacion, y dichas diferencias se hacen mas
acuasdas en los coeficientes cuyas funciones tienen baja
frecuencia (estan muy extendidas en el espacio) y estdn situadas
hacia los extremos del dominio espacial. Esta desviacion
sistematica puede estar causada por la finitud del dominio
discreto considerado de forma que se produca una especie de
spectral leakage[74]. El spectral leakage en la DFT usual es el
efecto de distorsion del espectro que se produce al tratar con
dominios discretos de longitud (o en el caso 2D 4rea) finita: para
las sefiales que se ven recortadas por el dominio finito, el efecto
de dicha finitud es andlogo al efecto de enventanar la sefial en
un dominio infinito mediante una ventana w(x) cuadrada:

4 (xﬁm'to) = w(xinﬁnito) 4 (xinﬁm'to) (53)

al obtener el espectro mediante la DTF, el espectro de la funcion
quedard distorsionado al convolucionarse con el espectro de la
ventana:

G(f;‘inito)=W(f;nﬁnit0)%(f;nﬁmto) (54)

Este efecto serd tanto mds importante cuanta mayor parte de la
sefial caiga fuera del dominio finito. de ahi que la distorsion
afecte fundamentalmente a las funciones base situadas en la
parte exterior del dominio espacial.

Estas desviaciones estin generadas por el método de calculo
empleado, no estan relacionadas con las caracteristicas reales del
sistema. El valor real de la atenuacion para las funciones en las
posiciones extremas del dominio espacial serd el mismo que el
obtenido para el resto de las funciones que si estan totalmente
contenidas en el dominio considerado.

De acuerdo con los resultados obtenidos, al calcular el filtro en
el dominio de Gabor equivalente a un filtro dado en el dominio
de Fourier, no es necesario calcular explicitamente todos los
coeficientes de la GSF, tan solo es imprescidible calcular el
coeficiente central de cada submatriz frecuencial (el coeficiente
correspondiente a una funcién base totalmente contenida en el
dominio finito). Como el filtro de Fourier es espacialmente
invariante, podemos extrapolar la atenuacion obtenida para la
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posicion central al resto de los elementos de cada submatriz
frecuencial. De esta forma, se ahorra tiempo de calculo y se
evitan los efectos de bordes sobre las funciones con posiciones
ma4s exteriores.

Los resultados de las GSFs de ambos observadores utilizando
este procedimiento se muestran en la figura 37.
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Fig. 37: GSF's de los observadores JM (a) y RZ (b) calculadas a partir de un solo valor por submatriz del dominio de Gabor.

5.5.2 Equivalencia entre las GSFs calculadas y los filtros de
Fourier iniciales.

Para demostrar la equivalencia entre las GSFs calculadas y las
CSFss a partir de las que se calcularon, simularemos la respuesta
impulsional del sistema y el filtrado de imagenes complejas
mediante los filtros en el dominio de Gabor, comparando dichas
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simulaciones con las andlogas calculadas a partir de los filtros de
Fourier experimentales.

La respuesta impulsional de un sistema caracterizado mediante
una GSF puede calcularse mediante la expresion 5.1 tomando
como sefial incidente una funcion impulso unidad: i(x)=4d(x-x,).
En el caso de la caracterizacién de Fourier la respuesta
impulsional viene dada directamente por la TF' de la funcién
filtro.

En las figuras 38 y 39 podemos ver las PSFs de ambos
observadores obtenidas de las GSFs de la figura 38 y de las CSFs
de las figuras 30.cy 31.c.

Como podemos ver, tanto la anchura de la respuesta impulsional
de ambos obsevadores como la deformacidn en la direccion x de
la PSF del obsevador astigmatico son bien reproducidas por la
caracterizaciéon de Gabor. Asi pues, aunque la resolucion
frecuencial es menor en el caso de la caracterizacion en el
dominio conjunto y la presencia de las asimetrias es menos
evidente, vemos que la transformacion al nuevo dominio
conserva la informacion respecto de las asimetrias en
orientaciéon. Las diferencias en los l6bulos secundarios de las
respuestas impulsionales generadas por las GSFs daran lugar a
ruido en la parte externa de las imagenes filtradas.

En el caso del procesado de imagenes complejas también se
demuestra el acuerdo entre ambas caracterizaciones. En la figura
40 se muestra el procesado de una imagen natural por parte de
los filtros correspondientes a JM. La figura 41 muestra el
resultado de la actuacion de los filtros de RZ sobre un test
circular para mostrar los efectos de las no uniformidades en
orientacion del obsevador astigmatico.

La degradacion general introducida por la GSF en el caso de ]M
es equivalente a la introducida por la CSF: la distorsion
cuadratica media es del orden del 12%. En el caso de RZ vemos
que el filtro de Gabor reproduce muy bien el comportamiento
astigmdtico: los bordes horizontales aparecen mucho mas
nitidamente resueltos que los verticales como era de esperar con
la respuesta impulsional obtenida. En este caso, la diferencia
cuadratica media entre las dos imagenes 41.by 41.c es del 18%.

Podemos concluir este capitulo afirmando que con la base
propuesta y el algoritmo utilizado es posible obtener una
caracterizacion del comportamiento del sistema visual a nivel
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Fig. 38: (a) PSF del observador JM obtenida a partir del filtro de Fourier de la figura 30.c. (b) PSF andloga obtenida
filtrando una delta de Dirac mediante la GSF de la figura 37.a

Fig. 39: (a) PSF del observador RZ obtenida a partir del filtro de Fourier de la figura 31.c. (b) PSF andloga obtenida
filtrando una delta de Dirac mediante la GSF de la figura 37.b
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Fig. 40: Simulacién del procesado de imagenes complejas (observador JM): (40.a) imagen original. (40.b) imagen tratada
con el filtro de Fourier de la figura 30.c. (40.c) imagen tratada con el filtro de Gabor equivalente (fig. 37.a)

Fig. 41: Simulacion del procesado de imdgenes complejas (observador RZ): (41.a) imagen original. (41.b) imagen tratada
con el filtro de Fourier de la figura 31.c. (41.c) imagen tratada con el filtro de Gabor equivalente (fig. 37.b)
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umbral, y para la zona foveal, al menos tan potente como la
caracterizacion de Fourier. La demostracion de esto son las
funciones de la figura 37 y su equivalencia con los filtros de
Fourier (figs. 30.c y 31.c) confirmada mediante la reproduccion
de la respuesta impulsional y el comportamiento general ante
imagenes complejas.

En el capitulo siguiente exploraremos con un ejemplo concreto
las ventajas de esta nueva formulacién, viendo como, a
diferencia de la caracterizacion de Fourier, puede incluir
comportamientos espacialmente variantes.



6. GSF DE UN SISTEMA
ESPACIALMENTE VARIANTE

Hasta ahora hemos planteado una nueva caracterizacion de las
operaciones desarrolladas en las primeras etapas del proceso
visual (mediante una transformada de Gabor y la aplicacion
posterior de una GSF) y hemos relacionado dicha
caracterizacion con una caracterizacion previa (la que utiliza la
TF y la aplicacion de la CSF), demostrando que la nueva
caracterizacion es capaz de incluir tanta informacién sobre el
sistema como la caracterizacion de Fourier.

Sin embargo, hasta el momento, no hemos explotado ninguna de
las ventajas tedéricas que supuestamente tiene el procesado
espacio-frecuencial (apdo. 3.2.1). Evidentemente, si la tnica
ventaja fuese que el esquema propuesto es mds acorde con los
datos fisiolégicos correspondientes a los campos receptivos de
las células corticales. no valdrian la pena las complicaciones
matematicas (y eventualmente experimentales) que son
necesarias para el establecimiento de esta caracterizacion. Por
eso, en este ultimo capitulo, aplicaremos a un caso concreto el
proceso descrito en 4.1.2 para la caracterizacion de sistemas
espacialmente variantes.

En el ejemplo que proponemos, el sistema puede parecer un
tanto artificial, pero basta para demostrar que, refinando quiza la
base empleada, las ideas expuestas en 3.2.1 pueden llegar a
implementarse numéricamente de forma practica.

111
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6.1 SINTESIS DE UN SISTEMA ESPACIALMENTE
VARIANTE EN EL DOMINIO DE GABOR.

En esta seccion demostraremos que es posible introducir, de
manera controlada, inhomogeneidades espaciales en una GSF.
De esa forma, el sistema caracterizado mediante dicha funcién
tendra un comportamiento espacialmente variante.

Segun la misma técnica que emplearemos aqui, podrian incluirse
los datos existentes sobre la respuesta impulsional del sistema
visual a diferentes excentricidades[75,76] para establecer un
modelo realista que permitiese incluir los efectos de la vision en
campos amplios. La inclusion de zonas extrafoveales requriria
trabajar con dominios espaciales mas amplios e introducir, para
cada banda de la base considerada, nuevas funciones en
posiciones del espacio mds alejadas, incrementiandose el tamafio
de la matriz de coeficientes de la 7G.

Para evitar tener que utilizar un mayor niumero de coeficientes. v
debido a que tan solo pretendemos mostrar el potencial de la
caracterizacion, nuestro ejemplo sintético presentari un
comportamiento espacialmente variante en la zona foveal.
aunque dicho comportamiento no sea muy realistal.

En nuestro caso, vamos a generar un observador simulado a
partir de los datos de los observadores reales de manera que el
observador sintético presente un comportamiento emétrope o
astigmatico en diferentes zonas del espacio. Con objeto de que
en las simulaciones queden perfectamente claros los dos
comportamientos, planteamos un caso simple: comportamiento
astigmatico (anisétopo) en el semiplano espacial superior y
comportamiento emétrope (isotropo) en el semiplano inferior.

Para obtener el sistema no homogéneo tenemos que romper la
uniformidad existente en los coeficientes de las diferentes
submatrices frecuenciales de los filtros de 1a figura 37, es decir,
hay que introducir una atenuacion espacialmente variante para
las funciones base de la misma frecuencia. El proceso seguido se
muestra en la figura 42 (analoga al esquema de la figura 17,
pero fijando ya un dominio de Gabor y una relacién entre los
-filtros en el dominio de Fourier y los de Gabor)

1 Habitualmente se suele suponer que en la region foveal el sistema es homogéneo.
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Fig. 42: Sintesis del sistema espacialmente variante propuesto en este apartado: se combinan en las posiciones
correspondientes a los semiplanos superior e inferior, los valores de los filtros de Gabor equivalentes a los
filtros de Fourier requeridos.
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La funcidn filtro del sistema sintético resultara de considerar los
valores de la GSF de RZ en los puntos correspondientes al
semiplano superior (la primera mitad de las filas de cada
submatriz frecuencial! ), y la GSF de JM en los puntos del
semiplano inferior (las ultimas filas de cada submatriz
frecuencial).

Como ya anunciamos al hablar en general de esta manera de
conseguir sistemas espacialmente variantes, la combinacion
directa de los coeficientes no da buenos resultados cuando se
trabaja con bases no ortogonales. En el apartado siguiente
comprobaremos ese mal comportamiento e indicaremos una
posible solucion al problema.

6.2 COMPORTAMIENTO DEL SISTEMA SINTETICO.

Como la diferencia fundamental entre los dos comportamientos
incluidos en el sistema inhomogéneo es su sensibilidad a
orientaciones. utilizaremos nuevamente el test circular de la
figura 41.a para ver con claridad como el sistema distorsiona
angularmente el test en los dos semiplanos considerados.

Si aplicamos el filtro resultante del proceso mostrado en la
figura 42 sobre la transformada de Gabor del test circular, se
obtiene la imagen de la figura 43.

Al utilizar un grado de solapamiento entre funciones base tan
elevado (vease apdo. 5.2.2), tenemos una base fuertemente no
ortogonal, con lo que ¢l valor de cada coeficiente depende de los
valores de los coeficientes de su entorno de manera que no es
posible imponer grados de atenuacion muy diferentes sobre
funciones muy proximas. Al trasladar al dominio de Gabor los
filtros de JM y RZ y combinarlos directamente, aparece ruido en
la zona de transicién entre los filtros? Esto es debido a que las

i Segun el significado espacial de los coeficientes de cada submatriz mostrado en ¢l
esquema de la figura 27.b, los coeficientes del semiplano superior estan dados por
la primera mitad de filas de cada submatriz frecuencial.

2 Esta zona puede parecer grande en el ejemplo de la fig. 43 (de hecho toda la
imagen es ruidosa), pero hay que pensar que las funciones de baja frecuencia
implicadas en la transicion tienen una gran extension espacial.
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Fig. 43: Test circular filtrado por la GSF sintetizada segun el proceso descrito en
la fig.42 (combinando directamente los valores de los dos filtros sin
preocuparnos de las interacciones entre coeficientes.)

oscilaciones de las funciones menos atenuadas no son canceladas
por sus vecinas mds atenuadas.

Este problema puede resolverse suavizando las diferencias de
atenuacion bruscas entre funciones proximas. En este caso,
hemos efectuado dicho suavizado promediando localmente los
coeficientes del filtro de la fig. 42 (convolucionando la matriz de
coeficientes con una gaussiana estrecha). El filtro resultante del
suavizado se muestra en la figura 44.

El comportamiento de este filtro sobre el test circular comparado
con la actuacion de los filtros espacialmente invariantes de JM y
RZ se muestra en la figura 45.

Como se ve, con el suavizado de los coeficientes se ha eliminado
el ruido y se¢ ha conseguido el efecto deseado: el sistema
sintetizado tiene una diferente sensibilidad angular en los
diferentes semiplanos. En el semiplano superior la definicion de
los bordes del test estd limitada a un pequefio rango angular
como corresponde al comportamiento del filtro de RZ. Por otra
parte, en el semiplano inferior el rango angular nitido es mucho
mayor como corresponde al comportamiento isotropo de JM. La
transicion entre los dos comportamientos es suave debido al
promediado efectuado sobre los coeficientes de la combinacion
directa de los filtros originales.
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Fig. 44: GSF espacialmente variante con las transiciones espaciales suavizadas para evitar el ruido debido a la
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Fig. 45: Test circular procesado por el filtro espacialmente variante de la figura 44. En la parte superior de
la figura hemos representado el resultado de aplicar los fitros espaciaimente invariantes de partida
para que se aprecie como el resultado obtenido es una combinacion de los resultados previos en

diferentes posiciones espaciales.
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El efecto mostrado en la figura 43 y la solucién del promediado
implican que. con la base planteada, debemos restringirnos a
caracterizar sistemas cuya variacion espacial no sea muy brusca.
Esto no es un grave problema en el caso del sistema visual,
porque las variaciones del comportamiento en funciéon de la
excentricidad recogidas en la literatura[75,76] son suaves.

Este ejemplo sencillo demuestra la capacidad de la formulacion
conjunta en general, y en particular del método expuesto en
4.1.2 para caracterizar y sintetizar sistemas con comportamiento
espacialmente variante. A falta de un estudio tedrico detallado.,
la solucion a las dificultades impuestas por la no ortogonalidad
es una cuestion de experiencia. Sobre el esquema general
planteado es posible efectuar diferentes variaciones para
optimizar los resultados:

- Pueden probarse otros tipos de promediado sobre los
coeficientes del filtro en el dominio de Gabor para encontrar
cual es la maxima variacion espacial con un nivel de ruido
tolerable. Pueden plantearse promediados diferentes para las
diferentes submatrices frecuenciales, porque es de suponer
que el algoritmo permitira variaciones espaciales mds rapidas
sobre la atenuacion de las funciones de alta frecuencia (poca
extension espacial) que sobre las de baja frecuencia (gran
extension espacial).

Una posibilidad, no explorada. para reducir la no
ortogonalidad de la base (a parte de modificar directamente
el grado de solapamiento) puede ser controlar el valor a
partir del cual consideramos significativa o no. para la
representacion, la contribucion de un cierto elemento de la
base. Recordemos que a través del limite inferior permitido a
los valores singulares correspondientes a los difrentes
elementos de la base podian eliminarse redundancias que
dieran divergencias en la transformada (apdo. 2.2.3 y
referencia [18]).

- Por ultimo, puede plantearse la utilizacién de un conjunto de
funciones base mas apropiado: otro recubrimiento del
dominio frecuencial u otro tipo de funciéon separable de
soporte compacto. Como hemos visto, todo el formalismo
desarrollado (algoritmo de la transformada y relacion entre
los filtros) no exige la utilizacién de una forma funcional

i
il
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concreta para g(x) ni un recubrimiento concreto de los
dominio espacial y frecuencial.

Todas estas cuestiones indican que, aunque se ha dado un primer
paso en el sentido de conseguir una caracterizacion
computacionalmente implementable del sistema visual en un
dominio conjunto, la cuestion sigue abierta y aun hay que refinar
el modelo para hacerlo mas manejable.



7. CONCLUSIONES.

Asumiendo la caracterizacion del sistema visual como un
codificador de bajo nivel cuya mision es el computo de la
transformacion T composicion de la transformacion 7 de cambio
de dominio y la transformacion R de reduccién de informacion,
en este trabajo hemos propuesto una modelizacién del proceso R
asumiendo razonadamente que la transformacién 7 es una
proyecciéon completa de la sefial topografica sobre un dominio
conjunto espacio-frecuencial.

Las aportaciones concretas de nuestro trabajo han sido:

- Haber propuesto que el comportamiento del sistema visual
puede caracterizarse, a nivel umbral, mediante un filtro
lineal definido en un dominio de Gabor (la GSF).

- Haber encontrado la relacién de equivalencia entre dos
funciones filtro R, y R, definidas en los dominios inducidos
por las transformaciones lineales 7, y 7).

- Utilizando las relaciones propuestas se ha calculado, en un
dominio de Gabor concreto, las GSFs equivalentes a las CSFs
de dos observadores reales. Se ha comprobado Ia
equivalencia entre ambas caracterizaciones reproduciendo
con los filtros de Gabor, las respuestas impulsionales y el
comportamiento general del sistema ante imdgenes
complejas.

- Se ha analizado, en el caso concreto de los filtros en el
dominio de Fourier y filtros en un dominio espacio-
frecuencial, cuales son las limitaciones de las relaciones de
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equivalencia propuestas, proponiendo métodos para superar
dichas limitaciones.

Se ha aplicado uno de esos métodos para superar la
homogeneidad impuesta a la GSF por el caracter homogéneo
de la CSF, de forma que hemos sintetizado un sistema
espacialmente variante.

Lateralmente, para obtener los datos experimentales
necesarios para el calculo de los filtros en el dominio de
Gabor, se ha propuesto un método experimental sencillo para
la determinacién de la CSF en todo su dominio
bidimensional. Los resultados sefialan que para el caso de
observadores is6tropos se obtiene una buena caracterizacion
midiendo la CSF en dos direcciones perpendiculares del
dominio frecuencial, mientras que para los observadores que
presenten un comportamiento anisétropo es necesario
determinar la CSF al menos en tres direcciones.
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