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Curso 2005,/2006

Practica 1
Calculo Diferencial

Ejercicio 1.1
Describir geométricamente los conjuntos
A:={zeR :z =5}
B:={(v,y) € R?* :x =5},
C:={(z,y,2) €R?® : 2 =5}.

Ejercicio 1.2

Describir geométricamente los conjuntos
M:={(z,y) €R® : z4+y—1<0, y>2°}
N:={(z,y) eR* : 2+y >0, 2” +y* <9}.

Ejercicio 1.3

Describir geométricamente los conjuntos
Vi={(z,y,2) € R® : 2> 2% +¢°},
W= {(z,y,2) eR® : 2® +y? < 2% 2 +y* + 2* < 9}.

Ejercicio 1.4
Hallar el campo de existencia de las funciones

fi(z,y) = Ve +y,
fa(z,y) = log(a® — y?),
fs(@,y) == ysenuz,
fa(z,y) = /6 — 22 = 3y2,
fs(@,y) = Va? 5w +6—y.

Ejercicio 1.5
Hallar las curvas de nivel y esbozar las graficas de

filz,y) =z +y,
fo(m,y) = a® + 4,
fa(z,y) = \/m>
falz,y) = 2* =y,

x

fs(x,y) :=e".

VNIVERSITAT

B VALENCIA e’v-] Facuitat e Giéncies [\/latematiques CALCULO para 1N Quimica



Préactica 1: Caélculo Diferencial 2

Ejercicio 1.6
Describir geométricamente p =4 y 0 = 7.

Ejercicio 1.7
Describir geométricamente los conjuntos

A:={(p,0):p<6cosh, 0€l0,x/2]},
B:={(p,0): p>4send, 6 c[0,7/2]}.

Ejercicio 1.8

Describir geométricamente los conjuntos
A={(p,0,2) :0<p<1,7<6<2r,1<2z<2},

<f#<m,

B:={(p,0.0):p =1, < <7}

NN
[N

Ejercicio 1.9

1. Sea f(x) = x?, probar usando las reglas de derivacién que f'(x) = 2x. En general, si f(z) = 2™, n €
IN, entonces f'(x) = na™ L.

2. Sabemos que (sinz)’ = cosx y que (cosz)’ = —sinx. Probar que la derivada de tan(z) es 1+tan?(x)

(es decir ﬁ(z))

Ejercicio 1.10

Calcular la derivada de:
1. f(x) = sin(x?).
2. f(z) = (z + tan(z))".
3. f(z) = 23 cos?(x3).

Ejercicio 1.11
Sea « € IR, y sea f(x) = z® definida en ]0, +oo[. Probar que f es derivable y que

() = az*~t.

Ejercicio 1.12

Hallar la derivada de las funciones:
1. f(z) =2°.
2. f(z) = 2",

Ejercicio 1.13
Hallar las derivadas de las funciones:
1. f(z) = 2
2. f(z) = log(z + log(x)).
3. flw) = /2.
Ejercicio 1.14
Si una funcién f(z) es derivable, con derivada f'(x), y esta a su vez es derivable, se denota su derivada
como f"(x) y se denomina derivada segunda de f, en general se puede definir asi la derivada n—ésima
de f, que denotaremos f™ (r).
Calcular las derivadas primera, segunda y tercera de
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Préactica 1: Caélculo Diferencial 3

1. f(z) = In(kx), donde k es una constante.
2. f(x) = sin(kz).
3. f(x) = (322 — 4)e”. (Usese la formula de Leibnitz:

) =3 () P,

4. f(x) = m (Descomponer previamente como suma de fracciones)

5. f(x)

sin(4x) cos(2z). (Expresar previamente como una suma,)

Ejercicio 1.15
Dadas las funciones hiperbdlicas

T _ ,—T

sinh(z) = seno hiperbdlico,

x —Z
cosh(z) = % coseno hiperbdlico.

Probar que
1. cosh?(x) — sinh?(z) = 1.
2. (sinh(z))’ = cosh(z), (cosh(z))’ = sinh(z).
3. Hallar las derivadas de sus funciones inversas, argsinh(z) y argcosh(z).

Ejercicio 1.16
Calcula las derivadas parciales de las siguientes funciones:
i) f(z,y) = e™
ii) f(z,y) = (a? + y?) log(2® + y°)
i) f(u,v,w) = log(u? + vw — v?)
iv) f(p,0) = p3cosh
v)f(z,y,z) = sen(x + ycosz).

Ejercicio 1.17
Calcula el vector gradiente de las siguientes funciones en el punto que se indica:
1) f(xvya Z) =2z logy - 22y2 en (17 170)
T

i) f(z,y,2) = \/TTyz en (1,-1,1).

iii) f(z,y) = 2® 4+ log /Ty en (2,1).

iv) fla.) =log —— en (5,v2)

v) f(z,y) = log(x? + 2y + 1) + sen(z + ) en (0,0).

Ejercicio 1.18
Denotamos por z = 2¢=%" + ¢~ la altura de una montaiia en la posicién (x,y). ;En qué direccién

desde (1,0) hay que comenzar a caminar para escalar lo més rdpidamente posible?.

Ejercicio 1.19

Supongamos que una montaia tiene forma de paraboloide eliptico z = 1 — z? — 2y?, donde z,y son
las coordenadas este-oeste y z es la altitud sobre el nivel del mar. Si se suelta una canica en el punto
(1,1,-2) jen qué direcién comenzard a rodar?.

$; p
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Préactica 1: Caélculo Diferencial 4

Ejercicio 1.20
Un insecto se halla en un ambiente toxico. El nivel de toxicidad viene dado por

1

T = 222 — 4y )
(z,y,2) =22 — 4y ti e

Si este insecto estd en (—1,2,1), averigiiar en qué direccién debe moverse para que la toxicidad dismi-
nuya lo mas rapido posible.

Ejercicio 1.21
Sean f(u,v) = (u+v,u,v?) y g(x,y) = (22 + 1,y?). Calcular la matriz jacobiana de fog en el punto
(1,1).

Ejercicio 1.22

La temperatura en un punto (x,y, z) viene dada por una funcién T(x,y, z). Una particula viaja por
la hélice o(t) = (cost, sent,t) y denotamos por f(t) la temperatura de la particula en el instante t.
Calcular f'(%) sabiendo que VT'(0,1, %) = (2,1,3).

Ejercicio 1.23
Calcular las derivadas parciales de h(x,y) = f(xseny, z,e¥) en el punto (1,0) sabiendo que V f (z,y, z) =
2z +y,z+2,y).

Ejercicio 1.24
Dada la funcién f(u,v) = g(u — v,u + v, 2u) se pide calcular las derivadas parciales de f en términos
de las derivadas parciales de g.

Ejercicio 1.25

Suponemos f (y, g(o:,y)) = 0 para cualquier valor de x e y. Si Ds f(x,y) # 0 en todos los puntos, se
x

pide probar que xD1g(x,y) + yDag(z,y) = g(z,y).

Ejercicio 1.26

Sabemos que F(x,vy,2) y g(x,y) son dos funciones de clase C* que cumplen que F(z,y,g(z,y)) = 0
en todos los puntos (x,y) del plano. Calcular el vector gradiente de g en el punto (1,0) suponiendo
conocido que g(1,0) =0y VF(1,0,0) = (-1,1,2).

Ejercicio 1.27
Sean f(z,y) = (e*™,x — y,2%) y g(u,v,w) = (uw, sen(v + w)). Calcula la matriz jacobiana de la
funcién g o f en el punto (0,0).

Ejercicio_1.28

Calcular 8—2 y 8—7: siendo u = z?

—xyY, T = scost, y =tsens.

Ejercicio 1.29
Siz=u—v,y=u+2v, siendo u := u(s,t) y v := v(s,t), expresar las derivadas parciales de u y v
respecto de s y t en funcion de las de = e y respecto a las mismas variables.

Ejercicio 1.30
Calcular una funcién f:R? — R de clase C' que cumpla la ecuacién

Sugerencia: Realizar el cambiou =xy ,v=x+y

$; p
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Préactica 1: Caélculo Diferencial 5

Ejercicio 1.31

Hallar el plano tangente y la recta normal a las superficies
1. z=a%+y> — 322y + 329% en (1,1,2),
2. 22 - 222 —2y2 =12 en (1,—1,4),

224+ 9?2 +22=1 en (0,0,1),

xy? +3z— 22 =4 en (2,1,-2),

y=x(2z—-1) en (4,4,1),

xyz =12 en (2,-2,-3),

22+ 9?2 —22=0 en (5,12,13),

xy—z=0 en (—2,-3,6),

224+ y?>+22=9 en (1,2,2).

© % NS Tk

Ejercicio 1.32
Hallar todos los puntos de la superficie z = 4x + 2y — 22 + 2y — y? en los que el plano tangente es
horizontal.

Ejercicio 1.33
Si x = x(t) es una funcién derivable calcular x(0) y 2'(0) si

cos(xt) = xt + x.

Ejercicio 1.34
Supongamos que el sistema:
TCOSY + YCOSZ+ 2COST =T
22 +y? —zy = 72
define implicitamente a y y z como funciones de z, z = f1(x), y = f2(x), ambas de clase C* y definidas
en un entorno de 0, tales que f1(0) =0, f2(0) = 7. Probar que f;(0) =0, f5(0) = 7.

Ejercicio 1.35 5

N o . o f
(i) Si f(z,y) = e* cosy, calcular @(0,0).

(ii) Si f(z,y) = 322 + 5ay — 5y?, calcular 8(18];

(1,2).
Ot f

(iii) Si f(z,y) = sen (22 + y?) — cos (22 — y?), calcular 92202

(0,0).

Ejercicio 1.36
Hallar el polinomio de Taylor de orden 5 en el origen de

f(z) = €e"(cosx — senx).

Ejercicio 1.37
Hallar el polinomio de Taylor de orden 3 en el origen de la funcién f(x,y) = e* 1.

Ejercicio 1.38
Hallar el polinomio de Taylor de grado 2 para f(x,y) = senxzseny en el (0,0).

Ejercicio 1.39
Hallar el polinomio de Taylor de orden 3 en el origen de la funcién f(x,y) = e*¥ sen (z + y).

$; p
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Préactica 1: Caélculo Diferencial 6

Ejercicio 1.40
Calcular los extremos relativos de las siguientes funciones:
(i) f(z,y) = z%y°
(i) f(z,y) = —a® + 4oy — 2% + 1
(iii) f(z,y) = aye™*?
(iv) f(z,y) = (z — y*)(z — 2y°)
(v) f(z,y) = zy*(1 -2 —y).

Ejercicio 1.41
Si en la ecuacion xy = log Y se puede despejar y = p(z), siendo ¢ una funcién de de clase C™ definida
Y

en un entorno de xg = /e tal que ¢(xg) = comprobar que ¢ tiene un maximo local en x.

1
Ve’
Ejercicio 1.42
Hallar tres numeros cuya suma sea 30 y su producto maximo.

Ejercicio 1.43
Calcular la distancia del punto (2,3,1) al plano x +y + z = 3.

Ejercicio 1.44 5 9

Calcular el méximo valor de la funcién f(x,y) = 4xy en la parte de la elipse % + % =1 que se
encuentra en el primer cuadrante.
Ejercicio 1.45

Calcular la minima distancia del punto (0,3) a la pardbola x? — 4y = 0.

Ejercicio 1.46
Determinar los extremos de la funcién f(z,y) = 22%—3y?—2z en el conjunto K := {(z,y) : z>+y? < 5}.

Ejercicio 1.47
La temperatura en cada punto de la esfera 2% + y* + 22 = 50 es T'(z,y, z) = 100 + 2% + y?. Hallar la
temperatura maxima sobre la curva interseccion de la esfera con el plano x — z = 0.

Ejercicio 1.48

Calcular los extremos absolutos de la funciéon f(x,y):=xz—y en
A={(r,y) eR? 122 +y* <1, 2>0, y >0}

Ejercicio 1.49 1
Determinar los extremos absolutos de la funcién f(z,y) = = (x* +y*)+zy en el conjunto K := {(z,y) :

2
y—a22>-1,2<0,y <0}

Ejercicio 1.50
Determinar los maximos y minimos de la funcién f(x,y) = 2?y3(1 —x —y) en el conjunto K := {(z,y) :
|z [+ ]y|<1}.

$; p
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Préactica 1: Caélculo Diferencial 7

Cuddricas en R?

Cilindro eliptico Cilindro hiperbdlico Cilindro parabdlico
a1m2 + a2y2 =1 a1x2 — a2y2 =1 a1m2 =2y
Imaginario
ar1z? + agy? = —1

Elipsoide Hiperboloide de una hoja Hiperboloide de dos hojas

a1x2 + agy2 + a322 =1 alx2 + a2y2 — a322 =1 a1m2 — agy2 — a322 =1

Paraboloide eliptico = Paraboloide hiperbdlico Cono
az?® + a2y2 =2z ayz? — a2y2 =2z az® + a2y2 —a322=0
Imaginario

a1x2 + agy2 + a3z2 =0

Planos paralelos Planos secantes Plano doble
a1x2 =1 a1x2 — a2y2 =0 22 =0
Imaginarios Imaginarios
a1x2 =-1 a1x2 + a2y2 =0

aj >0 paraj=1,2,3.

$; .
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Curso 2005,/2006

Practica 2
Calculo Integral

Ejercicio 2.1
Calcular

(i)/(3x2—5)3m da (ii)/\/mm dz (m’)/ %_3\\5}?+% dz (iv)/(xil)y

Ejercicio 2.2

Calcular
e* dx

(z‘)/\/ﬁj’ﬂW (ii)/\/g(fw (iii)/m (iv)/tan3x dz.

Ejercicio 2.3

Calcular
d V1
(i) /tan2 zdz (i) / R (m‘)/ R
sen? x cos? x V1—=2x

Ejercicio 2.4

Calcular, con un cambio de variable,

) dz .. senx dx
(@) / Vz(l+x) (m)/ cos?z —cosz + 1 do - (iti) / zlogx
(i) [2V/3+ 4z dx  (v) /.2?3\/ 2+ 722 dr  (vi) dz

221 + 22
Sugerencia: en (vi) usar el cambio — = .
x

Ejercicio 2.5

Calcular, integrando por partes,

(z)/m e’ dx (z’i)/e‘T senx dx (zu)/e"’” cosz dx
(iv)/arctan:c dx (v)/argsenhx dx (vi)/x” logz de ; p#—1.

Ejercicio 2.6
Calcular

(1) /arcsenx dx  (i7) /(J:4 +52% + . —3) e” dr (i) /senQJ: dx
(iv)/cos2 x dx (v) /(21‘4 —52% — 2% + 2 — 1) cosz du.

Ejercicio 2.7
Calcular

r+1 r+2 dx xt
) | ————— d i) [ ——-— dx (i) | ——a—— (i
(Z)/xz—i—x—i—l v (ZZ)/x2+x—2 v (m)/x?’—E)wQ—i—Gx (Zv)/x3—2w2—2x—3

dx.
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Practica 2: Caélculo Integral

Ejercicio 2.8

Calcular f (x_l)g% .

Ejercicio 2.9
Calcular

(z)/L (“)/d—x (iii)/cos3a? sen’ x dx (iv)/cost sen® x dx

1+senx 1+senx + cosx

<>/(de)

Ejercicio 2.10

Calcular
sen* x

d 4
(z)/ix (zz)/ dx (iii)/sen&r cos 2z dx (iv)/senBa: sen3x cos2x dx.

1+ sen? 2 cos3 z

Ejercicio 2.11
Calcular, usando cambios trigonométricos o hiperbdlicos,

(i)/\/mclm (iz‘)/\/mdx (m‘)/\/mclx

(i) [ == o) [ ==
) | —— v) | ——/—.
V(1 +22)° (1 —22)?
Ejercicio 2.12
Calcular
W [ =L g, ) [ 22 gy
Vaz4+ax+1 Va4 ax—2

Ejercicio 2.13
Calcular el drea encerrada por las curvas
(i) y=a2, 2=y
(i) y=2%, 0 +y=2.
(iii) y =senz , y = cosx entre © =0y x = g
(iv) y=e®*,y=2,z=0.
(v) y=x,y=x+sen’z,z=0yz=m.

Ejercicio 2.14
Derivar las funciones:

(i) F(x) := /Ow cos® t dt.

§
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Practica 2: Caélculo Integral 10

Ejercicio 2.15
Calcular, si es posible, las integrales iteradas de la funcién f(x,y) := e**Y en el tridngulo de vértices
(0,0), (2,2) y (4,0).

Ejercicio 2.16
senx

Calcular, si es posible, las integrales iteradas de la funcion f(z,y) :=

cuadrante limitada por su bisectriz y la parabola y = z2.

en la region del primer

Ejercicio 2.17
Calcular, si es posible, las integrales iteradas de la funcién f(x,y) := x en la regién, con ordenadas

positivas, limitada por las circunferencias centradas en el origen y radio 2 y 3 respectivamente.

Ejercicio 2.18

2

Calcular, si es posible, las integrales iteradas de la funcién f(x,y) := x*e? en la regién limitada por

lascurvasy>’ =z ,y>?=—2 ey=1.

Ejercicio 2.19

Calcular, si es posible, las integrales iteradas de la funcién f(x,y) := y en la regién del primer

cuadrante limitada por la circunferencia x? + y?> =2 y la pardbola y = x2.

Ejercicio 2.20

Invertir el orden de integracién en las siguientes integrales:

@ [ [ s avs

o [ 3 / VI ey dody,

© [ 1 / 7 fany) dyd,

@ [ 11 / " o) dys,

0 o G2r Y e
(e) / 1 / fx,y) dyde + / / f(.y) dydz.

0

Ejercicio 2.21
Calcular las siguientes integrales

@) [ [ @) dady condim{(w9) s 00 <1, 2 <y <2,

(b) //A | (x+y) | dedy con A :=[-1,1] x [-1,1],

(c) //A sen(z +y) dedy con A la region acotada limitada por las rectasx =0,y =31 ey = x,
(d) //A | cos(x +y) | dedy con A :=[0,7] x [0, 7],

(e) /// (z +y + 2)2?y?2% drdydz siendo A la regién del primer octante limitada por el plano
A
r+y+z=1

$; p
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Practica 2: Caélculo Integral 11

Ejercicio 2.22
Aplicando la férmula de cambio de variable calcular las siguientes integrales:

(a) // e~ v’ dxdy,
R2

(b) / / log(z? + y?) dxdy , siendo A la regién del primer cuadrante comprendida entre las circunfe-
A

rencias de centro el origen y radio 3 y 4,

(c) // z dxdy , siendo A := {(z,y) : z?+y? < 2z},
A

(d) / / z?y? dxdy , siendo A la regién acotada del primer cuadrante limitada por las hipérbolas
A

xy=1,xy=2ylasrectasy =z e y = 4x,

2 2Y( .2 2

3

(e) // (@ + Z )(;E ) dxdy , siendo A la regién comprendida entre las circunferencias x% + 3% —
A LY

4r =0, 22 + y? — 22 = 0 y las parabolas y = 2% y 2y = x2.

Ejercicio 2.23
Calcular el area limitada por lasrectasy =z , y =4z ,c+4dy =1,z + 4y = 4.

Ejercicio 2.24
Calcular el volumen del sélido descrito por las desigualdades z? + 3% + 22 <9, 22 + 42 < 3y.

Ejercicio 2.25
Calcular el drea de una elipse y el volumen de un elipsoide.

Ejercicio 2.26
Calcular, por integracion, el volumen de un cilindro y un cono, ambos de altura h y radio de la base 7.

Ejercicio 2.27
Aplicando el principio de Cavalieri calcular el drea de un circulo y el volumen de una esfera.

Ejercicio 2.28
Aplicando el principio de Cavalieri calcular el volumen limitado por z = 4 — x2 y los planos x = 0 ,

y=6,y=0,2=0.

Ejercicio 2.29
Aplicando el principio de Cavalieri calcular el volumen del sélido que genera la curva y = 2 + senx al
girar alrededor del eje de abscisas entre xt = 0 y = = 2.

Ejercicio 2.30

Aplicando el principio de Cavalieri calcular los volumenes de
A::{($7yaz) : OSZSQ—xQ_y2},
B:={(z,y,2) : 2+y+2<1, >0, y>0, z>0}.

Ejercicio 2.31
Calcular la longitud de las curvas

)=t t— % |) si te[-1,1],
o(t) := (cost,sent,t) si t € [0,2n],
v3(t) :== (t,t%) si t€][0,5],
~a(t) := (t —sent,1 —cost) si te€[0,2n].

)

$; p
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Practica 2: Caélculo Integral 12

Ejercicio 2.32

2d 2d

Calcular la integral / Lfﬁ,
v 1+z2+y

sentido contrario a las agujas del reloj.

siendo v el tridngulo de vértices (0,0), (1,0), (1,1) recorrido en

Ejercicio 2.33

Calcularla integral /(x2 — 2xy)dx + (y* — 22y)dy, siendo v la grafica de y = x? recorrida de (—1,1)
v
hasta (1,1).

Ejercicio 2.34

dr — (x —y)d
Calcular la integral/ (z+y) 3; (2 y)dy
v ety
orientada positivamente.

, siendo v la circunferencia de centro (0,0) y radia a > 0

Ejercicio 2.35

Hallar el trabajo realizado por la fuerza F(x,y) = (x? — y?,22y) al mover la particula en sentido
contrario a las agujas del reloj recorriendo una vez el contorno del cuadrado limitado por los ejes
coordenados y las rectas x = a, y = a (a > 0).

Ejercicio 2.36
Probar que los siguientes campos de fuerzas son conservativos y calcular el correspondiente potencial:
(a) F(z,y) = (2yz + 3,2% + Ty).
(b) F(z,y) = (e” cosy, —e" seny)
8

F = (P22 + = — — 32y%2% + 3¢ — —, 229%2).
(c) Flz,y,2) = (y°=" + — 2y SeyE det — g 2ay z)
(d) F%xvy,z)==(yz,ﬁ§7xy)

y x x —xy

F ) =1-=+= -4+ =,—=
(0) Play.z) = (- + L. 24 5 =)
Ejercicio 2.37

Calcular fv F siendo F(z,y,z) = (yzcosxz,senxz,rycosxz) y v una curva con punto inicial (0,1,0)

y punto final (1,1, g)

Ejercicio 2.38
Calcular el drea encerrada por una elipse utilizando el teorema de Green.

Ejercicio 2.39
Aplicando el teorema de Green calcular /(y + 3xz)dx + (9y — x)dy , siendo «y la elipse 42 +y* = 1
v

orientada positivamente.

Ejercicio 2.40

Aplicando el teorema de Green calcular / / (22 — y?) dady , siendo D el recinto encerrado por la
D
curva 2 +y® = 4.

Ejercicio 2.41
Integrar las siguientes ecuaciones diferenciales lineales:
(a) y —y=z-1, y(0)=1

(b) v +y=5, y(0)=0.
(c) dy+ 2dz = (x — 2)e*dx
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Practica 2: Caélculo Integral

(d)y" =5y +4y=4, y(0)=0, y'(0) =2.
(e) y' + 4y +4y =8e 2 y(0) =
(f) y" +4y = 2cos®x, y(0) =y'(0) =
(g) y" =3y +2y=e", y(0)=y'(0)=0.
Ejercicio 2.42
Integrar los sistemas de ecuaciones diferenciales siguientes:
T +4y+2x =4t +1
y’erfy:th }a:(O)

(a)

¥ +r=y+e B B
ORI en S EURTURSE

OIS EURETURS!

Transformada de Laplace

+o0
L(f)(s) = F(s) = / e f(t)dt

(1) Linealidad L(af + Bg) = aL(f) + BL(g)

1 s

(2) Semejanza  L(f(\)(s) = 3£/ (5)

(3) Desplazamiento L(eMf(2))(s) = L(f)(s—N)
(4) L(z" f(2))(s) = (~1)" ") (s)
(5) Derivacién
L(f")(s) = sL(f)(s) = £(0)
L(f")(s) = s*L(f)(s) — s£(0) = f'(0)
L(f")(s) = s*L(f)(s) = s*£(0) — s£'(0) = f(0)
L(fT)(s) = s"L(f)(s) = s°f(0) = s2£'(0) = s£"(0) = f"(0)

(6) Transformadas de las funciones mas corrientes

5(1)(5):§ C(x e )(5)—@_04);_~_1a neN
L)) = oy nEN e cosfu)ls) = gy e
) () - Lm0 = s
L(cos Bzx)(s) = ﬁ L(e**chpz)(s) = (3_80572&_52
Elsenin)(s) = o L shBa)(s) =
L(chpz)(s) = ﬁ L(zcos Bz)(s) = (3522+§22)2
B
L(shpz)(s) = 22— 32 L(xzsenfz)(s) = (523_622)2
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