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Practica 1
Integral Impropia De Riemann.
Criterios De Convergencia

El objeto de esta practica es extender la nocién de integral a funciones no acotadas o a funciones que
estan definidas en un intervalo no acotado.

1 Definiciones

Sea I C R un intervalo (acotado o no) cuyos extremos representamos por a y b, y que pueden ser
finitos o0 no y sea f una funcién integrable en cualquier subintervalo L = [u,v] C I cerrado y acotado.
Se define integral impropia de f,

/If(t)dt: tim /uvf(t)dt.
+

u—a

Cuando dicho limite existe, se dice que la integral (impropia) de f es convergente o que existe. Si
la integral impropia de |f| es convergente, se dice que la integral (impropia) de f es absolutamente
convergente.

En el caso de que exista una particién {Iy,---,I,} de I, de manera que exista la integral impropia
de f en cada uno de los subintervalos I; de la particién, se define la integral impropia de f en I como

fy Foyde =Y, J, f(b)d.

He aqui unos ejemplos:

Ejemplo 1.1

1
Si f(x) = i I = (1,400) , se tiene que f es una funcién integrable en cualquier subintervalo

L = [u,v] C I ya que es continua y

—+oo v
1 1 1 1 1
/ — dr = lim / —dr = lim [—=] = lim —-[-—--]=1
1 x v— 400 Ju T v — 400 T v — 400 vou
w— 17 u— 17 w— 17

+oo

De manera que / —dx existe (o es convergente) y vale 1.
1 x

Ejemplo 1.2

1
Si f(r) = — el = (0,1), se tiene que f es una funcién integrable en cualquier subintervalo

L = [u,v] C I ya que es continua y

1 v

1 1 1 1 1

/ —dr = lim / —dr = lim —[=], = lim  —[- — ]

o 7T v—1" Ju T v— 1" x v — 1~ v
u— 07 u— 0t u— 0t

que no existe.

§
‘,;N\I}ﬁ%g,{;ﬁ [é—\f’] Facultat ¢ Ciéncies [\]atematiques Anélisis de Varias Variables (Integracién Miiltiple)



practica 1: Integral Impropia De Riemann. Criterios De Convergencia 2

Ejemplo 1.3
Cuando I sea un intervalo cerrado y acotado y f sea una funcién integrable (en el sentido de Riemann)
en I, desde luego que existe la integral impropia de f y coincide con la integral de Riemann de f.

Asi como la integral de Riemann permite medir dreas de porciones del plano acotadas, la nocién
de integral impropia permite calcular dreas de porciones del plano que no son acotadas.

El criterio bésico para decidir que un integral impropia es convergente es el siguiente.

Teorema 1.1 (i) Si [, |f(t)|dt es convergente, entonces [, f(t)dt, también es convergente.

(i1)Si existe M > 0 tal que [ | f(t)|dt < M para cada [u,v] C I, entonces [, f(t)dt es absolutamente
convergente.

De éste, se deduce de manera inmediata el siguiente corolario.

Corolario 1.2 5i 0 < f(z) < g(z) para cada x, a < x < b, y existe [, g(t)dt, entonces tambien existe

J; f(t)dt.

2 Criterios para funciones definidas en intervalos no acotados

Teorema 1.3 Sea f integrable en cada intervalo cerrado y acotado de [a,+00) , (a > 0).
Si existen a > 1 y K > 0 tales que |f(x)z®| < K Vx > a, entonces /f(t)dt es absolutamente
1
convergente.

Si existen « <1 y K > 0 tales que f(z)x® > K Vx > b(> a), entonces / f(t)dt no es convergente.
I
Naturalmente criterios andlogos a estos se pueden formular para intervalos de la forma (—oo, a.

Teorema 1.4 (Citerio de Abel-Dirichlet) Sean f,g: [a,+00) — R tales que g es derivable, existe
f;oo lg' (t)|dt, im0 g(x) =0 y f tiene una primitiva acotada. Entonces existe f;w f(&)g(t)dt.

También merece la pena el siguiente criterio que relaciona la convergencia de la integral impropia
con la de una cierta serie numérica.

Teorema 1.5 (Criterio de Cauchy-MacLaurin) Sea f : [a,+00) — RT decreciente (y por tanto,
integrable Riemann en todo subintervalo cerrado y acotado). Se tiene que fI f(t)dt es convergente si,
y solo si, la serie ), f(a+n) es convergente.

3 Criterios para funciones no acotadas definidas en intervalos
acotados

Teorema 1.6 Sea f integrable en cada intervalo cerrado y acotado de I = (a,b).

(i) Si existen o <1 y K > 0 tales que |f(z)(z —a)®| < K Yz > a, x < b, entonces [, f(t)dt es
absolutamente convergente.

(i1) Si existen o > 1 y K > 0 tales que f(z)(x —a)® > K Yo > a x < b, entonces [, f(t)dt no es
convergente.

Naturalmente criterios andlogos a estos se pueden formular para intervalos de la forma [b, a).

§
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PROBLEMAS PROPUESTOS:

Ejercicio 1.1 1+
Demostrar que / —, converge si, y sélo si, p > 1 (se supone a > 0)
x
a

Ejercicio 1.2
Utilizando el problema anterior probar el Teorema 1.3

Ejercicio 1.3

Hallar la convergencia o divergencia de las siguientes integrales:
o0

(a) xeosxdr

(b) /+OO 1 + x2
(c) /1+°° mdw

Feo dx
() /1 rt 42?2 +1

©) /+°° dx
Vie+1)(z+2)
Too 14 6$en2x
f ———d
(f) / 2 + 323 v

(g) /0 o wsen(zt)dz

Ejercicio 1.4

Estudiar la integrabilidad (impropia) de las siguientes funciones en los intervalos sefialados:
(a) exp(—|z|) en R.
(b) zPlog?x en [2,4+00) cuando p < —1 y cuandop = —1 A g < —1.

(c) sin® = en [1,+00).
x

(d) zP exp(—x9) con p,q > 0 en [0, +00).
(e) exp(—x)log(cos®z) en [0, +00).

Ejercicio 1.5
: sinx
Sip > 1, entonces
xP
mente convergente y, en cambio, si es convergente.

tiene integral impropia absolutamente convergente y si p = 1, no es absoluta-

Sea f € R([z,2’]) para todo z,2" € R,x < 2/, se llama valor principal de fj;: f(z)dz al siguiente
valor:

+oo
VP/_ f(z)dr = lim f( )dx

r——+o0

El valor principal de una integral puede existir sin que por ello la integral de la funcién sea conver-
gente:

Ejercicio 1.6 ¢

+x . . . L l+z
Demuestra que / ﬁdx no existe como integral impropia y sin embargo, hgrn
x
— 0o

_¢ 1422

dr = m.

f(x)dx es convergente, entonces coincide con su valor principal.

Ejercicio 1.7 +o0
Demostrar que si /

— 00
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Ejercicio 1.8
Demostrar que si p > 0 se tienen los siguientes hechos:

x
(a) / @—ar es convergente si, y sélo si, p < 1.
T —a
x
(b) / m es convergente si, y sélo si, p < 1.
—x
a

Ejercicio 1.9
Utilizar el problema anterior para demostrar el Teorema 3.

Ejercicio 1.10
Estudiar la convergencia o divergencia de las siguientes integrales.

1
(a)/ senxdz
0

1
dx
b d
( ) 0 .'172—1 v
1
dx
——=d
(c) o (senx)? o

zarctangx
f ——dx
O

oo Ing
(g)/ (14 22)2 a2

§
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Practica 2

Integral de Lebesgue. Teoremas de
convergencia. Conexion con la
integral de Riemann

1 Conjuntos nulos

Si a; <b; para i =1,2,...,n, sedice que el conjunto I = {(x1,x9,...,2,) € R" 1 a; < x; <b;} es
un intervalo abierto acotado de R™ y se define su medida como m(I) = (by —ay)(ba —agz) - - - (b, —ay).
Un conjunto A C R se dice que es nulo si para cada € > 0 existe una sucesién finita o infinita de
intervalos abiertos acotados I, que cumple

(a) AcU,—,In

(b) ZZO:I m(l,) <e.

El hecho de que se pueda considerar una cantidad infinita de intervalos en vez de limitarse a una
cantidad finita es esencial: existen conjuntos nulos que no pueden ser recubiertos por una cantidad
finita de intervalos abiertos acotados como se ilustra en el problema 3.

Es importante observar que el concepto de conjunto nulo depende de la dimension del espacio R™.
Por ejemplo, como consecuencia de los ejercicios 2, 3 y 4 se sigue que toda recta en R? es un conjunto
nulo.

Las propiedades de los conjuntos nulos son similares a las de los conjuntos numerables.

1.- Si para cada n € N, el conjunto A, es nulo, entonces la unién |J A, es un conjunto
nulo.

2.- Todo subconjunto de un conjunto nulo es nulo.

La estrategia general para demostrar que un conjunto es nulo es utilizar estas dos propiedades; por
ejemplo, poniéndolo como unién numerable de conjuntos A, de modo que sea ficil demostrar que
cada A, es nulo.

neN

1.1 Propiedades que se cumplen casi por todas partes

Sea P(x) una propiedad que depende de z € R™. Diremos que la propiedad P(z) se verifica casi
por todas partes o para casi todo x, cuando existe un conjunto nulo A tal que si = ¢ A, entonces
se cumple la propiedad; en otras palabras, cuando el conjunto {x € R™ : P(x) no se cumple} es nulo.
Por ejemplo, decir que dos funciones f y g son iguales casi por todas partes significa que existe A
nulo tal que si z ¢ A, entonces f(x)= g(x).

Ejemplo 2.1

Vamos a probar que si fi(z) = g1(z) (c.p.p.) ¥y fo(x) = g2(x) (c.p.p.) , entonces fi(z)+ fo(x) =
g1() + ga(x) (c.p-p.)

Como fi(x) =gi(x) (c.p.p.) , existe A; conjunto nulo tal que si x ¢ Ay, entonces fi(z) = g1(z).
Andlogamente existe un conjunto nulo A, tal que si = ¢ A, entonces fo(x) = go(z). Sea

A= A;UA,, queesun conjunto nulo. Si x ¢ A, entonces fi(x) =g1(z) y fa(x) = ga(z) con lo
cual fi(z) + fa(z) = g1(z) + g2(2); es decir, fi(z)+ f2(z) = g1(z) + g2(2) (c.p.p.)

PROBLEMAS PROPUESTOS:

Ejercicio 2.1
Sean (fn(x)):ozl v (gn(a:))::;l dos sucesiones tales que f, — f (c.p.p.) ¥ gn — g (c.p.p.) Si
fo(x) = gn(x) (c.p.p.) para cada n € N, demostrar que f(z) = g(x) (c.p.p.)

§
‘,;N\I}ﬁ%g,{;ﬁ [é—\f’] Facultat ¢ Ciéncies [\]atematiques Anélisis de Varias Variables (Integracién Miiltiple)



practica 2: Integral de Lebesgue. Teoremas de convergencia. Conexion con la integral de Riemann 6

Ejercicio 2.2
Si para cada n € N, la propiedad P,(z) es cierta (c.p.p.) , demostrar que entonces P, (x) es cierta
para todo n € N, (c.p.p.)

2 Integrabilidad: calculo directo de la integral

En este apartado veremos céomo ciertas funciones son integrables y se puede calcular sus integrales
directamente.

Segun sabemos “Una funcidn real f en R™ que sea continua (c.p.p.) , acotada y que se anule fuera
de un intervalo acotado es una funcion superior y por lo tanto integrable; en particular, una funcion
continua en un intervalo compacto I es integrable en €él.“ Para calcular su integral la propia prueba
del resultado nos dice que hay que dividir el intervalo en subintervalos iguales y tomando en cada uno
de ellos el infimo de la funcién se construye una funcién escalonada. Tomando cada vez subdivisiones
mas pequenas se obtiene una sucesién creciente de funciones escalonadas que convergen (c.p.p.) a f.
El limite de sus integrales nos daré la de f.

Ejemplo 2.2
Sea f(x) = x?. Demostraremos que es integrable en el intervalo [0,1] y calcularemos su integral.

Dividimos el intervalo [0, 1] en 2™ partes iguales segin los puntos {0, 2%, 2%, e 2;;1 , 1}, v definimos
1::2777/ i 1
o — 1
P 1= z; TR
1=

entonces
lim ¢, = f c.p.p.
m—0o0

Al ser la sucesién creciente la funcién f es superior y como

/¢>m = 2% <(2}n)2 - (2%)2 ot (22; 1)2>

entonces
) L 1+22 4 4 (2m—1)2 o 14+22 4+ L+ (k1) 1
A 2 = (stolz) = 3.

Por lo que la integral de f en [0,1] es %
Podriamos haber dividido el intervalo de otra forma, por ejemplo en 2" subintervalos, y el resultado

serfa andlogo (compruébese).

PROBLEMAS PROPUESTOS:

Ejercicio 2.3
Demostrar que f(x,y) = xy es integrable en [0,1] x [0, 1] y calcular su integral.

Ejercicio 2.4
Demostrar que f(x) = x es integrable en [1,2] y calcular la integral.

Ejercicio 2.5
Demostrar que f(x,y) = x? + y? es integrable en [0,1] x [0,1] y calcular su integral.

Ejercicio 2.6
Comprobar los resultados anteriores en una variable usando el teorema de Lebesgue-Vitali.

§
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3 Teoremas de convergencia

En general no se puede pasar al limite bajo el signo de integral como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.3
Sea la sucesién de funciones escalonadas f,, : [0,1] — R definida por

fn(a:):{n’ si @ €[5, 2];

0, resto.
Veamos que esta sucesién converge puntualmente a la funcién 0 en [0,1].

Dado z € (0,1] existe ng € N tal que n%) < x, por consiguiente para todo n > ng se cumple que

fn(@) =0.

Calculemos ahora el limite de las integrales

1
1f L= i —)=_.
Jm [ fn = lm n(o) =g

La superioridad de la integral de Lebesgue respecto a la integral de Riemann se manifiesta, sobre
todo, en los teoremas de convergencia, que permiten pasar al limite bajo el signo integral en condiciones
muy generales. Los dos fundamentales son:

Teorema 2.1 (Teorema de la convergencia monétona de Lebesgue-Levi) Sea (f,)22; una

sucesion mondtona de funciones integrables que convergen casi por todas partes a la funcion f. Sila
., . (o) -z -

sucesion de integrales (f fn)n:1 es acotada, entonces la funcion f es integrable y se cumple

[ =t [ 1.

Teorema 2.2 (Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue) Sea (f,)32; una sucesion
de funciones integrables que convergen casi por todas partes a la funcion f. Si existe una funcion
g integrable tal que |fn(x)] < g(x) para casi todo x y todo m € N |, entonces la funcidn [ es

integrable y se cumple
/f = lim [ f,
n—oo

Veamos ahora unos ejemplos en los que se aplican los teoremas anteriores.

Ejemplo 2.4
Vamos a ver que la funcién f(x) = % si x € (0,1], f(0) =0 es integrable Lebesgue en [0,1] y
vamos a calcular su integral.

Consideremos la sucesién de funciones f, : [0,1] — R definida por

Lo osi xe[%,l];

fl) = {(\)/,5 resto.

Puesto que f, estd acotada y es continua en [0,1] salvo en el punto %, por el teorema de
Lebesgue-Vitali es integrable Riemann en [0,1], integrable Lebesgue en [0,1] y

1
/ flwyde= [ f
0 [0,1]

La sucesién {f,}52; converge puntualmente a la funcién f en [0,1], ya quesi x € (0,1], existe

ng € N tal que % < x y por consiguiente para todo n > ngy se cumple que f,(z) = ﬁ Es facil ver

que fn, < fnr1. Comprobemos finalmente que la sucesién de integrales estd acotada superiormente.

§
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f /1 1d 2 2 <2
n = —dr=2—-—=<
[0,1] 1z Vn

Aplicando el T.C.M. se tiene que f es integrable Lebesgue en [0,1] y

2
fn= lim fn=Ilm 2—- — =2.
RV N AL
Ejemplo 2.5
Probemos que
1
1
lim we_z cosz dx = 0.

n—oo 0 n

1 )
_ log(nta) —z
n

Consideremos la sucesién de funciones f, : [0,1] — R definida por f,(x) cosz. Como

para cada x € [0,1] se tiene que

1
lim 282+ 7)

n—oo n

e T cosxdr =0,

resulta que la sucesién {f,}52; converge puntualmente a 0 en [0,1]. Las funciones f,, son continuas,
por lo tanto son integrables Lebesgue en [0, 1] por lo que el resultado que es consecuencia del T.C.D.
Para aplicarlo, inicamente queda encontrar una funcién integrable que mayore a los médulos de todas
las funciones de la sucesién.

De las desigualdades

log(n + x) < log(n+1) log(n+1) n+1 < n+1 <

2

n - n n+1 n - n

para todo x € [0,1], se deduce que la funcién g(x) = 2e~* verifica |f,| < g para todo n € N.

4 Criterios de integrabilidad

Como consecuencia del T.C.M. se tiene el siguiente criterio de integrabilidad para funciones de varias
variables.

4.1 (C1)

Sea {I,,}22, una sucesién creciente de intervalos en R™ ysea S =U_,I,. Si f € L(l,) para
todo m e N ylasucesion {f, |f[}5_, estd acotada, entonces f e L(S) y

/Sf:h;rln/l I

m

Si f >0, entonces el reciproco es cierto.
Como consecuencia de este criterio obtenemos el siguiente resultado:

4.2 (C2)

Sea f:[a,+o0) — R tal que f € L(a,b) para todo b > a y supongamos que existe M > 0 tal
que f[a b |f] < M paratodo b>a. Entonces f € L(a,+00) y

/ f= lim f
[a,+00) b=+00 Jia,b)

§
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Aplicando C1 a la sucesién de intervalos I, = [a,a +n], n € N, a f ya |f| obtenemos que

f € L(a,+00) y que
[ =t [ 1
[a,+00) noJr,

[ - i<
[a,400) In,
Sea b > a -+ ng, entonces

RS Y Y AT
la,4+0) [a,b] [b,400] [b,4o0)
</ = an- i<
la+ng,+00] la,+o0) I,

0

Dado € >0 sea ng € N tal que

Ejercicio 2.7
Probar que la funcién f(z) = e 1%l es integrable Lebesgue en Ry calcular su integral.

Ejemplo 2.6

Probemos que para todo y >0 la funcién f(z) =e” 1

x

2¥~! es integrable Lebesgue en [0, 1].

Para y > 1 la funcién es continua en [0,1]. Supongamos ahora que y < 1. En ese caso la funcién
Y71 no estd acotada cuando z tiende a 0+.
Si I, = [%, 1], entonces f es continuaen I, y

! o 1 1 1
/ f :/ e *x¥ldr < / T dr < -(1-—=) < —
I, 1 1 Yy nvsoy

n

para todo n € N.
Aplicando C1 se tiene que f(z) es integrable Lebesgue en [0, 1].

5 Relacién con la integral impropia de Riemann
51 (C3)
Sea f:[a,400) — R tal que f € Rla,b] paratodo b>a. Siexiste M >0 tal que

b
/ |f(x)|de < M para todo b > a,

entonces f es integrable Lebesgue en [a,+00) y

/[Wo) =/ " e

En efecto, de las hipdtesis se deduce que f € Lla,b] y f[a b f= fj f(z)dz paratodo b>a. Por
lo tanto
/ lfl <M para todo b > a.
[a,b]

Aplicando C2 se deduce que f es integrable Lebesgue en [a,+00) y

b 400
f= lim f:h'm/fxda::/ f(z)dzx
/[a,+o<>) b—too [a,b] b—too Jg ( ) a ( )

§
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Como consecuencia del criterio anterior se tiene que toda funcién f integrable Lebesgue en [a, +00)
es integrable Riemann impropia en [a, +00).
En efecto, dada f:[a,400) = R tal que f € R[a,b] paratodo b> a, se tiene que

/ @)z = /[] 7 < /[a’m) fl=M

El reciproco es cierto si la funcién es positiva, pero en general no lo es como lo prueba el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 2.7

En la préctica 1 se ha visto que existe la integral de Riemann impropia de la funcién f(z) = *2-%,
x>0, f(0)=1 en [0,+00). Sin embargo f no es integrable Lebesgue en [0,+oc0], pues si lo
fuera también lo seria |f| y entonces, para cada k € N,

km km
1 2
/ |senx|dx2 — |sen z|dr = —

(k—1)x & kT J(k—1)x km

de donde

km
sen x 2 1 1
de > —(1+ =4+ ...+ —
/O e

lo que contradice la integrabilidad de |f| por la no acotacién de la sucesién folm |* 2| da.

5.2 (C4)
Sea f:[a,+00) — R tal que f € L(a,b) paratodo b>a. Siexiste g € L(a,+00) tal que |f|<g

entonces f € L(a,+0).
/ |f] S/ g S/ g
[a,b] [a,b] la,+o0]

Consecuencia de C2 ya que

para todo b > a.

5.3 (C5)
Sea f:[a,+00) — R tal que f € L(a,b) paratodo b>a. Siexiste h € L(a,+00) tal que

f) _

a—+oo h(x)

entonces f € L(a,+00).
En efecto, por hipdtesis existe « > a tal que Mgg} <1 paratodo x> «a, luego

|kau+mﬂ|f;ngL+uﬂ

pero puesto que g es integrable en [a,+00), tambien lo es en [a,+00) y aplicando C3 resulta que
f esintegrable en [, +00).
Como, por hipétesis, f € L(a,a), se tiene que f € L(a,+00).

Ejemplo 2.8
Probemos que para todo y > 0 la funcién f(z) = e ®xY~! es integrable Lebesgue en [1,+00).

Por un ejemplo anterior sabemos que la funcién e~ 2 es integrable en [1,+00) y como

—z,.y—1
, e "r , oz
im ——— = lim e 22v 1 =0
r——+00 e 2 T—+00

§
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la tesis se sigue de C4.

NOTA: De los ejemplos anteriores se deduce que para cada y > 0 la funcién f(x) = e “z¥~1 es

integrable Lebesgue en [0,400). Se llama funcién Gamma a la funcién T :]0,4+o0o[— R definida por

+oo
I'(y) = / e Ta¥ .
0

—T

PROBLEMAS PROPUESTOS:

Ejercicio 2.8
En cada uno de los siguientes apartados encontrar el conjunto de puntos x € [0,1] tales que la sucesién
(fn(x))zozl converge. ;Se cumple que f, — 0 (c.p.p.) ? ;Se cumple que [ f, — 07
(a) folz) =2n2ze "
sen nwx, si x € Q;

o) fule) ={

resto.

_Jn, si xe][0,1/n];
(¢) ful@) = 0, resto.
(d) fn(z) = limy,_ o cos?*(n!rx)
(e) fulx :{ ilesfo'_ T2 T Gonde (rn)Se, es una enumeracion de Q.

1/q six=2 peZ qeN, 1<qg<m;

f — 3 q’ ) ) — —_ )
®) fal { resto.

Ejercicio 2.9
Probar que la funcién f(x) = 2P, x > 0; f(0) = 0 es integrable en [0,1] si p > —1 , y calcular su
integral.

Ejercicio 2.10 ,
Determinar la integrabilidad de f(x) = e~ en [0, +00].

Ejercicio 2.11
Sea f(x) = ﬁ Demostrar que es integrable en R y calcular su integral.

Ejercicio 2.12
Discutir segiin los valores de p la integrabilidad de la funcién

sen r

fz) =

xrP

en el intervalo [0,4o00[. /jPara qué valores se cumple que existe lim,_, fﬂﬂ 0Ly 7

Ejercicio 2 13
Si f(x) = a%sen 3,810 <x < 1; f(0) =0 demostrar que su derivada no es integrable.

Ejercicio 2.14

Probar que la funcion f(x) =

2t siz > 7 ; f(x) =0, si v < 7 es integrable en la recta real.

Ejercicio 2.15

Demostrar que la funcién f(zx) = H%’ six>1; f(z) = ﬁ, si0<xz<1; fl&) =0,six <0, es

integrable y calcular su integral.
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practica 2: Integral de Lebesgue. Teoremas de convergencia. Conexion con la integral de Riemannl2

Ejercicio 2.16
Comprobar que si I := [0,+00[, y fm(x) = e™™% — 2e=2™% entonces se tiene

mi:/jfm #/J(;fm)-

Ejercicio 2.17
4 1 n:rz X
Calcular lim,, fo Tonzaz€ cosxdx.

Ejercicio 2.18
Idem para lim,,_, o fooo n%e’zdm.

Ejercicio 2.19
Idem para

n Sen( nmt—2x )

dx.

lim [ 2
n—oo [q 1—|—,’1}

Ejercicio 2.20

(a) Sean f,, funciones integrables en R™. Probar que sila serie 3", ['| fm| converge, la serie "% fum,
converge (c.p.p.) a una funcién f integrable en R™ obteniendose

[1-5 ]

(b) A partir del desarrollo de Taylor de log (1 — ) obtener razonadamente la igualdad

! 1
/ log dx =1.
0 1—=z

Ejercicio 2.21 {

1, si x=ry,re,...,7Ty;

Sean f,: R xR — R definidas por f,(x,y) = 0. resto:

donde (r,)22, es una

enumeracion de Q. Demostrar que [ f, — 0.

Ejercicio 2.22
Sean f, :[0,1] — R definidas por

1, sizei/2F(G+1)/2] n=2F+4, i=0,1,...,2 -1,k =0,1,2, ...
fn(x)_ 0 .
, resto.

Es decir, fo = X, 40 ;1100 donde n = 2k +4.5=0,1,...,2 —1;k = 0,1,2,.... Las primeras
funciones de la sucesion son: f1 = X011+ fo= X012 f3 = X211 f1= X014 fs = X jaayz- -+

(a) ;Por qué la sucesién (fn(a:))zozl 10 converge para ningin z € [0,1] 7

(b) Demostrar que la subsucesion definida por

1, si zef(2r-1)/2"1];

gn(x) = {0, resto.

converge a 0 (c.p.p.)

(c) Comprobar que, a pesar de no poderse utilizar ninguno de los teoremas de convergencia vistos,
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Practica 3

Integrales iteradas. Teorema de
Fubini. Integrales de funciones de
varias variables

1 Teorema de Fubini para integrales dobles

Sea f una funcion integrab]e Lebesgue en R?. Entonces:
(a) La integral fR x,y)dy existe para casi todo x € R
(b) La func1on definida casi por todas partes por F(x fR x,y)dy es integrable Lebesgue en R,

(c) ffRZ z,y)dady = fR fR z,y)dy)dz.

Ex1ste una formulacién andloga del teorema que se traduce en la igualdad [ fR2 fz,y)dady =
Jo (g fz,y)dx)dy.

Ejemplo 3.1
Probemos que la funcién f(z,y) :=

—y
(z +y)?

Si f es integrable entonces, en virtud del teorema de Fubini, las dos integrales iteradas de f deben

coincidir, es decir, o o
/0(/0 f(my)dx) dy:/o </O f(x,y)dy> d.

L e m)ar = [ ()
:/0 <11f th% ii}f‘”) dy
= I

no es integrable en A = [0, 1] x [0, 1].

Pero

v procediendo similarmente

1 1
— 1
o \Jo (+y) 2
Por tanto f no es integrable en A.

Ejemplo 3.2

Calculemos e®” da siendo A el tridngulo de vértices (0,0), (1,0), (1,1), probando previamente
A
que la funcién es integrable.

La funcién f(z,y) = e es integrable en el conjunto A porque f es continua y el conjunto A es

compacto. Puesto que A ={(z,y): 0<xz <1, 0<y <1} el teorema de Fubini permite calcular

1 T 1 1
// e dx = / (/ exzdy> dx = / ze® dr = —(e—1).
A 0 \Jo 0 2

Obsérvese que la otra integral iteracga no se puede calcular utilizando el teorema fundamental del
cdlculo por carecer la funcién g(x) = €* de primitiva elemental.
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Ejemplo 3.3
Averigua si la funcién f(x,y) =

es integrable en el conjunto A = [0,1] x [0,1] y, en su caso,

calcula la integral.

La funcién f no estd acotada en el conjunto |0,1]x]0,1] y por tanto no es posible razonar como en
el ejercicio anterior para deducir que f es integrable. Aplicaremos el teorema de la convergencia
mondtona. Tomamos A, = [1,1] x [L1] y fu := fxa,. Puesto que f es continua en el intervalo
compacto A, se sigue que f, es integrable y ademads, aplicando el teorema de Fubini, obtenemos que

[ ([ ) <o)

Puesto que la sucesién (fy) es creciente y converge c.p.p. a la funcién fxa, el teorema de la

convergencia monétona permite concluir que f es integrableen Ay [ f= lim [ f, =4
A n—oo

Ejemplo 3.4
Calcular [ [, E(1 4 x + y)dxdy, siendo A := [0,1] x [0,1] y donde E(t) denota la parte entera de t,
discutiendo previamente la integrabilidad de la funcion.

Observamos que f estd acotada en A y los puntos de discontinuidad de la funcién f(z,y) = cE(1+x+y)
en A estan contenidos en el conjunto {(z,y) € A : x+y = 1}, que es nulo y por tanto f es integrable
Lebesgue en A (teorema de Lebesgue-Vitali). Para calcular la integral descomponemos A como A =
BuCuU{(1,1)}, siendo B := {(z,y) € A:0<z+y <1}, C:={(z,y) €D :1<z+y <2}
Entonces la igualdad fxa = fxs + fxc se cumple en todo R? excepto en el punto (1,1) y por tanto

/ /A f (@, y)dady = / /B f (@, y)dady + / / £ (. y)dedy Pero

C
//Bf(x,y)dycdy://B:Edacdyz/01(/01%;“@)(195:(13
//Cf(x,y)dxdy//CQJ:dxdy/Ol(/llgEZ:z:dy)dzg.

De donde // fz,y)dzdy = g
A

y también

2 Teorema de Tonelli-Hobson

Sea f una funcién medible en R?. Si existe la integral iterada

L[ L dgas

entonces [ es integrable Lebesgue.

Ejemplo 3.5
Averiguemos si la funcién f(xz,y) =

es integrable en el conjunto A = [0,1] x [0,1] y, en su caso,

calcula la integral.

Comprobaremos que f es integrable aplicando el Teorema de Tonelli-Hobson. La funcién f es medible
1

por ser continua c.p.p. Ademds, la funcién de una variable p(t) = W es integrable en el intervalo
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Y1
[0,1] con integral / %dt = 2 y por tanto existe la integral iterada
0

[ (] 1) e (] ) ([ )=

Queda probado que f es integrable en A y ademads el teorema de Fubini nos permite concluir / / f(z,y)dxdy = 4.
A

EJERCICIOS PROPUESTOS:
Averigua si la funcién f es integrable en el conjunto A y , en caso afirmativo, calcula la integral
correspondiente. p

Ejercicio 3.1
f(z,y) :=e*T¥; A = tridngulo de vértices (0,0),(2,2) y (4,0).

Ejercicio 3.2
fla,y) = 222 - A = regién del primer cuadrante encerrada por su bisectriz y la pardbola y = x2.

x

Ejercicio 3.3
f(x,y)::y%, si 0<z<y<lf(zy)=—=%, si 0<y<az<l.

Ejercicio 3.4
f(x,y) == (x+y)~? en la parte del intervalo [1,2] x [1,4] comprendida entre las rectas y = z e y = 2.

Ejercicio 3.5
f(x,y) := 2+vy en la parte del intervalo [0, 1] x [0, 1] comprendida entre las parabolas y = x2 e y = 2x2.

Ejercicio 3.6
f(z,y) =| cos(z +y) |; A= [0,7] x [0,7].

Ejercicio 3.7
f(xay) = (EyE(yz - SU) ;A= [Ov 1] X [072}

Ejercicio 3.8
fl@y.2)=(e+y+2)7%; A={(z,y,2) ER*:x+y+2< Liz,y,z >0}

Ejercicio 3.9
flay) =e"™ ; A= {(z,y) eR* [z |+ [y |< 1}

Ejercicio 3.10
J(e.y) = ay | sen(a? +y2) | ; A= [0, /7] x [0, 2.

Ejercicio 3.11
f(z,y) = max(y,2?) ; A:=[0,1] x [0,1].

Ejercicio 3.12

flxy) = zas A= 10,1] x [0, 1].

Ejercicio 3.13

flay)=e™ ; A={(z,y): v>1, 1 <ay <2}

Ejercicio 3.14
floy) =e ™™ —2e72% ; A:=[0,1] x [1, 00[.

Ejercicio 3.15 .
Averigua si f(x,y) = xye~(""+Y7) eg integrable en el conjunto A descrito por las desigualdades 0 <
r < 2y.
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Practica 4
Cambios de variable. Calculo de
Areas y Volimenes

1 Formula de cambio de variables

Sean D un subconjunto abierto de R™, T una transformacion de coordenadas en D y K un subconjunto
medible de D. Sea f una funcidén real definida en la imagen K* = T(K) y supongamos que existe

la integral de Lebesgue / f(T(y) | Jr(y) | dy. Entonces también existe la integral de Lebesgue
K
f(z)dz y se tiene
K*

S f@)dz =[5 (T (W) | Jr(y) | dy.

Ejemplo 4.1 . )
Vamos a calcular ffRQ e~ ¥ ~¥ daxdy. Como consecuencia tendremos que f_oooo e " dx = /7.

Sean D :=]0,00[x]0,27[ y T : D — R? el cambio a coordenadas polares T(p,0) := (pcosf, psend).
Entonces D* = T(D) = R?\ [0,00][, Jr(p,0) = p y la funcién g(p,0) := f(pcost, psend) | Jr(p,0) |
viene dada por g(p,0) = pe"’z. La funcién g es medible en el rectangulo D por ser continua y ademas

27 S .
/ (/ | g(p,0) | dp)dbd = 27r/ peiﬂzdp = m. Por aplicacion de los teoremas de Tonelli-Hobson y
0 R 0
Fubini concluimos que g es integrable en D y ademas // 9(p,0)dpdd = m. Por la férmula de cambio
D

de variables se sigue que f es integrable en D* y// f(z,y)dzdy = 7. Puesto que fxp+~ = f c.p.p.
D*

concluimos que f es integrable en R? y // f(z,y)dzdy = 7. Por ultimo, se sigue del teorema de
R2

Fubini que// fz,y)dzdy = (/ efIQd:z:)Q.
R? 0

En el problema anterior, la férmula de cambio de variables permite transformar una funcion dificil
de integrar en otra mas sencilla. En el ejemplo siguiente lo que se pretende modificar es el recinto de
integracion.

Ejemplo 4.2
Calculemos [ [ A x2y?dzdy, siendo A la regién acotada del primer cuadrante limitada por las hipérbolas
zy=1,xy =2y lasrectas y =z, y = 4x.

A= {(z,y) €R?: 2 >0,y > 0,1 <ay <22 <y < 4z} Integraremos mediante el cambio de

variables
Ty =u
=

Con mads precisién, sean D :=]0,00[x]0,00[ y R : D — R? Ia transformacién de coordenadas R(z,y) =

8] |<

(zy, g). Se comprueba ficilmente que R(D) = D. Ponemos T := R™!, que es también una transfor-
x

macién de coordenadas. Denotamos R(z,y) = (u,v), T(u,v) = (z,y). Sea B = {(u,v) € R?:1 <u <
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2,1 < v < 4} de modo que T(B) = A. Puesto que Jg(z,y) = 27 se sigue del teorema de derivacién
T

. . 1 . . .
de funciones inversas que Jr(u,v) = —. Entonces, por la formula de cambio de variables obtenemos

2v
2,2 u?
x*y“dxdy = —dudv.
A B 2v

Esta ultima integral se resuelve facilmente como aplicacion del teorema de Fubini.

Ejemplo 4.3

Comprobemos que la funcién f(x,y) = es integrable en el tridngulo A de vértices (0,0), (0,1), (1,0)

T—y
(z+y)?
y calculemos la integral correspondiente.

La funcién f no estd acotada en A. Para deducir la integrabilidad de f utilizaremos el criterio de
comparacion y con el objeto de mayorar la funcién pasamos a coordenadas polares, obteniendo

1

1
PR

es integrable en el disco unidad D (lo que se comprueba efectuando

1 [ cost) — send |

| f(z,y) |=

IN

p | cosh + senf |2

1
La funcién g(z,y) = ——
/1,2 + y2
un cambio a coordenadas polares!) y puesto que fxa es medible y | fxa |< gxp se concluye que f es
integrable en el conjunto A.

Para calcular la integral efectuamos el cambio de variables
rTt+y=u
T—y=v

. . .. uU+v u—v .
Es decir, consideramos la transformacién de coordenadas T (u,v) = ( , ) v ,teniendo en

2
cuenta que A = T(B) siendo B := {(u,v) : 0 <u <1, —u < v < u} y el jacobiano de la

transformacion vale JT (u,v) = —= se obtiene

2
//Af(x,y)dxdy://BQ—;:O

PROBLEMAS PROPUESTOS:

Ejercicio 4.1

Calcular // log(x? 4 y?)dxdy siendo A la regién en el primer cuadrante comprendida entre las
A

circunferencias x? + y? = a?, 22 + y> = v? (0 < a < b).

Ejercicio 4.2
Calcula // zdrdy, A = {(z,y) € R? : 2% + y* < 2z}.
A
Ejercicio 4.3

Calcula, mediante cambio a coordenadas esféricas /// (2% + y* + 2%)dxdydz, siendo A la bola
A

unidad en R3.
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Ejercicio 4.4

1

Discute la integrabilidad de f(x,y,z) = m
T Y z°)«

en la bola unidad segiin los valores de a.

Ejercicio 4.5

2 4 3.2) (22 & 2

Calcular / / (2" + Z )(f ty )da:dy, siendo A el recinto comprendido entre las curvas x2 +y? —
A LY

4z =0, x2+y2—2x:0,y:m2,y:§.

Ejercicio 4.6

T
P <2<3y? 1<y <2,

1+ 323
/// Rkl dxdydz, siendo A la regién en R3 descrita por las desigualdades x> < 2y < 42,
A

Ejercicio 4.7

1
—  _dxdy.
//Rz (22 4+ y2 +1)2 ray

Ejercicio 4.8

Calcular / / xdxdy siendo A el recinto limitado por una curva cuya ecuacién en coordenadas
A

polares es p =1 + cosf.

Ejercicio 4.9

Ejercicio 4.10

1
Calcular / / mdmdy, siendo A el recinto comprendido entre las 4 curvas x2 +y* — 6z = 0,
AT )
224+ y? -8 =022+ —4y=0,224+9y> -2y =0.
Ejercicio 4.11

2 2

2
Calcula /// (22 4+ 9* + 2%)dxdydz, siendo A = {(z,y,2) € R3: % + %2 + 2—2 <1}
A

Ejercicio 4.12

Estudia la integrabilidad de f(x,y) = ey en el conjunto de puntos del primer cuadrante que
cumplen x +y < 1.
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2 Calculo de areas y volimenes

Dado un subconjunto medible A de R? se define su drea como Area(A) = // dxdy, que sera finita

suponiendo que la funcién caracteristica x4 de A sea integrable Lebesgue en R%. Andlogamente el
volumen de un subconjunto medible A de R3 viene dado por Volumen(A /// dxdydz.

Si A es la regién limitada superiormente por una superficie de ecuacién z = e inferiormente
por una region del plano XY, es decir,

A={(z,y,2) ER?: (2,9) € D,0< 2 < f(z,y)}

siendo D un subconjunto medible de R? y f una funcién positiva e integrable Lebesgue en D entonces,
el teorema de Fubini permite concluir que

Volumen(A)://Df(x,y)d:Edy.

Dado un subconjunto medible y con volumen finito A de R® denotamos por A, la seccién A, :=
{(x,y) € R? : (x,y,2) € A}. Se sigue del teorema de Fubini que A, es medible en R? para casi todo
z € R y se cumple

Volumen(A) :/Area(Az)dz.
R

La férmula anterior expresa el principio de Cavalieri, segin el cual el volumen de un sélido queda
determinado si se conoce el area de toda seccién transversal plana que sea perpendicular a una recta
definida (en este caso el eje Z).

Ejemplo 4.4
Hallemos el volumen del sélido limitado superiormente por la superficie esférica z2 + y? + 22 = 4,
inferiormente por el plano XY y lateralmente por el cilindro 2% + y? = 1.

Sean D :={(z,y) € R?: 22 + 42 <1} y f(x,y) = (4 — 22 — y*)2. El volumen pedido viene dado por

//D f(z,y)dxdy.

Ejemplo 4.5
Calculemos el volumen de la regiéon comprendida entre los dos cilindros perpendiculares entre si
22 2 22 52
—+==1, —+—=1.
19 T
2?2 72 2
A= {(z,y,2) € R?: T + n < 17Z + n < 1}. Para cada x € [—2,2] la seccién A, := {(y,z) €

R? : (z,y,2) € A} viene dada por A, = [—f(z), f(x)] x [=f(z), f(x)], siendo f(z) = 3(1 — %)% Por

otra parte A, = @ si | x |> 2. Por el principio de Cavalieri

2 2

Area(Az)dx:/ 4(f(x))?de.

-2

Volumen(A) = /

-2
PROBLEMAS PROPUESTOS:

Ejercicio 4.13
Hallar el area de la region limitada por las rectas y = x, y = 4z, x + 4y = 1, z + 4y = 4.

Ejercicio 4.14
Hallar el drea limitada por un bucle de lemniscata de ecuacién (en coordenadas polares) p? = a?cos26.
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Ejercicio 4.15
Hallar el volumen del sélido descrito por las desigualdades x? + y? + 22 < a?, 2% 4+ y? < ay.

Este es el volumen interceptado en un cilindro de radio R = § por una esfera de radio doble cuyo
centro estd en la superficie del cilindro (problema de la béveda de Viviani).

Ejercicio 4.16 22 2 2
Calcular el volumen del sdlido limitado por el elipsoide — + 2—2 +5 =1
a c
Ejercicio 4.17
A través de una esfera de radio 2 se perfora un tinel cillndrico de diametro 1. Suponiendo que el eje

del cilindro pase por el centro de la esfera, hallar el volumen del sélido que queda.

Ejercicio 4.18
Calcular el volumen del toro obtenido por rotacion alrededor del eje Z, de la circunferencia (en el plano
YZ) 22+ (y—a)?=0b* (0<a<b).

Ejercicio 4.19
Hallar el volumen del sélido limitado superiormente por la superficie de ecuacién z = 23y e inferior-
mente por el triangulo de vértices (0,0), (2,0), (0,1).

Ejercicio 4.20
Encontrar el volumen de la menor de las dos porciones en las que una esfera de radio r es dividida por
un plano cuya distancia al centro es h (h < ).

Ejercicio 4.21
Calcular el volumen del sector estérico de la esfera de radio 1 cuyo cono forma en el vértice un angulo

T
ue mide —.
q 6

Ejercicio 4.22
Calcula el volumen del sélido descrito por la desigualdad zi 4 y§ + 23 <ai.
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