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Practica 1
Espacios de medida

Ejercicio 1.1
Sea R un anillo, es decir un conjunto verificando que §) € R, si A,B € R entonces AUB € R y
A\ B € R. Probar que (R,/\,N) es un anillo en sentido algebraico.

Solucién: AAB = (A\B)U(B\A) € R, ANB = AUB\(AAB) € R. Las propiedades de anillo se
prueban de manera directa, es decir (R, AA) es un grupo (ndtese que el neutro es @) y que el opuesto de A
es el propio A), (R,N) verifica la asociativa y conmutativa. Finalmente (AAB)NC = (ANB)A(BNC)
para toda terna A, By C en R. n

Ejercicio 1.2
Sea M una clase no vacia de subconjuntos de X y R(M) el anillo generado por M. Probar que todo
elemento de R(M) se puede cubrir por un nimero finito de elementos de M.

Solucién: Consideremos R = {A C U, E; : E; € M,\ € N}. Claramente R es anilloy M C R
y por tanto R(M) C R. .

Ejercicio 1.3
Sea R la familia de uniones finitas de intervalos n-dimensionales del tipo (a1,b1] X (az,b2] X ...(an, by)].
Probar que R es un anillo sobre R™.

Solucién: Obviamente preserva uniones finitas. Dados dos intervalos (a1, b1] X (ag, ba] X ...(an, by ¥
(a}, b)) x (ab, bh] x...(al,, b,] la diferencia es unién de intervalos de la misma forma, pues el hecho de que

(1,2, ..., xy) & (a}, V)] x (ah, bs] x ...(a},, b} ] significa que existe i = 1,2, ...,n de modo que z; ¢ (al, V],
de donde se deduce que que resulta ser (ay,b1] X (ag, b2] X ...(an,by] \ (af,b]] x (ab, b5] x ...(a),,b]] =
U, (a1, b1] x (ag,ba] x ...(a;, b \ (al,b] x ...(an, by]. Usando el hecho de que que (a;, b;]\ (a}, V] es, a

lo més, unién de intervalos de ese tipo se tiene el resultado para diferencia de dos intervalos. El caso
de diferencias de uniones de intervalos es consecuencia de este tltimo. m

Ejercicio 1.4
Muestra que la unién de o-algebras no es necesariamente una o-algebra.

Ejercicio 1.5
Halla la o-algebra sobre R generada por los puntos de R.

Ejercicio 1.6
Sea M una clase no vacia de subconjuntos de X y seaY C X. Denotamos My la coleccién {Y N E :
E e M}.

i) Comprobar que si M es o-dlgebra sobre X entonces My es o-dlgebra sobre Y (se llama o-dlgebra
inducida por M sobre Y.).

ii) Dar una caracterizacion de My en el caso que Y € M.

iii) Si A estd engendrada por la familia M, probar que Ay estd engendrada por la familia My .

iv) Si'Y es un subconjunto de un espacio topolégico X entonces la o-dlgebra de Borel asociada a
Ila topologia en Y inducida por X es la o-dlgebra inducida sobre Y por la o-algebra de Borel de X.
Examinar el caso en que Y es un boreliano de X.

Ejercicio 1.7

Sea (A;,) una coleccién de subconjuntos de X.
(a) Si definimos lim supA, = N2, Up2,, Ai. Probar que lim supA, coindide con el conjunto de
puntos que estan en infinitos conjuntos A,,.
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(b) Si definimos lim infA, = U;2, Ng~,, Ak. Probar que lim infA, coindide con el conjunto de
puntos que estan en todos los conjuntos A, salvo un numero finito de ellos.

Ejercicio 1.8
Se dice que una coleccién de conjuntos tiene Iimite si lim infA, = lim supA,.
Probar que toda sucesién mondtona creciente o decreciente tiene limite y calcularlo.

Ejercicio 1.9
Probar que, si o(A) denota la o-dlgebra generada por A, entonces o(f~*(A)) coincide con f~1(a(A)).

Ejercicio 1.10
Sean 1, o medidas en (X, A). Prueba que si a1, ae > 0, entonces p = aqp1 + asps es una medida.

Ejercicio 1.11
Sean i, medidas con py < pg < -+ < p, < ---. Prueba que p(A) = lim p,, (A) = sup p,(A) es una
medida.

Ejercicio 1.12
Sea i, sucesion de medidas en (X, A) y sean a, > 0. Sea = > 7| anfin. / Es p una medida?

Ejercicio 1.13
Sea (X, %, u) un espacio de medida y sea (A,,) una sucesién de modo que cada A; corta a lo sumo a
otro conjunto de la sucesion. Demostrar que

(U524 A7) <> p(Ay) < 2u(U32, A;).
n=1

Ejercicio 1.14
Estudiar si las siguientes funciones de conjunto son medidas exteriores sobre P(X) o no.
(i) Sea X arbitrario, a € X y A = J,.
(ii) Sea X arbitrario y A(A) =1 para todo A C X.
(iii) Sea X = (a; ;) matriz 10 por 10 y A(A) el nimero de columnas donde hay un elemento de A.
(iv) Sea X =N y A(A) = limsupw.
(v) Sea X =R y AM(A) =0 si A es numerable,

A(A) =1 si A es no numerable y A\ I es numerable para I interv. acot.,

A(A) = oo en otro caso .

(vi) Sea X =Z y M(A) =0 si A es vacio,

AMA) = ai ] si A es finito, siendo a = sup{|n|: n € A},

AMA) =1 si A es infinito .

(vii) Sea X un espacio métrico con distancia d y a > 0. Sea

Ao = supesomf{> (5(Ag))* : A = UAg, 6(Ax) < e}},

k=1

donde §(Ay) = diam(Ay) = sup{d(z,y) : x,y € Ax}.

Ejercicio 1.15

Sea \* la medida exterior de Lebesgue en R y sea 7 : R? — R, m(x,y) = x. Sea u*(A) = \*(n(4)).
Prueba que p* es una medida exterior y que B es p*-medible si y solo si existen conjuntos medibles
Lebesgue By, By tales que By C By, \*(B1 — By) =0, B, xRC BC By xR.
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Ejercicio 1.16
Sea f : R™ — R integrable y positiva. Prueba que pu(A) = fA f(x)dx es una medida sobre los
conjuntos medibles Lebesgue.

Ejercicio 1.17

Sea F,, € A una sucesién de conjuntos. Prueba que p(liminfF,) < liminfu(F,). Ademds si Ing :
w(Ug2,, Fi) < oo entonces p(limsup F,) > limsup pu(Fy,).

Ejercicio 1.18

Sea I un intervalo abierto deR y F' : I — R una funcién continua y estrictamente creciente. Probar que
la medida de Borel-Stieljes definida por F coincide con la imagen por F~1 de la medida de Lebesgue
sobre los borelianos de F(I).

Ejercicio 1.19

Describir la medida de Lebesgue-Stieltjes mp asociada a las siguientes funciones:
(i) F(2) = [o],
(ii) F(z) = X[0,00) (%),
(iii) F(z) = (z — 1)™.

Ejercicio 1.20

Sea F : R — R dada por F(z) = (14 2)x[—1,0) + 2+ 2%)X[0,2) + IX[2,00)-
Hallar mp de los siguientes conjuntos:
(i) (2} (i) [.3).
(iii) (=1,0] U (1,2), (iv) {z € R:|z| + 222 > 1}.

Ejercicio 1.21
Sea F(x) = 2t x(0,1) + (log(2) = 1)X[1,00)-
(i) Hallar un boreliano no acotado A con mp(A) < oo.
(ii) Hallar un abierto G con 0 € G’ de modo que mp(G) < co.

Ejercicio 1.22
Consideremos la medida de Lebesgue-Stieltjes en (0,00) dada por F(x) = x® con a > 0 y sea A =

> 1 (n, "le). Hallar los valores de a de modo que mp(A) < 0.

Ejercicio 1.23
Sea ¢(t) = 3,2, ”X(n,%)(tf

Hallar F de modo que la medida de Lebesgue-Stieltjes de F coincida con la imagen por ¢ de la
medida de Lebesgue m, es decir mp = ¢(m).

Ejercicio 1.24
Sea F : (0,00) — R dada por F(t) = log(t). Demostrar que
(i) mp = exp(m) donde m es la medida de Lebesgue y exp(x) = e*.
(ii) mp es invariante por dilataciones.
(iii) Si p : B((0,00)) — [0, 0] es una medida finita sobre los intervalos acotados e invariante por
dilataciones entonces ;. = Cmp para alguna constante C' > 0.
(iv) Hallar un abierto no acotado G C (0,00) con 0 € G’ y mp(G) < occ.
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Practica 2
Medibilidad e integrabilidad.

Ejercicio 2.1
Sea (X,¥) un espacio medible y (A,,) una sucesion de conjuntos medibles tales que UpenA, = X.

i) Dada f una funcién definida en X tal que f, = fxa, es medible respecto a la o-dlgebra
Y, ={ENA,:E€X}. Probar que f es 3- medible.

ii) Supongamos que A,, sean disjuntos dos a dos y sean f, funciones ¥,-medibles definidas en A,,.
Si definimos la funcién f en X tal que f(x) = f,(x) si x € A,,. Probar que f es 3- medible.

iii) Supongamos que A,, sea una sucesion creciente y sean f, funciones X,,-medibles definidas en
A, tales que fn(z) = foy1(x) si x € A,. Si definimos la funcién f en X tal que f(x) = fn(x) si
x € A,. Probar que f es Y- medible.

Ejercicio 2.2
Sea (X, Y.) un espacio medible, S € ¥ y ¥g la o-dlgebra inducida por S. Sea f una aplicacién de X en
un espacio topoldgicoY ey € Y. Probar que f es Xg- medible si y sélo si f dada por f = fxs+yxx\s
es Y-medible.

Ejercicio 2.3
Sea (X,Y) un espacio medible, A € ¥ diferente del vacio y el total. Probar que

Y2.={Fe€eX:ANE=06ACE}
es una o-algebra . Averiguar que condicion debe cumplir una funcién Y-medible para ser ¥ -medible.

Ejercicio 2.4
Sea (X, ) un espacio medibley f : X — [0, co] una funcién ¥-medible. Demostrar que puede escribirse

de la forma .
f = Z CnXA,
n=1

donde ¢, >0y A, € X.

Ejercicio 2.5

Sea (Y, 7) un espacio topolégico y (fa)acs una familia de aplicaciones de un conjunto X enY. Probar
que existe la minima o-dlgebra sobre X que hace medibles f, y dar una descripcién de la misma (se
denomina o-dlgebra generada por f, y se denota o(fo : v € J).)

Ejercicio 2.6
Dado el espacio medible (R, A), donde A = {B C R : B numerable o B conumerable },
caracteriza las funciones f : R — R A-medibles.

Ejercicio 2.7
Sea (X,X) un espacio medible y f,g : X — [0,00] una funciones ¥-medibles. Probar que {x € X :
f(z) = g(z)} es medible.

Ejercicio 2.8
Demostrar que el conjunto de puntos donde converge una sucesion de funciones complejas medibles es
medible.

Ejercicio 2.9

Sea I un intervalo (acotado ono) en Ry f: I — R.
i) Probar que si f es monétona a trozos entonces [ es medible.
ii) Suponer f es derivable. Probar que f’ es medible Borel.
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Ejercicio 2.10
Sea (X,Y) un espacio medible y f : X — R"™ donde f = (f1, fa, .., [n)-
Probar que f una funcién ¥-medible si y sélo si f; es ¥-medible para todo 1 <1i < n.

Ejercicio 2.11
Sea f: R — R.

(i) Probar que f es medible Lebesgue si y solo si f? es una funcién medible y {z : f(z) > 0} es un
conjunto medible.

(ii) Dar un ejemplo de una funcién no medible Lebesgue en R2.

(iii) Dar un ejemplo de una funcién no medible Lebesgue en R tal que f? sea medible.

Ejercicio 2.12
Sea (X, 3, u) un espacio de medida, A € X, Y. 5 la o-dlgebra inducida por A y pa la medida concetrada
en A.

(i) Sea f una funcién X-medible con valores en [0, 00] 6 compleja.

Probar que f es pa-integrable si y sélo si fA |fldu < co. Ademds si E € ¥,

bLf@mrzl%AﬂM-

(ii) Sea f una funcién ¥ a-medible y fo = fxa la extensién Y-medible definida en X.
Probar que si f es pa-integrable si y sélo sify es p-integrable. Ademds si E € ¥4,

[ fna= [ poin
E ENA
Ejercicio 2.13

Sea (X,Y) un espacio medible y (p,,) una sucesién de medidas sobre él. Definimos la nueva medida

WE) =" pn(E)

neN

Describir la p-integrabilidad y la integral respecto de p en términos de .

Ejercicio 2.14
Sea (X, F,u) espacio de medida y sea ¢ : 2 — E. Prueba que g : E — R es ¢(u)-integrable si y
solo si g o ¢ es p-integrable , y ademads , en tal caso:

gogdu = [ gd(o(p)).
Ejercicio 2.15

Sea (X,Y) un espacio mebible, a € X y §, la medida delta de Dirac concentrada en a.
(i) Describir la ,-integrabilidad y la integral respecto de 0.
(ii) Sea p definida sobre P(N) dada por pp =3 ", 27"5,.
Describir la p-integrabilidad y la integral respecto de p.
Calcular [ fdu para f(n) = n.

Ejercicio 2.16
Sea (X, %, u) un espacio de medida y sean f, : X — [0, 00] medibles. Probar

i) [y (supkenfi)dp < 3 pen [y frdu
ii) Si fj,-fiy---fjnsr = 0 para cualquier (n + 1)-tupla ji, ja,...jn4+1 entonces

Z/kadu Sn/x(supkeka)dM,

keN

;Qué significa lo anterior si f, = xa,.7
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Practica 2: Medibilidad e integrabilidad. 6

Ejercicio 2.17
Sea f: R™ — R medible Lebesgue y positiva. Sea p la medida definida en M(R"™) segtin:

= /Af(x)dx

Prueba que g : R — medible es p-integrable si y solo si g - f es integrable Lebesgue y en tal caso:
[odn= [ s@)s@)ds
Ejercicio 2.18

Estudiar la integrabilidad de f respecto de pu, calculando la integral cuando exista, en los siguientes

casos:
e~Inl,

p medida de contar y f(n) =

( 1), .
(N, (N), 1), u medida de contar y f(n) = (;-sl—)l .
( (

(

C) (O’OO)’B( O’ OO))?M)’ dﬂ( ) = e “dw y f Z —1 X [n—-1,n)-

d) (R,B(R), u), dp(z) = |sen z|dz y f(z) = 1 Xr\{0}-

e) (R?, B(R?), u), p(z) = ¢(m) donde ¢(t) = (e~ Hlcos t,e!Isen t) y f(z,y) = zy.
f) ([0, %],B([O %])am) f(x) = sen ZX[0,2]nQ T €OS TX[0,Z]NR\Q-

g) ([0, 3], B([0, 5]),m)y f(z) = sen xX[0, 2] {w:cos zQ} + 5EN* TX[0, 5N {w:cos 2€R\Q}-

Ejercicio 2.19
Estudiar la integrabilidad de f en el intervalo I respecto de la medida de Lebesgue-Stieltjes jir, definida
por F, calculando la integral cuando exista, en los siguientes casos:

a) [ =(0,00), F(z) = (z — 1T, f(z) = 2% (e € R).

b)I=(0,1), F(z) = —[1], f(x) = 2* (¢ € R).

&) T=(0,1), Flz) = i, by 1 (2), f(a) = .

d)I=R, F(z)= f(o o Isen tldt, f(x) = L xR\ {0} -

e) I= (0,00), F( ) 7$’f( ) Zzozl nX(n—l,n)(x)'

f) I =(0,00), F(z) =log z, f(x) = T"%X(0,1) +x’ﬁx(1,oo), (o, 8> 0).

Ejercicio 2.20
Calcular los siguientes limites:

*° x
a) lim e "cos nxsen —dx.
n—oo Jq n
o0
b) lim ena2d.
n—oo 1
" x 1
¢) lim e nx” 2log xdz.
n—oo 0
1
™
d) lim sen dzx.
) n—oo Jq (Qn + x))
n
e) lim e (14 = )ndx, (a >0).
n—oo O
t

f) lim —Z —arctag
n’

t—0+ ¢

Ejercicio 2.21

Sea (X,X%,u) un espacio de medida y f,g : X — R funciones p—integrables. Discutir cuales de las
siguientes funciones son 6 no son p-integrables. En caso negativo dar hipdtesis sobre el espacio de
medida o sobre las funciones para conseguir la integrabilidad y dar ejemplos y contraejemplos de las
afirmaciones que se hagan.

a) f2, b)fs, c)arctag f, d) /If[+ /gl

Teoria de la medida



Practica 2: Medibilidad e integrabilidad. 7

¢) f.9. DVFg. &) sen(i3h
Drfm §) (e eR).

Y RV{VicEnrES

Ejercicio 2.22
Sea (X, 3, u) un espacio de medida y f : X — [0, oo] una funcién u—integrable. Probar que el conjunto
{z € X : f(x) > 0} es unién numerable de conjuntos de medida finita.

Ejercicio 2.23
Sea (X, 3, u) un espacio de medida y f : X — C una funcién pu—integrable. Probar que dado € > 0
existe § > 0 tal que | [, fdu| < e si E € X, u(E) <.

Ejercicio 2.24
Sea (X, %, p) un espacio de medida y f : X — [0oc] una funcién medible. Sea 0 < p < 00,0 < £ < 0.
Probar que

e X f@=ep< 5 [ i

Ejercicio 2.25
Sea (X, X, 1) un espacio de medida y f, : X — [0oc] una sucesion de funciones medibles que converge
puntualmente a f.

(a) Supongamos que sup,,cy [y fndp < 0o. Probar que [ fdu < co.

(b) Supongamos que existe lim,, ey fX fndp = fX fdu < co. Probar que para todo medible E C X
se tiene

lim | fudu= / fdp < oco.
neN | p E
(Comprobar que la conclusion puede ser falsa si se suprime la finitud del Iimite.)

Ejercicio 2.26
Dar un ejemplo donde se obtiene la desigualdad estricta en el Lema de Fatou.

Ejercicio 2.27
Sea ((—m,x], B((—m,7]),m) el espacio de medida del Lebesgue sobre B((—m,x]). En el grupo multi-
plicativo T = {z € C : |z| = 1} se considera B(T) y la medida u = ¢(m) donde ¢(t) = e'*. Probar

(i) p es una medida de probabilidad (u(T) = 1), invariante por traslaciones.

(ii)) Una funcion medible f : T — C es p-integrable si y sdlo si la funcion g(t) = f(¢(t)) es
m-integrable. Ademds [; fdu = 5 ["_gdm.

Ejercicio 2.28
Sea T’ una curva de clase C' en R" y ¢ : [a,b] — R"™ una parametrizacién de T'. Definimos sobre los
borelianos de I' la medida m~ dada por mr = ¢(u) donde p corresponde a la medida en [a,b] dada
por la densidad ||¢’||, es decir du = ||¢'||dm.

(i) Probar que mr depende solamente de T y no de la parametrizacién elegida.

(ii) Caracterizar la integrabilidad de una funciéon medible f : T' — C y comprobar que si f es

integrable entonces
/fdmr—/ PO (1)t
Ejercicio 2.29

Seas € Cy f:(0,00) — C dada por f(xr) = x°"te 2.
Probar que f es jntegrab]e si y solo si Re s > 0.
(Recordar que T'(s) = [ )@~ le=2dz).

Teoria de la medida
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Ejercicio 2.30

Sean a,s € C y f:(0,00) — C dada por f(x) = x%e™**.
(i) Hallar los valores de a y s para los que f es integrable.
Hallar el valor de la integral en el caso de que a > 0 y f integrable.
(ii) Probar que para Re s > 1 se cumple

s—1

=1 1 T
&(s) = — = / ——dx.
; n T'(s) (0,00) €7 — 1

Ejercicio 2.31

2
Sea z € Cy f:(0,00) — C dada por f(t) = cos zte~*". Probar que es integrable para todo z € C y
calcular el valor de su integral.

Ejercicio 2.32
Demostrar, justificando los calculos, que

1 o0
/ z %dx = E n-".
0 n=1

Ejercicio 2.33
Demuestra, utilizando el teorema de la medida imagen, el siguiente teorema clasico de cambio de
variable: Sea X : R — R de clase C!, estrictamente creciente y biyectiva, g : R — R integrable.
Demuestra que:
[tgex)0dt = [ gta)(x @)y
R R
Ejercicio 2.34

Sea f : X — [0, 00] medible con p medida finita. Prueba que f es integrable si y solo si ) p({z €
X : f(z) >n}) < oo.

Ejercicio 2.35

Sean f, f, funciones no negativas integrables tales que:
a)lim f, = f a.e.
b) lim [ fndp= [ fdu
Prueba que lim [ |f,, — fldp =0

Teoria de la medida
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Practica 3
Medida producto y Teorema de
Fubini

Ejercicio 3.1

Sean X,Y dos conjuntos no vacios, y sean M C P(X) y R C P(Y) de modo que X ¢ M yY € R.
Probar que (M x R) = £(M) @ £(R).

Ejercicio 3.2 R .
Sean (X,%1, 1) e (Y,29,v) espacios de medida Y-finita. Si denotamos X e Y las correspondientes

complecciones.;Es cierto que XoV = X®Y,(compleccién respecto la medida producto).?

Ejercicio 3.3
Sean (X, X1, ) e (Y, 32, v) espacios de medida Y-finita y completos.
Sea (X ® Y, X180, u@v) la compleccién respecto de (X x Y, %1 @ Yo, 4 @ v/).
Probar que si A € $10%s y u@v(A) = 0, entonces v(A;) = 0 p-a. e. y también u(A,) =0 v—a.e.
Deducir que el Teorema de Fubini sigue siendo valido para toda funcion 31 ®35-medible no negativa
o) 5)1 ® 532-1'ntegrable.

Ejercicio 3.4
(i) Sea ¥ una X-dlgebra sobre X y sea B la o-dlgebra de Borel sobre R.

Probar que si f es una funcién definida en X x R de modo que f, es continua para todo x € X y
fY es X-medible para todo y € R entonces f es ¥ ® B-medible.

(ii) Sea E un subconjunto denso de R y f es una funcién real definida en R?> de modo que f,
es continua para todo x € E y fY es medible Lebesgue para casi todo y € R entonces f es medible
Lebesgue en R?.

Ejercicio 3.5
(Integracion por partes) Sea p una medida de Borel ¥-finita en un intervalo [a, b] con —oo < a < b < 0.
Dadas dos funciones p-integrables f, g definimos

Fa) [ fap, Gtr)b[ o

[a,x]

Probar que , si definimos F(a™) = 0, entonces

fumuwmsz@G@—/ F(a)g(e)du(x).

[a,b] [a,b]

Ejercicio 3.6
Sea (X, X, ) un espacio de medida X-finito y f : X — [0, 0o] medible. Para cada E C ¥ definimos

R(f,E):{(x,y)eExR: Ogygf(x)}

vy F(y)=p{z € E: f(z) >y}),y >0 (funcién de distribucién de f sobre E).
Probar que, siendo m la medida de Lebesgue de R, se tiene

/f@w4u®mXMﬁED:/mF@Mm@)
E 0

Teoria de la medida
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Ejercicio 3.7

Sea (X, 3, p) un espacio de medida X-finito y f : X — [0, 00] medible. Si F(y) = p({z € X : f(z) > y})
, y > 0 (funcién de distribucién de f) o bien F(y) = p({x € X : f(x) > y}) , y > 0 entonces para
0 < p < oo se tiene

/Xfpdu = /Oocptp_lF(t)dm(t).

Ejercicio 3.8

Sea (X, %, 1) un espacio de medida X-finito, I = (a,00) con —co < a < ooy f: X — I medible. Sea
¢ : I — R una funcién no decreciente y continua tal que ¢(a™) =0y F(y) = p({z € X : f(z) > y}) ,
y > 0 (funcién de distribucién de f) entonces

[ otnan= [ " F(@)dmy (1)

Ejercicio 3.9

Sea (X, A, u) espacio de medida o-finito , I = (a,00) con —o0o < a < oo y f: X — I medible. Sea
¢ : I — R una funcién no decreciente y C* tal que ¢p(a®) =0y F(y) = p({z € X : f(x) > y}), y>0
(funcién de distribucién de f ). Prueba que:

/ o(f)dp = /oo &' (t)F(t)dt.
X 0

Ejercicio 3.10
Sea G una abierto de R™ y sea ® un difeomorfismo C? en G. Prueba que para toda funcién integrable
en ®(G) se tiene:

/ f(y)dy = / F(0(@)) | 6(x)|da
2(G) G

Ejercicio 3.11
Sea (N, P(N),v) con v la medida de contar. Sea (X, 3, u) un espacio de medida arbitrario. Definimos,
para E € P(N)®L,

pv(E) =3 uE,).

Probar que una funcién f de N x X in [0, 00] o con valores en C es medible si y sélo si cada seccién
fn es X-medible (n € N).
Probar que f es N x X-integrable si y solo si la serie Y .., fX | fnldp es convergente, en cuyo caso

/Nxxfd(u@w):g/xfndMZ/ngndu

(Nétese que el teorema de Fubini es entonces valido para (X, X, ) arbitrario.)

Ejercicio 3.12

Sean f,g:[0,7/2] — R dadas por f(z) =1, g(z)= sen®(x).
(i) Describir p = f(m), v = g(m).
(i) Hallar p @ v({(x,y) € R? : y < 42%}).

Ejercicio 3.13
Sea f : RF x N — R dada por
f(@,y) = neix (@ nye)< 2y

Sea p una medida sobre N tal que pu({n}) = n% Hallar los valores de (3 para que [ sea inte-

grable respecto de my, ® i, siendo my, la medida de Lebesgue en R* y para éstos calcular la integral
Sk e Jdm X g

Teoria de la medida
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Ejercicio 3.14
Sea R™\ {0} = R* x S,,_1 donde x = ra’ siendor >0, 2/ € S,,_1, donde S,,_1 = {u € R™ : |u| = 1}.
Consideremos do,,—1(x') la medida sobre la esfera S,_1 dada por o,_1(A) = nmn(A) siendo A =
{ra’ :0<r <12’ € A} y A un boreliano de S,,_1.

Probar que dm.,, = " ‘dr @ do,,_1.

Demostrar que si f : R™ — [0, 00] es medible entonces

f(x)dm,(z) = /[0 )/Sn1 flra"yr" tdrdo, ;.

R

Si f(x) = ¢(||z||), es decir si f es radial entonces

(x)dmy,(z) = m}n/ Lo (r)dr,
R™ [0,00)

donde v, = my(By,,).

Ejercicio 3.15

Determinar si f(z,y) = sen(x)cos(zy)

= es o no integrable en [0, 00) x [0,a] con a > 0.

Ejercicio 3.16
Estudia la integrabilidad en R? de

22 — g2
fz,y) = m
Ejercicio 3.17
Sea m € (0,00). Prueba que
y?sin?(x)

flz,y) =

22(22 + y2) (a2 + 32 erz)XRL{(OyO)}

es integrable en R2.

Ejercicio 3.18
Sea X =Y =N, con p la medida de contar. Estudia la jix p-integrabilidad de f = (2—27")X(n,n) —
2on (=24 27")X (n41,m)-

Ejercicio 3.19
Sea m € (0, 00) probar que

y?sen’z

1@9) = Ty a2 5 g 5 ) FM00)

es integrable en R2.

Ejercicio 3.20 wen( L)1
Sea f : R*\ {0} dada por f(x) = TR 2T
Probar que no existe f{lel<1} f(z)dx pero si que existe su valor principal, es decir

lim f(x)dx.
E= Jie<|all<1}

Calcular dicho valor.
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Ejercicio 3.21
Determinar los valores de a para los cuales las siguientes funciones son integrables, calculando su valor:

. dx
(© /. T =P

{llell<r}

(i) / 22— 22+l + .+ (-1l i
{llll<1}

|||

(iv) / a4t loel
{||z||<1} |||

Ejercicio 3.22
Hallar las siguientes integrales

Ik:/ |z1...x|dmyg (),
By

Jk’ = / |U1...Uk|d0'k—1(u)a
Sk-1

siendo By, la bola unidad cerrada de R¥ y Sy, la esfera ||z|| = 1.

Ejercicio 3.23
Calcular la integral

/(ﬁ+ a1y + ... + apxy)dmy
A
donde A={z €RF: ||z —a||<r},a€RF a;,€R yr>0.

Ejercicio 3.24
Expresar en términos de la funcién ' la siguiente integral para n € N,a; > 0

/ e (S g ().
Rk‘

Ejercicio 3.25
Calcular la medida de Lebesgue de R™ del conjunto

An:{xeR":xj>O,Zacj<1}.

Jj=1

Mediante un cambio de variable usar lo anterior para probar que

/ e—(ml-i-...-‘,-wn)zdx _ F(’I’L/2 + 1)
P n'
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Ejercicio 3.26
Calcular la medida de Lebesgue de R™ de los conjuntos

n
(4) Ap={z €R": > |ay| <1},
j=1
(i1) By={zeR": > |z;> <1}.
j=1
(441) C, = {z € R" : maz|z;| < 1}.
(1v) D, ={z eR":|z;|+|zn| <a,j=1,2,..,n—1}.

Ejercicio 3.27
Calcular la medida de los siguientes conjuntos

A={ v+ ...+ 20, :0< ) <1, =1,2,...,n}

B={zeR":q; <zw; <f,j=12,..,n}

donde vy, ..., vy, son vectores linealmente independientes de R", x.v denota el producto escalar y a; < f3;
para todo j.

Ejercicio 3.28
Calcular la medida (cuando sea finita) de los siguientes conjuntos:

A={(z,y,z,u): (z+y)*+ (z+u)? <1|z—yl+]z—ul <1}

B={z=(a',2") € R* :||z'|| < 1,[2"||l]2”|| < 1}.

Teoria de la medida
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Practica 4
Teorema de Radon-Nikodym.

Ejercicio 4.1
Sea la medida p en (R,B(R)) dada por u(A) = [, |z|dz. Muestra que p << m pero dado € > 0, no
existe § tal que m(A) < ¢ implique u(A) < e

Ejercicio 4.2
Sea (r,) una enumeracién de los numeros racionales y dado n € N sea f, : R — R una funcién de
Borel no negativa tal que [ f,dz = 1 y se anule en el exterior del intervalo cerrado de longitud QL
centrado en ry,. Sea ji(A) = [, 3 fadx para A un conjunto de Borel.

i) Muestra que 3 f,(x) < oo para m-casi todo x € R

ii) Muestra que p es o-finita, i << m y que todo abierto no vacio tiene medida infinita para (.

Ejercicio 4.3
Sean p y n medidas o-finitas en (X, A), tales que n << p y sea g la derivada de Radon-Nikodym de
respecto de . Muestra que si f es A-medible, entonces es n-integrable si y solo si fg es p-integrable

y en tal caso [ fdn= [ fgdu

Ejercicio 4.4

Sea X no numerable, M la clase de los conjuntos numerables o conumerables y sea p la medida de
contar. Sea n(E) = 0 si E es numerable y n(E) = oo en otro caso. Prueba que n << pu, pero no
podemos definir la derivada de Radon-Nikodym en este caso.

Ejercicio 4.5
Sean A\, u,n medidas positivas o-finitas y sean f = d(fiﬂ), g = d(/\+n),F =
existencia de f, g, F' y expresa F en términos de f y g.

%. Justifica la

Ejercicio 4.6

Se considera en R? Ia medida p dada por du = e~V @+ dxdy. Sea v : R? — {0} — S, la proyeccién
sobre la esfera unidad y consideremos la medida imagen A\ = v(u). Prueba que X\ es absolutamente
continua respecto a la medida de Lebesgue o en S; y halla Z—A

Ejercicio 4.7
Sea (X, M) espacio medible y sea (P,) una sucesién de probabilidades en M. Encuentra una proba-
bilidad P tal que P, << P para todon € N.

Ejercicio 4.8
Sea p la medida de contar en (N,P(N)). Prueba que la medida v en (R,B(R)), es absolutamente
continua respecto a i si y solo si existe una sucesioén {a,} de reales positivos tal que

o0
V= E a,0n
n=1

Calcula en este caso fil”

Ejercicio 4.9

Sea p la restriccion de la medida de Lebesgue m a la o-algebra F generada por las bandasw verticales
en el plano. Si v(A x R) = m(A x (0,1)). Prueba que v es absolutamente continua con respecto a (i
pero no posee representacion integral.
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Ejercicio 4.10
a) Si (r,¢) son las coordenadas polares en R? y [i es la medida de Lebesgue sobre el anillo F de los
sectores anulares A = {(r,¢) : 0 < r; <r <ro,¢1 < ¢ < ¢2}, con ¢o — ¢1 < 27, entonces i genera la
o-algebra de los conjuntos medibles Lebesgue con la medida de Lebesgue m.

b) Sea F el anillo anterior y se define w sobre F por w(A) = (ra — r1)(¢2 — ¢1). Demuestra que

m(A) = /A rdrdp = /A rdr.

¢) Si f es m-integrable en A, entonces r - f es m-integrable sobre A y
/fdmz/ f-fdﬂz/r-fdrdqzﬁ.
A A A
Ejercicio 4.11

Sea p medida de probabilidad y sea v medida o-finita en R tal que v << p. Prueba que la derivada
de Radon-Nikodym f cumple
lm v(z — h,x+ h]

h—0 p(x — h,x + h) = /@)

en un conjunto de u-medida 1.

Ejercicio 4.12
Sea (X,¥) un espacio medible. Denotemos por L°(X) el espacio de las funciones (complejas) %-
medibles y por M(X) el espacio de las medidas complejas sobre X..

(i) Sea u € M(X). Probar que existe una, esencialmente tinica, h € L'(|u|) de modo que dy = hd|pu|
y ademds |h(z)| =1 p—a.e.

Diremos que f € L°(X) es u—integrable (denotado también f € L'(u)) si f.h € L*(|u|) v, en este

caso, definimos para F € 3
[ tin= [t
E E
Comprobar que

(i) Sipe M(X), f € L*(n) y E € X entonces [y, fdu = [y xefdu.
(iii) Sip € M(X), f,ge L°(X), fe L*(u) y f =g |u| — a.e. entonces [y fdu = [y gdpu.
(iv) Si € M(X) entonces T : L' () — C dado por T(f) = [y fdu es lineal.

Ejercicio 4.13
Sean A, i medidas complejas absolutamente continuas respecto de una medida o-finita v. Probar que

para todo a,b € C se tiene
d(aX + bu) d\ n bd_u

dv Y dv’

Ejercicio 4.14
Sean A, p, v medidas Y-finitas sobre (X,Y) de modo que A << p y pu << v. Probar la regla de la
cadena siguiente

d\  dX dp

dv  dp dv’

Ejercicio 4.15
Sean i, v medidas Y-finitas sobre (X,Y.) de modo que v << p y pu << v. Probar que

dv dp 1

Y0 p—ae M-
a7 0 R T

UV —a.e.

Teoria de la medida



Practica 4: Teorema de Radon-Nikodym. 16

Ejercicio 4.16
Sean 1,1 medidas X-finitas sobre (X1,X1) y sean us, vy medidas X-finitas sobre (Xa, 3o).
(i) Siv; << pi(i = 1,2) entonces vy @ v << 11 ® L.

(ii) Calcular % .

(iii) Describir, en el caso general, la descomposicion de Lebesgue de v ® vo respecto de pi; ® o
respecto la descomposiciones de Lebesgue respectivas.

(iv) Probar que v1 ® vo << 1 ® g si y s6lo si v1 << 1 y va << .

(v) Probar que v ® vy es mutuamente singular con p; ® s si y sélo si vy es mutuamente singular
con 1 o bien vo mutuamente singular con o

Ejercicio 4.17
Sean «, 3 dos medidas reales definidas sobre (X,X) y p una medida Y-finita. Probar que
(i) la+ Bl < |a| + 18], (a+B8)* <at + 6T y(a+ )" <a” +57.
(i) |a+08| = |a]+|8| si y sélo sia™, o~ son mutuamente singulares respecto 3, 3~ respectivamente.
(iii) Si « es absolutamente continua respecto de p y [ es mutuamente singular respecto de p
entonces « es mutuamente singular respecto de (3.
(iv) Si « es absolutamente continua respecto de u y « es también mutuamente singular respecto
de u entonces o = 0.

Ejercicio 4.18
Sean «, 3 dos medidas reales definidas sobre (X, ) e (Y, R) respectivamente.

(i) Probar que existe una medida real o ® (8 sobre ¥ ® R de modo que a ® B(A x B) = a(A)B(B)
para Ae X y BeR.

(ii) Hallar la descomposicién de Hahn respecto de X xY respecto de a® 3, conocidas las respectivas
descomposiciones.

(iii) Calcular (a ® B8)*, (a® B)~ y |a ® (| en términos de las de a y 3.

8

Ejercicio 4.19

Sea ¥ = B([1,00]) y u(E) = m(E) +im(E N[0, 3]).
(i) Expresar |p| en términos de m.
(ii) Probar que

WE) < (Rep)™ (E) + (Rep) ™ (E) + (Imp) " (E) + (Imp)~ (E)

y que la desigualdad puede ser estricta.
(iii) Encontrar h medible Borel tal que |h| =1y u(E) = [, hd|p| para E € X.

Ejercicio 4.20
Para cada boreliano de R definimos

,U(E) _ sen‘ Wtdt _ sen{37rt gt
t3 t3
EN(0,00) EN(—00,0)

(i) Probar que u es una medida real y calcular pu(R).
(ii) Hallar la descomposicién de Hahn de R relativa a p.
(iii) Ver si existe la derivada de Radon-Nikodym de |u| respecto de m y hallarla en su caso.

Ejercicio 4.21
Comprobar en los siguientes ejemplos que aunque u(E) = 0 implica que v(E) = 0, no se cumple Ila
condicion e- ¢ de la continuidad absoluta :
(i) (N, P(N)), v la medida de contar y =3 0" 5=0y.
(ii) ([0,1], B), dv(t) = +dt y p la medida de Lebesgue.
v =

_t
(iii) (R, B), v(E) = ¢z Inlm(ln,n +1) N E) y u la medida de Lebesgue.
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Ejercicio 4.22
Sea f(x) = V1—x, x <1, f(x) =0, * > 1, y sea g(x) = 2%, > 0, g(z) = 0, z < 0. Sean
n(E) = [ f(x)dz, n(E) = [, g(x)dx. Halla la descomposicién de Lebesgue de 1 respecto de fu.

Ejercicio 4.23
Halla la descomposicién de Lebesgue de la medida de Lebesgue-Stieljes dada por la funcién de distri-
bucién F(z) = (E[z])? — (x — E[z])? respecto a la medida de Lebesgue.
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Practica 5
Espacios LP.

Ejercicio 5.1
Sea E! = [%, <], i=1,2,...,n. Muestra que la sucesién de funciones medibles Lebesgue XEN XEY XE2, XEL XE2 XES» X1

converge en media pero no cpp. en [0, 1].

Ejercicio 5.2
Muestra que x, = (1,1/2,...,1/n,0,...) converge en medida pero x, = X{1,2,..n} 1O converge en
medida en (N, P(N),u) , donde p es la medida de contar.

Ejercicio 5.3
Prueba que dada f € LP(Q, u), se cumple:

12 = / T ot (e ()] > 1))t

Ejercicio 5.4
Sea (X, A, 1) un espacio de medida y sean A,, € A.
a) Prueba que x4, converge a 0 en medida siy sélo si u(A;,) — 0.
b) Prueba que x a, converge a 0 c.p.p. si y sélo si (N2, N2, An) = 0.

Ejercicio 5.5
Sea (X, A, p) un espacio de medida y sean f,(f,) € L'. Prueba que si ) [\ |f — fn] < o0, entonces
fn converge a [ cpp.

Ejercicio 5.6
Sea p la medida de contar en los subconjuntos de Z y sean f, (f,) funciones real-valuadas en Z. Prueba
que (f,) converge a f en medida si y sélo si converge uniformemente.

Ejercicio 5.7
Sea p medida en (X, A) y sean (fr), (gn), f, g funciones real valuadas A-medibles en X

1) Prueba que si p es finita y (fy,), (gn) convergen respectivamente a f, g en medida, entonces (frgn)
converge a fg en medida.

2) jes cierto el resultado si la medida no es finita?

Ejercicio 5.8
Sea fn(x) = %, 0<z<n, fo(r) =0,z >n. Muestra que f, converge a 0 uniformemente pero no en

media.

Ejercicio 5.9
Sea fo(x) =1—n(zx—k) k<z < L+k, fo(z)=0
pero no en medida.

< x < k+1. Prueba que f, converge a0 c.p.p.

1
n

Ejercicio 5.10
Sea (X, A, 1) un espacio de medida finito y sea f una funcién A-medible en X.
a) Prueba que f € L>®(X, A, u) si y sélo si
i) felr(X,Apu) Vp>1
ii) sup{|| fll, : 1 < p < oo} es finito.
b) Prueba que en las condiciones anteriores:

Ifllo0 =t 141,
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Ejercicio 5.11

(Desigualdad de Jensen) Sea (X, A, u) un espacio de probabilidad y sea ¢ : R — R convexa.
a) Prueba que ¢ es continua y por tanto medible Borel.
b) Prueba que si f € L1(X, A, u, R), entonces:

o[ fdn) < [ ordu

Ejercicio 5.12
Sea (X, A, ) un espacio de probabilidad y sean 1 < p; < pa < co. Prueba que si f € LP2(X, A, u),
entonces f € L7 (X, A, ) y adems |l < s

Ejercicio 5.13
Sea p una medida finita en (X, A). Prueba que

_ [ _If—4d
d(f,9) —/mdﬂ

define una semimétrica en las funciones medibles en X y f,, converge a f en esta semimétrica si y solo
si converge en medida.

Ejercicio 5.14
Sea 1 una medida finita en (X, A). Muestra que la sucesion (f,) converge a f en medida si y sélo si
toda subsucesion posee una subsucesion que converge a f c.p.p.

Ejercicio 5.15
Sea (X, A, u) un espacio de medida y sean f, f,, funciones medibles para A, g : R — R medible Borel.
Si (fn) converge a f c.p.p. y g es continua cpp en f(X), entonces g o f,, converge a go f cpp.

Ejercicio 5.16
Sea fn, f € L?(u). Decimos que f,, converge a f débilmente si

h'm/(fn — f)gdp =0 Vg e L*(p).

a) Prueba que si f, — f en L?(u), entonces f, — f débilmente.
b) Prueba que si f,, — f débilmente, entonces || f||2 < lminf|| f,||2-
c) Si fn — f débilmente y || full2 — || f|l2, entonces f,, — f en L?(u).

Ejercicio 5.17
Sean f € LP(R),g € LY(R), donde % + % = 1. Prueba que

F(t) = [ £+ g(a)da

es una funcion continua.
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